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H den Hauptkreis koujugierten Punkten identisch ; das

1 Jia 1 1 161 huai W 1 1 11 4
jeißbt , jeder dieser Strahlen schneidet à und den Hauptkreis

lenselben beiden Punkten , ist eine Hauptsehne von &. 80

die zuptsehnen von auch bei inärem

konstruieren ; wir brauchen nach dem früheren

ut erst nachzuweisen , daß wir immer zwei reelle Geraden

§S J. Aufstellung der einfachsten Transformationen „ E “ der

Ebenen des Raumes , die auf einer Kugel eine Berührungs -

formation der Kreise erzeugen .

strans -1 U 1 33 185 T1 An 12 1 1 *
1. Da ein Punkt in der Theorie der Berührung

kormationen als Elementverein aufzufassen ist , wird man ,

21 1 3 2
wenn es sich um die Berührungstransformationen der Kreise
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nden ist eine algebraische Verwandtschaft

E zwischen den Ebenen des Raumes , und wir können uns

umgekehrt B durch Eü erzeugt denken . Da ein Punkt von

berührt , sehen wir :1 Tvaice icçtGein Kreis A .

5 n
Die mit B verbumndene algebrdisché Hbené ,
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Sie führt also & in eine von ihr verschiedene algebraische
Fläche C“ über , so daß zwischen den Berührungsebenen der
beiden Flächen eine ein - eindeutige Zuordnuns g besteht
Welches ist nun die Klasse der &“ ? In welcher geometri —
schen Beziehung stehen S und &ꝰ? Kann die Juordnung
zwischen den Berührungsebenen von S und d als Teil eine
durchweg eindeutigen bekannten Transformation der Ebenen
des Raumes dar ; 18 nstellt werden ? Dies sind die Fragen , dié
sich hier sofort erheben und deren Beantwortung uns zugleich
zu einer konstruktiven Definition der Transformation E ver —
helfen wird .

. Wir nehmen eine Ebene e betrachten den in ihi
befindbllichen Kreis ( e) von & als Enveloppe des Sy6 tems Seine ! l
D 1 5— ˖0 e e Ri g f ꝗan inFunkte ; dourch Anwendung von B erhalten wir hieraus eln
System von Kreisen . dessen Enve OPPE Sich aus lauten Kreisé eEn4 6. f KF 13 EFMans 130 62 ), ( E6) . . . . . , zusammensetzen soll ; die Ebenen dé1 2 3
Kreise des Systems durch E eindeutig den Ebenen Zu—
geordnet , die & in den Punkten von (e) berühren .1 Und Um -
hüllen eine der & umschriebene abwickelbare Fläche ; deren
Schnittkurve mit der Kugel & ist nun die Envele ppe des
obigen Kreissystems und setzt sich deshalb zusammen aus
den Kreisen ( e1 ) , ( 2“ ) , (e30). . . . . , deren Ebenen 1 15

in der Verwandtschaft E der Ebene s entsprechen

chnittkurve nur aus νσνσν Kreise , so kann
die abwickelbare Fläche nur ein Kegel II. Grades sein . dei

längs dieses Kreises berührt ; wenn das durchweg statt -
findet , ordnet E jeder Tangentialebene von & nur wiedel

nen von G zu und erzeugt deshalb auf & keine

eigentliche rührungstransformation , sondern eine Punkt —bon. — Setzt sich aber
uhni

tkurve aus ο -
Kreisen zusammen , so besteht die abwickelbare Fläche aus
lauter Ebenen , die diese beiden Kreise gleichzeitig berühren ,
und kann infolgedessen nur der eine der beiden Kegel II .
Grades sein , die durch die beiden Kreise hindurchgelegt
werden können ; auf diesen einfachsten Fall wollen wir uns
hier beschränken und machen deshalb die weitere
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JorauisSelatmg Die Beriihinungqstransſonmation B ordun

Jedem Nyeise ↄibei Kyeise Z2u, ( die epentiuell Sοανάemen fallen .
önnen ) .

Nach dem vorangegangenen folgt aus ihr :

Die Veribandtschßt E 8St οju¹tiq ; Cinh⁰νν Tanqential -
ſeegſel de Ku) α˙ σ fliſint sie in eine KeαοLσ HJ. Grades uben ,

de%% ο in, ονοοει Pumnleten berlſint , uνι , d HẽZ½ 15 e der

Kyeise , im denen der Jetætere die Nuqel Schhνιiet , Sind gerddeé
Ile Uο E Gen. Lbene 8 SUeoονννναten Ebenen , νονν Me
L7 3 3 77 —37 5 8
EHEne ude8s Beruihαννινu0NS 7*˙08eS s Tamnqentidlſhbeαονά⁵ Ist .

3. Nehmen wir nun einen Kreis (és) der Kugel &ꝙ und

auf ihm ein Linienelement J, dessen Punkt P sei , so ist “

das den beiden Elementvereinen P und (e) gemeinsame

Linienelement ; da P durch die Berührungstransformation B

in einen Kreis ( “ ) verwandelt wird , sind die dem “ ent —

sprechenden Linienelemente diejenigen , die die zu ( e) ge —
hörigen Kreise (e1)) und (e2“)) mit dem Kreis ( à “ ) gemein haben ,

und das sind , da nach dem vorangegangenen die Ebene à “

die Kreise (ei “) und (&2“) berührt , Zzwei , auf jedem der Kreise

(61“)) und (ea“) eins . Demnach fließt aus unseren Voraus —

Setzungen der Satz :

Durch B ꝛb ſedes Linienelement l in æibeit Linlien -

( lemente 113 . l½ lubengefuhrt , die in derselben Lhene liegen .

Wenn l einen Kreis ( e) dunchilduft , so beschieIben Ii ! uu .
f 3 *einen dler ihum Sααοοοννten Mreis - (E1“%) L , ( 82 ) . Um -

gelbelirt gehiõrem li , uν,eꝑ là ααιp ] , h . den Kreisen (ei“)
undꝗ ( E an , ebemm ein Hl ' ement des Kyeises ( e) ist .

Hierbei kann der Fall eintreten , daß (er“) und (ez“) ein

Element Jo“ gemeinsam haben ; dann gibt es auf ( ꝙ) ein Ele -

ment Jo, dessen beide entsprechenden in 40“ vereinigt sind .

Solcher Elemente ist jedoch höchstens eine einfach unend -

liche Anzahl vorhanden , da durch Budem Punkt von Jo der

Punkt von Jo“ zugeordnet ist , während wir vorausgesetzt haben ,

daßb i. A. ein Punkt in einen wirklichen Kreis übergehen

Soll . Diese Elemente o und Jo“ bilden zwei Elementvereine ,

die wir später finden werden .



Nehmen wil

ment gemeinsam haben , so wird jedes der ihm entsprechenden

jetzt zwei Kreise ( s ) und (7) , die ein Ele —

Elemente 11“ und J½ einem der Kreise angehören , der dem

(e), und einem der Kreise , der dem ( 7) zugeordnet ist ; das

ist aber nicht anders möglich , als daß etwa (ei “) und ( 11

sich in 117, ( &2“) und (½%½) sich in ½“ berühren . Deshalb

miüissen , wenn wir alle Kreise ins Auge fassen , die si

berühren , die ihnen entsprechenden sich in zwei Büschel

orduen , nämlich in den Büschel der sich in I “ und in den

Büschel der sich in J2“ berührenden Kreise . Hiernach hat

lie Ebenentransformation E die folgende charakteristiscl

Eigenschaft :

Dyeht Sich, eine Hbene s um eimne Tanqente der NK

S, 580
Besehre

Hen He He 77 I - uNel E SDοιεον uete 77 FEhe 7

E. “, E Yνν benenbüschel , deren Aæen ti “ uαꝗ 80 DνWjls

/ 11 777 85 SC0uυn 8YI 7//ο Stimmmmen

Ebene , die den dunchet Laufende, , BerùuhmunꝗScç ] e Yο

6 Itsyriolit .

Wegen der sich hierin ausdrückenden engen Beziehuns

ler Kugel C zur Transformation E wollen wir G als 8
Guνaouαε “ ‚ v %n E bezeichnen .

4. Wir haben soeben eine mit E verbundene zweideutig

Beziehung zwischen den Tangenten der Grundkugel auf —

gefunden ; wir wissen von ihr nach den Erörtérungen , die

sich an den vorletzten Satz der vorigen Nummer schlieben ,

dabb es höchstens — einfach unendliche Anzahl von Tan —

men to gibt , deren beide entsprechenden sich in eine ,

vereinigen , und daß nur dann , wenn eine Tangente in einer
0 7

7enten 1 2Ebene èe liegt , auch die entsprechenden Tan ,

bzw . den entsprechenden Ebenen eEz, ez“ angehören . Es tritt

nun sofort die Frage auf nach dem Gebilde der Tangenten ,

die den durch einen Punkt I gehenden Tangenten entsprechen .

Wir haben dabei drei Fälle zu unterscheiden :

a ) IE ist ein Pumbet der Grumndſeuqel : Dann liegen alle

Be -

jenden bilden

durch gehenden Tangenten in der zu 7 gehörigen

rührungsebene o von C, und die ihnen entspre
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len Tangentenbüschel des Kreises von C, der in der Ebene

0 liegt , die der Odurch E zugeordnet ist .

b) 3 760 Mehnt duu 0 7* 6 Jονα¹i½iel , GDν empfänqt

ndeStensS ) 7„1 Ianqente to , Jerelt CUεfοονhH “ nde Sie in

( ee , 6%“, vereinigt haben , Es seien deine weitere Tangente

us P und 41“, 4½ die ihr entsprechenden ; der Ebene ( to d)

sind dann durch E die Ebenen ( to “ di “) und (to“ 42“) Zuge -

rdnet, und deshalb muß to“ durch den Schnittpunkt A“ von

1 und da gehen . Dasselbe gilt für alle Tangenten aus

ist eine von ihnen und æi “ die eine ihr entsprechende

Tangente , so kann , da æà nicht in der Ebene ( é d) liegt , æ. “

weder der Ebene ( to “ 41“) noch der Ebene (50“ d½“) angehören ;

la aber und d in einer Ebene liegen , mub 41“ mindestens

ne der beiden Geraden u7“ und dz“ treffen , und das ist
i

nur möglich im Punkte . In diesem

Tangenten des Punktes ＋7 ihre ent -

ich durch denselben Punkt F“ .

C) FN is,t ein Pumlet des Hadumes in allqemeinen Laqe :

Dann nehmen wir zunächst zwei Tangenten 4 und 5, die

durch Je gehen und deren zugeordnete Tangenten 41“, d2“,
8
1 02

sich und ebenso Y1“ und 5½“; ferner werden noch der Ebene

von einander verschieden sind . di “ und az“ schneiden

( ab ) etwa die Ebenen (di“ bi“) und (az“ 02“) entsprechen , 80

laß sich auch d. “ und 51 , sowie z “ und 5½“ schneiden . Da

nicht in der Berührungsebene von O liegt , die durch a
/

läuft , gehören weder 51“ noch 52“ der jener entsprechenden

Ebene (di“ d. “ ) an ; ebensowenig auch d. “ und az“ der Ebene

( 51“ 02) . Aus diesem Grunde müssen die vier Geraden 41“,

„61“ , ö½ etihede , ein windschiefes Vierseit bilden ode , alle

durch denselben Punkt laufen ; aber es ist nicht möglich ,

daßb etwa 61“ durch den Schnittpunkt von di1“ und d “ geht

und 52“ nicht . — Laufen nun die vier Geraden durch den

selben Punkt “ , so nehmen wir eine beliebige weitere Tan —

gente à aus und die eine , i “ , der ihr entsprechenden
Tangenten ; da nicht in der Ebene (aòh) und deshalb æ,

nicht in den Ebenen ( 4i “ bi “) und ( az “ ö2“) liegt , da ferner 41 “
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mindestens eine der Geraden d. “, d und eine der Geraden

51“ b2“ treffen muß , kann æ1“, wenn es nicht auch durch 2
läuft , nur eine Gerade einer der Ebenen ( 4i “ 02) und (dz“ bi“
sein . Die betreffende Ebene aber müßte dann sowohl der
Ebene ( aαπ ) wie der Ebene ( Orα ) entsprechen , und zwar un —

abhängig von der Wahl von 4 ; dies würde eine Ausartung
der Transformation E bedeuten , die wir ausschließen können
Mithin muß æi“ durch laufen , und wir kommen auf den

vorigen Fall zurück ; in der Tat gehen jetzt auch durch 1
Tangenten , die nur je eine einzige entsprechende haben ,
nämlich die Verzweigungselemente der Korrespondenz , die
zwischen den Kanten der aus 7 und Æ an C kommenden

Tangentialkegel durch unsere Verwandtschaft erzeugt wird
— Wenn also A ein Punkt des Raumes in allgemeiner La

5 *ist , bilden 41“, 47“, bi“, bꝛ“ immen ein windschiefes Vierseit

96

nehmen wir dann eine beliebige Tangente à aus R, 50
können , wie früher , die ihr entsprechenden Tangenten 22055
und æ½“ keine Geraden der Ebenen (41“ d2 ) , G1“ 52) ) ,

2“) dieses Vierseits sein . Da aber 1 Und à, “ je eine
549 (

der vier Seiten des Vierseits schneiden müssen , S0 kann das
nur so geschehen , daß etwa 47“ die Geraden 41“, 6 Und ½“

5die Geraden d3“, ö1“trifft . Lassen wir daher den aus Æ
an C kommenden Tangentialkegel durchlaufen , so wird Ni“
an den Geraden d1“, 2 “ und à “ an den Geraden 4“ , J1“ ent -
lang gleiten , dabei immer die Fläche & berührend Hieraus
aber ergibt sich mit Leichtigkeit , daß 1 und àz“ zwei ver -
bundene Regelscharen beschreiben , deren Trägerfläche B die
Grundkugel C in unendlich vielen Punkten , also längs eines
Kreises berührt . — Indem wir die ersten beiden Fälle als Aus —
artungen des dritten Falles ansehen , fassen wir unser Er —

gebnis S0 zusammen :

8 „N 7 1 7Dye V Sicn 6¹17˙ Tauiqente 667 E gꝛ¹ναν ＋ν 6οι
7 D 7 13 4Puuulet Ie , so Deschieibhεe MMie heiden iſiu dνjP¶νοe᷑ Sινεοαιεten

Tanqenten 2 Pdds : DEιπνοα %,x HegqelSchJUaen , Cenen Lοαεν -
Adchie 24 Me Grundſeu¹άεl Lduꝙs Cον Kue 8⁸ heflihnt .

Aus diesem Satz folgt sofort :
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Jeder Hbene & du¹s entsprechien vνσπ0ͤͥge E Sνο Be -

nüinungsebe ND²Eο ον E.

Oder :

E flihirt ein Hbenenbundel in eine Hdche II . Klasse

iber , Me Me GCuιάꝛ¼muqel Lanꝗs 64ι , Nye I8e deylihint .

5, Genau dieselben Uberlegungen können wir nach

unseren Voraussetzungen mit den beiden inversen Trans —

formationen B- i1 und E—I1 anstellen ; wir wollen die Bezeich -

nung so einrichten , daß wir sagen : Durch E —t sind einer

Ebene s“ die Ebenen ei und ez zugeordnet usw . Insbesondere

geht die Grundkugel S , die wir auch mit “ bezeichnen ,
lurch E— in eine Fläche über . Nach den vorangegangenen

Erörterungen können wir jetzt die Art der Flächen &“ und

bestimmen . Um die Klasse von C' zu finden , sehen wir

nach , was für ein Tangentialkegel aus irgend einem Punkte

I an C geht : Dem Ebenenbündel ( π entspricht vermöge
Esi eine Fläche II . Grades P , die , gleichviel ob sie allge -
mein ist oder ausarteét , mit C einen und nur einen Tangential -

kegel gemein hat ; keine andere Ebene außer den Berührungs —

ebenen von P schickt eine der ihr durch E zugeordneten

Ebenen durch F7' . Als0 wird der aus an C' gehende

Tangentialkegel durch die Ebenen gebildet , die den gemein -

Samen Berührungsebenen von & und P ( eindeutig ) entsprechen ;
la diese einen Tangentialkegel von S umhüllen , ist er nach

lem letzten Satz von No . 2 dieses Paragraphen ein Kegel

II . Grades , der &S in zwei Punkten berührt . Daraus folgt
als Antwort auf die ersten beiden der anfangs aufgestellten

Fragen :

Die Flachen &“ un U, in die die Gοmuννε,ν . Sꝯ
duunοο E u Eν u bèergelt , sind Fläàches L . Grades aαν

berlilinen siée qe Ilàngs eines Kreises . Dièe Hbenen dliesen Kreise

Seie , dals diè „ Hauptebenen “ ꝙ an ν beεuιumet .

6. Umgekehrt wird durch E in eine Fläche ver -

wandelt , von der S S & ein Teil ist ; und zwar ist immer

eine der Ebenen é: “ und e2“/, die einer Berührungsebene é

von W entsprechen , Berührungsebene von S . Berührt also
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zugleich ꝙ 80 Und e 1

sammen , die G' und berüh :

heißt aber :

96e77 Hοιαν,/ꝗuhen . 56 * i / 771 CHινιοσνν L, 71 CNνν
8 63 f ö 5SDαιν fν ¶Cmdmunnοεννꝭi²eHι 7767ʃ 07 914 7

SSEN. ſSt 4 , Cey- Hauyptebenn- deι E die Ha Meben

ꝙ 67 Jolltiq Sσ/νσννννu ] t 70α CH6 6 Uο ν hοο 7E7

Tanqente 0 % α/ο οανιαεσAνν ꝙ“ HDefiνUilichie .

wWir daher einen Punkt P von ? lie
beide

ihn gehenden und in liegenden Tangentel
24 7„ 1 N01 8 F ai Pa ! Fa·Sind diesen durch E eindeutig zwei Tangente 0

Ebenel

7n 1

mnete Tan -

genten 1 C% ſgje die tunle einer dei 9
mit eilner der Hbenel Seiln uUnd déshal

N hnitt let 77 1.ꝶ7Gen Schnittpunkt Fen und gehben . WIr hal 8

len schon früher leuteten Fall :

Dyeht S7 ο eειννν, Tangente Ce, GYuνάuHe ⁹⁹] enmnen
Punlet der Hauptebene ,, So Helden die ihi , in E ehαννeοj,h - eν - ²
den eineι ÆE“αναοl, dessen Scheitèl den Hauptebene ꝙ“ Jieqt .

Oder :
W 0 nEi , Hbenenbundel , desS , Scheite , eig Piſiſhet der Hauyt —

Gende d & αο , ανιν E Oαεοσε iνν Oᷣ SO/CHES , Ge .
dem Scheitel in ꝙ' , vihοο,qm̃efiihut

1 1Dasselbe gilt natürlich auch fü N unter Vertauschung
und mRmithin 7 n 8 2VIn und ꝙp' ; mithin erhalten Sνε8αενινν αοι⁰ νdtFel -

50 75 57 f 777 5 577 57•̇ 9GCEννν οο ν σ CUο UnjNBEadeehuρνάeοeι ] ddνtuieiε AMNνάναι„ MοSᷣe
Zuuord . ˙79.

Sind P und P zwei in ihr zusammengeordnete Punkte

so gehen die Ebenen , die vermöge E den Ebenen aus 7

entsprechen , sämtlich durch P' / , und die Ebenen , die vermöge

II
E —- den Ebenen aus P entsprechen , sämtlich durch P

Wenn ç und 0“ ein zweites Paar zusammengehöriger Punkte



von und ꝙ sind , so folgt das analoge für die Ebenen , die

31
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ſurch PO und die durch F gehen ; wir haben also erstens

tlen 8

Lin L⁵ Nh⁰Eινά⁰ẽꝭSWũcel, CeSSονσ · Aαε Nνde Hauyptebe 77e u Jieꝗt .

dCurelh E ꝛbνe%,juůur n, einν, , sSolehe - Mit der Ace in ,

νεiαοννt . σπσœʃ· besteht S7ννfα¹ ) deνẽ heiden Buischeln eite

Norrespo - CeNn2 91¹

Jweitens erkennen wil laß wir auch ↄννιsẽαα deν Ge

6— deινν DO0ο ν νuασ 0 ο Wed7 oundεννẽͥtiq 119L-

hydische ZuordJ - Haben Die beiden Verwandtschaftel

zwischen den Punktfeldern und zwischen den Geradenfeldern

stehen offensichtlich in der Beziehung zu ein —

mder , daß in ihnen inzidenten Elementen wieder inzidente

Elemente entsprechen ; daraus folgt

D. E Schen den Feldern der beiden Gνοο -

67 D οα Cνπν LKoOllineadti 7% eHheuον,1“t .

§S 2. Konstruktion der Transformation E.

Wir können jetzt an die Beantwortung der dritter

agraphen aufgestellten Frage gehen ; und zwal

Kollineation aufweisen , die eben —eine räumlic

durch E zwischen den Ebenen der Klassenflächer
5

Vorgerufene eindeutige Beziehung erzeugt . Zu

erinnern wir uns , wie wir zu einer Ebene e

eiden entsprechenden 8,“ und ez“ gefunden haben : Der

zu é gehörige Tangentialkegel E von & ging durch E über

in einen Tangentialkegel E' von C und dieser schnitt zwei

in S ein , deren Ebenen et“ und eaz“ waren . E nur

G in zwei Punkten , den Durchstoßpunkten der Ge

raden 61“ e “ durch C, und diese liegen auf dem Hauptkreis

der Grundkugel C, also haben wir das folg ende Resultat ,

das allerdings schon im vorletzten Satze des vorigen Para —

graphen enthalten ist :

Die heiden Lbenen , die duncſt E Jyge % Hbene eul -

FJeOVdαπνρι Slομ νε, SCινενꝗe

Hοάν
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