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Erster Abschnitt .

Die einfachsten Punktverwandtschaften , die Kreise

in Kreise überführen .

§ J. Die Kollineationen , die eine Kugel in sich selbst

verwandeln .

1. Die einfachsten Kreisverwandtschaften der Ebene

werden wir aus den einfachsten Kreisverwandtschaften der

Kugel erhalten . Deshialb seteen ꝛbι dν , e¹nαν Luu- οεά ο eine

umſcefinbar eindeutiq9ſe , algebraischie ' Punſetperiuandtschaft P

voοοs, , die jedem Kyeis ibieder einen Kyeis auorduet ; sie

führt die Kreise , die durch zwei feste Punkte gehen , über in

die Kreise , die durch die entsprechenden beiden Punkte laufen .

Fassen wir die Ebenen der Kreise ins Auge , so erhalten

wir durch P eine umkehrbar eindeutige Verwandtschaft der

Ebenen des Raumes , die jeden Ebenenbüschel wieder in einen

Ebenenbüschel überführt , also eine Kollineation ; und zwar

vertauscht sie die Berührungsebenen von & untereinander ,
da jeder Punkt von C als Kreis aufzufassen ist , dessen

Ebene die Kugel & berührt . Mit dieser Kollineation der

Ebenen des Raumes ist eine Kollineation der Punkte des

Raumes verbunden , die die Punkte von & unter einander

vertauscht , und eben diese so erzeugte Verwandtschaft

zwischen den Punkten von & ist unsere P . Wir sehen

hieraus :



Die umſeehrbar oindeutigen Prianſetpertpandtschaften 4²
einer Kugel , die Kreise in Kreise iibenführen , aberden durof

die Tollineationen des Raumés enecugt , dièe die Lugel 77¹

Sieh selbst transformieren .

2. Die Kollineationen nun , die eine Fläche II . Grades

in sich transformieren , zerfallen bekanntlich 1) in zwei Arten ;

durch eine Kollineation der ersten Art wird jede Regelschar

der Fläche projektiv auf sich selbst , durch eine Kollineation

der zweiten Art projektiv auf die andere Regelschar bezogen ;
jede Kollineation der ersten Art läßt sich durch eine gerade ,
jede der zweiten Art durch eine ungerade Anzahl von in —

volutorischen Homologien ( Zentralkollineationen ) zusammen -

Setzen , bei deren jeder das Homologiezentrum und die Haupt -
ebene in bezug auf die Fläche II . Grades polar sind . Diese

Zusammensetzung , auf die es uns hier ankommt , läßt sich

unabhängig von den Regelscharen der Fläche , die ja bei

unserer Kugel imaginär werden , folgendermaßen ableiten :

Gegeben seien drei Paare entsprechender Punkte 4 , 4 ;

B, B“ ; C, C“ auf &. Dann gibt es zwischen den Feldern der

Ebenen ò S ( A450 ) und öð“S ( A4“B' C) eine Kollineation ,

die die in ihnen befindlichen Kreise der Kugel so ineinander

überführt , das 4 und 4 “ , B und 5“, C und C einander

zugeordnet sind ; sie ist bestimmt , wenn man zu diesen drei

Punktepaaren als viertes noch etwa den Pol der Geraden 45

i. Bez . auf den in dò gelegenen Kreis und den Pol der Ge —

raden 4 “ B ! i. Bez . auf den in ò“ gelegenen Kreis hinzu -

nimmt . Sind nun in dieser Kollineation X, X ' irgend zwei

einander entsprechende Punkte und sind ferner D und LD'

die i. Bez . auf & genommenen Pole von oͤ und òd“, so müssen

in jeder Kollineation , die & so in sich selbst überführt , daſ

A und 4“, B und B' , C und C gepaart sind , auch X und

X' , D und TD' Paare entsprechender Punkte sein . Von den

unendlich vielen Kollineationen , die durch diese fünf —

nicht in allgemeiner Lage befindlichen — Punktepaare be —

) F. Klein , Math . Ann. Bd. 4, S. 412 u. 622 . H. G. Zeuthen , Math

ee 8 , 8. 35f . R. Stüfm , Math . Ann . Bd. 26, S. 464fl



stimmt sind , gibt es zwei , die & in sich transformieren ;

wir erhalten sice, wenn L der eine Schnittpunkt von P &

mit & ist und wenn 55ν ᷣ in Ei und Lu ' schneidet , durch

die fünf Punktpaare

B„, R G D

AB ECiD , D

und erkennen , daß die eine aus der anderen durch Hinzu —

fügung der involutorischen Homologie entsteht , die D' zum

Zentrum und o “ͤ zur Hauptebene hat . Wir finden also

Sid CD ο⏑οοεσ EuUel Grbi Punletepdaure egebe , Sc Mht
es eibei Kollineationen der Kugel in sich , in denen dies “ Punmtte -

padre Padrèe entsprechender Punletè sind ; jede diesen Kollined —

tionen ldsst Sieh de ( Ce, danderen duiuel . Hineifugunig 7⁰e

⁰οονtorischen Hon OloOg?ie eiten .

3. Diese beiden Kollineationen nun bauen wir in folgenden
Weise aus involutorischen Homologien auf , deren Zentrum

und Hauptebene reell und i. Bez . auf &polar sind : Zuerst

ehmen wir eine der Homologien , deren Zentren die Scheitel

beiden Kegel des durch & und das Ebenenpaar o, ò“ be -

stimmten Büschels von Flächen II . Grades ist ; diese Scheitel

sind immer reell , weil C keine reellen Geraden trägt . Die

Homologie 9 hrt 0 in o“ und dabei die Punkte A, B, Cin

drei Punkte A1, BI , C, des in odͤ' , befindlichen Kreises der &

N
1
1del

über . Zu zweit kommt die Homologie , deren Zentrum der

Schnittpunkt der Geraden 41 B' und BI A ist ; in ihr ent —

— — dem A1 der 5' / , dem B. der 4 “ und dem Ci ein

Punkt Cz: desselben Kreises . Zu dritt nehmen wir die Homo

logie , deren Zentrum der Schnittpunkt der Geraden 4/B

und C3C ist und die deshalb 4“ und 5 ! , sowie C und C-

einander zuordnet . Durch die Aufeinanderfolge dieser drei

Homologien erhalten wir eine Kollineation der Kugel G in

sich , bei der 4 , 4 “ ; B, B' ; C, Cgepaart sind , also eine der

beiden oben gefundenen ; die andere folgt aus ihr , wenn wil

noch als vierte die involutorische Homologie hinzufügen , die



9

D' zum Zentrum und o“ zur Hauptebene hat . — Die An —

zahl der Homologien kann sich in besonderen Fällen ver —

mindern : Erstens kann schon die erste Homologie 4 in A ,

B in 5˙ , Cin Cüberführen , nämlich wenn 44 “ / , BB ‘ , C0

durch einen Punkt laufen . Zweitens kann es möglich werden ,

die zweite Homologie so zu wählen , daß sie direkt A mit A4“,

Bi mit 5“ , Ci mit C“ vertauscht , wenn nämlich 414 “ / , BIB . ,

CIC “ durch einen Punkt gehen . — Wir haben hier den be -

kannten Satz gefunden :

7Jede veellèe Kollineation , dièe eine Näche II . Grades in

84ν SelbSt Iibνfuint , dſt Steh dues nhöchstens vleν rree¹ eιν
R J
hνοοινEꝓoyisc NE Homologie „* OιISUnmensetæen

§ 2. Die aus der involutorischen Homologie folgenden ebenen

Kreisverwandtschaften .

1. Wir projizieren die Kugel & aus einem Punkte 8 auf

eine Ebene 6, die wir uns der Einfachheit halber als Polarebene

von S i. Bez. auf C oder , wenn 8S auf & liegt , als Parallel -

ebene zu der in &S berührenden Tangentialebene von & denken ;

in 6 nehmen wir den Umriß von & zum absoluten Kegel -

schnitt der Maßgeometrie . Dann folgen aus den kollinearen

Punktverwandtschaften der Kugel C in 6 Punktverwandt -

schaften , die Kreise in Kreise verwandeln , und zwar lassen

sie sich sämtlich aus denen unter ihnen zusammensetzen ,

die durch die Projektion aus den involutorischen Homologien

der Kugel entstehen . Wir wollen uns deshalb nur mit diesen

besonders einfachen Kreisverwandtschaften beschäftigen .
Es sei also eine involutorische Homologie gegeben , deren

Zentrum C“ und deren Hauptebene “ reell und zu einander

bolar in bezug auf & sind . 7“ wird entweder & reell
fN U

schneiden oder nicht ; dagegen können wir den Fall , daß 9
die S berührt , ausschließen , da er eine Ausartung ist , in

der alle auberhalb von “ befindlichen Punkte dem C“ ent -

sprechen . Das Projektionszentrum S ferner kann mit C

identisch sein oder in 5“O oder an einer beliebigen Stelle des
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