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Erster Abschnitt,

fachsten Punktverwandtschaften, die Kreise
in Kreise uberfuhren.

Die ein

§ I. Die Kollineationen, die eine Kugel in sich selbst
verwandeln.

1. Die einfachsten Kreisverwandtschaften der Ebene
werden wir aus den einfachsten Kreisverwandtschaften der
Kugel erhalten. Deshall setzen wir auf einer Kugel @ eine
u'”.n’;';,'-fl.'a'-"l.ar.l.r' -.f..a.u.flr-.l{.’g-_-';'a_ ri.-'rr,fr'-‘Iaj'-'ff-s‘-'ﬂll-" }—'}'-".f!"..'f"lf""'"-’""I'J-“"I’J""-'.-rl". ‘}3
vOraus, die _:'.'-'-'"r m Kreis wieder einen Kreis £.'afr.u'r_f"n'-?': \il'
:(-,

fithrt die Kreise, die durch zwei feste Punkte gehen, iiber in

die Kreise, die durch die entsprechenden beiden Punkte laufen.
Fassen wir die Ebenen der Kreise ins Auge, so erhalten
wir durch ¥ eine umkehrbar eindeutice Verwandtschaft der
Eibenen des Raumes, die jeden Ebenenbiischel wieder in einen
Ebenenbiischel iiberfiihrt, also eine Kollineation: und zwa
vertauscht sie die Beriihrungsebenen von @ untereinander,

da jeder Punkt von @ als Kreis aufz

fassen 1st, dessen

Ebene die Kugel @ berithrt. Mit dieser Kollineation der
Ebenen des Raumes ist eine Kollineation der Punkte des
Raumes verbunden, die die Punkte von @ unter einander

Il eben diese so erzeugte Verwandtschaft

vertauscht,
zwischen den Punkten von @ ist unsere LB. Wir sehen

hieraus:
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CLRErY 1’\ UGEL, ie Kreise in f\.-'rr.n uocrfithren, werden .’J_’,.r;‘u'h

wimnkceliroar

einde “.f'.-'_.l’- n Punktve J'"-'-""-".-’Fff:f'.*r‘;?'-.fJ"gl-' noaunf

die Kollineationen des Rawumes erzeugt, die die ;"\m;”-‘J in

sich selbst transforneren.

2. Die Kollineationen nun, die eine Fliche II. Grades
in gich transformieren, zerfallen bekanntlichl) in zwei Arten:

lurch eine Kollineation der ersten Art wird jede Regelschar
der FI
1

he projektiv auf sich selbst, durch eine Kollineation

der zweiten Art projektiv auf die andere Regelschar bezogen :
jede Kollineation der ersten Art lilt sich durch eine gerade,
jede der zweiten Art durch eine ungerade Anzahl von in-
volutorischen Homologien (Zentralkollineationen) zusammen-
setzen, bei deren jeder das Homologiezentrum und die Haupt-
ebene in bezug auf die Fliche II. Grades polar sind. Diese
Zusammensetzung, auf die es uns hier ankommt, lilt sich
unabhiingig von den Regelscharen der Fliche, die ja bei
unserer Kugel imaginir werden, folgendermalien ableiten:
Gegeben seien drei Paare entsprechender Punkte A, A4’;
B, B'; O,C" auf @. Dann gibt es zwischen den Feldern der
Ebenen d =(4ABC) und o'=(4A'B'C") eine Kollineation,
die die in ihnen befindlichen Kreise der Kucel so ineinander
iberfithrt, daf A4 und 4’, B und B, C und €' einander

zugeordnet sind; sie ist bestimmt, wenn man zu diesen drei

Punktepaaren als viertes noch etwa den Pol der Geraden AB
i. Bez. auf den in & gelegenen Kreis und den Pol der Ge-

len A'B" i. Bez. auf den in &' gelegenen Kreis hinzu-

nimmt. Sind nun in dieser Kollineation X, X’ irgend zwei
einander entsprechende Punkte und sind ferner D und D'
die 1. Bez. auf @ genommenen Pole von & und 8, so miissen
in jeder Kollineation, die @ so in sich selbst itberfithrt, daf
4 und 4, B und B', C und €' gepaart sind, auck X und
X', D und D’ Paare entsprechender Punkte sein. Von den
unendlich vielen Kollineationen, die durch diese fiinf -—
nicht in allgemeiner Lage befindlichen — Punktepaare be-

) F. Klein, Math. Ann. Bd. 4, S. 412 u, 622, H. G. Zeuthen, Math

R, Sturm, Math. Ann, Bd, 26, S, 464f
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wir erhalten sie, wenn Z der eine Schnittpunkt von DX

@ ist und wenn D'X’ @ in E,' und £, schneidet, durch

A=At B B CoC: DDy R

Ay ALy BB G G 4 D D BB,

1€ dls der an

rugung der involutorischen lllr;'l--LI'_:'iL' ent

Zentrum und 6" zur Hauptebene hat.

LR aMT einer f\r,. 1ef

en Kollineationen nun bauen wir in fol:
Weise aus involutorischen Homologien auf. deren Zentrum

und Hauptebene reell und i. Bez. auf @ polar sind:

.Z=!. \'_ ' !‘:i.ll'_-;i ’f“ iii.-:l (as [' enenpaar r\, o' be-

2 S
dlese ochelite

Kreises der @

1130 1t
| &) INKI

dem

der A" und dem C; ein

itt nehmen wir die Homo-

ikt der Geraden A’ D'

:.i!‘ A’ unf J'fa sowie C, und €’

et. Durch die Aufeinanderfolge dieser drei
Homologien erhalten wir eine Kollineation der Kugel @ in
sich, bei der 4, A'; B, B'; C, C' gepaart sind, also eine de

fundenen; die andere folgt aus ihr, wenn wii

noch als vierte die involutorische Homolog
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D' zum Zentrum hat. — Die An-

zahl der Homologien kann sich in besonderen Fillen ver

mindern: Erstens kann schon die erste Homelogie 4 in A'.

J;J:’ {“ ]’;.. (

in ¢’ iiberfithren, nidmlich wenn 4 A4’. BB, C(

Zweitens kann es

durch einen Punkt lau *h werden.

A; mit A',

die zweite Homologie so zu wihlen, dali
By mit B’, C; mit C’ vertauscht, wenn nimlich 4, 4’ B, B.

( '.'r " durch einen

§ 2. Die aus der involutorischen Homologie folgenden ebénen
Kreisverwandtschaften.

ber als Polarebene
t5it als P

1€ Lellclll

1. Wir projizieren die Kugel @ aus einem Punkte S auf

eine Ebene a, die wir uns der Einfachheit hal
von S i. Bez. auf & oder, wenn S auf @ 1
ebene zu der in S beriithrenden Tangentialebene von @ denken:
in ¢ nehmen wir den Umril von @ zum absoluten Kegel-
schnitt der Malceometrie. Dann foleen aus den kollinearen
Punktverwandtschaften der Kugel @ in ¢ Punktverwandt-

\ Iia W yvoie 3 I vaie Porilee ) | : wiay 1
scnatten, die KAreise mm hreise andeln, und zwar lassen

sie sich samtlich aus denen unter ihnen zusammen

3 P | 3 Praialrfinn an LR TS T N0y | g
die durch die Projektion aus den involutorischen Homol

der Kugel entstehen, Wir wollen uns deshalb nur mit diesen
besonders einfachen Kreisverwandtschaften beschifticen

Es sei also eine involutorische Homologie gegeben, deren

Zentrum €’ und deren Hauptebene ¢’ reell

und zu einander

polar in bezug auf @ sind. ' wird

schneiden oder nicht; dag 1 knnen wir dafi

die @ berithrt, ausschliefen, da er eine Ausartung ist, in

1 I ( hall T, Y = s - W =
der alle aulierhalb wvon 2 befindlichen Punkte dem €' ent-

sprechen. Das Projektionszentrum S ferner kann

identisch sein oder in 9" oder an el
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