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„ positive Zahlen 11, ½2, „ 7 , nennt man bekanntlich æα⁵ “ n —

gellörige ( oder dssdbeljerté ) Konmrergqenæradlien einer Potenzreihe

0
8 5 9 3

( J) P( Al , 2 I, ) D. e , e

0

Wenn P( æi , a2 , „ A, ) für

2 ¹ „ „

ahνν,/αονννοe “ rt , während absolutèe Divergenæ stattfindet , sobald

2 5 9
(3) ,

angenommen wird .

Denkt man sich im Falle „ = 2 in einem rechtwinkligen Koordinaten -

systeme die Punkte v , uο, deren Koordinaten zusammengehörige

Konvergenzradien sind , markiert , so erfüllen sie eine Kurve

( 4) ꝙ( , / .

Die Stetigkeit derselben bewiesen zuerst die Herren A. Meyer und

E. Phragmén , neuerdings Herr F. Hartogss ) , der daraus weitere in -

teressante Folgerungen zog . Von einer anderen Begründung dieses Stetig -

keitssatzes ausgehend , beweise ich im folgenden auberdem , daß die er -

wähnte Kurve in jedem Punkte einen vorwärts und einen rückwärts

genommenen Difforentidlqquotienten besitut , die voneinander verschieden

) Meyer , Stockholm . Ved . Ak. Förh . 60fv. 40 ( 1883) , Nr . 9, P. 15. — Phragmén ,

ebenda Nr. 10, P. 17 . — Hartogs , Beiträge zur elementaren Theorie der Potenzreihen

und der eindeutigen analytischen Funktionen zweier Veränderlichen . Münchner Inaugu -

raldissert . LPZ. 1904 . P. 8 — 11. —Während der Korrektur der vorliegenden Arbeit

machte mich Herr Blumenthal in liebenswürdiger Weise darauf aufmerksam , da⸗

ein Teil der darin enthaltenen Resultate ( im wesentlichen auch der Hauptsatz von

P. 292 ) schon von Herrn Fabry (C. R. 1902 , Bd. 134, P. 1190 —1192 ) auf andere Weise

gefunden wurden ; daselbst spricht Herr Fabry auch den p. 316ff . erwähnten , spüter

von Herrn Hartogs wiedergefundenen und bewiesenen Satz aus .
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2

sein können ( dann hat die Kurve ꝙ (2, ) 0 in dem betrachteten Punkte

eine Ecke , die übrigens zugleich Häufungsstelle unendlich vieler benach -

parter Ecken sein kann ) .

Aus der bloßen Kenntnis einer Tangente f im Punkte vi , J2 läßlt

sich dann in der 2 % Ebene ein zweidimensionales Gebiet definieren , außer -

halb dessen kein Punkt der Kurve ꝙ( 4, / 00 liegen kann ; dieses Kon -

tinuum wird begrenzt von den beiden Koordinatenachsen und derjenigen

Kurve der Form 413 / fconst . , welche im Punkte „i , 7: die Tangente

T hat . Die so gefundene Beschränkung im Verlaufe der Kurven ꝙ (4, /)

läßt sich auch in der Weise ausdrücken , dab diese Kurven Lösungen

einer Differentialungleichnunſ vweiter Ordnung sind . Umgekehrt zeigt sich ,

daß zu jeder Kurve h ( , / ) 0, welehe der petreffenden Differentialunglei -

chung genügt , unendlich viele Potenzreihen P( au , 4½) gehören , für welche

5( 42, ) ) 0 Kurve der assoziierten Konvergenzradien ist , d. h. genügen

die Werte 2à= vi , Y 7: der Gleichung v , ) O , so ist 1 7 ein Paar

zusammengehöriger Konvergenzradien von P( Yl , 4: ) und umgekehrt .

Im ersten Paragraphen der vorliegenden Arbeit führe ich die Be -

weise der soeben erwähnten Sätze aus ; dieselben Iassen Sich sämtlich unter

Beibehaltung des eingeschlagenen Beweisganges dul , Funſetionen beliebig

vieler Veréinderlichier dusdehmen . Bei der vorliegenden Untersuchung kann

der Fall „ Q= 3 als Typus des allgemeinen gelten ; einerseits nämlich bietet

der Fall = 3 gegenüber demjenigen = 2 einiges neu Hinzukommende ,

das einer besonderen Erläuterung bedarf (s. §S 2) ; andererseits aber

dürkte dann der Weg zu weiteren Verallgemeinerungen genügend vor —

gezeichnet sein .

Die folgenden reihentheoretischen Entwicklungen liefern zugleich einen

Beitrag zu der noch wenig geklärten Frage über den Verlauf der Singu⸗
laritäten einer Funktion mehrerer Veränderlicher ; einige diesbezügliche

Folgerungen werden am Ende der Arbeit (s. §S 3) gezogen .

8 13

Es sei 11, / irgend ein Paar zusammengehöriger Konvergenzradien der

Potenzreihe
0⁰

G0 PG , 2 ) TIer dalal ;
0

die Annahme , daß eine der Zahlen „1 oder ½ gleich Null sei , ist für das

Folgende ohne Bedeutung und wird daher ausgesclilossen ; die Oberen

Grenzen der Zahlen yi und v, sollen mit E, und I , bezeichnet werden und

nach Herrn Hartogss ) die Mamimalradien ( der Au- bzw . 4½- Ebene ) heißen .

ü e



Potenzreihen mehrerer Veränderlicher . 291

Zwischen »: und ½ besteht bekanntlich “ ) die charakteristische Be -

ziehung :
4＋

( 6) lim /Ta,7ν = 1 .
3

Für das Folgende kommt es vor allem darauf an , jene 4½, auszu -

sondern , die für das Zustandekommen dieses oberen Limes ausschlaggebend
sind . Ist 9, irgend eine Zahl zwischen Null und 1 ( mit Einschluß dieser

Grenzen ) und wird ein für alle Mal 1 — 91 = 92 gesetzt , so sind , falls

man die Reihe betrachtet , welche aus P( àr , 4: ) entsteht , wenn man alle a

gleich Null setzt mit Ausnahme derjenigen , deren Indizes der Ungleichung

3 0 und also auch der Ungleichung

32
‚

S8 .＋0N＋᷑˙ =

genügen , folgende zwei Fälle denkbar :

I. Fall : Es bleibt , wie klein auch die positive Zahl oösei , für die
4＋ε

73 * 8 K 5„5„5 „
übriggebliebenen a , die Beziehung lim /d , 1ε = 1 bestehen . In

8 4＋ ε ο 8

diesem Falle nenne ich die Zahlen Oi , 9 : zu den Konvergenzradien 51 ,72
oder auch zum Punkte à , ν gehörihj und umgekehrt diesen Punkt

von den Zahlen 91 , dꝛ abhüngih .

II . Fall : Wenn die d½, durch die obigen Ungleichungen ( 7) be —

schränkt sind , so ist für ein gewisses o 90 und um so mehr für alle

kleineren o:8
6⁴

( 8) lim/a , vνε Æ＋‘ , also auch
34 6eοε

* — 75

WO /0 ist . Es heißben dann die Zahlen 91 , 9 Miclit aum Punkte 11, 72

gellöͤrig und letzterer von Hi , d . unα⁰ungig .

Zunächst ist klar , daß zu jedem Punkte vi, ½2 — unter v1, ½ immer

zusammengehörige Konvergenzradien verstanden — mindestens ein Lahlen -

paar 51 , 5 , gehört ; denn wegen ( 6) läßt sich aus den d , eine unendliche

Folge so auswählen , daß für die ausgewählten du ,

3 8 3lim Vſaa , 7½ = I ist ;
4＋ 0⁰

8 50 1 1
ür 5 = und 60 . —bildet man nun für alle diese 4 %,

die Zahlen 01
1

0²

und ist § 1 , 9 , eine Häufungsstelle der 01 , O2, 80 ist 91 , 92 ein zum

Punkte 71, 72 gehöriges Zahlenpaar .

) Lemoine , Bull . des Sc. Math . 20 ( 1896) , p. 286 —292 .
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Dies vorausgesetzt , betrachte ich die sog . V Kurve :

(9) 27579/ . — 75 ,

soweit sie in dem Quadranten verläuft , in welchem und / beide positiy
1 7 7 8 1 01 Dar- 16 7 *

sind ; ist 91 0 oder 9 =0 , so hat man es mit einer Parallelen Zzur

I . bzw . „ AAchse zu tun ; im übrigen sind die hier zu betrachtenden

- Kurven überall ( nach oben ) konkav und haben die Koordinatenachsen

zu Asymptoten . Ein Punkt St , / 82 heißt oberhalb der V- Kurve

4761%½. gelegen , wenn 87189. ist . Es besteht dann folgender

Hauptsatz : Liegt den Punlitt à = si , 82 Oberhiulb dlen Hurnvt

201 % 5νο uν gehört das Jalilennadur , B , ‚ : ν , Pumlee v1, T2, 80

Falun St , S2. Lein Pauds elSUUmEnge : örigen Komnbenfſenerddliem Sein .

1 . 8. 2
Denn es ist nach Voraussetzung 6 6 1 , also auch , wenn

1 2

00 0 genügend klein gewählt wird , wegen der Stetigkeit der Exponen -

tialfunktion

81 J91＋ /52 JP
51 ( 0 1, also auch

( 10) 15 5 kür 6 Soo ;
‚

ie

demnach
6 1

3 3 4˙ ＋ = 4 35

( 17)
lim / aSrS = lim /a . — 0

4eEνεεάον 1 0 7¹ *2

1 K

da ja , wenn die u, „ durch die Ungleichungen :

S e
7) ( Se⁰0

50
9S Oᷣ0⸗

0

beschränkt werden , einerseits lim 4 % ναe =l bleibt , andererseits nach ( 10)
ερ ον

0 „
4ο⁰ 40α 1 A4

5 ( 6) 2177 / ist ; weil aber lim / d,, Su8 1 ausfüllt
7. 5 18St; Abe 4ο 8182 austallt ,

2 4 ε ο

können 51, 52 keine zusammengehörigen Konvergenzradien sein , und die

0 7 75 .
8

Potenzreihe P( æi , à2 ) divergiert absolul für c1 = s1 , 4 = 52

Gehören zum Punkte 5i , ½ mehrere Zahlenpaare Y1, 92 also auch

mehrere W- Kurven , so kann 57, 8: Jein Paar zusammengehöriger Kon -

vergenzradien sein , wenn der Punkt si , S2 oberhalb auch nur einer dieser

Kurven liegt . Aus den , eventuell unendlich vielen , zum Punkte 11, 72 ge⸗

hörigen H- Kurven lassen sich dann zwei , die αemen HKurven , aus -

wählen , die für die Ausschließung dasselbe leisten wie die Gesamthäeit .

Dle

1 öbe
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Um dieselben aufzufinden und dann weitere Schlüsse zu ziehen , be -

achte man zunächst den folgenden
I. Hilfssatz : Gchört das Haſilenpddn &i , d2 Nichit aπm Pulnilctè ri , 72,

So gibt es eine positive Cahil 6 derart , daſßb au,i . die Sämlilichen Pudire

91 ＋ 6, d : J 6 Niclit æν ονι, 2 gehönen , Solange 6 L 0o ist .

Mit anderen Worten : Die Menge der zu einem Punkte „ , ½ ge -

hörigen Zahlenpaare 91 , 92 ist abgeschlossen , d. h. sie enthält ihre Häu -

fungsstellen .
Haben und 0 oo die gleiche Bedeutung wie in ( 7) und (8) ,

0⁰ 8 8
genügt es o0 = ν uu wählen , denn dann ist nach ( 8) :

* ＋

(12) lim VI
6ε ο

wenn dundev den Ungleichungen

3
( d14 0 ) — 0 ( 91 4 6 )＋

( 13
( E. Fo ) ſSr S( r fe 0

für 6 S 9 und “ S 2 genügen .

Wenn also 51 die obere und 9 , die untere Grenze der zum Punkte

II , 2 gehörigen Zahlen 91 , und 92 1 — 91, 0½ 1 —91 die ent -

sprechend für die Zahlen 9 : gebildeten Größen sind , so sind auch die

Paare 91, 9. und 91 „ d 2um Punkte v1, 7: gehörig .

Die durch i , 7: gehenden ertremen M- Kurven sind nun die fol -

genden :

( 43)
751 9%/ . —rvii 517795
4795 9/5˙ 11 95 1783,

und zwar gibt die erste für 4νu , die zweite für Cyn das genaueste

Resultat , wenn man durch den Hauptsatz möglichst viele Punkte SI , 82

ausschließben will .

Die übrigen zum Punkte v1, 7½: gehörigen VKurven verlaufen sämt⸗

lich ganz atblsclen diesen beiden . Es ergibt sich dies daraus , daß sich ,

wie leicht ersichtlich , zwei WKurven höchstens in einem , Punkte ( des

allein in Betracht kommenden Quadranten ) schneiden können und dab die

- Kurven um so rascher der X ( bzw. T) Achse asymptotisch zustreben ,

je größer ( bzw. je kleiner ) das Verhältnis 3 ist .

Ist insbesondere 9i — 1, also 9 = 0, so artet die eine zum Punkt

„ ½ gehörige extreme N - Kurve in die Gerade ◻νν aus und nach
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dem Hauptsatze gibt es dann kein Paar zusammengehöriger Konvergenz -

radien 71 12, wo v1 Ari wäre ; 71 ist somit Maœimalradlius ; dagegen ist

4 ＋
3 ＋ %⏑⁹

( 14)
lim VIan,Ir .

4⁰
1 4 Nnad 16

für jedes zwischen 0 und 73 gelegene 52“; da nämlich

5
lim 1 7 =◻ν 1

4¹hε ον

und , Ln vorausgesetzt jist , kann der Grenzwert ( 14 ) iclhit größßer als 1

sein ; es genügt daher zu zeigen , daß er auch nicht Vleiner als J ist ; wenn

nun ( wegen 92 = 0)
4

E(15) 753

vorausgesetzt wird , so jist für ein bestimmtes endliches 72

1

＋‚1N4 • ⁰ι 4¹
2 1

44 „ V
und es bleibt also lim / a , Irre = lim VIa „ IFrz ( 9 in den

νννε ο 4＋ ε ο 77

Grenzen 1 — “ und 1; da wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion

„ mit e beliebig klein wird , so ergibt sich die Richtigkeit der Behaup -

tung ( 14) .
Das Bestehen der Beziehung ( 14 ) besagt , dab sämtliche Punkte

e ewmithin das zwischen den Geraden / O und

Ar ; gelegene Stück der Geraden = ν eur Kurve ꝙ( 4 , / ) =
οο au

rechnen ist .

In analoger Weise ist eventuell das zwischen den Geraden 4 0

und =vi gelegene Stück der Geraden / , der Kurve ꝙ , ) 0 0

zuzuzählen , wenn nämlich zum Punkte = v , , und also zu jedem

Punkte Cri , / τ½ das Zahlenpaar 0, 1 gehört .
Es ist auch denkbar , daß die ganze Kurve ꝙ (2, / ) 0 lediglich aus

der Geraden à Ei besteht ; dies ist dann der Fall , wenn für jedes æ 0

und für die durch die Bedingung 88 é beschränkten di , sowie für

irgend einen endlichen Wert von ½ die Beziehung gilt :
4 .

I /farefRII i ,
4α

während P( ai , 4 ) nach Anschluß jener 4 %, für . N, und jeden end -

lichen Wert von ½ absolut konvergiert . Beispiel :

5
P( AI , 42) =

.
＋ GG( ur 20 .
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WOo G( ut , 4½: ) eine ganze transzendente Funktion von 41 , à2 ist . Dagegen

ist nach dem Hauptsatze nicht möglich , dab die Kurve ꝙ ( u ,/) O, ohne in

eine Parallele zur Achse auszuarten , ganz im Gebiete à ν e O verlaufe ,

da die nicht ausartenden W- Kurven die FEAchse zur Asymptote haben . )

Ist v Nict Maαναiladiuis und daher vom Paare (1, O) unabhängig ,

so gibt es nur einen uu vn assoziierten Konvergenzradius 2 . Wären näm⸗

lich 11, 7 und 11, 12“ zusammengehörige Konvergenzradien , „

1 ½ vom Paare 91 ( C 1) , 920 0 ) abhängig , so wäre , wenn wieder die

Ungleichungen ( 7) in Kraft treten , einerseits

( 16) lim /4 „ l , andererseits
4,hEε ον 2

1
3 „Nτνάι

1 71 8 4 1 75
lim U 4— „ 5 72˙ lim U 6 1 74 72 5 5

(17) ＋. ν ο 8 ＋ 0⁰
2 13

4 351 „„lim 4 5472 733 7
α˙νε 2

X92 —.
50 ist aber grötzer als 1, wenn dn gewählt ist , so daß wegen( 16)

lim / ad,

mengehörige Konvergenzradien sind , unverträglich ist .

Im Intervalle O Cν & Fñ gestattet daher die Funktion ꝙ , )

die eindeutige AuUHloSÜ¶g = ν ναννν durch welche der zweite Konvergenz -

radius als Funktion des ersten dargestellt wird . 5( ) ) nimmt , wie un⸗

mittelbar ersichtlich , mit wachsendem à monoton ab ; es existieren daher

die Grenzwerte 1 ( 1 ＋0 ) und 01 — 0) ; um die Ubereinstimmung der -

selben mit Y( /i ) und damit die Stetiglteit von VI ( ) nachzuweisen , ist es

zweckmähig , folgenden für den Nachweis der Differenzierbarkeit von ( )

ebenfalls nötigen II . Hilfssatz einzufügen , der dem ersten analog ge -

bildet ist .

II . Hilfssatz : ISt der Punſit ri , 12 undblräängic , vom Adulilenpadire

91 , 92 , 80 gilt das gleichie flir Slihetliche Pululctè oiner geloisSen Dnigebuund dles

Fuhlntes ri , 12

Nach Voraussetzung besteht Ungleichung (8) , sobald die u, „ durch

( 7) beschränkt sind . 5 . und 5 sollen nun in solcher Nähe von „i und 2

gedacht werden , daß erstens für pi sowohl als für pz der Wert Null aus -

— 2 92 8 74

geschlossen ist , οια ’ eͤns E und 1 so nahe an 1 liegen , als nötig ist zum
7

4 ＋ά7

1πν=Æ 1 ausfällt , was mit der Annahme , daß v1, 72“ zusam -

2
Bestehen folgender Ungleichung für 0 S o0:

(18) 0 66 1
71 2

Wo 0% und die gleichen Zahlen sind wie in (7) , (8) .



296
G. FanUn .

Dieser Bedingung kann wegen der für alle in Betracht kommenden

Exponenten gleichmäbigen Stetigkeit der Potenz in der Nähe des Wertes

der Basis immer genügt werden ; dann ist aber , wenn wieder die u, 7 dureh

( 7) beschränkt sind :

40＋ ¹ .
5 4＋ 1

＋ανεν
16f ———æ 1 5 2

Im J/ſG,TPrE : Iim /ſa , h , („) (590
4ε f ε 2

( I9 ) 4
5 — I 1 1 5

ien , , ( nach (18) )
εε π

1 —12 . ( nach (8))

Diese Ungleichung besagt im Verein mit (7) , dab P1, Y: Von den

Zahlen 91 , O2 unabhängig ist .

Jusatz : Aus dem Beweise folgt sofort , dab unter den gemachten

Voraussetzungen der Punkt , 7 auch von keinem der Zahlenpaare

91 4 0, d Po , wo 0 oo , abhängen kann ( wie sich auch aus dem

I. Hilfssatze ergibt ) .
Wäre nun 0 Cri CN . und 61 — 0) ) eine von Null ver -

schiedene und darum , wegen der Monotonie von 1 ( ) , eine positive Gröhe ,

so müßte das zu „1, 72 gehörige extreme Zahlenpaar 9. 1, 9 , = 0 sein ;

anderenfalls lägen nämlich wegen der Stetigkeit der nicht ausartenden

Kurven Punkte 1 — 61 — 6) für beliebig kleines « oberhalb sämt⸗

licher zum Punkte 11, 7½: gehörigen W- Kurven , was nach dem Hauptsatze

unmöglich ist . Durch das zugehörige Zahlenpaar 1 ,C ist aber ½1 als

Maximalradius I , charakterisiert .

Ahnlich ergibt sich ( 71 ＋ O) α wenn 0 Y TIi ist . Wäre

nämlich /06＋ 0) C1 ) , so müßten zu Punkten „ ＋ e, Y01 e) Zahlen

91 gehören , deren oberer Limes für &6=ε O von 1 nicht verschieden sein

könnte , weil sonst der Punkt 51, ½ oberhalb von zu Punkten 71 6

01 s ) gehörigen W- Kurven zu liegen käme . Aber aus der Annahme ,

dab jener obere Limes gleich 1 sei , würde auf Grund des II . Hilffssatzes

folgen , daß zum Punkte 51, 7½ selber das Paar ( I , 0 ) zehörte , daß also 11
Maximalradius wäre.

5

951 4 — —Genau so zeigt man , daß der erste Konvergenzradius eine stetige
5 5Funktion des zweiten ist , solange dieser I , bleibt .

Um nunmehr die Differenælerharſieit der Funktion /Æ Vν ) in dem

eingangs bezeichneten Umfange nachzuweisen , bezeichne man den Wert

irgend eines und jedes beliebigen der zum Punkte 4, %/ gehörigen Zahlen -

Daare Y1, d : in seiner Abhängigkeit von diesem Punkte mit §1 ( 4) , 92 (
und die eindeutig definierten Maximal - und Minimalwerte der eventuell

unendlich vieldeutigen Funktionen 91 ( 4) , 9 ( 4) mit 91 ( 4) , 91 ( 5) , 9. (40,



Potenzreihen meéhrerer Veränderlicher . 297

92 (0), so ergibt sich , daß jede Häufungsstelle von Werten 9 ( %＋ 6) ,

wenn é der Null zustrebt , einen Wert 9 ( 4 ) liefert ; die gegenteilige An⸗

nahme würde nämlich sofort einen Widerspruch mit dem Zusatze zu dem

II . Hilfssatze ergeben ; es ist also insbesondere

91 ( ) Slim 91 ( 4 6) S 81( 4%0 und auch

(20)
9. ( % SRlim 92 ( ＋˙ e) S )

82 0

Diese Beziehung genügt für das unmittelbar Folgende ; eine präzisere

wird später abgeleitet werden .

Ich zeige nun , daſ die Kurbe ꝙ( , ) ) O in qedem, Punlete x, / von

d beiden æugehörigen ehtremen VNurven herlilurt ꝛbird ; d. h. es ist ,

2¹ 40.—
— 8ꝗ

˖ , (490. —0 αο ꝗr/ 5 . ( 0 ·4

Demnach fallen diese Tangenten dann und nur dann zusammen , wenn

zum Punkte (Z, / ) nur e%% Lahlenpaar 97 , 92 gehört .

fdꝗ d
Mit (400 und 20 werden , wie üblich , der obere und untere vor -

＋

dere Differentialquotient bezeichnet ; dann gilt jedenfalls , da ja nach dem

Hauptsatze oberhalb jeder zu (2, ) ) gehöriger YKurve keine Punkte von

ꝙ( , / = 0 liegen dürfen :

19 d9 —9 . ( 0
22 70 45022 ) ( 85 (45 92

und es ist zu zeigen , daß für einen beliebigen Punkt 4 , = hier

überall das Gleichheitszeichen gilt , daß also die Annahme

4
640 ＋*85 92 ¹ 4

11
r2

auf einen Widerspruch führt . Der Fall 91 1 , 92 0, 11 H kann

von vornherein als erledigt gelten ; denn dann ist den drei in ( 22 ) auf⸗

tretenden Größen der Wert — W beizulegen ; es ist also im kolgenden

überall 9 O, 11 Hi au denken . Dann würde aber die Annahme

4 — — 91 (610 72
(4%0

55— 2

dqαον Y 9˙ονοU 1

„ A

besagen , daß es auf der Kurve 90 , ) ο unendlich viele Punkte
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(601 ＋ 5ν ½ ◻ dαν ) ) gibt , für welche die positive Zahl æ& der Null zu-

strebt , während stets

9¹ (1¹ 258 639 *(23) 44 )
9700u OYσO0)

bleibt . Dabei muß wegen der bewiesenen Stetigkeit der Kurve U
an der Stelle i , 72:

24) lime . 4( 5% 0
520

sein . Nun kann nach dem Hauptsatze der Punkt „ /½ nicht oberhalb

einer Kurve 451 ( 7 U . ( u K ( i ＋ e ) ( „ . 40 ) , = ＋9 liegenz
es ist also

C ＋ οο½%ο ο ι◻ σοσοσννElñuννοσαν Hνẽνονοονονννν oder

(25) 2 16 ο . 40 % 01 86 e

oder wenn man die beiden Faktoren nach der binomischen Reihe ent⸗
wickelt :

(26) ＋ Le2I＋U ( 6·469 ) ] S 0.
11 5 3 572

Die mit [es] und [ ( e· Geο beueichneten Restglieder können wegen
der für alle in Betracht kommenden ( beliebig kleinen ) Werte von égleich⸗
mäßigen Konvergenz der binomischen Reihe auf das Vorzeichen der Iinken
Seite von ( 26) nur dann einen Einfluß haben , wenn

lim ( 15 8 3 4( ) 92 0⁴ 0
—0 5 2

ist ; anderenfalls besagt ( 26) , daß für E C4 “ :

2961 TKe) 6· 4( 50 0, 6¹ ＋ 50 ◻— — — — — 2 0
5 72

ist , wobei die linke Seite noch durch die positive Zahl & dividiert werden
darf ; es ist also in jedem Falle

( 27 ) 115 ＋ 9 4( 90 9, (11 ＋E5)
— 0

7182 0 72

und wegen ( 20 ) um so mehr

( 28) In 400 —52 03
d. h.

2 i1
8 91610 —2(29)

—5 405 9• 8 71

wWas in Widerspruch steht mit ( 23) .
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Damit ist bewiesen , daß für jeden Punkt 4 , / der Kurve ꝙ( r , ) )

0 4%%/ —— 8 . 60 —
2 9 . —— 500 2

ist ; genau so zeigt man , was übrigens auch aus ( 30) direkt durch Ver -

tauschen der Buchstaben und folgt , daß

ist .

Um weitere Schlüsse über die Funktionen 91 ( ) und 9 ( 40 und da -

mit über die Tangenten von ꝙ (&, ) ) = O zu ziehen , beachte man den

folgenden
III . Hilfssatz : Sind νννοσννοο u⁰ Dαν , irgend æbit Punlete von

G( A, ) ) οο uνd ist νοσ α alο οσνο S⁊ / , ist forner Hi' , d2 irgend ein æum

Punſtte νσννιd H. “, dirgend ein aν Puueletèe . gehõriges Cahilenpadr , So iSt

( 32) 1

Nach dem Hauptsatze muß nämlich gleichzeitig

( 33) Oi %ö1 YBi “ . 7 5

und

( 34) V1“ 2 V1“ .

sein . Durch Division der linken Seite von ( 33 ) durch die rechte von ( 34 )

und der rechten Seite von ( 33 ) durch die linke von ( 34 ) ergibt sich :

( 35) 3791 89“Ä 9 § —
5
—5 291 —81 “ 97 9 —

Setzt man 9 . — 9 . b, somit 9 :— 97 “ — 5 , so wird aus ( 35) :

3 (50 — (50
Da nach Voraussetzung I1, dagegen 8 S ist , so ist ( 36) nur mög -

lich , wenn g negativ oder Null ist , d. h. wenn , wie behauptet , 91 2 91 ist .

Die Hunſction dᷣ: ( α nimmt also von einem Minimaliberte S 0 bis æli

oinem Maibmalebertèe S L monoton eli .

Nun lasse man 4 “ sich dem 2“ unbegrenzt nähern ; dann erhält man

91 % ＋0) S 9, ( 2) und insbesondere 9107 ＋O) S dο ) durch den Ausat⸗

zu Hilfsatz II ist aber hier das Zeichen & ausgeschlossen , so dab sich

ergibt: 45
91 ( ＋0 ) 910½0 , 9 ＋ ) - d ) und augleich

67
8 910 00 91 ( 5) , 97 0) — ( 4) 8

4
Auf die Differentialquotienten ¹9 und ( 2N angewandt , besagen

dl
diese Sätze folgendes :
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An jeder Vieldeutigkeits - und mithin Unstetigkeitsstelle von 9 ( 4 )

sind die beiden Differentialquotienten voneinander verschieden ; dagegen

Aοσά =
9 6 90A= —0 dα 5 A ο

( υανν ( ά 5 5 9.ACα Aa A

ist stets

( 380

Der Gesamtbetrag der Unstetigkeiten von 9. ( ) ) ist SI1 ; daraus folgt ,

dab auch - der Gesamtbetrag der Unstetigkeiten eines der beiden Differen -

tialquotienten in jedem endlichen Intervalle ( 4, ) ein endlicher ist ; da-

gegen kann derselbe mit wachsendem à “ jede endliche Grenze überschreiten ,
da dann das in den Nennern von ( 21) befindliche 97 ( 40 möglicherweise
der Null zustrebt .

Weil nach Hilfssatz III :
5

(4%0. mit wachsendem ab -
19 . ( )

5
„Vll a .

nimmt , so hat man für jedes O:

* ＋ I 00 ö ˙ dοοαο =
60 ) VVII
oder auch

39/% 1/ůπνειι ανναννν fIdõοπε ανεάινε

AGυοενÆ u * fdνννν8 8 —. —
95 ( dαÆ 1 ( dla 0 S

und für lim / (nit Benutzung von ( 38) : ( 10 — ( 60dq dqa

*
*

dæ dν 7

—kürzer 6(⁴
( α — — ( 6eο

endlich , wenn man für Iim 4 . 107* O0
schreibt :

(41) (450 2
1

(85ddαινε ? ι ↄ αο ) . N

Diesen Diſferentialumgleiclnunq genlbigen dlso Sdimtliclièe Kurven dsSoierter

Konvengeneradien und zwar , wegen der monotonen Abnahme von V )
f A 43 64mit nirgends positivem (45 ; doch ist es nicht nötig , die Bedingungdανν 85

00 3
eigens hinzuzunehmen ; es wird sich nämlich später ergeben ,

Ungleichung , wenn sie als Anfangsbedingung für eineον Punkt

4 %/erfüllt ist , für alle Punkte 3 “ “ ' „ wWO 4 “ ist , vermöge ( 41) von
selber besteht .
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8 — —Auf Grund dessen , daß ( 41 ) eine notwendige Bedingung für die
Kurven ꝙ( 4 , / ) 0 ist , erkennt man , daß unzählig viele monoton ab -
nehmende , stetige und ditferenzierbare, ja durchweg analytische Kurven

unmöglich die gegenseitige Abhängigkeit zweier Konvergenzradien dar -
stellen können .

Beispiel : Für die Funktion ν , Wo d und 2 beliebige po -
sitiye Zahlen bedeuten sollen , erhält man :

(0 1
4) . 42

du 7 (A
4 24 0

25 οα 1¹¹525 2 „„ 4e ᷣ ꝛ6.
8 5 4 αάν ) νοναP 4 9511¹ 2

⁷² 0
e —1/παναν •

und hieraus , indem man nach einigen Vereinfachungen statt des für alle

N O positven Ausdrucks
ν

8
kurz / schreibt :

1 ＋ 2

4
3 5

E E ee

während diese rechte Seite für Kurven zusammengehöriger Konvergenz -
radien nach ( 41 ) stets S 0 ausfällt . Ein noch einfacheres Beispiel ist

1 1
45 73

Im Grunde ist die Differentialungleichung ( 41 ) nichts anderes als

eine durch den Beweis der Stetigkeit und Differenzierbarkeit vervollstän -

digte Umschreibung des Hauptsatzes ; ich zeige nümlich , daß irgend eine

mit den als notwendig erkannten Stetigkeitseigenschaften ausgestattete
Kurve (S, / ) 0, welche Lösung von ( 41 ) ist , unterhalb jeder sie in

irgend einem Punkte berührenden - Kurve verläuft ( oder mit dieser

EKurve ganz oder stückweise zusammenfällt ) , ferner , daß diese Eigen -
schaft der Kurven ꝙ (2, / ) 0 auch hinreichend ist , um die ꝙ( ö , ) ) = 0

als Kurven zusammengehöriger Konvergenzradien zu kennzeichnen , so dab

also auch dluα dis æuumbiclist mur dls mονο⁴xig DeSteeng enrdmnee Diſferentidl -

unglein , (A41) die hetreſfonden Klimνο , vollleommen , oſidraltlerisibrt sind .

Deshalb ist auch die genau wie ( 41 ) abzuleitende Differentialungleichung ,
in der nur die vorwärts genommenen Differentialquotienten durch die

rückwärts genommenen zu ersetzen sind , eine Folge von (41) . )
Es sei also nun eine im Gebiete O CνÆ Hi

981585
mit nach rechts

0
stetigen vorwärts genommenen Differentialquotienten 1 versehene und

8
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der Differentialungleichung ( 41 ) genügende Kurve 0 ( , / ) O oder = MI

vorgelegt ; es soll gezeigt werden , daß diese Kurve nirgends oberhalb einer

M- Kurve verläuft , mit der sie einen Punkt ( , ) ) und den zugehörigen

50 0 .
Differentialquotienten (4 9 gemein hat .

zu diesem Zwecke ist vor allem aus der nach Voraussetzung für

„ A ͥα) bestehenden Differentialungleichung ( 41 ) oder aus der damit
5 3 1 30 N „

gleichwertigen Ungleichung ( 40) , indem man die
b.

300 gemachten Schlüsse

rückwärts verfolgt , die Ungleichung ( 39 ) abzuleiten für

O Cν,/⁊˖ν τπννεεάν RHi ν F,

( überall ist dabei durch erseétzt zu denken ) . Ist é eine gegebene

positive Zahl , so folgt aus ( 40 ) unmittelbar nur die folgende Ungleichung :

715 17 5 ＋ AGGEH ) S /ꝗU )
( 42) 00 6 ( Sc ) 48 3 35 4g

1

1 / 8 füVGELEM 6 Idοοαον ν.
* 0 (560 ( 648 94ʃ 18 0

oder

102 S Eαο ν αο S

VT0 C4r Y. vh ( 40 ) . Sas
für Jeden Wert & des Intervalls OC H —- und für solche Werte a,

die Meiner bleiben als eine bestimmte Zahl ddο, Es läßt sich dann nach

dem bekannten Verfahren , durch welches man auch aus der Stetigkeit
einer Funktion in jedem Punkte eines Intervalls die gleichmäßige Stetig -

keit derselben in dem Intervalle erschließt , zeigen , daß die Werte de für

alle oben genannten k über einer endlichen Grenze à bleiben . Teilt man

daher das Intervall von à bis fανν in „ gleiche Teilintervalle :

„ ( , αν I ) ,

5 ö 13 3von der Art , daß die Ausdehnung “ jedes dieser Intervalle Z d ist , 80
1 8 383

5
gelten die Ungleichungen :

W ( U 5 7¹

( C

5 R ( ) * (N1) N44 *2 6 — 3 ＋CCI) y8
V( Wz) N W υ

2 ( 6α e beee
( A , e , „

durch deren Addition man findet :

3 * ＋ I dον
P( ＋ ＋C/1) daα 1 . 0 dα 9ν

Sl .
85„
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und da diese Schlüsse für jedes positive s gelten :

( 46)
* ＋ H 6 ( ο . * (. Æα dο ) Cdo 8

dd9/ 4 38Damit ist bewiesen , daß
5 (490 monoton abnimmt , wenn eine Lösung„ Iaαονν 5

der Differentialungleichung ( 41 ) ist ; ist also der Differentialquotient (405
für = negativ , so bleibt er es auch für größere Werte von , und

die Funktion / = ( ) nimmt von dem bezeichneten Punkte an mo -

noton ab .

Nun definiere man die Funktionen Hi ( h) und 9 ( 7 ) durch die folgen -
den Gleichungen :

5 504f 549 ) . ——0 , 600 — 1 —5700UN

im Punkte à , ' wird dann die Kurve / ½νο)ο von der M- Kurve

＋ 51 O ) A. 10/N1

berührt . Nach dem soeben Bewiesenen nimmt 5107%)0 monoton zu , 92 ( 4)

monoton ab ; ist daher 3“/ ein von 4verschiedener Punkt der Kurve

„ = ) und etwa 2 a , so erbält man aus ( 47a ) durch Integration
zwischen den Grenzen (2“, / ) und ( 4 / /ö)ͤ :

„2 5

„ „ „ o˖
E

( 48)
.

di / S 9¹ * 5

5 —— 957( . *
95

und nach Ausführung der Integration und leicht ersichtlicher Umformung

2. S1 ( 0 ) . %%½ % S ) . % ½α sowie

4 . 8600 . frl SAi . 9 , v ,

d. h. von den beiden beliebigen Punkten ( 4, ) ) und ( 2 ö)ͤ liegt , wie zu

beweisen war , keiner oberhalb der im andern Punkte die Kurve / =

berührenden M- Kurve .

Schließlich ist jetzt noch zu zeigen , daſ,s es unendlich viele Potene -

reilien P( æi , 4½) Hebt, Fur abelchie diè vorgelegte Kurve G ( , ) ) O odler .

=A ανν ddie gegenseitiqe Abiäängiglteit den belden Konvergenæräcdlien dlar -

stellt , sofern nur ννοα )ν die folgenden flin die mit ꝙ νννν ) beseichmeten

Kurven uul¹οοòhig9ern Nonvergenerddien als votitendig erteumeten Higen —

Schlaften besitat .
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Æ ν ο ist positiv , stèétig und monoton abnehmend im Gebiete

0 Cνονσο ii , besitat daselbst überall eine nach vorwärts genommene Tan -

gente und verläuft nirgends oberhalb irgend einer Kurve , mit der

97 ( 4 ) einen Punkt samt vorwärts genommener Tangente gemein hat ,

An Stelle der letzteren Eigenschaft kann auch die Erfüllung der Differen -

tialungleichung ( 41) verlangt werden . Ist für = Ii die Stetigkeit unter -

brochen , so ist die Kurve ( v , / ) 0 bis aur X- Achse durch die Gerade

A Ii fortgesetzt 2u denken .

Der einfachste sich dem folgenden nicht ganz einfügende Spexialfall ,

in welchem die Kurve ( v, ) ) 0 eine VKurve 1 . e = ist , möge

vorausbehandelt werden ; man denke sich dann die Zahlen 91 , O2, ob sie

nun selber rational sind oder nicht , als Grenzwerte von Folgen rationaler

Q

Jahlen mit wachsenden Nennern :

2 8 — U 0 — *
( 50 ) 91 lim - = , , 92⸗ lim
8 4＋

( ö α undes , ganze Lahlen sind ) und setze d, , 0 , wenn αεον‘ niclt

3 1
als Nenner in ( 50) auftritt , sonst aber ½ , = ανν ,

W⁰ die Konstante der

vorgelegten U/ - Kurve ist . Wenn dann = v , irgend ein Punkt

der letzteren ist , so ist auch 1 , 7: ein Paar assoziierter Konvergenzradien

5 8 —f 3 3 33 8
der Potenzreihe P( æi , 42 ) II . 4%„ A ; es existiert nämlich der eigent -

0
liche Grenzwert :

4
405 1 . 5

( 51) lim /4 ι = lim 1 π
εα 44＋αο ο

8

f um , lim
— 14 1

( wegen der Stetigkeit der

Exponentialfunktion )
91½

3 7˙2.
AII ,

wodurch J1, /½ als Paar zusammengehöriger Konvergenzradien der Potenz -

reihe P( Al , A2) charakterisiert ist .

Jur Vorbereitung des Beweises für den allgemeinen Fall denke man

sich die rationalen Zahlen zwischen Null und I , ( mit Ausschluß dieser

Grenzen ) nach einem beliebigen Abzühlungsverfahren in eine Reihe :

durch / I ( öe ) ens Zahl ½I „ N2, U3„ . . gebracht und jeder Zahl æ, 7

115 „ 9 .
Sowie durch ꝗ98

899 = 1 — 90 ein Zahlenpaar 900 , 9⁰0
25

3 8d 599597
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bezeichnet ; da die Annahme , daß ) ( 2 ) eine - Kurve ist , schon er -
ledigt ist , darf 9 , kleiner als 9. gedacht werden ; es ist also

0 S1 S1 und analog
( 52)

Das Zahlenpaar 9 , 9 % gehört außer zum Punkte 41 , / 7
möglicherweise noch zu oder unendlich vielen anderen Punkten

Ale ½j Aun l½z : ; allen diesen Punkten werden in einer u , Y- Ebene die -

jenigen Gitterpunkte zugeordnet , deren ( ganzzahlige ) Koordinaten u , den

folgenden Ungleichungen genügen :

653) 41 ＋- ＋ 2 ＋ 1 U4＋

mit der folgenden ( zum Teil nur durch die Anordnung des Beweises

bedingten ) Beschränkung :
Wenn 9ſ in der durch die Ungleichung

( 54) 99 — 991 TY S

15 8 51 — 01vorgeschriebenen Nähe von 91 liegt , wo e 0, aber Cu anzunehmen
2

— 17 —49* 7 K 22 73ist , soll 9 % 0 —, auberdem positiv oder Null sein , so dab ( 53 ) über —1 *
geht in

1 7( 55 —P—AFF 990⁰08 91 RE

entsprechend soll , wenn 90 der Ungleichung

(56) 91 —Ce
genügt ,

8 1
57 — 9069 6669 —

e ;
sein .

Daß jedenfalls der Zahl § 0 unendlich viele Gitterpunkte zugeordnet
werden , ist klar ; wenn man 4l — auf die Nenner der Kettenbruchent -

1 2
wicklung von 9f0 beschränkt , kann man ＋I, auf den rechten Seiten von

8.
( 53) , ( 55) , ( 57 ) sogar durch

5 ＋555 ersetzen.
Die gemachte Festsetzung läßt sich — abgesehen von einem unwesent⸗

lichen Unterschiede — auch s0o formulieren : Auf den Geraden u1σνιοοανÆσH,

4 ＋ 2 , . . werden jedesmal diejenigen Gitterpunkte der Zahl 9%0 zu -

geordnet , die von der Geraden 990 % — 90 = 0 die geringste Entfernung

haben , wozu unter gewissen Voraussetzungen ( 54 ) , ( 56) ] noch die Be -

155 kommt , daß die zu wählenden nicht Iinks bezw .

rechts der egeebenen Geraden liegen .
20
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5 45
46 5 viele rpui

Die der Zahl 9ʃ zugeordneten unendlich Gitte P ,
sich nun ( in im übrigen noch beliebiger Weise) S0 au 16 unktte

„ „ fklür dis 90 ＋ ν = ο ist , verteilen , dabß jedem dieser
5 5 . 5

Punkte , 2. B. 4u , noch unendlich viele Gitterpunkte 4½, ½ zugeordnet sind ;

jetzt bilde man die Gröben a
mit diesen /½%, „, als Indizes und setze

( 58 ) CνάνοDe U

Befindet sich der Punkt 4 nicht unter den 4½, A, , ist demselben

also ein Zahlenpaar 900, 9%% zugeordnet , das von 90 , 90 verschieden ist ,

50 lassen sich ihm von den noch nicht benutzten u , Y unendlich viele

durch analoge Ungleichungen wie ( 53 ) bezw . ( 55) , ( 57 ) zuweisen .

Der Fortgang des Verfahrens ist klar ; jeder rationalen Jahl à, Wwi-

schen O und N, sind unendlich viele Koeffizienten

( 59) 4

zugeordnet , deren Indizes u, , v, die Ungleichungen

93 38
8 0

5„
3 —5 „55 515

0, „ Tn 5 75

befriedigen , die im Falle ; 9 %— 9 . é durch

55 4

(61) 0 S 90 — 9
15 3 3

W

und im Falle : 9. — 960 Sé durch

723 3 3
1, 85 55 S 7.

zu ersetzen sind .

Ist der Gitterpunkt 6 , “ keiner der rationalen Zahlen 4.

so werde d% = 0 gesetazt .4

zugeordnet ,

Dies vorausgeschickt , bilde ich die Potenzreihe

E2

(05) PC1,250 NI- u, 4f c .
0

und behaupte , daß die vorgelegte Kurve G( 7 , / ) Kurve der zusammen -

gehörigen Konvergenzradien für diese Reihe ist ; nur wenn G ( , / ) 0

teilweise aus der Geraden 4 FEi besteht , ist ' zu der rechten Seite von ( 63)
0⁰

8 8 SKXI N. 8 5 8
noch die Reihe 635) ‚ I

oder irgend eine andere Potenzreihe
i

von di mit dem Konvergenzradius E, zu addieren .

Wegen der vordeisgeseteten Stetigkeit von ) ( Y ) und wegen der
9—5 A „ * * 5 8betolesene , Stetigkeit von / ( 4 ) ist jede der beiden Kurven durch
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unendlich viele Punkte , / , deren à - Koordinaten eine überall dichte

Menge bilden , völlig bestimmt ; es genügt daher die Ubereinstimmung der
beiden für die zuvor benutzten Punkte à4, /½ ( wo die A, rational sind )
nachzuweisen .

A, /½% sind aber zusammengehörige Konvergenzradien , wenn
- ανιιν3

( 64) lim J 4 5
4ι ε o⁰

ist .

3 8 8 — 1 —-᷑ 4f—C ſ—Für unendlich viele Indizes u , V ist a . „ e
also Vaa4% 1

daher bleibt nur zu zeigen , daß der obere 3
9 miclit gröſßen als 1

ist . Es ist aber , wenn man aus (59) 4 % „durch 2 17
Wobei ſs jede ganze

Zahl sein kann , ersetzt und auf 9 von 00 bezw . ( 61) , ( 62)
N 8 8 84 U92＋ „ 9800— an 8 reibt ,990 4 telle vor

1 5 schreibt , wo En, eine

positive oder negative Zahl mit einem absoluten Betrage CI ist :

00 *
35 . e — I „ VII
65 ) GC% ν = 0 (ᷣ632 , 5

( 50“ 0 9859 6 ( ⁰
4 ＋ *

5 75 *5, 75

Das Produkt der ersten beiden Faktoren bleibt stets S 1, da nach

Voraussetzung der Punkt 4½, /½ nicht oberhalb der V Kurve

4 54

97˙

liegen darf . Solange jede der Zahlen 4 , / größer als Null und unter

1 * 00
97—92

einer endlichen Schranke bleibt , strebt das Produkt der beiden letzten

Faktoren , weil lim 0 ist , der Zahl 1 zu ; es bleibt nur die Frage
FE

nach dem Verhalten dieser Faktoren offen für solche Zahlen 4, , / , die

für lim a = σ den Grenzwert 0 oder ο besitzen . Da aber nach dem

P. 295 Bemerkten das Unendlichwerden einer Koordinate das Verschwinden

der anderen nach sich zieht , so sind nur mehr die beiden Möglichkeiten
lim 4 , 0 und lim d = 0 ins Auge zu fassen und wegen der vollkom -

U＋¹ ε ον 4⁰] ον
menen Symmetrie in den beiden Variabeln genügt es , die beiden letzten

Faktoren von ( 65 ) für solche Werte von 4, weiter zu betrachten , die

Kkleiner als 4, sind und der Null zustreben . Dann ist auch / S 9J/ und also
i

2 , 7

660
Zu den hier allein in Betracht kommenden hinreichend kleinen Werten

von 4, gehören Zahlenpaare 90 , 99 , die den Ungleichungen genügen :

(67) 90 — 9f½ Se; 5 — 0 Ss;
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„ 4 80 U

( denn lim 9 % 01 wegen der bewiesenen monotonen Zunahme von 9700
130

vgl . p. 299 ) . Die zugehörigen Jahlen 832 sind daher wegen ( 62) durch -

weg negativ oder Null und das Produkt der beiden letzten Faktoren auf
154

81

der rechten Seite von ( 66) : 5 ͤ 55 ist immer kleiner als 1, höchstens

gleich 1 (vgl . ( 66) ) .

Die Identität der Kurven O( 2 , / = 0, die stetige und nach vor -

wärts stetig differenzierbare Lösungen der Differentialungleichung (41)

sind , mit den Kurven zusammengehöriger Konvergenzradien ꝙ( , ) 0

ist damit bewiesen .

2ι

Die folgenden sich auf den Fall von „ Variabeln beziehenden , aber

nur für = 3 ausgesprochenen Resultate werden , soweit sie sich auf

gleiche Weise wie im Falle „ = 2 beweisen lassen , ohne Beweis ange⸗

geben ; auch wird von geometrischen Vorstellungen ausgiebiger Gebrauch

gemacht , doch nur von solchen , die sich ohne Schwierigkeit in die Sprache
der Analysis übersetzen lassen , wenn auch diese Upertragung nicht immer

bis ins einzelne durchgeführt wird .

Ist eine Potenzreihe dreier Veränderlicher

vorgelegt , so sind zusammengehörige Konvergenzradien ½ 7½, ½ durch

die Beziehung

( 2) lim
* Lε

＋＋
Va %%1

als Fläche ꝙ ( 2, J, 2) O oder να , ) bezeichnet werden ; zu jedem
Onn 1 1 JriPunkte P = 1 72, ½) derselben werden analog wie p. 291 die augehörigen

7 7 — — — 4 *
5

Zahlen 91 , 92 , ds definiert , zwischen denen die Identitüt

(3) 91 ＋ 9½ ＋ 803◻1

besteht , und die W- Flächen 4 % 21

charakterisiert . Die Gesamtheit der Punkte 1 f ‚ô‚—

71 gebildet ; der Punkt
heiht dann von jedem der zugehörigen Zahlentripel abhängig . Es empfiehlt
sich 91 , 92 , H3 als homogene Dreieckskoordinaten zu deuten und zwar als
nach dem Innern des Dreiecks positiv gerechnete Abstände von den Seiten

eines gleichseitigen Dreiecks mit der Seitenlänge Für die vorliegende
Untersuchung itive W ͤ l

1 chung kommen nur positiye Werte von F , de , 9 ; in Betracht ; die
unkte 8 di n erfü öikte mit diesen Koordinaten erfüllen nach den gemachten Festsetzungen

97Lber
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das Innere und die Begrenzung des Koordinatendreiecks . Auf die Ab —

leitung der vielen projektiven Eigenschaften der WFlächen , die sich aus
dieser Darstellung ergeben , gehe ich nicht ein , da dieselben den Zielen
dieser Arbeit zu fern liegen und zum größten Teil bekannt sein dürften .

Die æu einem Puultte u , 15, 15 gehürnige,n Jalilentripel bilden einé ond -
liche oden eine abgeschlossen unendlice Punlttmenge , was man genau s0

erschliebt , wie p. 293 geschehen (I. Hilfssatzy ) .
Auch gilt in gleicher Weise wie bei zwei Veränderlichen der Satz

( I . Hilfssatz ) :
Gehört das Tripel 9 , 92 , 9 , nicht zum Punkte 11, 2 , 7; , so ist auch

eine gewisse Umgebung dieses Punktes von 91 , 92 , 95 undungig .
Schließlich besteht auch jetzt wieder der Hauptsatz :
Kein Punlet von ꝙ( , % e) = ο εαν herſialb irqend einer æi, einem

andenen Punlet geſiörigem VIdiche Liegen.
Aus dem Bisherigen folgt dann , daß in der Umgebung irgend eines

Punktes 11, 92, 1; jeder der drei Konvergenzradien eine stetige Funktion der

beiden anderen ist , wenn nur keine Koordinate der zu 77, 72, 7; gehörigen
Punkte 91 , 9 , 9 ; den Wert Null hat , d. h. wenn kein zu 51, 72 , 73 gehöriger
Punkt 91, 92 , 9 ; auf der Begrenzung des Koordinatendreiecks liegt . Ist

dagegen beispielsweise 93 = 0 ( 91 ＋ d½ = 1) , so liegt die vom Punkt v1, 72, 73
auf die 4½ Ebene gefällte Senkrechte bis zu ihrem Schnittpunkt mit

dieser Ebene ganz auf der Fläche ꝙ ( ö ,/ e) O; ist auch noch 92 2 0

(91 1 , 91 , d2 , 9 ein Eckpunkt des Koordinatendreiecks ) , so gehört der

Fläche der Konvergenzradien das ganze in der Ebene

= Il gelegene von den Schnittgeraden mit den Ebenen / 0, /ν ,

2 = O, 2 r ; begrenzte Rechteck an .

Während die Ubertragung der Stetigkeitseigenschaften der Kurven

9( 4, /)) 0 eine fast unmittelbare war , findet das gleiche bei den Tan⸗

gentialeigenschaften nicht mehr statt . Die Fortschreitungsrichtungen von

einem Punkte der Kurve ꝙ( 4, / ) aus wurden durch die beiden zu -

gehörigen cremen , d. h. mit den Maximal - und Minimalwerten von 91 , 95

gebildeten NKurven angezeigt . Wenn also nunmehr zu einem Punkte P

der Fläche ꝙ ( , / % e) O mehr als eine V- Fläche gehört , so handelt es

sich um die Frage : Welche von diesen N- Hldichen sind als entremée æil

Desbeichinen ?

Gehört zum Punkte P nur eim Lahlentripel 91, 92, dz , so leuchtet

auf Grund ähnlicher Schlüsse , wie sie p. 297fl . gemacht wurden , ein , daß

die Fläche ꝙ ( I , / % e) 0 im Punkte 71, 72, / die nämliche Tangentialebene

besitzt wie die W- Fläche :

9
( 4) 9 9%/98. 755 79 1

d

8 90
ο
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nämlich die Ebene

( 5) ( 700 ＋ 5 = A＋ 75 ( ν = .

Dieser durch 1 , 727 753 gehenden Ebene soll ebenso gut wie der

W. Fläche ( 4) in der H- Hbene der Punkt 91 , 9½, d. zugeordnet werden ;

ebenso werde jede andere den Punkt P enthaltende Ebene durch Ver —

mittelung der N- Fläche , deren Tangentialebene sie ist , durch einen Punkt

der § - Hbene repräsentiert . Diese gegenseitige Juordnung ist eine projek -

tive ; einer Punktreihe der 9 - Ebene entspricht ein dazu projektives Ebenen -

püschel , dessen Achse durch den Punkt „i , 72, 7 hindurchgeht . Den in

der vorliegenden Untersuchung allein eine Rolle spielenden Punkten im

Innern des Koordinatendreiecks entsprechen solche Ebenen , welche die

* , / und „ Achse in Punkten mit nur positiven Koordinaten schneiden .

Gehören zum Punkte vi , 77, „½ Y Flächen , so hat die Fläche

9(ö4, ½ e) = 0 in P eine Kante und wird von den beiden Flächen be⸗

rührt . Die letzteren durchsetzen einander längs einer sich ins Unendliche

erstreckenden Kurve , und es kann von jeder der beiden Flächen das

Stück als nicht existierend betrachtet werden , das ganz oberhalb der

anderen verläuft .

Durch die gemeinsame Schnittkurve der zwei WVFlächen

2 90⁰¹1 (1) 902 4(01) 90⁰ (1)
( 6) 8 97999 393 — 11 192 1958
und

20 20 2
89 99 793 1•9 „92 935

( 7 . %/ % 9 τν 7 7135

gehen noch unzählig viele andere N' - Flächen , deren Exponenten 9 %9,900
bestimmt sind durch

( 8) 510 ε ( 8 = 1,2,3 — ⸗ m

Man zeigt dies , indem man die Gleichung ( 6) in die Potenz mit dem

1 „ * *
Exponenten 1＋1⸗

die Gleichung ( 7) in die Potenz mit dem Exponenten

1151 erhebt und dann die beiden Gleichungen multipliziert .

Die durch ( 8) definierten Punkte 960, 96 , 900 erfüllen die durch

900, 995, 990 und die , 90 , dſ ) gehende Gerade ; den Schnittpunkten der

letzteren mit den Seiten des Koordinatendreiecks entsprechen in Lylinder
ausartende V- Flächen , deren senkrechte ebene Schnitte WKurven sind.

Eine dritte zum Punkte 7n 2 , 7 gehörige N- Fläche , deren repräsentie.
render Punkt auf der endlichen Strecke zwischen 0 , o00, 9000 und

9 , 99 , 090 liegt , verläuft auch stets ( von der gemeinsamen Schnittkurye

abgesehen ) Sοονν˙ßdhen den Flächen ( 6) und (7) , d. h. oberhalb der einen
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— gr 8 »8 77 ＋ 0 0 8 5
und der anderen , wie

aus
der Stetigkeit der benutzten projek -

tiven Beziehung folgt , kann also Veuνν eatremè sein .
D 0 1 4 5 . ＋ 172 74⁴⸗ J., fEs ist dahen erlduubt , ohnαỹ daſe die eahtremen M. Ficichien des Pꝛlnoltes

¹ν berdndert ꝛlirden , dem leteteren , qußzer den ofinelrin æuilſefʒörigen
FTripeln di , de , dz ausc allè qenèe Puinletè den &- Hbene æulaujοο⁰ꝗο,bvu, die

durel . . gerdllung Verhindtng ætbeier von vornlierèin , æligehörigen oder Schion ,

ne ννφεν ] neten Puuuletè entsteen . ( Im Falle zweier Variabler findet dies

sein Analogon darin , daß als zum Punkte „i , : gehörig alle zwischen

9101 ) , 926½ und 9 . 6½0 , 90½ %0 gelegenen Wertepaare betrachtet werden

dürfen . )
Gehören 2. B. zum Punkte 71,72 , 7 3 drel Punkte : 910, 9505 4 90 , 8 99⁰3

96 , 96 , 96 % welche ein Dreieck bilden , so sind zuerst die Seiten dieses

Dreiecks , sodann aber auch alle inneren Punkte hinzuzunehmen .

Um nun den allgemeinen Fall ins Auge zu fassen , denke ich mir

die Menge der zu 71, 7½2, 13 gebörigen Punkte 91 , dz , 9j3 ( die zunächst

irgend eine abgeschlossene Menge sein kann ) auf die bezeichnete Weise

ergänzt und die so erhaltene perfeltt æuSdmumenmhlingende Menge mit M

bezeichnet . Ich zeige dann :

Dièe Menge hestolit aus dem Innerm einer geschilossenmen , mingends

ſuonſtaven , stetigen , diſferensierburen Kurvè C sorbiéè du ” den Punleten vom Cselbot .

Die Punſttèe von sind die Reprdsentumnten dlern æι Pꝛunaletè vi , 12r, 13

gelörigen ertremen MTFldchien odern — worauf es bei der Untersuchung

der Umgebung des Punktes vi , 12, 1 hauptsächlich ankommt — der Lan

gentialebenen jenen NFuldichien .

Diese Ebenen hilden einen Kegel , den im Punlelè u , „2, „; de Fldichle

( ( , / 2) berilurt .

Schuseidet mun diesen Kegel dlurch . eine Vbene , welche nicht durch

1 „ V7, J hindurchgeht und , wenn sie parallel zu sich selbst bis zaum Punkte

1 , 2 , J verschoben würde , den Kegel in keiner reellen Geraden schneiden

würde — eine Ebene , wie die letztere , wird durch einen im Innern von 0

gelegenen Punkt repräsentirt — 80 entstelit eine Schnittturbe C, , dlie dlen

Kirve C dualistisch ) , projelctiv ist und dalien alle oben , eribdluaten Higen -

Schaften derselben besitet ( Stetigleit , Ditferenæierbanlſreit , Konvewitéit ) .
Um vor allem die behaupteten Eigenschaften der Kurve C nachzu -

weisen , setze man voraus , daß nicht alle zu 1 , 727 J3 gehörigen Zahlen -

tripel eine Gerade erfüllen , da ja diese Möglichkeit schon besprochen ist ;

es existieren also jedenfalls drel zu M gehörige Punkte li

ein Dreiech bilden , von welchem dann sämtliche Punkte der Menge M

zuzuzählen sind . Ein beliebiger innerer Punkt 0 dieses Dreiecks werde

zum Nittelpunkt eines Polarkoordinatensystems 5, 9 gemacht ; der Strahl

9 0 kann noch beliebig gewählt werden , ebenso die Richtung der
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wWachsenden 0, letztere etwa so , dab der sich drehende Strahl über K

und K nach G gelangt . Auf jedem Strahle 0 5
gibt es

einen
ferntesten Punkt 4 , der Menge M, dessen Untfernung vom Punkte 0

durch die Funktion „ ( 9 ) dargestellt werde ; um die Stetigkeit der Kurve 6

nachzuweisen , ist nach den bisherigen Festsetzungen nur zu neigen , dab,

lim „ ( ) = οο ) oder , anders ausgedrückt , daß lim 4, . 4 ist . Es darf5
320

dabei noch angenommen werden , daßb der Strahl 9 = 0 nicht durch ein

Eck des Dreiecks geht , sondern etwa die Seite 6I in einem von 6

und H verschiedenen Punkte trifft . Andernfalls ließe sich dies durch er-

laubte Abänderung ( Verkleinerung ) des Dreiecks erreichen . Auch darf

0 vorausgesetzt werden , da das Beweisverfahren für « 0 das gleiche

bleibt .

Wäre dann lim „ ( 6 ) ο ) , so gäbe es Punkte 4, , so dab 4 ) ganz
520

jnnerhialb des Dreiecks 6A4,0 M liegen küme ; alle Punkte dieses Drei -

ecks wären aber der Menge M zuzuzühlen und der Punkt 4% wäre ent⸗

gegen der Voraussetzung nicht der äußerste des Strahles 9 = O. Wäre

aber lim „ ( e ) ν. 0) , so gäbe es Punkte A, innerhalb des Dreiecks 40 H052 0

die ebenfalls entgegen der Voraussetzung ichit dußerstꝰ “ der nugehörigen
Strahlen 9 é sein könnten .

du. AnUm nun auch die Existenz von 10) und 5 5 einzusehen , beachte48 74 ’ / —

man , daß der Strahl 4 A4, mit 4 , 0 immer größere Winkel bildet , wenn
die positive Zahl é der Null zustrebt ( es folgt dies daraus , daß jeder
Punkt des Dreiecks 4 4 , 0 der Menge angehört ) ; S

bleibt
der Winkel 4 , 4,0 stets kleiner als à , so daß also der Strahl 40 4, einer
bestimmten 1508 zustrebt , in welcher er die Kurve (0 berülrt Eine
zweite Tangente findet man in gleicher Weise , wenn man von negativen s
ausgeht .

Die beiden Tangenten können %eé Gerade
Ä

wenn nicht , ist
die Summe der Winkel , die sie mit 40 0 bilden , kleiner als à. Ad
falls nämlich würde die Gerade 04 , die Seite 445 eines Dreiecks
4. 4 4 „ in einem Punkte B treffen , 8 von O eine gröbere Entfernung
als 4 % hätte , woraus wieder folgen würde , daß 4
Punkt des Strahles 9 ◻ 0 wäre .

Da das Innere jedes innerhalb C gelegenen Dreiechis der Menge M
angehört , so gilt das gleiche von allen innerhalb C gelegenen Punkten .Fallen die beiden Tangenten in einem Punkte 4 von nicht zu⸗
sammen und bilden sie also einen Winkel On ,

o nicht der äuhberste

so empfiehlt es sich , alle
durch 4 gehenden Geraden , die mit der Menge nur den Punkt 4 ge—mein baben , auch als Tangenten der Kurve Cim Punkte A zu betrachten .
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Dann sind von jedem Punkte außerhalb Can Czwei Tangenten möglich ,
welche die Geraden , die Cin zwei Punkten schneiden , von jenen trennen ,
die C gar nicht schneiden .

Die Ausführung des Beweises , daß der erwähnte der Kurve C Pro-
jektive Kegel mit der Spitze im Punkte i , ri , 1; die Fläche . ½00
berührt , dürfte nicht angebracht sein , da einerseits dem gleichen Gedanken -

gang , wie er im Falle zweier Veränderlicher eingeschlagen wurde , keine
wesentlichen Hindernisse mehr entgegenstehen , andererseits aber die Durch -

führung desselben ohne weitläufige Entwicklungen nicht möglich ist ,
die zu den durchsichtigen geometrischen Betrachtungen in keinem Ver⸗

hältnis stehen .

Die nähere Diskussion des Tangentenkegels gestaltet sich am ein -

fachsten unter Zugrundelegung der oben erwähnten geschlossenen nirgends
konkaven stetigen und differenzierbaren Schnittkurve C,, die der Kurve C

dualistisch projektiv ist . Einer Ecke von C entspricht ein geradliniges
Stück von C . und umgekehrt . Den Punkten innerhalb Centsprechen die

Geraden , die C, nicht schneiden , den Punkten außerhalb C die Geraden ,
die mit C . zwei Punkte gemein haben , den Tangenten von jenen Punkten

aus an C die Schnittpunkte dieser Geraden mit C' “. Ist insbesondere C

nier Ordnung , so ist C“ ner Klasse und umgekehrt .
Nachdem so das Verhalten der Fläche ꝙ ( , % ) O in der Umgebung

eines beliebigen Punktes klargestellt ist , handelt es sich darum , über den

Verlauf dieser Fläche im ganzen einiges zu sagen . Das Wesentliche hier -

über ist in der Aussage des Hauptsatzes p. 309 enthalten und es kann sich

nur um eine genauere Analyse oder wenigstens um eine Umschreibung
desselben handeln , analog der im vorigen Paragraphen bewiesenen Aussage
der monotonen Abnahme von 91 ( ) . Aus dem Hauptsatze ergibt sich sofort :

Ein innerer Punlet den æπ Pmute P geliörigen Menge M Lanm michil

Element einer au einem ander , Pumlttèe P ! von ꝙ( , J e) O gellörigen

Nenge M Sein .

Von dem Punkte P der Fläche ꝙ( 7 , / 2) 0 geht man zu unendlich

benachbarten Punkten P. über , indem man um unendlich kleine Stücke

auf einer bestimmten Erzeugenden des Tangentialkegels oder — was das

gleiche ist auf der zugehörigen Schnittkurve zweier extremer benach -

barter W- Flächen fortschreitet . Diese Schnittkurve ist durch die Tan -

gente der Kurve Cin einem Punkte A repräsentiert . Die Mengen M. ,
welche zu Punkten P, gehören , die in der gewählten Richtung dem

Punkte P benachbart sind , liegen , wie aus dem soeben erwähnten Satze

hervorgeht , auf der andern Seite der Tangente f als C. Rückt der

Punkt P, gegen P, so konvergieren die zugehörigen Mengen M. gegen 4
2

( nach dem II . Hilfssatz ) .
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Wüährend im ersten Paragraphen das einfachste und in analytischer

Hinsicht auch erschöpfende ( wenn auch nicht direkt anschauliche ) Bild

der gegenseitigen Abbängigkeit der beiden Konvergenzradien durch die

beliebige monoton zunehmende Funktion 91( 7) vermittelt wurde , die Völlig
genügt zur Bestimmung von 9 ( 4 , / ) , wenn von dieser Kurve nur

noch ein Punkt gegeben ist , 1 dem hier die den einzelnen

Punkten von ꝙ( , / , %0 π ο zugeordneten nirgends konkaven einander

ausschliebenden , zum Teil auf Punkte zusammenschrumpfenden Kurven C.

Ob sich trotzdem die gefundenen Stetigkeits - und Tangentialeigen . -
0 samt der durch den Hauptsatz aus⸗schaften der Flächen ꝙ ( , / , 4,

gedrückten Eigenschaft in ähnlicher einfacher Weise analytisch formulieren

lassen , wie es bei den Kurven ꝙ4 ,/ ) = durch die Differentialunglei -

chung ( 41) geschah , bleibt ununtersucht .

Jedenfalls aber lassen sich zu jeder Fläche ꝙ( , / 2) 0, welche

diese für die Flächen der zusammengehörigen Konvergenzradien als not -

wendig erkannten Eigenschaften besitzt , auch jetzt wieder unzählig viele

Potenzreihen P( ai , 4½, 4;) konstruieren , für welche S ( L , / 2) 0 Fläche

der zusammengehörigen Konvergenzradien ist . Um dies auszuführen , leite

＋

man aus der Kenntnis des Tangentenkegels in jedem Punkte , 2 , 75 die

zugehörige Menge Wab , dann bringe man die Punkte 1 / der 4½- Ebene
mit rationalen Koordinaten in eine Reihe mit Ausnahme derer , die von

Begrenzungspunkten des Koordinatendreiecks in der 9 - Ebene abhängen ,
und ordne jedem dieser Punkte den eindeutig beéstimmten zugehörigen
Wert von „ sowie einen volllltlirlicl ie Punkt Hi , de , § ; der àugebörigen

Menge Mzu . Der Fortgang des Verfahrens ist dann dem am Ende des

vorigen Paragraphen auseinandergesetzten völlig entsprechend .

Nachdem in den beiden vorhergehenden Paragraphen die gegenseitige
Abhängigkeit der zusammengehörigen Konvergenzradien klargestellt wurde ,

besteht nunmehr die Aufgabe , aus den gefundenen reihentheoretischen

Sätzen Schlüsse zu ziehen über die Gesetze , die zwischen den Singulari -
täten von Funktionen mehrerer Vne bestehen . Alle Ausfüh⸗

rungen , die sich in dieser Beziehung machen lassen , sind schlieblich eine

Folge des folgenden bekannten Fuunddmentulsdtæes , den ich , wie alle Aus⸗

sagen dieses Paragraphen , nur für zwei Veränderliche ausspreche :
Sind 1 , ½ ein Padis SUnnengelörigen Konvergenærͤclien den Roeille

P( al , 42) , 80 verhält Stch. die durch Jetætere dlefimiertè dndlitiscle Huuulttion

FC à2) Veguldr in ; Geblete à, T1
2 I 0 7* 7 3 7Slngelääre Stelle IIs Tz; Fin vbelche d ν uvi, Æν V ist .

2 Tur , hait aben muudestens %
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Es kann sich im folgenden nur darum handeln , auf Grund dieses

Satzes , des Prinzips der analytischen Fortsetzung und der Entwicklungen

der vorhergehenden Paragraphen sowie unter besonderen Voraussetzungen

über die Kurve ꝙ ( 4, / ) 0 genauere Beziehungen zwischen den Singu -

laritäten zu finden .

Zuvor aber soll gezeigt werden , daß stets — wie auch die Kurve

9 ( , ) 0 unter Befriedigung der im ersten Paragraphen als notwendig

und hinreichend erkannten Bedingungen gewählt sein mag — s0 “hetliche

Punkte 41 vi ( eos ꝙ1ν sin ꝙ1, 42 ( eos ꝙ sin ꝙν)) singuläre Punkte

von F( As, 4 ) sein können , wofern nur 71, /ꝛ irgend zwei zusammengehörige

Konvergenzradien und ꝙ. sowie ꝙu beliebige reelle Lahlen sind . Die

Funktion F( YiI , à : ) gestattet dann überhaupt keine Fortsetzung über einen

Punkt der Kreise mit den Radien vi , 72 hieraus und wird durch P( Ai , 42)

vollständig dargestellt .
Im

80
der Kürze des KAusdrucks nenne ich in diesem Falle die

Kurve ꝙ (à, / ) 0 eine natürliche Grenze der Funktion F( uIdρ ) .

Um jener Möglichkeit zu führen , beweise ich zunächst

folgenden Hilfssatz :

Die nacſ . Diagondlen geordietè und in Jqedler Diagondde höchistens νπνEον

von Mull verScſniedenen Koeffieienten duifꝛbeisende Potenæreilie :

E
N.VLO νuιεοανν —

(J) P( CUI, 42 ) DTi an ανν.e ν,au,ε ο

0

nat die æugeſtiörige Kurveè ꝙU, J ) O eut . natlirlichen Grenæe , beον

„ „
um 0

00 „
———

ist ; d. h. also : sind 11, 72 zusammengehörige Konvergenzradien und ꝙt , 92

zWei reelle Zahlen und wird

rvi ( eos ꝙi ＋ ” sin ꝙν) , 12 ε ( eos ꝙ τ ! sin ꝙ7)

gesetzt , so ist zu zeigen , daß der Punkt Il , Iz singulärer Punkt von ⏑

ist . Es darf und soll ohne Beschränkung der Allgemeinheit angenommen

werden , daß F. 1, I½ =l Jist ; ist dies von vornherein nicht der Fall ,

50 läßt es sich durch die Transformation 17 43 erreichen ; setat
1 2

man dann
13 ö

1

* GE ) ,

˖

6 )
9

—

3 EMA1 1 8
80 entsteht aus P( Il , 4: ) eine Kür 5
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läre analytische Funktion von Ei , Es, die also jedenfalls für ERRR
E T in eine Potenzreihe

1 1
(40 Pi ( E17 E20 N. A4lbl Es

0
entwickelt werden kann .

Konvergiert diese Potenzreihe nicht auch für ein Wertepaar 440
absolut , für welches EI Y 1, 52 ! ist , so sind folgende 4 Fälle

denkbar :

1 8 e(hii , E. Els , WO weder ꝙi noch ꝙn ein von 2

ist , ist ein Dunkt von Pi (Ei, E2). Dann wäre auch der Punkt

Ii , P2, WO 41 5GE. 5 57 1 ) , ½ = 5 ( E½ ＋ 82 61) , ein singulärer fülk

P(4l , à½); dies ist aber nicht möglich , da sich I . TI1 , T1 ergiht .1 —3
Mithin kann dieser erste Fall überhaupt nicht eintreten .

2. 81 = 1 , 82 = ( lel ist singulär ( ꝙ kein Multiplum von 23) . Dann
hat die Funktion P( Il , 4: ) eine singuläre Stelle 1 , 4 , für welche

1 1„% I

ist ; nach einem weiter unten (Pp. 320 ) nochmals zu benutzenden und bei
der Gelegenheit samt Beweis anzuführenden Satze des Herrn H artogs sind
dann sämtliche Punkte 11 1, 4, T ' 1 und als Häufungsstelle insbeson -
dere auch der Punkt à1 1, 4 1

e3. 5. Yeuni ( P1 ＋ 2 %u ) , 5. - 1 ist ein singulärer Punkt von

Pi (Ei, E2); dann schließt man wie unter Nr . 2, dab 1, % 1 Ein

singulärer Punkt von P( (a. ist .

4. E1 1 , 2 = 1 ist singulär ; dann ist für P ( A

F.
4 E 4 E. 1 — 15 45 —

1
( Æ5 87 9 1Ure*οg

singulär .
Aus der Aufzühlung dieser Fälle ersieht man folgendes :
Soll der Punkt 71 1 , ½ für P( ai , 22 ) kein singulärer sein , so

muß
42 L2) noch für Werte El ,S a b50ln konvergieren , für WI

2. — ist ; es muß dann also

4¹
( 5) Iin VIA 4

4＋ε α
sein .

Gelingt es daher nachzuweisen , daß dieser obere Limes für die aus
5 Reihe P .(Ei, E2) 5 1 ist , so ist damit gezeigt , dab

41 —1 , 22 — 1 ein singulärer Punkt von P( Al , 4½) ist und damit zugleich ,
dab die der Bedingung ( 2) genügende Reihe ( 1) die zugehörige Kurve
9 ) = 0 zur natürlichen Grenze hat .



Potenzreihen mehrerer Veränderlicher . 317

Den Koeffizienten erhält man als Funktion der d „ indem man6
IXNIuEr

6 Ei ＋ E1 1)4 (E. ＋ E2·11 ) , nach Potenzen von Et und 5, ent⸗

wickelt und die 5 gleichen Exponenten durch Addition ver -

einigt ; man sieht sofort , dab Au˖ nur von jenen de , abhängt , deren In -
dizes u, den beiden

a)
„ ＋1

( 6) NV Ṽ

genügen ; setzt man wieder 1 ＋ρννετν ινε, d, , =
du , so folgt aus den beiden

Ungleichungen ( 6) durch Addition

( 0
1

1 SN¹ —

Hängt also A von a , und a5 ab, 8o ist jedenfalls

9 „ EMILN MNLN LEEN
( 8) FFFUEUEUEUEEETEUEC( CCCCCCX˖ mn n ＋ 1 m ‚ο,HSꝗt1)

und mit Benutzung von ( 7) erhält man

R E 1
80 *

77 — 7¹*

Wählt man nun in 5 „ 50 stehen die Ungleichungen ( 2) und ( 80

miteinander in Widerspruch ; es kann danach Aux höchstens von ein⁰εm

Koeffizienten d, , abhängen und muß somit von der Form C . d , sein ,
4 .

wo die positive Konstante Cvon den d , unabhängig ist . lim VA8 6⁰ε ον
hat daher den gleichen Wert , ob man von der Reihe

E

N de , C ku K 1)
0

oder von derjenigen ausgeht , in welcher alle d ,
durch ihre absoluten

Beträge ersetzt sind ; die durch letztere Reihe dargestellte Funktion hat

bekanntlich ) sicher die singuläre Stelle 41 1, ½ = I, mithin die aus

ihr durch die Transformation ( 3) abgeleitete die singuläre Stelle 5. = 1 ,
4

„ = 1 ; es ist also lim /Ad, = 1 und nicht S 1.

⏑ ] νε ον
Nachdem somit der Hilfssatz ) bewiesen ist , bleibt nur zu zeigen ,

Jte

) Biermann , Math . Ann . 48 ( 1897 ) .

Die Kurve ꝙ E, )) = 0 ist sogar dann schon natürliche Grenze , wenn nur

nin ,½ 1 — = ο ist und in noch allgemeineren Fällen : es läßt sich dies , wenn
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daß zu jeder möglichen Kurve zusammengehöriger Konvergenzradien

1 1 0 myrei N 4
9 “) = 0 ( unendlich viele ) Potenzre ihen P( zl , a

stieren , für die / , = ι,σάενν ‘ œòund

7¹ 7I111 10( 9)
„

„ „ „ „
An , Al d exi⸗

ist ( zur Verminderung der Unbestimmtheit ist 4 1 gesetat ) .
In der ½%Ebene denke man sich die Geraden 9% mit den Glei⸗

chungen 2“ ( 6 = 1, 2, 3, . . . ) gezogen und bezeichne das von

00, Hoi und den Koordinatenachsen begrenzte Trapez mit J, . Am Ende0 90
des §S 1 wurden der dort mit 94 bezeichneten Zahl unendlich viele

Gitterpunkte u, „ zugeordnet , deren Koordinaten den Ungleichungen (53),

0

bezw . ( 55) , ( 57) unterworfen wurden . Man erhält immer noch sανν,2ich

olele zu ds ) gehörige 4 , — und hierauf kommt es allein an — wenn

man jene Gitterpunkte noch weiter dadurch beschränkt , dab man verlangt ,
sie sollen nur in solchen Trapezen 1 liegen , für die 6= 2 ( mod . 4) ist ,

und zwar soll in jedes Trapez höchstens % Gitterpunkt azu liegen
kommen . Von den Trapezen J ) Wo ⸗ ( mod . 4) also 6 =404 ist,
weise man den zu 9 gehörigen Gitterpunkten diejenigen zu , für welche

o ungerade ist , und es darf wieder wie auch im folgenden von jedem
Trapez höchstens ein Punkt „, “ benutzt werden . Der Zahl 960 Werden

von den übrig gebliebenen Trapezen diejenigen zugewiesen , für die

6 8ε und o, ungerade ist , während die mit geradem c kür die

940 90 . . . zu reservieren sind , und zwar in Fortgang des Verfahrens 80,
dab jedem d40 unendlich viele Trapeze zugewiesen sind . Die sodanmn

nach der am Ende des ersten Paragraphen auseinandergesetzten Methode

gebildete Potenzreihe P ( A , 4) für welche die vorgelegte Kurve ꝙ( 4,7 ) 0

den Zusammenhang der Konvergenzradien darstellt , hat diese Kurve aur
natürlichen Grenze . Denn schreibt man — wie erlaubt ist , da in jeder
Diagonale höchstens / Koeffizient vorhanden ist —

( ＋ ε g1νρ,

c907250 ist ½
o¹⁰ 461 R 5 2weil die Trapeze mit ungerdden Indizes ganz ausgelassen wurden , 80 dab

und liegt irgend ein Index ½ zwischen 2“ und 271 .

wird .

man von dem bewiesenen Hilfssatze geht , auf dieselbe Weise beweisen , wie ich
es Münch . Ber. 34 ( 1904) . P. 6353—74 für ee mVariable getan habe .

.

Schor1
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Nach dem Hilfssatze ist daher ꝙ( , ) ) 0 natürliche Grenze von

P( u1 „ 5) .
Wenn ꝙ ( u, / ) = 0 natürliche Grenze von P( al , à: ) und E1, 82 irgend

ein Punkt regulären Verhaltens dieser Funktion ist , so erhält man die zu

der aus P( æi , 42) abgeleiteten Potenzreihe P( al — E1, 42 — Ez) gehörige
Kurve der zusammengehörigen Konvergenzradien als dasjenige Stück von

( , ) ) O, das im Gebiete ν Eih / ezliegt .
Ist dagegen eine analytische Fortsetzung von P( ri , à2) möglich und

betrachtet man alle Punkte 1 , ½z, für welche ½1= EIi ½ = 52 ist ,
so können die Kurven zusammengehöriger Konvergenzradien der aus

P ( al , 4½) abgeleiteten Potenzreihen P( a¹ , 42 — 1 ) nicht durchweg aus

dem bezeichneten Stücke der Kurve ꝙ( , / ) 0 bestehen , sondern müssen

teilweise oberhalb ( natürlich nirgends unterhalb ) dieses Kurvenstückes ver⸗

laufen . Die den unendlich vielen Kombinationen von ½1, ½ entsprechen -
den Kurven haben , wie leicht ersichtlich , jenes Stück von ꝙ( , / ) ν οο kaur

Enveloppe , so daß das letztere in jedem Punkte von mindestens einer der

erwähnten Kurven berührt wird .

Nur im Falle , daß die Kurve ꝙ (4, / ) ν ganz oder teilweise aus einer

Kurve besteht , gelingt es mir das vollständige funktionentheoretische

Aquivalent dieser geometrischen Tatsache durch folgendes Jheorem aus —-

zudrücken :

Bestelit die Kurve ꝙ ( 9) fir ιν‚ ανν ανινενν, οονννονσοσνν au¹s der

9 388 8 33
NKurve ũ νενοοννον εεαοννννννεο νν ] d ist , 0 ingend ein von

0 , u¾dd , veYSClluednνh Piuunlet diesen Nuuο mumled

( cos ꝙ1 ＋ “ sin ꝙ1) , =1 ( cos ꝙν sin ꝙ2)Æ

Iin ſndeht den , TuunddmëntalSatæ “ Solter eaistieremder ) sinqllliren Puinlet den

durel . P(at , 42) definierte analiſtischien Fuulrtion F( Vl, A2) , 80 Sinαν, õàu¹

Sdmmtliclie 5 die den Lugleicluing

( 10)

WU fen Glciανά ]

( 11)

00⁰ 85 geesetet ist , qenligen , siugullire Punlble ( liesen Hululetion .

Für ausartende II Kurven , d. h. für Gerade à const . oder const .

hat schon Herr Hartogss ) den Satz bewiesen ; auf den Hartogsschen

Satz ist p. 316 bezug genommen worden und auf ihn wird sich auch der

Beweis des soeben ausgesprochenen allgemeineren Satyes stützen ; es sei

Inauguraldissert . P. 59.
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daher gestattet , den Hartogsschen Satz samt einem etwas abgeünderten

Beweise hier anzuführen :

Bestelit die Kurvç ꝙ (u, J ) O euονν⁊e den Gerdden und 9 = 15

duus der Gerdden = He, uund besitæt P( an , 4½ die Siugullir “ Stelle dI , An, fr

veαννẽ =ν Hi , ο Sσ ½. ist , 80 Siuο α ] ε ) Slüimtlicue Stellen 415 I5, für

lullolle A2
Beweis : In der

halb des Kreises = Ei liegt und letzteren im Punkte 41 — 4i be⸗

rührt . Ist 8. der Mittelpunkt dieses Kreises , so konvergiert die aus

P( II , 4½) abgeleitete Potenzreihe P. (Li —Ei , 4½) absolut für

Im , z I ist , Singuläre .

AIlbene konstruiere man einen Kreis Xi , der inner⸗

41 k1Æ R Eüi, „

und divergiert absolut ( wegen des singulären Punktes J , I ) für alle

1 „ A42, die den Ungleichungen

VI 12

genügen .
Die zu Pi ( 41 —EI , 4 ) gehörige Kurve der zusammengehörigen Konver⸗

genzradien / νναν)σ) wrleidet daher an der Stelle à E — Ei ] eine Un⸗

stetigkeit , besteht demnach zwischen / = und / = ½ν aaus der Geraden

＋n — ErJ . Aus dem Fundamentalsatze folgt dann , dab es singuläre
Punkte Ii , 42 gibt , für welche Fi — 51 = Ni — [Ei] ist , während ,
noch jeden Wert T , haben kann ; für alle diese singulären Punkte muß

aber J1 = Ii sein , da jeder von J verschiedene Punkt des Kreises X. ,
mit jedem Punkte 47 , dessen absoluter Betrag unterhalb „ liegt , au-

sammengenommen , innerhalb des Konvergenzgebietes der ursprünglichen
Reihe P( Is , az ) liegt . Insbesondere folgt , daß der Punkt I1 , O ein singu-
lärer Punkt ist .

5 uS N//Y 8 1 1 6Jede aus P( 4i — Ei) abgeleitete Potenzreihe P ( eEi; „

„ * * * 1
5 ist , konvergiert absolut fürCre

A— es3 1„ 42 ee D

divergiert aber absolut ( Wegen der singulären Stelle I1 , 0) für alle 41, 45,
welche den Ungleichungen

795936 3
27 5½ =re cν

genügen .

Die zu P( r . — Ei, 4½ —ez ) gehörige Kurve / erleidet demnach

an der Stelle ⸗ I — EIeine Unstetigkeit , was nur möglich ist , wenn
sie zum Teil aus der Geraden F. — Si] besteht . Wie oben bezüglich
des Punktes II , 0 schließt man hier , daß JI , 52 ein singulärer Punkt
ist , wobei von 82 nur vorausgesetzt wurde, daß 8 dem absoluten Betrage

Dande

il leich
Mtiln: 2

r Gernd
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nach 2 ist . Durch wiederholte Anwendung des gleichen Schlubver -

fahrens läht sich diese Voraussetzung nacheinander auf

8 — 5
10 2

endlich auf E2 S7½ ausdehnen , womit der Hartogssche Satz bewiesen ist .

Es sei nun eine Potenzreihe P( as , àz ) vorgelegt , für welche die Kurve

der zusammengehörigen Konvergenzradien im Gebiete π , ⁊ ν ,
9

ον Dſenrt aus der W- Kurve æ½ %½ Æ r 7055⸗ ( 7H1 ) besteht ,
und für welche F1 , ½ ein singulärer Punkt ist , wobei

„ 3999 38
Ii v1α ( eoSꝙν ανσ sin ꝙ1H) , 7½2 = νε ( eos ꝙ ＋ Isin ꝙ2)

ist und der Punkt à == ν,οενν αν auf dem angegebenen Kurvenstücke

liegt . Es soll gezeigt werden , daß sämtliche Punkte 41, I2 , wWelche die

Ungleichung
59 ν fiανσ

und die Gleichung
7 π7

2 I W,
—ç5

befriedigen ( à — 51), singuläre Punkte für P6 J sindefriedligen ( à 5 ) ,
singuläre Pu üů ind

Zum Beweise mache ich die Transformation :

( 12)
81 4¹ν

82 425

welche aufgelöst ergibt :

(43) 471 Ei8

52
Danach geht

0

P( PI , 42) 2 d A
0

über in
0⁰

(14) S( éër - E2) νεενεν
0

Zu der Reihe auf der rechten Seite von ( 14 ) gehört in der 2 % Hbene
ein Gebiet S von der Art , daß ( 14 ) für E . = , E2 = ν absolut kon -

vergiert , wenn 4, / in S liegt . Die Begrenzung von S entsteht , wie man

sich leicht überzeugt , aus der Kurve ꝙ( , ) ) 0 durch die Transfor -

mation : 2½ % u , ,/ . Zur Begrenzung von S gehört daher u. a. das Stück

der Geraden 2 ονο ( rghe ) , soweit es zwischen den Geraden

= ο und / = 1 liegt . Die Funktion S( Ei , S2) ist — wie sich durch

Anwendung des Weierstraßschen Doppelreihensatzes ergibt — regulär
21
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— 2 8 5 8 4 77 1 8 0 8 4
( aber wegen der möglicherweise nicht ganzzahligen Potenzen von 85 nicht

1 4 f 1 K „ 007⁰⁰α ¹ 1*
notwendig eindeutig ) im Gebiete : Er uig , 9ν . . Ferner

1 1 1 3 8 5 F 4 7hat diese Funktion die singulären Stellen 6 = Adg , E2 1 ( Wobei au

den möglicherweise verschiedenen und bei irrationalem & sogar unend⸗

lich vielen Werten von Et jedesmal ein Wert Ez gehört , der in einem

anderen Blatte der über der Ez - Ebene ausgebreiteten Riemannschen

Fläche der Funktion Egs zu denken ist

Denn es gilt allgemein der Hilfssatz :

Abgesehen von den Null - und Unendlichkeitswerten von 4 17 81025
entspricht jedem regulären Punkte 41 , 4 von P( al , à : ) ein regulärer Punkt

EI, 82 der transformierten Funktion S( éi , E2), einem singulären wieder ein

singulärer und umgekehrt .

Entsprechen einander nämlich die Wertepaare 41 4½ und 69
und ist keine dieser vier Zahlen Null oder oo , so ist 4 — 4½ eine in einem

gewissen Bereiche konvergente Potenzreihe von Ei — E1) E2 — Es ohne Kon-

stantes Glied , ebenso El — E1. = P( al — 41“, 4½ —
4½). Läßt sich also an

der betrachteten Stelle eine Funktion nach Potenzen von 1%
entwickeln , so gestattet die transformierte Funktion eine Entwicklung nach
Potenzen von Ei — 6E1) 82 — 82“ und umgekehrt .

＋.

‚Es sei nun 5
7⁰¹ 702eine komplexe Zahl vom absoluten Betrage

— „ 4 — —
und es sei 82“ außerdem so gewählt , daß die zusammen mit E1
einen singulären Punkt von ( 14) darstellende Zahl E, im Innern des

8
Kreises K mit der Gleichung : 42

2 ( —- ⁊F—„ üliegt. Die Funktion

S' (Ei, Ez) läbt sich in eine Potenzreihe nach steigenden Potenzen von 69¹

2
122
18 er

3 1 416861b6 „ „ K 40 %%% 7und 82— 52 13 8 dieselbe xonvergiert absolut fürE1 rrg = Eif

52² —2˙ 2 ada nach dem oben Bemerkten die Punkte El, Es, deren

Koordinaten diesen Ungleichungen genügen , sämtlich regulär sind ; andrer -
seits aber ist , wie schon hervorgehoben wurde , E1 = QE1; E2 ⸗Ez ein singt
lärer Punk ür 8111

2
%%⁰⁰& Æꝰt und für denselben ist E. ith , „ E

sämtliche Punkte 57,
dei von dem Kreise K. nur voraus -

zusetzen war , daß er im Gebiete 1⁰⁰ eE „ 7 liegt und den Punkt 5
in seinem Innern enthält . Irgend ein anderer innerer Punkt von L kann
nun an Stelle von 7* 8 5

82 treten , und man findet 80 fortschliebend , indem man

sind nach dem Hartogsschen Satze 8, singuläre ,
Wenn nur sez innerhalb K: liegt , wol

) Ist c nicht ganzzahlig, so verstehe man unter F, irgend einen Wert der
rechten Seite .

1% Ganlea8 Call“

ber niebt

ft flen
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das ganze Gebiet 1 E52 r mit Kreisen überdeckt , daß sämtliche

Punkte E, 82 singuläre sind , wenn nur k5, in dem bezeichneten Gebiete

liegt . Nach dem Hilfssatze (p. 322 ) sind dann auch alle Punkte

singuläre , wenn sie den Beziehungen :

1 * „ 1 51299 05 —(6 —
genügen .

Ist & gleich dem irreduzibelen Bruche 8 s0 gehören zu jeder Zahl Jn,

deren absoluter Betrag zwischen 2 und 59 liegt , mindestens 9 Zahlen 51
von gleichem absoluten Betrag , mit denen zusammen 4½ einen singulären
Punkt bildet , während in gleicher Weise jeder Zahl zi , für welche

2r . ist , v Werte J 1Ist aber das Verhältnis § 7 : 9 irrational , so entsprechen jeder der

obigen Zahlen J½ unendlich viele a1, die auf einem Kreise der 21 - Ebene
überall dicht liegen , und umgekehrt . Die Reihe P( æi , à) ) ist daher über

die Kreise 41 ,
42 nicht fortsetabar , wenn der Punkt 7 , 7

auf dem mehrfach erwähnten N' - Kurvenstück liegt . Man hat somit den

Satz :

Die Kurve

5 /) ο dIst stets nattirliche Grenee den æugehörigen
Potenæreili « P( œi , du) , Soꝛbeit siée qnts eiĩner MNAHurue ι
irrationalem Verfiäiltnis 91 : d bestelit .

Legt man statt einer nach Potenzen von A1, 4½ eine nach Potenzen

gewisser Funktionen von 41 , à½ fortschreitende Reihe zugrunde , beispiels -
weise eine Potenzreihe P ( ai 4n , An. — 4 ) und konvergiert diese für

const . it

1 L , e

aber nicht für größere , ) absolut , solange 2 , / den folgenden Glei -

chungen und Ungleichungen genügen :

29 — oI rren ; ν αιQ σ ·nο; οανεοννο ,

so gibt es mindestens ein Zahlenpaar F. , ½ der Art , daß sämtliche

Punkte 41 , Jz , welche die Relationen

— 5 ) ( 51 — 32)
0 A fef —2 Nrh 2, 2 , .

erfüllen , singuläre Punkte der durch P( a . ＋dz , 4i — 4½) dargestellten

analytischen Funktion sind .

21
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Durch die vorhergehenden Untersuchungen ist in veifentfEonelisee

Hinsicht die gegenseitige Abhängigkeit der zusammengehörigenKonvergenz-
radien völlig klargelegt , womit zugleich sümtliche Kontinua gefunden sind ,

* f 3 —ꝗ— 3¹
die als Gebiete absoluter Konvergenz von Potenzreihen möglich sind;

dagegen sind die erhaltenen spezielleren FunltiomemEοetischien Resultate
S

von der Art der im vorhergehenden abgeleiteten nur vereinzelt und eine

Menge interessanter hier anknüpfender Fragen bleibt noch zu erledigen ;

5

Gehören zu jeder andleytisdhen Kurve 9( 4 , / 0 analytische Funk⸗

tionen O( A1, 42) = 0, derart daß eine analytische Funktion , deren singuläre

Stellen 41 , 4½ der Gleichung ( 41 , 4½) 0 genügen , die Kurve ꝙ( , )

zur Kurve der zusammengehörigen Konvergenzradien hat ? In besonderen

Fällen ist dies klar : Der Annahme ꝙ ( , / ) ντπν α οννο. 1 , eutsprechen die

Funktionen ( Il , 42 ) di ＋ 4 1, O( 1 , ½) ＋, . ee

Es kann andrerseits vorkommen , daßb ein Stich einer solchen ana .

Iytischen Kurve der Kurve 94/ ,) 0 angehört , ohne daß der Schlub

auf die Existenz einer Singularitätengleichung 0 ( ＋i , 4½) 0 für die au.

gehörige Potenzreihe erlaubt wäre : Unterdrückt man 2. B. in der Potenz .

98 1 0
reihe für

— 6 45
alle Terme d νuαν , für welche uist , so besteht

—( æ ＋ A)
435

die Kurve ꝙ ( 4, %/ = 0 für 0 σ Æ 5 aus der Geraden νεο = 1 , setat

sich dagegen für in der Hyperbel σ½a⸗ fort . Es fragt sich, ob

in diesem Falle die Gerade und die Hyperbel ( oder die Gerade allein )

natürliche Grenzen sind .

Endlich : Ist die Kurve ꝙ( ö
sie iν αJTtisch ist ?

„ %/ 0 eine natürliche Grenze , wenn

Traunstein und Würzburg , im Oktober und November 1904 .
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