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Zehntes Buch.

Beispiele zur numerischen Berechnung eines
sphirischen Dreiecks.

91.

Aufgabe. Es sind alle drei Seiten eines
sphiirischen Dreiecks gegeben:
a—T2°14/26%, 111001820, c—A48°5042".
O Man suche die Winkel A, B, C.
Auflésung. Zufolge § 72 hat man:

/sim (s — b) sin (45 —¢)
tg 4 A = ] 2 L3

sin 48-sin (3s—a)
sin (1s —a) sin (1s—c
B/t im0

sin 48 - sin (35—0D)

10 l/.-'h.' (35— a) sin ($s—D)
e —1 !

sin 4s-sin (s —«¢)

g— T2t14% 264 38 —115%41° 44"
b=110-18-20 ls—a—= 43-27-18
c— 48-50-42 15— b— 5-23-24
s—231-23-28 Js—c— 66-51- 2
log sin (158 —b) — 8,9728253 log sin 1s = 0,9547781
log sim ( .I" —¢) = 9,9635435 log sin (35— a) = 9,8374525
18,0363688 19,7922306
19,7922306

0,1441382 — 1 (:2 [Algebra § 281]
log tg ¥ A =—9,5720691 — 10
" 1A — 20028 15%,9.
Ebenso findet man 1B und 1C, mithin ist:
A — 40° 56 314,8; B—139°4835",4; C=381°12'13“5.
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Aufgabe. Es sind zwei Seiten, b, ¢, und ein Gegenwinkel,
B, gegeben. Man sucht den anderen Gegenwinkel C. Es sei
z. B. b=110°18/20“, ¢— 480 50 42", B—=189°48/35% 4.

Auflsung. In diesem Falle gebraucht man immer die Regel

. - 3 . sin sin ¢
der vier sinus. Diese giebt

— hieraus:
sinB  sin b’ ‘
g sin ¢ .
Sin U = — « Sin H
stn b

Anmerkung. Da hier der Winkel C durch seinen sinus
bestimmt wird und deshalb sowohl spitz als stumpf sein kann,
80 ist klar, dafs durch zwei Seiten und einen Gegenwinkel im
allgemeinen ein sphéirisches Dreieck nicht bestimmt ist (vergl. § 29).

Weil aber B + C mit b + ¢ gleichartig ist (§ 78 Anmerkung),
s0 konnen wir jedoch folgendes festsetzen :

1) Ist b4 ¢: 180° so ist auch B+ 180°, mithin :

C=90° wenn B— 90°
C>90 il VB0l
C<90 - B=ia0

2) Ist b4 ¢ < 1809 also auch B +C< 1809, so ist:

C << 90° wenn B= 90v,
Ist aber B< 90, so ist C unbestimmt. Kann jedoch C nur
auf eine Weise s0o genommen werden, dafs B 4 C' < 18 ), s0 ist
C bestimmt,

3) Ist endlich » 1 ¢ =180, also auch B + C>180, so ist:

C> 90, wenn B = 90.

Wiire aber B> 90, so ist O wieder

demn, dals C nur auf eine Weise so
dals B 4~ C > 1809,

unbestimmt, es sei
genommen werden kann,

log sin B — 9,8097796

f'ra‘r',r Sin ¢ = ﬂ,r"\'?“?.‘“;‘_vb‘
19,6865354
Jrulrj sinb '-','FTE] 358

log sin C = 9,714399¢
C=381° 12" 18+5.
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Aufgabe. Ks sind alle drei Winkel gegeben, zum Beispiel
E A = 40° 56 31,8, B — 139° 48854, C —=381°1213“5. Man
sucht die Seiten.
4 Aufldsung. Nach § 75 hat man:
- ¢os + S-cos (L 8§ —A)
e l w0s 3S—B)cos (38 —C)
tald _V —cos § S+ cos (} S-_— B)
= cos (3 b—A) coS “h—(“)
o}/ BB Al =0
e {‘.‘US{%-S_A]CUS('}S'_'B}
. A= 40"56’318 18 105° 58 40,4
e B —139-48-35, 4 1S—A= 65-2- 8, 6
C= 381-12'13, 5 1S — B=—383-49.55,
X S =211° 57/ 20,7 1S —C= 74- 46 - 26,
log — cos 1 S =9,4397531 log cos (4 b—B ) =9,91943( m' 6)
log cos (1S — A)=—9,6253671 log cos (1} S— C) —=9,4193355
1Q 0651202 1% i,3391‘663
‘I .
lJ,.-‘-_Ub;)39 —1 (:2
0,8631769 — 1
log tg 3+ =9,8631769 — 10
La=—36°7/13".
Ebenso findet man nach den beiden anderen Formeln § b
und 1c¢ und daraus dann: o— 72°14‘26“; b=110°18/ 20“‘
¢ = 480 50" 42“.
94.
Aufgabe. Es sind zwei Winkel, A und
B, und eine Gegenseite, @, gegeben. Man
sucht die andere Gegenseite .
Auflssung. Aus der Sinus-Regel
sinb sin B
sina  sinA folgt:
1 ) sina - sin B
sin b - Tk
Die Fille, wo die durch ihren sinus gefundene Seite b be-
stimmt ist, m-gf._],(‘n sich wieder aus § 78, Anmerkung. Es ist
| niimlich:
)
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1, Wenn A 4 B-= 180° also auch a - b 180¢.
b =90, wenn a = 90.

2, Wenn A 4 B <180, so ist:
b << 90, wenn a= 90,

Wiire @ << 90°, so kann b sowohl spitz als stumpf sein ete,

3, Wenn A-B > 180° so ist:
b > 90, wenn a = 90,
Wiire a >

95.

Aufgabe. Von einem sphiirischen Dreieck sind zwei Seiten
und der eingeschlossene Winkel a, b, C gegeben, zum Beispiel
a=—"7T2014" 26 b—=110° 1820 (O 53 R o 13“,5. Man sucht
die iibrigen Stiicke ¢, A, B.

Auflésung. In diesem Falle gebraucht man immer die

Napier’schen Gleichungen und berechnet zuerst die Winkel A
und B. Nach § 79 ist, wenn man, weil ¥ >a, um negative
Winkel zu vermeiden, ¢ mit b und A mit B verwechselt:

b — (L2
]-} —rl- _.\ CO8 9
e —cot 1 (). e
g 2 ¢ = C IJrJ —+
Co8s 2
2 f,r - @
J{ 1 A_ sin
ff S = 'ff J‘ _J'
g 5 cot § ( TS
Sin— 2
log cot § C = 10,5540220 log eot £ C = 10,5540220
b—a fed e
log cos =% — 9 9755852 log sin © % — 9 5133567
20,5296072 20,0673787
b4+ a 2 b4 , -
log cos . 8,3466888 (1)  log sin . M. 9,9998028
B4+ A SR .
log tg __T, — 12,1829184 (») log tg B = A = 10,0674859
B+ A
—5— =90°22'8346 A 40056 3148
B sk TS _Imthm:
. 49-26- 1, 8 B=139.48-35, 4,
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Die Seite ¢ findet man jetzt nach der Sinus- Regel:
sine sina

= woraus :
sinC sin A’

sin C-sin a
sin A

Ob die vollig bestimmte Seite ¢ spitz oder stumpf ist, ent-

sin ¢

A
scheidet man nach der Regel, dals a+ ¢ mit A+ C und b+ ¢
mit B 4 C immer gleichartig ist. Hier ist also ¢ = 48" 50 42,
Weil niimlich A+ C < 180, so muls ¢ <Z 90° sein.
96.

Aufgabe. Von einem sphérischen Drei-
eck, ABC, ist eine Seite, ¢, und die beiden
anliegenden Winkel A, B gegeben; man
sucht die iibrigen Stiicke C, a, b.

Auflésung. In diesem Falle gebrauche

man immer die Napier’schen Gleichungen und suche zuerst
die beiden Seiten @, b. Man hat:
A—B
C0S—5—
; a—-1+b 31, 2
A { >
1 g 2Rl
00s—5—
.A—B
SH-
B—b i
¢ AT AR o 1
=5 A -
R — 5
2
Den villig bestimmten Winkel C findet man nun nach der
Sinus - Regel, néimlich:
i stn ¢ . Bne . -
sin O = 2~ gin A = ——-sin B,
sin a sin b
Ob C spitz oder stumpf ist, entscheidet man nach der Regel,
‘ dafs A + C mit @+ ¢ und B+ C mit b+ ¢ gleichartig ist.
a7.
Aufgabe. Es sind von vier aufeinander folgenden Stiicken,
A b C, a, eines sphiirischen Dreiecks zwei Seiten, @, b, und

ein Gegenwinkel, A, gegeben; man sucht den andern Winkel C.
| Auflsung. Statt den Winkel C vermittelst der Formel:

cot A -sin Q4 cos C-cos b= cot @ sinb

7™\ BADISCHE
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direkt oder durch Einfihrung eines Hilfswinkels zu berechnen,
ist es bequemer, zuerst nach der Sinus-Regel den zweiten Gegen-
winkel B zu suchen, niimlich:

sin B = "—sin A:
S a
alsdann findet man den Winkel C nach der ersten ode

r zZweiten
Napier’schen Formel:

. a-b
sin -
s Vi
[ cot (;=—- -+ tg .
L: . a—pb 2
Sin -
2

Wollte man auch noch die Seite ¢

haben, so ist mach
Formel 3 oder 4, §79:

. A+ B
SR
1 & & —Db
'(\'r" s € I 3 g O5eT
S )

]

Anmerkung. Die

Fille, wo der znerst zu findende Winkel
B bestimmt oder zw
|

eideutig ist, ergeben sich daraus, dafs A B
| mit @ +b gleichartig ist,

| Will man aber zuerst C' mittelst eines Hilfswinkels, ¢, nach
der Formel:

cot A - sin C <~ cos C- cos b cot a -sin b
berechnen, so verfahre man nach § 65 (4. Fall).
Aus vorstehender Gleichung folgt:

cot A

*8in C +- ¢cos C — cot g - tg b,
cos b ;

cot A

setzt man nun:

Laye
- cos @ ‘
- ==cot ¢, s0 hat man, weil cot p — 2%
cos b : St @
COs ¢ 5 iyl
o 2 sin C -+ cos C = cot atgh
sin f{‘ \

sinC- cos @ + cos C sin @ =cota-tgh-sing
$in (C+- @) = cot a - tg b-sin g,
Diese Formel ist dann brauchbar, wenn man, wie es in der
Praxis der Fall 18, Im voraus weils, ob .~ (! spitz oder stumpf ist,
98.

Aufgabe. Von vier aufeinander folgenden Stiicken, A, b,

~ RS PPN, ~ . . p v
. U, @, eines sphiirischen Drejecks sind zwei Winkel, A C, und
eine Gegenseite, a, gegeben; man sucht die zwischen liegende

Seite b,

LANDESSI Baden-Wiirttemberg
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Auflésung. Man hat aus:

cot A - sin C 4 cos C+cos b — cot a-sin b
cot c-sinb — cos Creosb — cot A -sin C
cot )

i_'-_\'m b—cosh 'r'[JfA‘fﬂC

cos L

- cot - sinb —cosh —=cot A- ll‘i_f (8

cos ¢psinb —cos b-sin g —cot A-tg C-sin ¢

sin (b — @) = cot A -tg C-sin ¢,

cot @

worin ¢ durch cot ¢ =l (oder besser tg p—tg a - cosC) gegeben.

99..

Aufgabe. Es sind die geographischen
Breiten und Lingen zweier Orter, A
und B, auf der Erde gegeben, niimlich
AC=5, BD= —fl VVC"—:I"? WD=1,
man sucht die Entfernung der beiden
Orter A und B, d. h. den zwischen
ihnen enthaltenen Bogen grofsten Kreises

a AB=un.
Auflésung. Denkt man durch A und B die beiden Meridiane
NAS, NBS gezogen, so entsteht das sphiirische Dreieck ANB,
in welchem der Winkel N =1 —1, die Seite AN =90 —b und
die Seite BN =— 90 + 7. Jetzt kann man nach § 95 verfahren.
Will man aber die Seite AB = x mittelst eines Hilfswinkels, ¢,
berechnen, so folgt aus:
~ ¢os AB — cos AN - cos BN
faE N — = A e
sin AN - sin BN
cos  — cos (90 — b) - cos (90 + b°)
eosit —U)=——— s o
sin (90 — b) - sin (90 4= )
& (1 — 1 cos x -+ sin b - sin b’
gt ) " cosb-cos b’
cos # = cos (1 —1°) - cos b- cos b' — sin b - sin b’
.

) [cos (1 —1*) cos b - cos b’
sin b’

cosx—sinb

— — gin F;|

cos 2 =sin b’ [cos (1—1) cos b - cot b — sin b]

cos (1 — 1) cot b' = tg @ gesetzt:

T\ BADISCHE
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! | : [sin @-cosh

008 & = gin b’ — sinb|
€08 P J
sinb' _ :
—— [sing-cosb — cos ¢ sin b)
cos @ -

sinb’-sin(qp — b ;
COs & / ), worin i ¢p = cos (1—1) cot b,
cos

Die Entfernung  findet man in Graden, die noch in Linge

verwandelt werden, indem man auf einen Grad grifsten Kreises
. 15 geographische Meilen rechnet.

Anmerkung. Dals ein zwischen zwei Punkten, A, B, ent-
haltener Bogen grisfsten Kreises kleiner ist, als ein durch die-
selben Punkte gelegter Bogen kleineren Kreises, erhellt leicht,
wenn man den Bogen kleineren Kreises um die gemeinschaftliche
Sehne gedreht und mit dem Bogen grifsten Kreises in einerlei
Ebene gebracht denkt, wo dann letzterer, weil mit einem grifsern

Radius beschrieben, vom erstern offenbar umgeben, folglich auch
kleiner sein mulfs,

100.

. Zusammenstellung der goniometrischen Formeln,

T T ] 1
9, GtR+ | sinF T y b
' e0d - | Cod+

08 @ sina
sin 0 =10 sin 90 = 1
cos () ] cos 90 = ()
\'\ tg 0 —=10 tg 90 o0
AN 2 e p
: cot 0 = oo cot 90 0
sin 180° — 0 sin 2700 = 1 sin 360° — 0
cos 1809 —= 1 cos 2700 = 0 cos 3600 — 1
tg 180° - 0 tg 270 = — oo tg 360° — oo
ot 180° = — o0 cot 270 = () cot 3600 — O
- - - T 5 & w
stin k=1 sin (4% -+ 1 1 S 1 sin [4}I -+ '{J 3 i 1
. - . T
08 21?-1 | cos r2f. _i“ i ) 71 == I 08 f?..}l' ‘.'_ -l ] == - 1}
b e S 1 2 /3
R | sin 30° cos 60Y 53 cos 30° st (G0 = 1_-33.
15
i tg 30" = cot 600 — V.2 cot 30° tg 600 =/
{ 3 :
F , 1 /2
sin 459 cos 459 — = 1“ tg 459 — cot 459 e

~71-1 BADISCHE
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sin ( @) — — sina 3N (@ —pye——r sin (b — a)
cos ( ) cos (- a) cos (a — ) — cos (b — a)
g (— a) = — tg a i (@ — p) — 29 (b6 — @)
ol (— a)= — cot g ot (@ — b) — — ¢ot (b )
$in (90 — a) —eosa  sin (Y04-a) = epsa 5in (180—a) — sin a
0890 — a) =sina cos (904+-a) =—sina cos (180—a) = — cos
Areiey i (90— a) —cot tg(N04a)— — cot o g (180—q)—. _tga
ot (N0 —a)=tga cot (9N Ha)=—1tga  cof( 180—a)— — ¢t a
sin (180+a) sina sin(270—a) cosa sin(2704-g) soGa
2 c0s (1804-a) cosat ¢os(270—a) sma  cos(2704-a) —sina
t9(180+4-a)—tga 9 (270—a) = cotu 19 (270-4-a) cot
eot ( 1.‘~'“—i-r;i cot @ cot (270—a) toa r_'rJf{g?(}—}—u} toa
sin (360 — () — Sina sin (450 — @) = cos (459 -1~ q)
—_ €05 (360 —a) = cos a €08 (45 — @) = sin (45 4 @)
ta ( 360 — @) — g a 1 (45 == @) cot (45 1 a)
cof (360 — a) — cot a cot (45 —a) tg (45 + a)
e 2 i o o S
| SIN” & - cos* a 1 Sin= 1 —cos?a COS= (it 1 —sin?q
= St COs
-ty a E col @
COS i St
* 1
tg a-eof a 1 foa — eot a4 —
: col @ lg a
: 1 1
1 +tg®a = 1 - cot? &
CO8= @ s o
: / fap ot 1
8N @ Y1 c0s2 q - k -
V1-+irta Y14 cot?a
|
/ R 1 ol a
08 (1 ¥1 —sinfa e
V1 -+ ffj"" I Y1 -+ ot aq
sina V1 — cos®a 1
a = - - : 5
ty e 08 a4 cot 1
V1 —sinta €08 @ 1
cot a : 3 = —_—
Sin @ V1—cos*a tg a
sin (@ +b) —=sina-cosb + cos a-sin b
cos (@ - b) —cosa-cos b L sin a-sinh
. tga-+tgb
tg (a - D) k :
' l Féga-tgh
y ; cot @-coth - 1
ot (@ 7] -
cot a - cot a
sens Trigonometrie, ]
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sin 2a 28ina-cosa

cos 2a — cos® a — sin®* a = 1 — 2sin®
: 21y a
il ed 1 tg® a
cot® o — I

cot 2a (eot o ta ).

2 cot @
; = 3 il
S ¢ Asin 08
L ) (3]
| e ;
p St Za 3 L it Sina
SR @ cos sSin 08
sl Af 9 e 5] 5]
sin Ba I8N a | sin® a o8 D 1 ros® 3 cos a
{ 2 Slga —tg® a L cot? a Seot a
tg oa col Sa
! c ) . 7
J vi.f_alf'r.r -1!'!.’1""{.’ ]
/ / - = -
s
) 15 5
2 a &
/ 1 . o g .
i /1 --rcos a V1-+sina - V1 —sina
s .
) ] <)

I i l _,."'f] - 05 sina ]

o8
tg - z
2 l 4 cosa 14 rosa S it
| /1 4+t a 1
. cot a } S .
Sin tg
f /13 ¢osa | 4 cosa Siti @
cot / s
2 | 08 @ sina ] —¢eosn
- ot a cof i - |.| cot® a.
S @ '
ko s =D a—b . ’
St d—-8in b =St ) 08 B Sna sin
. . a-+b a—b
CO58 ft4—0cos fj '_:tr.u_\' "8 208 (- -r'.’J'\'.'r.l :
9 3 ' 51
. sin (a -+ b) gin (b =+ a)
fpat-tgh — i

cota i cot b

cos a cosh sin a sin b

o Ao 5 [ A1) y
Sin a~+-rcos a V& - sin (45 “+a) sina—cosa =1 2 eos (459 f-rt)
)
ty a+cota : foa—cota Qeot 2a
st 2 ¥ 5
. 1 (5] o it .
stna--1ga 21l a cos® : sina— tqa - 2tga sin®
o8 i - col a 2 cot a sint

BADISCHE
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1 cos & — cot a -2 ot a cos® | 4!
. o @i f i a\ / @
O aany 2 0 2 € L2 = A
t= 81N (1 “en= | 450 - | — 1 P TV i [
] ¥ L) 1 ) T 2 I S = 008 1.1 | "/
g & T
1 4 cos a 2 cos® 1 —cosa s
v 5 o
VvZ2-sin(45"+a) ; V2 - cos (450 1 a)
] - -"Ir.f (4] ]l ty a 2 4
o8 o8
; : 1 2-sin(45°+a) 13 cos (459 + )
| 1 4+ cot e | c:of a - .
SR St
o 1+tga
tg (45 ) :
| ATE tg a
siti @ sinb a4-b a—b tga-tgh sin (a 4+ b)
- n 'f."l cot . - - -
S it sin b K 2 g a ly b sin [ 1)
sin*a—sin*b—sin(a-+b)sin(a—0b) rcos2a—cosh sin (b~+a) sin(h — a)
P 2] sin{a-4-0)sin(a—Db) . - sin(b4a)sin(b—a)
1= tr= o ~ = col=a cot=b R - o .
\ Cos= i cosc b s a sin=b
1 sin® a Co8E 1 1 —eons®a sinta
o 2t ; = A
a 1 tg=a : ]l —cot®a -2eota cot2a.
\ ty Qa
1 4+ rosa 7 1 a
f_.'.r a cot _:,— ] f.«_f a cof
o8 1 2 o8 (i @ 2
| (08 (1 a 1
tg a tg 1 tg a tg
{ CO8 (1 s frearts C0Ss - .
sina cosh I, 8in | —E— b)) — IJ sin (1 b)
sin @ sinb 1 eos (a 1] 1 cos (a -i- ]
cosa cos h leos(a—+b)4+ Leos{a—1N)
= . o o an
are 8ig a arc s o are st (xV ]-—'a’.f" SEl. | ¥ 1 Tr)
are cos i arecos Y = are cos |xy - V(1 —x)? (1 —y2) |
T
are g o are tg are tag
. i P )
ay + 1
are cota are cot y are col .
K YT o
- ; . R
are s | ) are sin are ¢os (— &) vl ! re cos @
are tag | ax) are |f\f_i T arc cot (— x) = — are cot x.
N Stpiaateilsl & Co in Altenburg.
! =
- /
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Im Verlage von Friedr. Brandstetter in Leipzig ist ferner erschienen :

Liibsen, H. B., Ausfiihrliches Lehrbuch der Analysis zum Selbst-
unterricht und mit Riicksicht auf die Zwecke des praktischen Lebens,
Siebente, verbesserte Auflage. gr. 8 (204 S.) 3,60 M.

—, Ausfiihrliches Lehrbuch der Arithmetik und Algebra

sum Selbstunterricht und mit Riicksicht auf die Zwecke des praktischen

Lebens, Einundzwanzigste Auflage. g1, 8. (261 8.) 4 M.
, Einleitung in die Infinitesimal-Rechnung zum Selbstunter-
richt. Mit Riicksicht anf das .\:nlh'n-nfli;;‘.—iln- und \\-El'h[i_'-_'.-lr'. Mit 53
Figuren im Text. Sechste, verbesserte Auflage. gr. 8. (360 8) 8 M.°

, Ausfiihrliches Lehrbuch der Elementargeometrie. Ehene

und kirperliche Geometrie. Zum Selbstunterric

"

mit Riicksicht auf die
! n im Text. Fianfund-
zwanzigste, verbesserte Auflage. gr. 8. (178 8) 3 M.

, Ausfiihrliches Lehrbuch der analytischen oder hoheren
Geometrie. Zum S¢ Ibstumterricht,

Zwecke des praktischen Lebens. Mit 193 F

mit Riieksicht anf das NIJ|\'.'!'!I*Ei_',_'_.-;i\‘ unil
Wichtigste. Mit 122 Figuren im Text. BElfte Aufl. gr. 8 (2108) 4 M.
—, Einleitung in die Mechanik. Zum Seclbstunterricht. mit

Riicksicht auf die Zwecke des praktischen Lebens. Mit 162 Figuren
im Text. Vierte Auflage. gr. 8. (809 S.) 6.80 M.

Ferner:
Schurig, Rich., Lehrbuch der Arithmetik zum Giebrauche an
niederen und hiheren Lehranstalten und beim Selb:
Spezielle Zahlenlelhre (Ziffernrechnen),
Volksschullehrer. gr. B. (286 8. 3.60 M.

ststudium, 1. Teil,

Zugleich ein Handbuch fiir
[I. Teil. Allgemeine Zahlen-
(430 8.) 6 M.

lehre. (Buchstabenrechnung), or. 8.

Der T1L. Teil, der Pre i efindet uni

schluss findet, wird die Algebra nebst ihrer Anwendung auf di

Lobe, Dr. M., Sammlun

Fiir Gymnasien, Realscl

Heft I: Grundrechnungen mit
Zahlen,

_'_"f-h, (3] f'i'.

Heft II: Rechnungen mit Decimalzahlen, —

Briichen. 5/ Bog. geh. 80 Pf.
Heft III: Prozentrechnune. - Verteilungs- und Mj

schungsrechnung,
Verhiiltnisse und Proportionen. 4% Bog. zeh. 75 Pf.

, Auflosungen zu den  Aufoaben aus der Arithmetik®
Heft 1—8. 31, Bog. geh., 1 M.

mit

€ Analysis

g von Aufgaben aus der Arithmetik.
wlen u. hithere Biireerschulen. Zweite Aufl, 3 Hefte,

ganzen, unbenannten und gleichbenannten

Grundrechnung mit ungleichbenannten Zahlen. 51y |

'}
O,

Rechnungen mit gemeinen
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