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68.

Man denke sich von einem Punkte, S, drei gerade Linien
ausgehend, wovon SA, SB in der Ebene des Papiers liegen
migen, die dritte Linie SC aber dariiber
hervortritt. Denkt man sich durch je
zwei Linien eine Ebene gelegt, so ent-
steht bekanntlich eine kérperliche Ecke,
das sogenannte korperliche Dreieck, *)
welches folgende sechs Bestandteile ent-
hilt: 1) die drei Kantenwinkel, welche
je zwei der von S ausgehenden drei Linien miteinander bilden,
und 2) die drei Flichenwinkel, welche je zwei der drei Ebenen
miteinander bilden, **) Man setze die drei Kantenwinkel BSC — g,
ASC="b und den unteren ASB ¢ und bezeichne die gegeniiber
liegenden drei Flichenwinkel mit den gleichlautenden Buchstaben
A, B, C, dann ist die allgemeine Aufgabe der sphiirischen Trigo-
nometrie: allgemeine Formeln zu finden, nach welchen man aus
beliebig gegebenen drei Winkeln des korperlichen Dreiecks die
drei tibrigen (insofern sie durch erstere drei bestimmt sind) be-
rechnen kann.

*) Die Ecke einer dreiseitigen Pyramide.

**) Man mufs sich hier die beiden durch .~ASC und .~BSC gelegten
Ebenen dachformig gegen die untere durch ~ASB gelegte Ebene anf-
gerichtet denken. Anfiinger mégen sich diese rsinnlichen, was
durch zweimalige Brechung eines Stiick Papiers geschehen kann,

gur
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Denkt man sich aus S mit einem beliebigen Radius, SA,
zwischen den Schenkeln der drei Kantenwinkel «, b. ¢ des kir-
perlichen Dreiecks Kreisbsgen BC, AC, AB
beschrieben, so enthalten diese Bogen, in
Graden ausgedriickt, ebenso viel Grade als
die zugehorigen Kantenwinkel an der Spitze S
und konnen also statt dieser gesetzt und mit
denselben Buchstaben @, b, ¢ bezeichnet wer-

. den. Dies pflegt man in der Regel zu thun,
& und da die drei Bogen a, b, ¢. weil mit demselben Radius be-

schrieben, offenbar einen Teil von der Oberfliche einer Kugel,
deren Mittelpunkt S und deren Radius SA (= SB = SC) ist, ein-
schliefsen und Bogen grolsten Kreises sind, so nennt man ein
soleches krummliniges Dreieck auf der Oberfliche einer Kugel
(Sphiire) schicklicher Kugeldreieck oder sphirisches Dreieck, daher
denn auch der Titel: sphiirische Trigonometrie.

Unter Bégen oder Seiten eines sphirischen Dreiecks muls
man sich also nicht Lingen, sondern immer die Winkel am
Mittelpunkt der zugehorigen Kugel denken, welche die von den

| Endpunkten der Bigen dahin gezogenen Radien (Kanten) mit-
einander bilden, mit anderen Worten: man muls in einem sphii-
rischen Dreieck die Seiten (welche stets Bigen grifsten Kreises
sein miissen) immer in Graden ausgedriickt denken.

-

70.

Zieht man aus dem Durchschnittspunkt A zweier Seiten
(Bogen) BA, CA eines sphiirischen Dreiecks die beiden Tangenten
At, AY an dieselben, mithin senkrecht auf dem
radius SA der Kugel, und zwar die eine in der
Ebene ASB, die andere in der Ebene ASC, so
stellt der Winkel tAf — A den Neigungswinkel
der beiden Bogen BA, CA gegencinander dar.
Ebenso an den beiden anderen Punkten B, C,

und diese drei Winkel A, B, €, welche, wenn man sich das
' kiirperliche Dreieck S, ABC (vergl. Fig. zu § 69) denkt, offenbar
die Flichenwinkel desselben sind, sind die eigentlichen Winkel
des sphirischen Dreiecks ABC, weil man zur Abkiirzung des
Vortrags die drei anderen Winkel a, b, ¢ die Seiten des sphiir.
Dreiecks nennt. Vergleicht man die Winkel des sphiirischen
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Dreiecks mit den Winkeln des Sehnendreiecks. so erhellt leicht,

dals die Summe der drei (Flichen-) Winkel A, B, C eines

sphiirischen Dreiecks immer grofser als zwei und kleiner als
| sechs rechte Winkel ist. Auch ist klar, dafs die Summe zweier e

Seiten (Kantenwinkel) immer grifser ist, als die dritte, und jede Ik 5

Seite (Kantenwinkel) kleiner, als 180° ist. Weil nfimlich grofste

Kreise sich halbieren (Geometrie § 175), so folgt, dals, wenn .
man durch den einen Endpunkt eines solchen Halbkreises einen e
Bogen grolsten Kreisds legt, er, verlingert, notwendig auch durch
den anderen Endpunkt gehen mufs und mit ersterem Halbkreise
ein sogenanntes Kugelzweieck bildet, s kann folglich keine
5 Seite in einem sphiirischen Dreieck 180 sein. Verlingert man
die eine Seite eines solchen Ziweiecks, s0 kann man durch die
Endpunkte dieser zwei Bogen grofsten Kreises legen,

welche sich
innerhalb des Zweiecks schneids

n und mit ersterer Seite, > 180°,
ein Dreieck bilden, welches einen einspringenden oder

itherstumpfen
Winkel hat;

solche Dreiecke lassen wir Jedoch unberiicksichtigt,

71.

Aufgabe. FEine Formel zu finden, nach welcher
| 7

man aus
den drei Seiten a, b, ¢

eines sphérischen Dreiecks ABC einen
Winkel, z. B. A, berechnen kann.

Auflésung. Da der sphiirische Win-
kel A nichts anderes ist, als die Nei-
gung der beiden Ebenen ASC und ASB
gegeneinander, so errichten wir auf
ihrer Durchschnittslinie SA, im Punkte
A, die beiden Perpendikel AE und AD.
wovon das erstere in der unteren Ebene
ASB liegt und den verlingerten Radius
SB in E trifft,*) das andere in der dach-
formig dagegen aufstehenden Ebene ASC
liegt und den verlingerten Radius SC
i D trifft, so dals also .~ SAE = 90° und auch .~ SAD =009,
dann ist der Winkel DAE — A der gesuchte (Geometrie § 155).

*) Die Fiille, wo AE|SB oder AD|SC ist

, oder wo ein, zwei oder
alle drei Winkel, a, &, ¢, rechte

, oder stumpfe wiiren, kiinnen wir als spe-
| cielle Fille aus den allgemeinen Gleichungen ableiten.
} ben iibrigens ganz dieselben, wenn

Die Schliisse blei-
z. B. der Winkel ASB stumpf wire
und der Fulspunkt A der beiden Perpendikel AE, AD anf der Verlingerung
von AS iiber 8 hinaus angenommen werden miilste,

=
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Denkt man noch DE gezogen, so hat man aus dem Drejeck DAE:
L AD? = .-’\_I'I'-' — DE? (8 30)
2:AD-AE i B
Ebenso hat man aus dem gegen ASE (l:lcli{‘drmig aufstehenden
Dreieck DSE, in welchem der Kantenwinkel DSE a ist (§ 69):
SD® -+ SE? — DE:
' 2-SD-SE
Hieraus den Wert von DE? gezogen und in die erste Glei-
chung substituiert, kommt:
LA 28D-SE-cos a — (SD? — AD?) — (SE2 — AE?)
' 2AD-AE :
Die beiden Dreiecke DAS, EAS sind bei A rechtwinklig,

oS a

SD und SE die Hypotenusen, daher SD2 — AD? - AS?, ebenso
SE? — AE? — AS?, mithin:

2-SD-SE-cosa 2.-A82

cos A
2AD-AE
SD SE AS AS
08 = - FCOS @ — . =
AD AE “" "7 AD AE
Nun ist in dem bei A rechtwinkligen Dreieck SAD, :Il)) -sin b,
A L AS 0ad
mithin .—’&D = ferner: AD coth — r:_J” = Im rechtwink-
x : AE SE 1
'3 Jreieck SAE is sin ¢, also: « forner:
ligen Dreieck SAE ist SE n ¢, also AR sin o ferner:
AS AN pe
AR e=——; dies substituiert, hat man:
] SN ¢
s \ CosS @ — 08 b- cos ¢

sin b-sin ¢
In dieser Gleichung ist von Lineargrofsen keine Spur mehr
vorhanden. Fiir die beiden andern Winkel B und € ist offenbar
ebenso :

s e cos b — r"fJ.'-'-H - CO8 .f_
sin a-sin ¢

~ COS C — COS @d-cos I'IJ
08 [__ _‘__J'H ”I:\.”f L 3

Wiire, als specieller Fall, jede der drei Seiten des sphérischen
DI‘E.’iEL‘kS‘. a, b, c, bl |"’ 80 wiire cos A - 0, COS B o, cos(C 0,
also auch ~A— B C= 90; sind alle drei Seiten a, b, ¢, >90,
so sind auch alle drei Winkel A, B, C stumpf, weil dann ihre
cosinus negativ,
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72.

Die vorstehenden Formeln, nach welchen man aus den dre
Seiten eines sphirischen Dreiecks die Winkel berechnen kann,
sind zwar die Fundamentalformeln der ganzen sphiirischen T'ri- u
gonometrie, indem alle iibrigen daraus abgeleitet werden kinnen,
fiir die logarithmische Rechnung sind sie aber etwas unbequem
und wir wollen deshalb noch eine fiir die numerische Rechnung
, bequemere darans ableiten. Man hat aus:

co8 @ — cos b cos ¢
COs I\ T— P "
sin b-sin ¢
CO8 4 — co8 h-r'u.-\' [
l 1 COS }\ 1 —

sin b-sin ¢

e sin b-sin ¢ — cos @ - cos b-cos ¢
2sin® 1 A — - —

sinb-sine

e co8 (b — ¢) — cos a SR e
28 L A —- . —, also. (§ 52, 53):

ginb-sin ¢

. G64+b—e¢ _ ate—b
2sin ——— . gin ;

| e 2 2
| | 2sin? 1A ——

sin b-sin ¢

/ sin n_'_i)-_r'l.sr'n a_"_é-._ b
sin 1 A — - = : rieeenna(l)

sin b-sin ¢

o8 @ — cos b-cos ¢
1 +cos A=1+ — -,
sin b-sin ¢

&K= ._s::'-}a b-sin ¢ 4 cos @ — cos b-cos ¢

g sin b-sim ¢
: cos a4 — cos (b4 ¢)

Beos® 1l A— T ks :

sin b-sin ¢

. 84+b+e¢ . b4e I
2 sin =

(§ 52)

-8t —— r
2 cos® j A= e o =

sim b-sin ¢
q /o O b+e¢ . b +c—a
Sin 5 - 8th 5
cos} A — STURI RS SR T @)
= sin b-sin ¢ :
. a4+b—e¢ ., a +c—b
st — « 81t B
- 2 e 2 _
: g1 A= - —_— e e (3).
2 a+b+e¢ . b +c—a 4
st — . 81 — i
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Von diesen drei Formeln ist die letztere vorzuziehen , weil

die Tangenten immer die griéfsten Differenzen haben,
sich aber noch etwas vereinfachen.

Sie lifst

Setzt man niimlich:
a+b-4¢ a+b—¢
a+4b+4c=s, also ' 38} -

3 18 ——5——=4s—c etc., 0 ist:
/sin (18 —Db) -sin (1s— ¢)
tg L A I T 4 E ©)
¥ St 58 +gin(ls—a)
Zahlenbeispiele hierzu siehe § 91,
73.

Lehrsatz, In jedem sphirischen Dreieck
verhalten sich die sinus der Winkel, wie

die sinus der gegeniiber liegenden Seiten.
In Zeichen:

sinA  sina sin A sin a sinB  sinb
sinB  sind? sinC  sin e’ sinC~ sine
: a - CO08 @@ — CO08 I}'F'HS [ =
Beweis. Es folgt aus cos A — . —— (8§ 71):
sin b-sin ¢
. (cos @ — cos b-cos "'.):
1 cos® A 1 — = T
sin® b sin® ¢

s sin® b-sin? ¢ — cos® a4 ¢
sin® A —

2 cos a-cos b-cos ¢ cos®b-cos? ¢
. 3 . 3 i
sin* b sin® ¢

Nun ist aber sin2b-sin® ¢ —= (1 — cos?b) (1 — cos? ¢) =

1 — cos®b — cos? ¢ + cos® b-cos® ¢. Letzterer Ausdruck statt

sin®b-sin® ¢ gesetzt, kommt:

s 1 —cos®a— cos®b— cos® ¢ + 2 cos a-cos b-cos ¢
sin® A — = o =
sin* b-sin* ¢
In dieser Gleichung ist der Zihler rechter Hand offenbar
eine symmetrische Funktion von a, b, ¢ (d. h. die Verwechselung
dieser Grofsen bringt keine Verinderung hervor); setzen wir ihn
bl 1] a .
Kiirze halber 22, 8o ist:

sin A — ) L s (1).
) sinb-sin ¢
Werden die beiden anderen Gleichungen:
o8 b — cos a-cos « - cos ¢ — coSa-cos b
cos B . : und cos C = - e
Sin a-sin« Sun - 8in 0
ebenso behandelt, so kommt, was auch ohne Rechnung klar ist,
. L 5 4 - ix S ST oL
indem der Zéihler rechter Hand, weil eine symmetrische Funktion

von a, b, ¢, in beiden Fiillen offenbar ganz derselbe, wie in (1) 1st:
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8in a-sin ¢ sima-sinb

Die Gleichungen 1, 2, 3 paarweise durcheinander dividiert,

sinA  sina

sinB sinb

Seiten doch in Graden ausgedriickt (Winlkel) sind,

sinA  sinB _ sinC

sin a sin b Sin ¢

kommt, wie behauptet, etc., oder auch, weil die

s0 geschrieben :

74.
Aufgabe. Eine allgemeine Formel zu finden nach welcher
8 .

man aus den drei Winkeln A, B, C eines sphiirischen Dreiecks
cine Seite, z. B. @, berechnen kann.

Auflésung. Die drei Fundamentalgleichungen (§ 71):
A £0S @ — -"u.:'.'_f;vf'u.f.‘ ¢

sin b-sin ¢

< cos b — cos @ -cos ¢
Cos ]; - 3
sin a-sin ¢
: { _ COS¢— cosa-cosh
: || cos U

sin @-sin b

enthalten die drei gegehenen Grolsen, A, B, C
kannte a, b, ¢. Um die Unbek
die beiden andern ¥, ¢,

und drei unbe-
annte @ zu finden, eliminieren wir

oder nur cos b, cos ¢, indem, zufolge § 73,

sinb sinB swiie e AN ... 80

——— und ———-=—=———, mithin sinb durch sin a- und

sina  sinA sina sinA sin A

. y sin

sin ¢ durch sinq--- A ersetat werden kann,
Sin

Reduzieren wir, um zuerst cosb zu eliminieren, jede der drei
Gleichungen auf ¢os b, so kommt:

€08 @ — sin b-sin c- cos A
cos b -
cos ¢
€08 b = cos a-cos ¢ 4 sin a-sin ¢-cos B
cos ¢ — sin a-sin b-cos C
CO8 b z »
COS (1l

Diese fiir cos b gefundenen Ausdriicke paar

weise gleich ge-
setzt, geben folgende zwei neue Gleichungen :

cos - .'-'.f';.f f:“ﬁ!‘.‘r! C*COS ‘-'\ . %
- cos a-cos c+-sma-sine-cos B. .. (1 )
| €08 ¢ 2
Co8 ¢ — sin a-sinb-ecos O

€08 @+ Cos ¢ 4 sin a-sin c-cos B Sleivs

CO8 @
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Um aus diesen beiden Gleichungen cos ¢ zu eliminieren o
duziere man jede auf cos c. Die erste Siohi: '

o

€os & — 8in b-sin c-cos A= cos a-cos? ¢ 4 sin a-sin c-cos ¢-cos B

cos @ (1 — cos® ¢) — sin b-sin c-cos A — sin @-sin ¢ cos ¢-cos B
| €08 G-8m” ¢ — sin b-sin ¢c-cos A — sin a-sin ¢-cos ¢+ cos B
CO8 @-Sin ¢ — sin b-cos A

08 ¢

sin a-cos B

Aus der Gleichung (2) folgt :

o8 ¢ sin a-sin b-cos C = ros? a-cos ¢+ sin a-cos a-sin ¢ cos B
cos ¢ (L — cos® a) — sin a-sin b-cos O — 8in a-cos a-sin ¢-cos B
cos 8= a — sin a-sin b-cos C = sin a-cos a-sin c-cos B

COS @8N ¢+ C08 ]3 - sin .Ff-,r',r_r'-_\' {“
(08 ( : 3
sStn a

Die beiden fiir cos ¢ erhaltenen Ausdriicke gleich gesetzt, geben:
08 r{-s;'-,u 0 — .N'J.J.-’ fj-.r'r.-_‘: ;i 08 r.l'-.\'f',u C* o8 B ~;'— 94}-,” ?:-{'rm‘ (J

sina-cos B 8in a

Aus dieser Endgleichung folgt:

€08 @-sin ¢ — sinb-cos A — cos a-sin ¢-cos® B 4+ sin b-cos B-cos C
cosa-sin ¢ (1l — cos® B) sin b-cos A - sin b-cos B+cos C
29 | cos a-sin ¢-sin® B sin b (cos A 4 cos B-cos C)
| sinb cos A 4+ cos B cos C
R sine¢ sin? B 3
> 3 a0
Nach § 73 kann man aber ":_” :“, statt \:‘: fj- setzen, mithin
e T

 dn ! ist auch, nach gehoriger Reduktion :

cos A 4+ cos B-cos g
sin B-sinC

cos B+ cos A-cos C
sin A-sin C

cos C 4+ cos A-cos B

sinA-sin B

CO8 @&
ebeng0: cosh
08 (

(0,
Vorstehende Formeln, welche mit den Grundformeln eine
auffallende Ahnlichkeit haben, sind aber, ebenso wie jene, fiir

die ]rrgm‘ithmis{:h:; Rechnung etwas unbequem. Auf dieselbe
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Weise aber, wie in § 72, lassen sich bequemere daraus ableiten.
Man hat nimlich aus:
cos A -+ cos B:cosC
= sin B - sin C
= cos A + cos B-cos C
f gl sin B -sin C
i : sinB-sinC — cos A — cos B-cos C
2sin® L a— e
3 sin B « 81 (J‘
— (cos A + cos B-cos C — sin B - sin ()
sin B-sinC

Cos &

2 sin® ia

JA cos A -+ cos (B 4+ ()
| 2sin®lag—— l = i
| = | sin B -sin C
A+B+C B+C—A
2 cos . €08
5 5]
2sin®la = — - (§ 52, 52.)
= sin B - sin : A
A+B+C B4+ C—A
' - (08 * 008 -—
sin 1 a _ Sa hE Sk DM S ) (1). Anflie
i > sin B - sin

il Das Imaginire dieser Formel ist nur scheinbar, denn
da (§ 70) A4+ B+ C > 180" und < 540°, so ist auch

A+B+C S LTy el
i = =90 und <270 und folglich cos A _I'

immer
1]

eine negative Grofse, welche durch das davor stehende motwen-
dige Minus-Zeichen positiv gemacht wird.

Ferner hat man auch:
cos A + cos B eos

sin B - sin C
sin B - sin C <4~ cos A 4+ cos B - cos

sin B - sin C '

cos A + cos (B — ()

sin B -sin C

A4+B—-C A == B

14+ cosa=1-4
Q2e082 L g
ee 1
& COS™ 5 @
2 cos « (08
2
sin B -sin C

/ A+M—U_ Al

/ €08 - 08 5
S & a ¢
cos 4 a (2).

: Bigh B GL - 3 il Al
Dividiert man (1) durch (2), so erhilt man die praktisch
immer sichere Formel:
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A+B+C B+C—A

f — CO8 ~C08s

9 :

tg 1 a e Y E
5 A+B-C AL(C—B
08 5 CoS - 5 S

oder, wenn man wieder A + B+ C =S setzt, kiirzer:

. ;"'r— Cos8 1, S cos (1
tg & a l =

cos (1 —DB) - cos

76.

Aufgabe. Eine Gleichung zwischen vier
aufeinander folgenden Stiicken eines sphi-
rischen Dreiecks, z. B. fir A, ¢, B, @ zu
finden, so dals man, wenn irgend drei da-
von gegeben sind, das wvierte danach be-

rechnen kann.
Auflésung. Die Elimination von cos b aus den beiden
Grundformeln

08 a4 — COS h+cose
| cos A . -
| SN -8« | -
' » giebt § T4:
! coSh — cos @ - cos ¢
3
cos B= : 3
| Sin @ - sin ¢
| - - > CoO8 & — .\‘.:j-r b .-,'_J‘-.rf ¢ Cos “-x
COSGECOSC—T—8Stnda-sSnc-Ccos I, -
COS ¢
! oS- cosce - sina-sine cosc-cos B cos @ —sin b - sin ¢-cos A
| SMaA-8iNC-Ccos ¢+ Ccos J'; o8 a | [ COoS8" ¢) — Sin b «8inC CO8 A
sin &+ cos ¢+ cos B — cos a - sin ¢ — sinb- cos A
cos a4 . sin b i
| €08 ¢-cos B—= ——sinc————-cos A
sin a sth
* »
3 gim B e
cos c-cos B cot @ - $in ¢ — — -cos A (§ 73)
St L
: | ) \igs o
cot A sin B —— €08 B - cos e = cot a - sm c.

Obgleich sich diese Formel, um danach aus drei gegebenen
| Grofsen die vierte zu finden, durch Einfiihrung eines Hilfswinkels
‘ fiir die logarithmische Rechnung bequemer machen liifst, so werden

wir doch fiir diesen praktischen Zweck noch bequemere L“cmnc.‘lu
finden, und legen ihr deshalb auch nur eine theoretische Wichtig-

keit bei.
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Zufolge der § 72 gefundenen Gleichungen ist:

. at+b—e¢ ., ad-e—>
- /.'\'Hi 5 ~8in 5
1, sinl A— l = r—
d 4 sinb-sine
. b+e—a . a4-b—e
f 81 — - 8in = .
/ 2 2
2, sinlB l : :
i = st a-sin e
. a+ec—b . bt+ec—a
/.‘.!'(Jf 85t - e
: 4 £ 2
R 3, sinl(Q—= lf . ; :
| : = sina-sinb
i . a+b4+e . b +¢—a
/.\JH 5 *Sin e
4, cosIA= ) — : —
1 sinb-sin ¢
. a+b+¢ . adt-c—>
/‘.\'.rhr 5 - Sth B g
:’} s _1| ]-i - 4 o . -~ =
= SR - 8in
) a4=-b-4-¢ . at+b—-¢
I =

h} CO8 3

/.\'f-u = * 8in 5
ol P l 3 o’ =
< sina-sinb

Multipliziert man die erste Gleichung mit der fiinften und

Tk . 3 - (1)-(5)
dividiert durch die sechste ete., wie nachfolgend durch ) 7 ete.
(6

angedeutet, so kommt:

. @4 ¢e—Dp
(1):(5), sin}A-cos:B " 3 (7
6) ? e i C p T )
. b4e—a
(2)- E-H' €08 _' A -sin _' B S 2 8) ..
® : = .8 | fom
. a-b-4- :
(4):(5), costA-cosiB ™3 9) A
) ! sin 1C ; gin ¢ fEEN :
il 4+ bh—e i
(1)-(2) sin 1A-sintB " 2 10) 1
kS gin 3O s L 3

Durch paarweise Addition und Subtraktion dieser vier Glei-
chungen erhiilt man mit l*h:‘riitk.\-h:h['igﬂng der Formeln in § 45,
S 47, § 52 (48 und 49), N 49 (28): l

=
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Sin——
: 2
{()+ (&) =
2 08 I, !
: ¥, L
Sin
3 5 T B
(1) -(B) -
cos 1
A+B
r'.’;.f\'
(8} 1 ] :'J“
() —(10)3 L
8 Sin _’_ ‘_‘
A_B
08 5
9 + (10); —=
S _',_ C

o @
2sinle- cos—
= t')
a

2 sin 5 crcoste

e

2 C: 8N —

1

A
Us 5

2

2sinfc-cosic

2 co - §in &

a—b
§-—
B
2
2sim Le-cos e
. f\’—]—L
2 sin - 08 1
¢ 2

2sin Le-cosle

b a—b

DR
=11
o8 5 ¢
b . a—b
St ——2 - 3
sin fﬂ_ s
a-+b
¢ (08 ——
2
— R . n2:(18)
. a-+0b
¢ Sin—
£
— = . R
sin 4 ¢ (14)

78.
Aus den vier letzteren Formeln folgt nun, dals:
. A - B g i a—D>
Sin - 5 *C08 5 C=—CO8 3 (x' CoS )
A-+B ) in 10 a-+b
cos CO8 § C—8in 5 08—
2 . it 2
1 — o a—>b
sin————-sin Le—=cos i C-sin ——
2 g - 2
A—B _ in 1O sip &0
€08 — ._)j Sin 5 € sin g L-8in 2 v

Diese vier merkwiirdigen, von Gauls gefundenen Gleichungen,
von welchen jede alle sechs Stiicke des sphiirischen Dreiecks
enthillt und von welchen in der theoria motus so vielfacher Ge-
brauch gemacht ist, hat seinerseits Delambre auch gefunden, *)
jedoch ihre Wichtigkeit ganz iibersehen. Sie dienen niimlich dem
Astronomen, der oft sphiirische Dreiecke zu berechnen hat, zur
Kontrole. Hierauf hat zuerst Gaufs aufmerksam gemacht und
ihren Nutzen hervorgehoben. **)

Anmerkung. Weil sowohl jeder Winkel als jede Seite im
sphiirischen Dreieck immer kleiner als 180° mithin auch sin 3 C
und cos 1 ¢ immer positiv ist, so folgt aus der zweiten Formel,

nimlich aus:

*) Connatssance des te mps 1808.
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dals cos

A+ B
L

)

a0 . . e 3
und cos 5 — lmmer einerlei Vorzeichen haben,

mithin die Summe zweier Seiten mit der Summe der beiden
ihnen gegeniiber liegenden Winkel immer gleichartig ist, d. h.;
beiderlei Summen sind gleichzeitig iiber, unter oder genau — 1807,
In Zeichen, wenn:
= . . = 0
A+ B=180° so ist zugleich auch a b = 180°.

Nach diesem wichtigen Satze kann man oftmals entscheiden,
ob ein sphiirisches Dreieck durch gegebene Stiicke bestimmt oder
zweideutig ist,

79.

Dividiert man die vorstehenden vier

Gleichungen paarweise
durcheinander, so erhilt man die schon fi

iither auf anderem Wege
von Napier gefundenen und nach ihm benannten Gleichungen
(Napier'schen Analogien):

a—Db
cos
A+ B SR
= cot 5 C -
i 2 g1 (4 '!'— b
Cos )
L
B Sih
tg ~==dot 1 (. =
: 9 2 |
-] = = b
St 9
n, o3 _--}3
a-b i 2
tg — iy $cr————
2 ¥ : A-+B
Cos
2
. A—B
a 1 Sin 9
—
t = =g dc- =
2 L A+B
sin E T

Das erste Paar dieser Gleichungen ist
wenn von einem sphirischen Dreieck zwei Seiten und der ein-
geschlossene Winkel, das zweite Paar dagegen, wenn eine Seite
und die beiden anliegenden Winkel gegebe

immer anzuwenden,

n sind,
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