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Anwendungen der Goniometrie. ‘

Siebentes Buch.

63 a.

Die §§ 35 und 36 aus der Figur ab-
geleiteten Formeln hiitte man, unter Vor-
anstelling der Goniometrie, folgender-
malsen etwas kiirzer ableiten kéinnen,

was jedoch dem Anflinger nicht so klar geworden sein wiirde.

So ergiebt sich z. B. aus

Proportionssatz :
@b
a@i b
a—+b

a—Db

a sin A -
— — nach einem bekannten
b sin B

sin A+ sin B ; :
= — d. i. (5. § 52, Formel 54)
sin A — sin B’ AL .

gsA4+B) ., . L
- TA_B)’ itbereinstimmend mit § 36.

Von besonderer Wichtigkeit aber sind die nachstehenden

2 Niitze.

[. Um aus drei Seiten eines Dreiecks einen Winkel, z B.
B zu finden, ist nach § 30:

a4 ¢ — 2

cos B — 94 hieraus (§ 50):
2ac
a® - ¢ —p2 a®—4-c¢2 —p2
1— cosB 1 — 5 1 ~=CO8 ]5 =] ‘—JI.-. - HE
& ac & ac
! Qac — a? — o2 -2 2act+a¥4-¢2—p2
2sin® 1B- S ! 2c0s21 B— 2 = -
T Zdac - & ac
. b —(a—¢)? (@4 ¢)® — B2
2sin? 1B - 2c0s2 1B —
3 2 ac 2ac
sin? 1B (b4-a—-¢c) (b+-c— aq) cos? 113 (a+-c+b) (a+4-c—1D)
I 5 } —-
o -I (e r 4 av
/ | . { \ | L. 1 .n
F (a—+b—c¢) (b4c—a) (at+-b4c) (at-c—b)
St _1, ]:J' l'-'Jr : s _I, }{ : ) /
: dac ) 4 ac
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Beide Gleichungen durcheinander dividiert:

tg 1 B —;]/[”+“’"_""}.“.)+"' —3)

(a+b—4¢) (a4-c—b)

18— la___ p) ¥)
tg 1B ]/[ it )
r 35-(3s—0b)

Daher auch cof 4 B — ]’ Lk Fecal) [
3 (35 —a) (3s—0b)
Die fir cos 1 B giltige Formel eignet sich in der Form
]/[H+r—|—M (a+c—1)
5 (2a)-(2¢) ;
vorziiglich fiir die numerische Berechnung eines Winkels. Es

cos 1 B=

sel z. B. a=571,9; b -023,2; ¢=2368,7; =B?
a= 5H7l,9 } fiir den Nenner mit
c= 368,7 ) 2 zu multiplizieren.
a+c— 940,6
b= 923,2
Daher a-¢—+b—1863,8
a1 c—b=— ]_'.'-.1
B _]/__;'15;_;3,3. 17,4
U 1143,8-737,4

lg 1863,8 — 3,2703993
lg 17,4 — 1,2405492
d. E. lg 1143,8 = 6,9416499
d E. Iy 737,4=7,1322969
(8,5848953 — 10) : 2 oder
(18,5848953 — 20): 2
lg cos Ij —0,2024477 — 10.

I‘; ) Qe 2
;= 787418048,

daher B=157°23‘ 07,96.

*) Wenn der sinus oder cosinus eines Winkels nahe =1 ist, so indern
sich diese beiden Funktionen mit dem Wachsen des Winkels sehr langsam,
wie die unmittelbare Betrachtung des Kreises oder auch die in den Tafeln
aunsgesetzten Differenzen zeigen. Wenn man also die Wahl hat, einen Winkel
durch eine beliebige trigonometrische Funktion zu bestimmen, so wiihlt man
immer die, welche die grifsten Differenzen hat, weil hier ein Fehler von ein
paar Einheiten in der letzten Stelle des Logarithmen keinen grofsen Einflufs
auf den dazu aufzuschlagenden Winkel iibt. Die tangenten haben immer die
grofsten Differenzen und bestimmen die Winkel also am genauesten.
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| I. Relation zwischen allen 6 Stiicken des Dreiecks.
. Aus a:b=sin A : sin B folgt U

a+b:b=sinA4sinB:sin B

Ferner ist b:c—=sinB : sin C, folglich
a+b:c=sinA+sinB:sinC, d. i (§52 u. &49)
£ O u A+ B A—B o 2 C ; C ;
-0 Cc=—4dsin ) oS 5 - a8tn 3 Cos 5 o
. .., . A4+ B . 180°—C e oy S R, :
o N * . Lota - [ QN0 | 1] -.
Nun ist sin — = sin—— sin| 90 5 ) =8 5, folglich
; C A—B AILE, C
a-+b:e=2¢os 5 coS 5 : 2 sin 3 Co8 5 '

AR L C
Das 2. Verhiiltnis durch 2 cos = gekiirat:

_ A—B . C lemse
.}:. [ Die C08 5 s Sin

9
Ebenso ¢ —b:b=—sin A —sinB:sinB g
b:c—sinB : sin C, daher geang
. A—B A+ B il B ¢ '
a—>b:e 2 sin 5 £08 5 : 2 sin 5 €08 =, Oi_li;‘-l‘_.
: A4+ B 1800 — (¢ .0
Wi‘ll cos CO8 —— st =
0y ] 2 (7]
I U= R S ]
a—h:e 2 sin L 2 sin = €05
(& I
Das 2. Verhiiltnis durch 2 sin — oekiirzt: "
5 8
. L U
":'i' a—b:e sin - 1S
Diese Mollweide’schen (filschlich: Gaufs’schen) Formeln
benutzt man bei Aufgaben, in welchen die Summe oder Differenz 5
zweier Seiten oder die Differenz zweier Winkel gegeben ist. i
Beispiel. Die Summe zweier Seiten — 357 Mtr., die 3. Seite ¢
. — 313 Mtr., die Differenz der beiden an dieser 3. Seite liegenden
Winkel = 12° 34/ 56. Wie grofs sind die iibrigen Stiicke? g
= o 2 = 4
Nach der 1. Formel ist
i : 1298 BB vl L e
0o( : 313 oS > D8I iulgllcii der J
. G 813 eos 6 17 98 g 4
Sin e , woraus sich fodolt 2.
| 2 357 -
(‘
= 60° 37 481
5
C 121° 157 36,2 ergiebt.
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} Mithin ist A + B = 180° — 121° 15 86,2 — 589 44 2348,
Daher .,\ + I: = 209294 13.9
U s ib-iege; .
= 5— 0°1728” (s. die Aufgabe). Daher

durch Addition: A 35" 39/ 394 9

) Subtr. : B 23° 4/ 4379.
Aus a:e=sin A:sinC findet sich nun a, alsdann b— 357 — a.
63 b.

Aufgabe. Die Hihe eines Leuchtturmlichtes, L, iiber dem
Niveau des Meeres ist — i — 60m, Aus welcher Entfernung, e,
kann es erblickt werden, wenn die Hohe des Auges A iiber
demselben Niveau — ‘= 3,5m?
| Antwort. Es kann nicht eher erblickt werden, als bis das

Auge A in die Verlingerung der vom Punkte L an die Erde
gezogenen Beriihrungslinie fritt. Verbindet man also die Punkte
L, A und den Berithrungspunkt T mit dem Mittelpunkt C, setzt
LCT= &, ZACT = und den Radius » der Erde — 6370000 m,
I so hat man:

r r
€08 « und cos @
‘ r=+ h YR
oder, weil bei dieser Art Aufgaben diec Winkel « und g immer
sehr klein sind, so erhilt man nach § 63a Randanmerkung und

h LI
g sinly 2 :
- h und sin el V}‘ —+ I’

Aus den Winkeln « und § findet man dann leicht die zu-
gehorigen Bogen, oder wenn ihre Summe der Linge der Tan-
gente AL gleichgesetzt werden kann (§ 40c¢), gleich einfacher:

§ 50 (33) genauer:

sin ! «

e =V 2rh 1%+ V2rh! -+ I*?, oder genau genug:
¢ =/ 2rh -+ /2rl' = 343254 m — 341 Kilom.
Aufgabe. Wie grols ist die Fliche F der Erdzone von
g —231° bis 8= 661° der geographischen Breite? (Der Radius
der Erde r— 859,436 Meilen.)
Antwort. Es ist die Hohe der Zone = r sin 8 — r sin 8 und
folglich (Geometrie § 178) F=2y%x (sin 8’ — sin ), oder: § 52, 49
S R e
> = 8in 3

F' — 2405456 [ Meilen.

F 4r® 70 cos
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64.
Trigonometrische (oder gonlometrische) Gleichungen.
L. Aufgabe. sin (22 4 7% = cos (1 — 119;
Aufléaung. sin (2x - T"} — 2in |'_1|r.=.‘ — i — 11”']], {f}lglfk'h

224+ 7° =90% — (z — 11 Gy
3z = 94°;
2 = 3149,
2. Aufgabe., 7 tg x - 11 sin T3 d. i
T sin a ; : g gl
= 1 sin a; durch sin 2 dividiert,
| COS I
7 -
= 11; folglich 4
cos 1 10%8
7 A
0052 =17 w8 w. (s § 57, IV). 8
. . :Il
3. Aufgabe. @ o8 == b sin 223 d. i. ’
@ cosx=0b-2sinx cosx;
i a=20b sin x:
I . a
ST = —.
2b

4. Aufgabe. /5-sin o + 11 cos 2 — 37 sin z.

Haben alle Glieder der Gleichung den Faktor sin 2 oder .
s z, so dividiert man durch sin = oder cos z. Hier durch
sin z dividiert:

Vo + 11 cot @ — 37

et s miy/§ _37—2,236068 D scht

¥l 11 11 o

5. Aufgabe. tg 22 = Tsin? 2. )
Enthilt die Gleichung den unbekannten Winkel in verschie- i
denen Formen, so ist jede derselben durch eine und dieselbe i
Funktion (hier durch tg x) auszudriicken. Daher (s. § 49, 27 beque
und § 44, 9): i N
2l 2 o tg®x |

'ir"l — g’z “ig 4tz ey

Der bequemeren Rechnung wegen tg » — y gesetzt: i

2y 77

Vi—y2 144y
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’ Durch y dividiert, folglich vorliufig v — 0, d. i. tgx=—10
| oder # = 0 oder 180° u. s, w,

2 Ty

V1—gy?3 lf'{’!e!

2+2y =Ty V1 —y:2
Quadriert und »* = 2 gesetat, giebt:
2? — %.]5" = ,i . Daher
1) £ =9*=0,65907 oder g%z — 0,65907
tg x =+v0,65907 — + 0,81183,
woraus x;, = 39° 4/ 15%3 2, — 2190 4 15, :
2y = — 39" 4 15“ oder 320°55‘45"; x, — 140° 55‘ 45",
2) 2=y —=0,11451 oder t¢® z = 0,11451,
woraus sich gleichfalls 4 Werte fiir « ergeben.

8. Aufgabe. asin (zx —b) = cos (z — d).
Auflésung. a(sinz cosb— cosz sin b)—cosx cosd-sinx sin d;
durch cos 2 dividiert:
acosbitge — asinb = cosd + sind tg .
asinb -+ eosd

~ g acosb — sind

‘ 65.

Hilfswinkel. Weil die tangenten und cotangenten immer
zwischen 0 und o enthalten, die sinus und cosinus aber immer
echte Briiche sind, so ist klar, dals man jede gegebene, noch
so kleine oder grolse Zahl als tangente oder cotangente und jeden
echten Bruch immer als sinus oder cosinus eines, mit Hilfe der
Tafeln leicht zu bestimmenden Winkels betrachten kann.

Mit Riicksicht auf diese Eigenschaften der Funktionen be-
rechnet man die unlogarithmischen Ausdriicke bequemer durch
Einfithrung sogenannter Hilfswinkel (wenn man nicht die noch
bequemeren Summen- und Differenzlogarithmen benutzen will).

Man unterscheidet hierbei 4 Fiille:

1 Fall. Es sei eine Summe von 2 zusammengesetzten
Gliedern gegeben, die Form also @ 4 b.

: . (f U b _J
Man verwandle dieselbe in a (1 4+ = und setze —=ilgly

b \ . b e
oder auch =cot* ¢p ). Aus der Gleichung fg¢p = ]'/a liifst
43 Vi
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sich nun der Hilfswinkel ¢ bestimmen und jener Ausdruck wird
alsdann a (1 <+ tg? @), d.1i. der bequeme logarithmische Ausdruck 4

(1

(s. § 44).

o8 Ui i

Es sei z. B. £ — Vd®+ ¢® mit d 506,835 und ¢ — 279,041

zu berechnen. Da die direkte Ausfithrung sehr zeitraubend wiire, &
so schreibt man
/ 2 S N
' T ]’ 25 (I g n_'"__xr 4 l’ L+ {- d )
und setzt ( :f') . Aus g = :f :3[{'::’1':_1. ergiebt sich
| @ =28°50°7". Nun ist
i ; d
2 ='d V1 .f‘rj"!,! (5. § 44).
Cos 1"{
lg d 2,7048666
lg cos p = lg cos 289 50" 7 — 9,9425000
lg » — 2,7628576 LK
x = 578,57227.
i 2. Fall. KEs sei eine Differenz aus 2 zusammengesetzten
| Gliedern gegeben, die Form also a — b,
Man verwandele dieselbe in a1 — h) und setze > = c08”
a a
b ) : /b z
| oder auch - sin® '1‘}' Aus der Gleichung cos g -lr’ ; findet
man den Hilfswinkel ¢ und jener Ausdruck wird a (1 — cos? qp),
d.i. der bequeme logarithmische Ausdruck a sin® ¢,
3. Fall. Ist das eine Glied eines zweiteiligen Ausdrucks
(Summe oder Differenz) eine Funktion selbst, so ist es oft von
Vorteil, nicht den 1. oder 2. Fall in Anwendung zu bringen,
sondern das andere Glied in dieselbe Funktion eines Hilfswinkels
zu verwandeln. Z. B.: L]

: ad sin b sin ¢
% tgb — dsine

Aus tg ¢ = dsin ¢ bestimme man den Hilfswinkel ¢ und
es ist alsdann

adsinbsine adsinb sine ces A egy  @dsinbsinecosh cosgp 3
] : (s. 8§55, Nr.58) _ : :

lgb—tgyq sin(b— ) i sin (b— )

cosh cos [/

Ein solches Resultat lifst sich oft noch durch Benutzung der fiir

den Hilfswinkel aufgestellten Gleichung vereinfachen.
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: i - tq ¢ 0
Aus tgq = d sin ¢ ergiebt sich d — Q‘h_{r - Dies substituiert,
ot €
giebt . asinb cosb cos g tg _asin2b sin ¢
sin (b — q) "~ 9sin (b )
| 4. Fall. Ist das eine Glied eines zweiteiligen Ausdrucks mit

dem sin eines Winkels (z. B. mit sin 7), das andere Glied mit
dem cos desselben Winkels (mit cos 7) multipliziert, so hebt man
so aus, dals entweder der sin oder cos dieses Winkels (z. B. sin )
allein stehen bleibt, um den hierdurch entstandenen, mit der
Kofunktion (mit cos 7) multiplizierten Faktor des andern Gliedes
=1tg ¢ (oder = cot ¢) zu setzen. Man schreibt hierauf statt

: St «( T s .
tg ¢ ’r_. hebt den Nenner cos ¢ aus und es ergiebt sich als-

COs f‘{
dann mit Benutzung der Formeln 13 bis 16 in 88 45 und 47
ein einfacher logarithmischer Ausdruck.

1. Beispiel. & —a sin b sin d4e tg b cos d.

e - i etqg b cos d)
Dafiir 2z —asind I!{.m; e . oder
a sinb /
y fis e cos d\
X =a sin b | sin d —5— ls
acos b/
I Es sei 5 = t9 @, woraus sich der Hilfswinkel ¢ ergiebt.
| @ cos O
Alsdann ist # — a sin b (sin d 4 ty @ cos .ﬂ’j= oder
. sin @ cos d)
r=asnb (.\:u.’ d —+ 9 )
cos @
a sin b y 3 ’ L
r=- (sin d cos @ —+ sin ¢ cos d)
cos
a sin b sin (d 4+ o) .
T = / 8. 9 I—J= }11 ] ]
o8

2. Beispiel. Aus der Gleichung
d cos xr — f.a .:Hl.h'f 1
sei der Winkel # zu bestimmen.
Mit @ cos @ — b V1 —cos®x—c (s. § 64, 5. Aufeabe) wiirde
| die Rechnung sehr zusammengesetzt. Man setze daher

J { b sin

il II;-;,_\: T — -] = (.
a

IJ - - Y "
~ = tg qp gesetzt, aus welcher Gleichung sich der Hilfswinkel ¢

r;

| z-r]‘f_{itbt, erhilt man:

' Libsans Trigonometrie.
EP,
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a (cos ¢ — tg ¢p sin w) = ¢, d. i
sinqg .
alcos @ — (2 sin :r) — ¢, oder
€o8 (p
[ . y d
{r_.‘rJS xr cos rf‘ - St ({ Sitnox) = C, l'l. L.
COS (f
a cos (x - q)
o8 ("
: ¢ 008 @

5 I (,l"J _— — =

Setzt man @ 4 ¢ — ¥y, so ergiebt sich aus

cos (x

oy ey
i
der Winkel y und aus 2 4+ ¢ = y alsdann
T— Q.
66.

Aufgabe. Aus zwei Seiten und dem
eingeschlossenen Winkel a, b, C eines Drei-
ecks die dritte Seite ¢ zu finden.

Auflésung. Am besten berechnet man
erstnach § 36 einen der beiden andern Winkel
A oder B, und dann nach der Sinus-Regel die Seite ¢. Man
kann aber letztere auch mittelst eines Hilfswinkels folgender-
malsen bestimmen. Zuerst hat man (30):

Cos (.1

a® 4 b* — ¢* hi
1eraus :
2ab !

02— g2 -+ % — 2ab cos C llf)lgt:

* =a* + b* 4 2ab — 2ab — 2ab cos C
e =(a-+b)> —2ab (1 4 cos C)
¢* =(a-b)* — 2ad-2 cos® 1C

4ab-co

c2=(a+b)2|1 — z
(e L (e + b)*
¢ =(a—+4b)*[1 — cos® v]
. : S 2 cos .],(‘. }.'r.rh
¢ =(a--b)sin v, worin cos v =— = .
” @+ b
Zur Ubung mbge hierzu das Zahlenbeispiel § 37 dienen.

67 a.

Aufgabe. Es sind die Lagen dreier Punkte, N, B, O, oder
das dadurch bestimmte Dreieck gegeben, von einem vierten
Punkt, Z, aus (in derselben Ebene) hat man auf die drei Punkte
visiert und die Winkel m und » gemessen. Man soll daraus die
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Lage dieses vierten Punktes Z, d. h, seine Entfernungen », v/, r
von den drei Punkten N, B, O bestimmen.

Wir nehmen zu diesem sogenannten Pothenot’schen Pro-
blem ein Zahlenbeispiel aus Berghaus’ Geographie.

Die Lage des Elisabeth-Turms in Breslau gegen den Rathaus-
twrm in Neumarkt und den Turm der Kirche zu Ohlau ist be-
kannt. Es betriigt nimlich die Entfernung

von Breslau nach Neumarkt BN — a — 822732 Ruten,

» DBreslau nach Ohlau BO=15 —=701423
der Winkel NBO =B — 145° 39/ 50,5
in Zobten wurde gemessen: .~ m — 52° 447 2242
n = 38° 37/ 38 3,
man sucht die Entfernungen », #, »*,

Auflésung. Man suche erst die beiden Winkel BNZ — «

und BOZ y. Da die Summe der Winkel jedes Vierecks 360"

betriigt, so ist # + y = 360° — (B +— m + n) — 122° 58/ 9, also
— = 061929445, Nun ist:
= sin y r o Sinm a
(1) und (2)
sinn /] sinx r

Multipliziert man (1) und (2), so ist

sin m-giny a
- — oder

sin n-8inx b

sin iy - 8in n

==t X )

sin @ b-gsinm
wo der Hilfswinkel » leicht zu fin-
den und als bekannt anzusehen ist.

i, sin Yy = y
Aus der Gleichung —— tg v folgt nun:
S smw
sin 1 sin y :
ek 1—tgovund 14— =1+41g7,
Sin 3 Sin x
sin @ — sin oy : sin x -+ sin y o
i - — g v —— —— -1—|—fffr
d. i. sin @ | 9% sin
sinx—siny 1—lgv
sing +siny  1-4tgv
lygie—3) - tg (45 —») (§§ 51 und 52).
tg 3 (x4 9)
N P i sl 4
Folglich ty & . 4 tg —5— cot (45 +v), [§ 5] oder

5 , a-sinn
H . v > 0 1 5 P, | —— SRR O,
tg = — tg 61° 29 44,5 - cot (45° 4 v), wormn g1 Besinm

6
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lg a = 3,9152584 lgtg 61°29°. .. — 0,2649570

lg sin n — 9,7953599 lg cot (45° 4~ v) = 8,6198293
d. E. lg b= 6,1540200 Y

ks
Igtg - 84786:
d. E. Iy sin m = 0,0091463 0V BT e
f_-".‘ t'fll V= '5%963?85“‘) & __'_:?{' _ 40 93¢ l:lff?i

v — 42086 498 | 2

4:’10 + ) 87” RGJ 4“;1’8
Mithin ist: 2 —=65°52‘13“7 und y — 57° 5/ 95“,3.

Nachdem nun z und y gefunden, hat man aus (1):

sin y sin &
r—5-— oder auch r —aq >,
St on s m
“ sin (x4 m) ? sin (x - m)
dann: : » Woraus: 9 —gq-—— .
S m Smwom
‘ r"  sin (y 4+ n) sin (y + n)
Ferner ist: 2 , woraus: r“—p-. G
b sin n sin n
lg b=3,8459800 lg a—3,9152584 lg b=3,8459800

lg siny=9,9240764 lg sin(z4+m)—9,9434449 lgsin(y+n)—=9,9978276
lg‘sinn—=0,2046401 lg’ sinm=0,0991463, Iy’ sinn—0,2046401
lgr= 3,97-16&!(% lg r*—=3,9578496 lg r"—=4,0484477
r=9434,01 r'=9075,06 r"=11180,15.
Anmerkung. Man hiitte # aus Y (5. oben) auch durch

sin(122°589“ —z) asinn

: ——, oder
S @ b sin m
8in 122° cos  — cos 1229 sinz  asin n \
- 1 it B T
s x b sin m
a sin n

sin 122° cot & — cos 1220 =
b sin m
finden kénnen,

67 b.

* Durch Benutzung eines Hilfswinkels lassen sich bequeme
Formeln zur Berechnung der reellen Wurzeln 2/, 2 einer ver-
wickelten quadratischen Gleichung aufstellen. Man erhilt nim-
lich, unter Beriicksichtigung der Vorzeichen von p und q, aus:

i'[_] x? - px q
r=—1p+lypiidg. £
i
tp+in )/ 14+2L
i+ e

Baden-Wiirttemberg
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Setzt man jetzt fg u » 80 18t (§ 44, 7):
(] :

. ¥ g T

r=1p(—1+ ) — 1y cos u -1 ‘
AN cos U =\ cosu

Die beiden reellen Wurzeln sind also:

1. 1 —ecos u sin? 1y

2 1p- -p- :

= C08 u

. L cosu

T e 4 N

COS U

a q
CO8™ S u
P S
COS U

Cos U :
)1’"’_1_ _.r,l."”‘“?.”,

g u sin u
Wird dieser Wert von p substituiert, so ist:

H

Aus tg u -l folgt p = :
p ¢

e Y SR By
sin= 1y sn=lu
-2+/q- 2 -924/g - i oder
} Sin u ¥ 2sindu coslu’ ;
aa
£ ) I L
r =1lg¥u-yq und 2" L4

tg Ju
Auf dieselbe Weise findet man aus:
| (2

z® — pr
2vq
wenn wiederum #g L

= g,

gesetzt wird:
xf!
|

'
T

_ X q
—tgtu-vq und z’ — v .
g su-yq a i
Ferner hat man aus:
3) 2+ px

.

i 4

- e LS LIS 1 e A
- gP gl l 1 p?

Ist nun 49 <p?* so sind beide Wurzeln reell und negativ

2vaq .
Um sie zu erhalten, setze man: sin» :/ , 80 18t:

x=— 3p (15 cos ),
Ay e g . 2vq o
mithin, indem man hierin den Wert von pSo substituiert,
sy
die beiden Wurzeln :
o
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T = Ly-vg und z e st
tg 3v-yq unc 1o
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Ebenso findet man, wenn 4¢ << p? und wiederum sin » 5
v ']
gesetzt wird, aus: : :
fl.l ) pr=—9qg
= 1"1‘
M

und 2" =ty lo-v/q.
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