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Fiinftes Buch.

Goniometrie.

41.

Jede mathematische Wissenschaft enthiilt schon in sich, und
ohne dals die ersten Begriinder derselben sie absichtlich hinein-
gelegt hiitten, die Keime zu einer neuen, und dies ist der Grund,
weshalb die mathematischen Wissenschaften niemals zum ei igent-
lichen Schlusse kommen, sondern immerfort wachsen. Der erste
Begriinder der Trigonometrie hatte die trigonometrischen Funk-
tionen sin, cos etc. urspriinglich nur zu dem Zwecke berechnet,
um durch ihre Vermittelung die in den beiden vorhergehenden
Biichern aufgestellten trigonometrischen Probleme zu I5sen, welches
auch nach den dort gegebenen allgemeinen Regeln vollkommen
geschehen ist.

Es konnte nun aber wohl nicht lange unbemerkt bleiben,
dals unter den trigonom. Funktionen eines oder auch mehrerer
Winkel merkwiirdige Beziechungen stattfinden, deren Kenntnis
nicht allein die eigentliche Trigonometrie unterstiitzt und er-
leichtert, sondern auch in anderen, namentlich hiheren Teilen
der Mathematik, ja selbst bei rein arithmetischen [Tut(--rb;uc]ur.nf*{’n
von grolser Wichtigkeit ist. Der Inbegriff dieser Beziehungen
oder Formeln bildet fiir sich einen eigenen Teil der Trigonometrie,
welchen man, wie schon § 2 bemerkt worden ist, (xonlometrin
nennt, und wir wollen nun die praktisch wichtigsten Siitze der-
selben, welche das Bediirfnis nach und nach zu entdecken ge-
notigt hat, hier erst einzeln mitteilen und sie dann, zur leichtern
Ubersicht und Nachschlagung, in § 100 zusammenstellen. Um
Gewandtheit in den vielfachen Anwendungen der Goniometrie zu
erlangen, ist es durchaus erforderlich, die mit einem Sternchen
bezeichneten Formeln auswendig zu wissen. :

ibgens Trigonometrie,
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Es sei ein stumpfer Winkel MCA —= 904 a,

dann ist, CM = 1 gesetzt, MP— sin (90 +a)

(3 7) und CP negativ genommen, = cos (90 - ) |
(§ 32), da aber MP — CQ und (fiir CM—=1), N
UQ —=¢os a, ferner CP MQ und MQ — sin a, | L
so haben wir hier die zwei in der Folge als £

Beweismittel dienenden kleinen Formeln :
sin (90 -+ a) cos a
cos (90 == a) sin a,

Anmerkung. Auf den Nutzen dieser praktischen Formeln
ist schon am Schlusse der 8§ 21 u. 32 hingewiesen worden.

43,

Lehrsatz. Bedeutet o emen beliebigen
Winkel, spitz oder stumpf, so finden unter
seinen trigonometrischen Funktionen folgende
vier wichtige Bezichungen statt. Es ist nim-
lich immer: *)

1) sin® a -+ cos? a 1 o b ta a
COsS 1
A cos a
*2) lga - cota 1 =k cot a.
St
Beweis. [s ist:
t MP | o MP2 !
sin a y 8IS0 SIN° @ — —— ,,.... (1)
; CM’ CM2
b RN :
Co8 Al80 CO8" B = ——— . e (&
O i CM? ’

Beide Ausdriicke (1) und (2) addiert, kommt:
MP:  CP*_ MP*+CP* CM?
CM: * CM2 CM:2 CM*

sima_MP_CP __ MP

Cos @ CM " CM CP

wsa CP MP CP

sima CM 'CM_ MP "%

b .
sin= a -+ cos® a
Ferner: g a(§ 2),

ebenso :

*) Statt sin « - sin @ = (sin a)® schreibt man sin? .
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. - sin a cos @
Aus den beiden letztern Formeln tg a— und cof ¢ — ——
Cos sina

0y o alfed e sine cosa
folgt durch Multiplikation derselben #g a- cot @ —"ort .

cosa 8ind
Nimmt man CM 1, so ist schon MP der sinus und CP der
cosinus von @, und man kann dann die drei zuerst bewiesenen
Formeln unmittelbar aus der Figur ablesen,

Anmerkung. Die im 2, Teile des § 38a enthaltene Formel

@ b cos

cot B—=-——— —-——— oeht nun iiber in
bsin @ bsin(QF
(1] =
ot 1) S : — ol (_'_
: j b sin C
44,

Aufgabe. Aus einer trigonometrischen Funktion eines Winkels
jede der 3 iibrigen zu berechnen und gewisse, die fg und cof ent-
haltende Ausdriicke zu vereinfachen.

Auflésung. Aus Formel 1 des § 43 folgt unmittelbar:

| e |SiIRPa=1— cos®a cos® @ —=1—sina
() 2 oy = - —
|sin a—=7V1—costa cos a —V1—sin®a.

Aus Formel 2 des § 43 folgt:

; 1

6 cot a — :
s @ cot a : tg a

‘ Anstatt mit g @ oder cot ¢ zu multiplizieren, kann man alse
durch eof @ oder g a dividieren. (Vergl. die Anmerk. in § 19h)

6 s bed
. Anstatt fg x = b wird man daher auch cot & = —, setzen.

' , . S | i’Ml’ -.l‘-’ et W CP2-MP2
1 BTTIET - F0= (1 PR 5. 1zte B, | = -
Ferner ist 14ty +op) [ letzte Fig opz

' CM2 CP\* . .
| oo =1:(cyp) » &1
| ( 1 e ITE T

J 1+ tg?a=——— oder V1+4iy?a—=——— Folglich auch

Al cos=a cOS @
() I 1
o8t o — — oder cos @ — — —==
l 1+t a V1414 a
4 *

|
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(CP\* MP?+ CP* CM:®

N L pnt? g = et et | " < = ,"-,]
1 Ebenso 1 cot* a =1 - _\[}’) MPp? MP? | .
|
‘MP\2 g
fige (l } d. i.
\CM/? B
: 1 3 1 Rt |
1+ cot*a—=-—— oder V1-+cotla ——. Folglich auch { :
: sin“a sina a
(&) 1 |
| 8in? g —=— — oder sina : -
l 1 -+ cot® a V14 cot®a A
Sin ¢ 2 ! 1
Aus > B : -tga folgt sina—=tga-cosa—=tga- > oder
'J COS @ ].1“:_3”.2“
; (9) A tg a ) un

V1-4t2 a

cosS a : : 7|
Aus ———=cot a folgt cos a—cota- sina—cota- - oder
St V14-cot®a
! cot i
1_!“] COS @ — — . . v
V1-4-cot? a -
| . SN a sin a 1] cos®a |
(11) fHga= - oder .
cos @ V1-4-sin®a cos & -
cos a COS @ V1 —sina
(12) cot a = . = — oder — - S
Sin @ V1 —cosia Sin a
45, (1]
A
Aufgabe. Aus den sinus und cosinus &
zweier Winkel, « und b, den sinus und cosinus
von der Summe beider Winkel zu finden, *)
Auflésung. Man lege die beiden Winkel
@, b, deren Summe wir vorkiufiz noch klei-
ner als 90° annehmen, an einander, so dals For

ZACD =g 4+ b Von A fille man die
beiden Perpendikel AB, AE und von B die beiden Perpendikel
BD, BK, dann ist 2 BAK = ~BCD—a (denn m a, als Wechs.
Winkel, m 4+ 2 = 90° und ~ BAK -+ # 909, also ~BAK — o
m=a). Aus dem bei B rechtwinkligen Dreieck ABC folgt:
AB BC

; il sin b und \l-‘ = cos b, also:

[1 ] },\] S _’\ C ~8im b 11]]1[ I’?,J P.(l — _-U_.‘ * 08 ?J_

*) sin (a--b) ist nicht zu verwechseln mit sin a - sin b,
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Aus dem bei K rechtwinkligen Dreiecck ABK folot:
AK
AR -gin a. In beide Ausdriicke den fiir AB
AK

AC -sind

<
AB

cos a und

gefundenen Wert substituiert, kommt: - cos @ und

CeBlR L TN
AC . sinp— S @ hieraus:
AK : BK .
AQ — ©08 6 sin ' A (3) X0 sina-sinb...... (4).

Aus dem rechtwinkligen Dreieck BCD hat man: B[,) — sin u
h

BC

und BO — %8 &, oder fir BC den Wert aus (2) gesetzt:

- .BD-— — gin a, und - CD —— ¢0s @. Hieraus:
AC-cosb ° 7 AC -cosh T4 :
ﬂ') =—gin a-cos b (5) CD =008 @+ cos b (6)
Y BT S E L i Apicree ST

Addiert man die Gleichungen (3) und (5), so hat man:
(weil AK A, BD AK+BD AE
\"""AC " AC AC — AC

! * (13) sin(a 4-b) —sina-cos b - cos a-sin b,

=sin .~ ACD — sin (a -} EJ_})

Subtrahiert man (4) und (6), so erhilt man [weil
€Dl BK. . CGCD—BK  CE
AC AC AC AC

= cos (@ + b)]:

(14) cos (a + b) = cos a - cos b — sin a-sin b,

46.
Um zu zeigen, dals die beiden oben gefundenen wichtigen
Formeln:
sin(a-b)=sina-cosb -+ cosa-sinb...... (1)
cos (@~ b)=cosa-cosb—sina-sinb...... (2)
auch fiir den Fall gelten, wo a + b > 90 ist, sei
1) a=90% dann giebt die linke Seite der ersten Formel
| sin (90 +b) =cos b (§ 42); setzt man aber auf der rechten Seite
auch @ =90, so giebt diese, weil sin 90 =1 und cos 90 =10 (§ 7),
offenbar dasselbe, nimlich cos b, wie es sein muls. Setzt man
in der zweiten Formel « — 90°, so geben beide Seiten dasselbe
Resultat, néimlich:
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cos (90 4 b) = cos 90+ cos b — sin 90 - sin b

oder: —sinb O-cosb—1-sinb (§42 und § 7)

(1. i —ginb = sin b,

2) Seien ¢ und b beide spitz, aber a4 b>>90°, Setzt man
nun ¢-==90 —m, b—=90 — »n, mithin ¢ b =180 — (m—-n ), 80 1st
m—-n< 90, Substituiert man statt ¢ und b ihre Ausdriicke, 90—m
und 90 — % in die erste Formel, so erhiilt man linker Hand:
sin(180—[m~-n]) oder sin(m—+n)(§21). Aufder rechten Seite kommt:

sin (90 — m) - cos (90 — n) -+ cos (90 — m) sin (90 — n)
co8 m - sin n - sinm-cosn (8 5),
i Dies ist aber die Entwickelung von sin (m + n), wofiir, weil
m ~+ n < 90, die Formel giltic ist. Beide Seiten geben also
dasselbe Resultat. Die Substitution in die zweite Formel giebt
auf der linken Seite (§ 32):

c0s [ 180 — (m—-n) )= — cos (m—+n) — — (cosm - cos n— sinm - sinn ).
Die rechte Seite giebt (§ 5) cos (90 — m) - cos (90 — 7)
sin (90 —m) sin (90 — n) — sinm - sin n — cos m - cos n., also ganz

| dasselbe, wie auf der linken Seite. Linker Hand (Formel 2) ist
| ¢os (a+-Db) in sich negativ. Dies ist aber auch mit dem Betrage rechter
Hand der Fall, weil fiir a -+ b >>90 auch cosa-cos b <sina-sinb.
3) Sei a>90. Setze @ — 904 m, dann giebt die Substitution
in die erste Formel:
8in (90 + m - b) =sin (90 -4~ m) cos b+ cos (90~+m)sin b, oder § 42 :
cos (m—b) = cos m - cos b— sin m - sin b,
Die zweite Formel giebt fiir @ — 90 4+ m:
€08 (Y0 + m + ) = cos (90 4 m) o8 b — sin (90 4—m) sin b, oder § 42:
—sin (m—b) = — sin m- cos b — cos m +sin b
sin (m—-b)=—sinm- cos b -+ cos m-sin b,

Wir erhalten also auch fir @ > 90 auf beiden Seiten der

Formel (1) und (2) dasselbe Resultat.
47.

Um die ebenso wichtigen Formeln fiir
die sinus und cosinus der Differenz zweier
Winkel, sin (¢ —b) und cos (4 — L), zu finden,
sei <BCE =a und ~BCA —, also -~ ACE=
a—1b, ferner AB senkrecht auf BC, und
BD, AE senkrecht auf CE, sowie AK senk-
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recht auf BD, dann ist ~ ABK L ¢ ~BCD + ¢ = 90, also

ZABK = ~BDC —=4. Nun ist: ik](?: sin b und 1\(‘ cos b,

also: (I) AB=AC-sin b und (II) BC = AC: cos I.

Aus dem rechtwinkligen Dreieck BCD hat man:

BD 1 (1 13) : st !
BO — Sin @ und BO — 98 4 oder fiir BC seinen Wert aus (II)
esetzt BD i il CD hi
5w A dosh " ¢ unc K o b cos &, hieraus:
BD C
(I1I) ¥ sin a-cosb und il\ ) \[() = ¢08 @ cos b,
e
Aus dem rechtwinkligen Dreieck ABK hat man: I(I]\) €08 @
A
AK : : =
und ip = Sin @ oder fir AB seinen Wert aus (I) gesetzt,
£ ) ]
BK o AK B bi
: oS ¢ - == TauSs :
AC sin B "08 A0 s in a, hieraus
e
(V) AC— cos a-sin b und (VI) _\I[,‘ sin a-sin b,
Subtrahiert man die Gleichungen (III) und (V), so erhilt
i weil BD BEK BD —BK _AE LN .
o e 0 O AC ic il
* (15) sin (a b) =gsin a-cosb — cos a-sin b.
Addiert man die Gleichungen (IV) und (VI) und bemerkt,
dat CD 6 AK CD+AK CE ’ hat
als: 4 : ~=—c0s (@ — b), so hs an:
3 AC AC AC AC 08 (@ ), 80 hat man
* (16) cos (@ — b) = cos a-cos b - sin a-sin b,

Die allgemeine Giltigkeit der beiden For'mrln 15 und 16,
fiir den Fall, dafs a oder beide, @ und b, > 90 sind, wird wieder
wie in § 46 bewiesen.

Detzt man in (15) @ = o, so ergiebt sich:

sin(o —b)=o0-cosb—1-sinb, d.L
(17) sin (—b) = —sin b. @der:
Multipliziert man den Winkel eines sinus mit — 1, so hat man
das Vorzeichen des Sinus zu #ndern. Daher auch

(]:'-5_'} sin (@ — ) — sin (b — a).
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Setzt man in (16) a =0, so erhilt man:
c05(0—Db)=1-cosh+o0-sinb, d.i.
f | (19) cos (— b) = cos (4 b).
Der Cosinus #ndert sich also nicht, wenn man den Winkel
beliebig mit — 1 multipliziert. Daher ist auch
f?.f_.'} cos (_t! — D) : cos (b — a). |

, 48,

Die iibrigen Formeln der Goniometric kann man nun alle,
ohne eine Figur nitig zu haben, aus den vorhergehenden ab-
! leiten. Dividiert man die Gleichungen 13 und 14 (§ 45) durch-
; einander, so hat man:

sin (a -+ b) sina-cosh +cosa-sinb

cos(a=4b) cosa-cos b—sina-sinb

Dividiert man rechter Hand Zihler und Nenner durch

, Sina-cosb sina i
€05 @-cos b und bemerkt, dafs = ty a, ete. (§43),

CO8 (1 - 08 h .r'r_a,-i (v
| 80 kommt:
| .. tga—+tg b ¥)
21 ilgia-L By =S

(al1) tg +b) 1 tga-tgh

Auf gleiche Weise geben die Formeln 15 und 16 (8 47):

Al = lga—itg b
* 22 ty(o—b)=-22=%".
14 tga- tg b
a - % e 08 (a0 i 4
Lost man in gleicher Weise [' - ?’: auf und kiirzt den
z s (@ <4~ b)
Bruch durch sin a-sin b, so erhélt man:
Z cota-cotb —1
(23) cof (a4~ b)) = =
oL y cot @ 4 cot b
Ebenso folgt aus 16 und 15:

2ot @ - cot 1 1
[jl! cob (a b) cot a-cot b T~
coth — cot a

Formel 22 geht mit @ — o tiber in

go—tgh

fo b = d da fg ¢ ) (8. & 8):
{ Fene und da #g 0 =0 (s. § 8)
(25) {f.fH- —b) = —1tgb und daher auch (vergl. 17 und 18)
I > tg (@ —b) - - tg (b — a). ol

*) Diese, sowie auch die folgenden Formeln, gelten natiirlich so gut

wie die, woraus sie abgeleitet, sowohl fiir stumpfe als spitze Winkel.

=
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ke 1 1
Aus (25) folgt ——— ———
R )i = AL
(26) | cot(—b)= —cot b und folglich auch

L cof (& — b) = — cot (b — a).

49,

| Setzt man in den 4 Formeln 13, 14, 21 und 23 b—a, so
erhiilt man:

sin 2a =2 sin a-cos a und folglich auch
; sin 2{1
SiN G CoS 6 — ——
% rom cos 2a = cos® a sin® a
(&) 3
2tq a
tg 20—
: 1—tg%a
cot 20 — 1 (mf G —m )—_ 1 (cot @ — tg a),
i cot a, T I %
oder auch, wenn man @ statt 2¢, mithin 1a statt a setzt:
(2R sin a —= 2 sin 1a cos la
J cos a=cos® 1a — sin? la
2 2tgla
(29) R — A% Rast
cot 6 =21 (cof 1a — tg 1a).
Setzt man b — 2a, so erhilt man:
sin 3a = sin a cos 2a - cos a sin 2a
oder, weil cos 2a = cos® @ —sin® a—1 —sin®a— sin*a=1— 2sin’a,

und sin 2a — 2sin a- cos a, auch:
sin3a—=—sina(l —2sin?a)+ cosa-2sina-cosa
sin 3a=sina — 2sin® a4 2 sin a-cos® a
sinda—sina — 2sinda + 2 sin a (1 — sin® a)
(30) sin 3a = sin a — 4 sin® a. *)

o0,
Es ist: 1 =cos® La —+ sin® ta (§ 43, 1)
und cos a = cos® 1a — sin® la (§ 49 29).
! Die Addition und Subtraktion dieser beiden Gleichungen
geben folgende zwei wichtige Formeln:
*) Die Ableitung der Formeln, welche die simus und cosinus von

hithern Vielfachen eines Winkels durch Potenzen dieser Funktionen und
umgekehrt ausdriicken, gehtrt in die hihere Analysis.
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[ (31) 1+ cosa=2cos®la
| (82) 1 — cosa=2sin? ia,
h | ~- €0S @
Aus (31) und (32) folgt cos® lg=— =" = und sin® la —
1 — cos a
5 oder:

i ! /1 ~+ cos @
Co8 _-_,\‘E- - / 51
(33) ¢ ;
. /I COS &
sin la ; :

i Dividiert man (32) durch (31), so erhilt man:

- 1 oS @ (1 cos a) (1 + cos a) sin® a
tg= 5a :

1 4~ cos a (1 —+ cos a)® % (1 =+ cos a@)?

. 1 o8 (1 cos @)* (1—cosa)®
und auch #y2 1g — = _ - T .
5 +cosa (14cosa)(l—cosa) sin® a
i /1 —cosa sin o 1 —cos a :
(34) tg la : o (und dies
i | SR 1 - cos a 1 4+ cos a sin a

1
nach § 43) — — — c¢ot a.
SN @
. 1 1 -~ cos a - ¢os LN :
Aus (34) folgt . ]/ fopie 1 ~ 2ai @ 44, 6):
tg Sa 1 CoS @ Sin o

l/] Cos @ 1 4 cosa 1
il 7o —+ cos a sin a sin
1+csa 1+ cosa sina

co8 @ Sin @ Cos @

f;s] cot \_!,f!. = —: cot a f‘S, C‘, lﬂ

geht nun mit (35) iiber in:

14 cos a

COos

y, Y I"_!
(36) cot 5 -ty a.
1 —cos a 1 cos @& Sin a
- E : wird mit (34):

] St & COS
= ] - Co8 @ 1
(37) =1y — -ty a.

cos @ G2 TS

ol.
Setzt man in den Formeln 13, 14, 15, 16, 21, 22, 23, 24

@ =45° und beachtet, dals sin 45 — cos 45 5 und {945 =

cot 45° =1, so hat man:
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8QY st (AE I 1 FEs
(58) sin (45 +b) = — (cos b+ sin b)
V=
; = : 1 :
(89) sin (45 — fj} i (cosb — sin b)
V& :

o 1
(40) cos (45 4 b) = — (cos b sin b)

: 4 1 .
(41) cos (45 —b) = — (cos b + sin b)

],-"2

: ; o 144tgb

(42) tg (4540 S
2 ; ) l f"'f b
e b
(43) {9 (45 —b) 1 9o
1+tgh
cot b 1
(44) cot (45 41 gt :
P AT b
A - cot b -1
4 ot (45 — B) — <= ginet
(40) ¢ {_4_; 1) o e

o2.

Durch Addition und Subtraktion der beiden Gleichungen:
sin (a -+ b) sin a cos b 4 cos a sinb
sin (@ —b) =sina cosb — cos a sin b
erhilt man:

(46) sin(a -4+ b)+ sin(ea—0b)=2sina-cosh

(47) sin(a—+b) —sin(a—b)=2cosa sinb
. 3 . )~ ¢
oder, indem man ¢-+b—p und @ —b—q, folglich =t :) 4
-
—
und b —* & ! setat:

(48) sinp -+ sin g —2 sin — 5

A e B
5 08

- . - /) -{- { o ==t
(49) sinp —sing =2 cos ! =2 sin ! 22
2 2
Durch Addition und Subtraktion der beiden Gleichungen :
cos (@ -+ b)=—cosa-cosbh — sina-sinb
cos (a b)=cosa-cosb -+ sina-sinb
erhiilt man:
(50) cos(a-+ D)=+ cos (a — b)—2cosa-cosb
(51) cos(a—b)—cos(a—+b)=2sina -sinb
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(57) 1

Durch diese 4 wichtigen Formeln: 48, 49
man also die Summen und Differenzen zweier sinus oder CoSinus
in Produkte verwandeln. Dividiert man noch (49) durch (48),
80 erhiilt man:

Es

ist

§11]

oder, indem man wieder a4 b—p und a — b q setzt:

(52) cos p + cos g = 2 cos rra, €08 4 N

2 2

. p4g . p—qg
(53) cos'q — cosp —2-sin £ = i 1
- 2 2
40

“?

i : 08 Sf:-a - -
sin p — sin q 2 2
i 1 sinp 4-sing | P+ q P —q
sin —— ¢ 008 -
A 2 2
oder, indem man rechter Hand Zihler und Nenner durch
a3 1
'+ q P — al s
cos LT 4. o = 1 dividiert:
‘ja —
] . ty ==
(5 sinp —sing 2
84) — . = .
Sin p + sin g p-tq
S
-

Setzt man in Formel 48: ¢ — 90° — p, 50 entsteht mit Riick-
sicht auf § 5:

: o 2 (90° — p) 2p —90°
= 2 sin 5 co8 9

2 sin 45° cos (p —45°) oder (3. Formel 20)

sin p -+ cos p

_‘-l"d ane (A0 ___ . 8 BEYS
=2 5 " €08 (45°—p), d.i. (s. § 5):

St P+ cos p =2 sin (45° + p). In gleicher Weise er-
giebt sich aus Formel 49:
Sinp — cos p =2 cos (45° 4 ).

So.

Setzt man in (48) und (49) p — 90°, so ist mit Riicksicht
auf § 5:

(56) 14 sing—=2sin (45 + 1) cos (45 — 39) =

2 sin? (454 19)
- 8in ¢ = 2 cos (45 Lq) sin (45 1q) = 2 cos® (45 4 1q).
sina_ sinb  sina cosb+ cosa sinb

aodoy

cosa—cosh cos @ cos b
X : sin (a -+ 1)

(58) fgat+ tgb—= A

; 2 cosa cos b

. BADISCHE
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v cosa , cosb sinb cosa-t cosb sina
Ebenso wird aus —— + — — —: S F s L 5.1,
Sina——sinb sina sinb :

4 : sin(b+a

(59) cota + cotb="= = j
sina sinb

Mit b—90° — a geht 58 (1. Formel) iiber in
_sin (a4 90°— a)

tg o 4 tg (900 — r:) =
CoOSa Sina

1: (cos a sin a)
A, sin 2a
= 2

(s. Formel 27) oder

(60) tga+cota ———.
sin 2a

Multipliziert man die letzte Formel von (27) mit 2, so erhilt man:

n [ cot a —tga =2 cot 2a: oder
(61) - ;
l tga — cota — — 2 cot 2a.
Dividiert man in (58) die erste Formel durch die zweite, so entsteht:
. tga-+tgh sin (a1
(@2) /Ao S0\ )
tga—1tgb sin(a—Db)

Dividiert man (55) durch cos p, so entsteht:

V2 -sin (45° 4+ p)

(63) 14+tgp—= und
o8 p
/D . cos (450 —L
(6d) | 1 — g pe KELO8 (0 o)
cos p
(55) durch sin p dividiert, giebt:
/D i (ARG
(65) 1+ cotp- | el Um,ﬁm - ?)
sin p
', ,‘.Q" _:'u | 3
(66) 1 — cot p— Ve __““'"‘(.'i D),
sitn p

Nach Formel 61 ist
tga(cota —tga) —=tga-2cot2a, d.i.
tga-cota—tg® a —2tg a cot 2a, oder
(67) 11—t a—=2¢tga cot2a.
In gleicher Weise:
cot a (tg @ — cot @) = cot a- (— 2 cot 2a), oder
(68) 1l —cot*a— —2cota cot2a.

Durch iihnliche Kombinationen kénnte man solcher gonio-
metrischen Formeln leicht noch mehrere finden, wir glauben jedoch
an vorstehenden vollkommen genug zu haben.
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