Badische Landesbibliothek Karlsruhe

Digitale Sammlung der Badischen Landesbibliothek Karlsruhe

Ausfuhrliches Lehrbuch der ebenen und spharischen
Trigonometrie

Lubsen, Heinrich B.

Leipzig, 1884

Viertes Buch. Berechnung des schiefwinkligen Dreiecks

urn:nbn:de:bsz:31-273442

Visual \\Library


https://nbn-resolving.org/urn:nbn:de:bsz:31-273442

&

Viertes Buch.

Berechnung des schiefwinkligen Dreiecks.

Lehrsatz. In jedem Drei-
eck verhalten sich je
zwel Seiten zu einander
wie die sinus der gegen-
iitber liegenden Winkel.*)

Beweis. Man denke das
Perpendikel AD = i gefiillt, so hat man aus den beiden recht-
winkligen Dreiecken ADB und ADC:

B (1) 1 dividiert man (1) durch (2),
¢
h b s .
3 == 8 C....(2) | so folgt:
1}
b sinB
¢ snC

Da die sinus zweier Nebenwinkel, zufolge des § 21 erweiter-
ten Begriffs, einander gleich sind, so ist der hier ausgesprochene
wichtige Satz: dafls sich in jedem Dreieck die Seiten wie die
sinus der gegeniiber liegenden Winkel verhalten, allgemein giltig,
das Dreieck moge spitzwinklig oder stumpfwinklig sein, denn die
beiden Gleichungen (1) und (2) gelten sowohl fiir Fig. 2 als fiir

Fig. 1. — Denkt man noch vom Winkel C ein Perpendikel
auf die gegeniiber liegende Seite ¢ (oder deren Verlingerung
a sinA

. 0 oafkllt 5o 6 : Qchliisse :
Fig. 2) gefillt, so findet man durch gleiche Schliisse e

| mithin ist allgemein:
azb:c—sinA:sinB:sinC,
*) Ea ist iiblich, die Seiten eines Dreiecks mit kleinen und die gegeniiber
liegenden Winkel mit den gleichnamigen grofsen Buchstaben zu bezeichnen.

Libsens Trigonometrie. 3

o i,

BLB BADISCHE =
' LANDESBIBLIOTHEK BadenWiirttemberg



34

Dieser sogenannte Sinus-Satz wird immer angewandt, wenn von
einem Dreieck eine Seite und zwei Winkel, oder zwei Seiten
und ein gegeniiber liegender Winkel gegeben sind, mithin jedes-
mal, wenn eine Gleichung zwischen vier Stiicken, die paarweise
gegeniiber liegen, gesucht wird.

IR

Aufgabe. Von einem Dreiecke, ABC, sind
eine Seite und die beiden anliegenden Winkel
gegeben, z.B. 0 —=2057,8m, B-—=54¢1719".
C=41°3910". Man sucht die beiden andern

Seiten b, ¢ und den Flicheninhalt F?
1 Auflésung. Zuerst findet man den dritten Winkel A

180 — (B4 C) —84° 3/ 38“: dann, nach dem Sinus-Satz :

lrﬂ ,f'a;h’ Ji C _i_;,u (_:
a sin A a sinA
SEE sin B sin
folglich b —a = ¢ —q—
& sin A sin A
log sin B = 9,9095280 10 log sin C 09.8225700 — 10
i log a — 3,3134032 log a — 3.3134032
13,2229312 — 10 13,1859732
log sin A — 9,9976624 10 log sin A 9,9976624

log b — 3,2252688

b 1679.843

log ¢ — 3,1383108

Um den Inhalt F zu erhalten. suche man erst das von der
Spitze A auf die Grundlinie a gefiillte I'*‘l‘pundike] h  Weil

h Sl . "
5 sm U, soist: h —=0bsinC, und da, wie vorhin gefunden: e
sin B . sin B d
b=a———, so ist auch: h —qa°. sin U, mithin ist: :
sin A sin A
P 12 sin B - sin i\
2 aln .-'\
-'Ifj_'_f sin B 9,9005280 — 10
.Jrj_r_.r sin U 5700 — 10
log a® 6,6268064
log 0,5 0,6989700 — 1 !
27,0578744 — 21
| frJlr_J' .-\':'-.'r" _-'\ ‘.",'.'5]7!_‘";'_’1 l”

log F = 6,0602120
F 1148714 [Jm,
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Anmerkung. Es ist also sin A — sin [180° — (B + C)]
sin (B+ C), siche § 21. Oder: Der sinus eines Winkels im
Dreieck ist — dem Sinus der Summe der beiden andern Winkel,
Die Seite b hiitte man in vorstehender Aufgabe mithin noch be-
quemer in folgender Weise gefunden:

yoil sin B i asinB : 2057,8 sin 54° 17/ 124
sin A sin(B+C)  sin (54°17/ 12 3 419 39 10%)
2057,8 sin 54°17'12“  2057,8 sin 540 17+ 194 Tk
sin 950 56/ 224 T cos5056:99% (S 326, Zusata).

29,

Aufgabe. Von einem Dreieck, ABC,
sind zwei Seiten b, ¢ und ein der grofsern
Seite ¢ gegeniiber liegender Winkel, C, ge-
geben, Man sucht die iibrigen Stiicke,

Auflosung. Man suche zuerst den, der kleinern Seite 0
gegenitber liegenden Winkel B. Nach dem Sinus-Satze ist

sin B b

sim C ¢
F’

sin B = — sin C.
C

Weil 6 <Ce, so mufs auch B< C, mithin Winkel B jedenfalls
spitz sein.*) Ferner hat man nun A =180 — (B+ (), und dann:
a sinA sin A
R e

Anmerkung, Sind 2 Seiten und der Gegenwinkel der klei-
nern dieser beiden Seiten gegeben, so ist die Auflgsung un-
| bestimmt. Es sind alsdann 2 verschiedene Dreiecke maglich
| (s. Geom. §8 43 und 56).

Aufgabe. b— 19 Meter, ¢ — 23 Meter, .~ B== 4]0 37,
Wie grofs sind die iibrigen Stiicke?
Auflésung. Man suche zuniichst ~ C.

| 2 f’;, folglich sin B — £ .“""—31"-‘3'1-;1—-‘
log 23 = ],%(}1 7278 ]
; log sin 41° 37 — 9,8222621 — 10
1,1830900

| log 19 — 1,2787536
| log sin C — 9,9052864 — 10.

*) Siehe auch Liibsens Elementar-Geometrie (25. Aufl.) §§ 43 u. 56.
3 *
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23 1st

In den Tafeln findet man C — 53° 3037, Nach §

N
aber auch ¢! = 180° — 53° 30’ 87 — 126° 20’ 23, Man hat
demnach 2 verschiedene Dreiecke, das eine mit b — 19, ¢= 23,
B—41°37, C—=53°30/37, das andere mit b—=19, ¢=28,
B — 41937/, C=126° 29 23", Sehr leicht findet sich nun auch
in jedem Dreieck der 8. Winkel und nach dem Sinus-Satze die
3. Seite.

30.

Lehrsatz. In jedem Dreieck istder
cosinus eines Winkels gleich der
Summe der Quadrate der beiden
ihn einschlielsenden Seiten; we-
nigerdem Quadrate der ihm gegen-
itber liegenden Seite, dividiert
durch das doppelte Produkt der beiden ihn ein-
schlielsenden Seiten.™)

Es ist z. B, in Bezug auf den Winkel B:

: a4 ¢ — b*
0s B L
¢ g zﬂf'
Beweis. Denkt man das Perpendikel AD —h gefillt, und
setzt BD =, also DC= 4 — =, s0 hat man: h®=¢* — x* und
auch 2 =101 — (a — x)*; mithin: »* — (s —x)?=¢* —x*. Aus

e 2
: % s a® 4 ¢ — b® g :
dieser Gleichung folgt: x- : . Dieser Quotient durch
s = aa
¢ dividiert, giebt obigen Ausdruck, denn es ist cos B—
c

at4cc—0bn :
Anmerkung, Der Ausdruck x— +; 3 giebt an, wie
2a
weit der Fuhpun]d. D des Perpendikels AD von B gegen C hin
fillt. Wire z. B. =8/, b=16', c—4’, so wire x—2%4, und
es wire dann: cos B =11,

Ist der Winkel B ein stumpfer
(Fig. 2), so fillt das Perpendikel AD
aulserh: 1||_1 des Dreiecks auf die riickwiirts
verlingerte Linie BC, und es ist dann
12> a®+ ¢®. Obiger, fiir den Abstand
des Punktes D von B gefundene Aus-

*) Dieser Satz, der sogenannte Cosinus-Satz, ist wichtig und deshalb
dem Gediichtnis wohl einzupriigen.
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as - {-.2 —p® 5 . .

druck: x =— BT gilt aber auch fiir diesen Fall, wenn
!

man nur das Vorzeichen des Resultats, welches hier negativ wird,

richtig deutet, Wiire z. B. @ —=8m, b —12m, ¢ — 6m, so wiire

11 : ’ ; :
X s, Das Minuszeichen deutet hier nun an, dals der
Fulspunkt D des Perpendikels nicht, wie bei der Ableitung der

' a4 c? — b? : e
Formel x vorliufig angenommen, in der Richtung

2a
BC, sondern in gerade entgegengesetzter Richtung BD um
11 : AE : : :
[ m von B entfernt liegt.*) Nimmt man aber diese negative

Gréfse x= — DB als positiv und dividiert durch ¢, so ist der

S T 1 : 2 :
Quotient —— der cosinus von dem spitzen Nebenwinkel ABD,

durch dessen Subtraktion von 180° der fragliche stumpfe Winkel
B bestimmt wird. Der erste Begriinder der Trigonometrie kam
deshalb auf den nahe liegenden Gedanken: auch den Begriff des
cosinus zu erweitern und auf stumpfe Winkel auszudehnen, nim-
| lich: der cosinus eines stumpfen Winkels ist an Grilse gleich dem
\ cosinus des Nebenwinkels, aber negativ. Es ist also (s. letzte Fig.)
¢0s AHU — — ¢os A HD.
31.

Mit dieser Erweiterung des Begriffs cosinus umfafst also die
by b, beide Fille, der

2ac
Winkel B moge spitz oder stumpf sein. Giebt die Formel ein
positives Resultat, so schligt man den dazu gehorigen spitzen
Winkel unmittelbar in den Tafeln auf Giebt die Formel ein
negatives Resultat, so sehe man es vorliufiz als positiv an,
| suche den dazu gehorigen spitzen Winkel in den Tafeln und

vorhin aufgestellte Formel: cos B

| subtrahiere denselben von 180°.

| 32.

. Es folgt hieraus zugleich, dafs es nicht notig war, auch
‘ die stumpfen Winkel in die Tafeln aufzunehmen, indem diese

durch ihre Nebenwinkel bestimmt sind, und da nach Ableitung

*) Vergleiche wegen dieses, fiir den Anfiinger schwierigen Punktes,
Liibsens Arithmetik (und Algebra) § 144.
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und Festsetzung der Begriffe die sinus zweier Nebenwinkel voll-
kommen gleich sind und ebenso die cosinus zweier Nebenwinkel
gleich grofs und nur entgegengesetzt sind, so folgt, dals man
auch mit Hilfe der Tafeln den cosinus eines stumpfen Winkels
findet, indem man ihn nur von seinem spitzen Nebenwinkel, aber

mit dem Mirnus-Zeichen (negativ) nimmt. Denn nach § 30 ist
cos < ABC — 08 <~ ABD (s. zweite Fig. des § 30), d. i.
cos (180° — ~ ABD) — cos 2~ ABD, oder
cos (180° — a) oS .

Ferner geht cos 2~ ABC — — ¢os .~ ABD iiber in cos ~ ABC
— cos (180" — ~ ABC), oder

.1 cos @ = — cos (180" — a),

I Z. B.: cos 120° — cos (180° — 120%) — cos 60°,

cos 171° 23/ — ¢os (180" — 171° 239 — ¢cos 8° 37",
Setzt man in der letzten Formel « 90° 4+ b, so entsteht
cos (90° 4 b) — ¢os [ 180" — (90° B)], d. i cos (90° 4 b)
— ¢0s (90° — b) oder

I cos (90° 4 b) sin b.
'i| Z.B.: 08 125" 46* — cos (90° + 350 467) — — sin 850 46¢. (Vergl.
den Zusatz zu § 21.)

33,

Aufgabe. Es sind alle drei Seiten eines
Dreiecks gegeben: z. B. 13510,
¢—=17. Man sucht die Winkel.

Auflosung. Nach § 30 hat man:

= e __ 2 Y =40 — 100
B " 4= ¢ y .[t) —- 4 100

2ac 9.13.7 oder:
08 B 118 !rw 118 2‘071582”
e T log 182 — 22600714

log cos B —9,8118106 — 10

Ebenso hat man § 30: 3 419° 34/ 5743

ey 4% 4= b2 — g2 160 100 — 49 :
A 2ab 2.13-10 oder:
fnlrj' 29() 2,{124237
® | 3 € 220 log 260 — 2,4149733
. firee 260 —

l"rl_r.' cos ( = 9”.3?]—-1—“; - 10
C 320 12/ 3530

~71-1 BADISCHE
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Ferner § 30:
_ P4ct—a® 1004+49 — 169
cos A = SO, = ]
2bc 2-10-7

20 : ; ? 2 :
cos A — — 140" Vergleicht man diese Gleichung mit

cos (180° — a) = — cos @ (8. § 32), so ist A —180° — @, wenn
20 S 20 v
110 — %8 @ Folglich sucht man aus cos a 130 den Winkel a
und findet alsdann A — 180% — a.

lg 20 =1,3010300 Die Winkel sind also
lg 140 = 2,1461280 A= 989124776
lg cos a 9.,'1:';49'.}20 — i“ B 499 34 57,3
a—=81°47/12" 4 C=82°12'151

A —180°—81947/ 124 A-L-B+C =180

08012/ 47 6
34.

Aufgabe. Eine Formel zu finden, nach welcher man aus
den drei gegebenen Seiten a, b, ¢ eines Dreiecks den Flichen-
inhalt F desselben berechnen kann,

Auflésung. Obgleich diese Aufgabe in jedem Lehrbuche der
Elementar-Geometrie schon vorkommt, so darf sie doch hier bei
der Berechnung der verschiedenen Teile des Dreiecks nicht fehlen.

Setzt man die erst zu findende un-
bekannte Hihe des Dreiecks AD = 1 und
BD —x

, S0 ist:

—zt=(c+2z)(c—2)

und wenn man hierin den § 30 fiir x ge-

{ b2 st
fundenen Ausdruck (x ) substituiert:

[ (@4 —bY)\ [ (a4 2 — b))\
. = - | 7 — =}

2a 2 /

e 2ac + a® 4+ 2 — b® ac— a® — A+ b2
5 2 R 2a
o (@ et = B*—(a—o)
% 2a 2a

¥ (a4c+b)(ad+c—b)(b+a—c)(b—a-+c)
f 4a®
h “}/(E A b —{—T{a b :‘} (a4c—B) (b +c—a)
i 2a

BADISCHE
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Multipliziert man diesen fiir die Hohe gefundenen Ausdruck
mit der halben Grundlinie (;), so erhiilt man die merkwiirdige
und wichtige Formel fiir den F léicheninhalt, nimlich:

F -I-}/{ft—}—?:—;—r'j!fr‘—'—h ¢)(adec—b) (b4+c—a).

Um sie fiir die numerische Rechnung noch etwas bequemer

zu forme n, setze man die Summe der drei Seiten — s, nimlich:
. @+ b+ ¢ —s—=2-1s, mithin:
a+b—e¢ 2:38—2e—=2(s—0)
a4+c—>b —b)
bte¢—a §—a).

Dies in obige Formel substituiert, kommt:

F—V}s(3s—a) (s—0b) @s —o).
Es sel z B.:

Gegeben : s0 ist: Logarithmen:
¢—=13m 38 15 1,1760913
b =10 jo—a—:2 0,3010300
¢ 7 is—1 0,6989700
s = 30 Js—ec= 8 0,9030900

3,0791813: 2
log F' — 1,5395906
F — 34,641 (Jm.
35.

Obgleich die § 80 entwickelte Formel zur Berechnung eines
Winkels aus den drei Seiten eines Dreiecks, der sogenannte
Cosinus-Satz, theoretisch wichtig ist, so ist sie doch fir die
logarithmische Rechnung, wenn die Seiten durch grolse Zahlen
gegeben sind, sehr unbequem, und wir wollen deshalb, fiir diesen
rein praktischen Zweck, noch eine besondere, fiir die numerische
Rechnung bequemere Formel ableiten,

Denkt man sich die drei Winkel des Dreiecks halbiert, vom
gemeinschaftlichen Durchschnittspunkt der Halbierungslinien Per-
pendikel auf die drei Seiten gefiillt, und bezeichnet diese gleichen
Perpendikel mit » (Geometrie § 76), den als bekannt anzusehen-
den Flicheninhalt mit F, so hat man:

ar br or F
; 9 -+ b} -+= B s woraus:
2F

a-+b—4c¢

BADISCHE ' n
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Setzt man noch BD —u, so ist (weil BF = BD, AF — AE

und CE = CD, also CD + AF — AC = b):

2u 4+ 2b = a 4+ b 4+ ¢, hieraus:

Ll ALY r 2F 2 2080 AL RN
Nun ist &g 4B = e BT G S Hierin fiir E

seinen Wert aus vorhergehendem Paragraph gesetat:

-nr_/'(rf +b+c)(at+b—c)(adc—b)(b+4¢ — @)
; (a4+b+c)(a+c—b)
/Lc:Tb+L){a+iig}(a~~c—b) (b+c —=aj

f{f%B _l -m(a-i—b—‘—f) {a-+~:—ml"

/{'ﬂ.—y—h—() (b+t—r£}
(ﬂ'—r—h—'—t] {ﬂ'-ﬂ—r ——h)

tg1B

tg LB

Oder, wenn man Kiirze halber wieder, wie in § 34,
—+ b 4 ¢=s setzt:

o1 /{ "'a)(‘zh__ﬂ
ts4B = |, =

Beispiel. Es sei wieder, wie in § 33:

gegeben : 80 ist: log (3s — a) = 0,3010300
a=— 13 18 =15 log (s — ¢) = 0,9030900
b— 10 1s—a— 2 1,2041200
e—= 17 8 — b= 5 log is +1,1760913
g =230 ls—c= 8 log (3s — b) = 0,6989700
1,8750613

1,2041200

1,8750613

0,3200587 — 1 — 1,3290587 — 2, mithin:
log tg3B—9,6645293 10, also iB—24°47/28,6 u. B=40°34‘ 57“,2.
Ebenso findet man die Winkel A und C aus:

(_r;éA _]{/{93—-‘})(13——£’ 5

1s-(ls —a)

1 ‘/: s —a) (s —0)
R Is- (15— o)

Anmerkung. Mit dem cos des halben Winkels wird die
Jerechnung noch etwas einfacher (s. u. § 63a).
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I auf folgende Weise: Man setze erst 0 als Ganze und das Decimal-
Il zeichen, hinge darauf dem Ziihler eine Null an und dmdlfn-f- mit
dem Nemner, so giebt der Quotient die Anzahl der vollen Zehntel
[ an. welche der Bruch enthilt (an dessen Stelle man aber eine Null
! setzen mufs, wenn der Bruch keine Zehntel enthilt), dem Rest hiinge
man wieder eine Null an, und dividiere abermals durch den Nenner,
so erhiilt man Hundertel, und so fahre man fort bis die Division
entweder aufgeht, oder bis man so viele Decimalen bestimmt hat,
als es die Genauigkeit der Rechnung verlangt. Mehr als sieben
Decimalstellen sind héchst selten erforderlich. Manchmal geniigen
schon zwei, drei oder fiinf. Die letzte Decimale pflegt man um
eine Einheit zu vergrolsern, wenn die folgende eine 5 oder dariiber
| ist. Wollte man von dem Bruche 0,8468 nur die drei ersten Decimal-
- stellen beibehalten, so wiirde 0,847 den wahren Wert genauer
darstellen als 0,846, ersterer ist nur um 3,y zu grols, letzterer
aber um yiyy zu klein. Ldfst sich der Nenner des in einen

Decimalbruch umzuformenden Bruchs in die einfachen Faktoren 2

und 5 auflosen, wie 2 =, —: J% =55 &c., so muls die Divi-

- sion, wenn man sie soweit treiben wollte, jedesmal ein Ende neh-
men: Lilst sich aber der Nenner nicht in die einfachen Faktoren

il 2 und 5 auflésen, wie § ="
| z ; P 2.8
Bl anch niemals aufgehen (317).

- &c, so kann die Division

£y = 0,1875; £=0,875; 51 = 0,0028...

16 211

Man sage niimlich: 16 in 8 Ganze giebt 0 Ganze, 16 in 30 Des
Zehntel giebt 1 Zehntel und 14 als Rest, 16 in 140 Hundertel giebt ‘
8 Hundertel &e. .

Der Grund dieses Verfahrens ist leicht einzusehen, denn ob |
man z. B. nach (§ 48) Zihler und Nenner des Bruchs % erst mit
einer Rangzahl multipliziert, und dann wieder durch den alten |
Nenner abkiirzt und den dadurch entstehenden Bruch nach (§ 51) |
ohne Nenner schreibt, oder ob man dem Zihler die Nullen nach
und nach anhiingt, das ist einerlei. Man hat z. B.
3000 1878

B 1T __n1Q7
I6E T 181000 - 1000 “,]- i.

a"l:nlllel'kllngel'l_, 1) Ist der umzuformende Bruch unecht, so mufs man
natiirlich erst die Ganzen herauszichen und diese statt der Null vor das

Decimalzeichen setzen, z. B. 3! =2,625; 2§ =275 &e.
2) Wenn man einem Decimalbruch rechts noch beliebig viele Nullen an-
hiingt, so wird dadurch der Wert desselben nicht geiindert, indem dies eben-

so gleichgiiltig ist, als wenn man einer ganzen Zahl noch Nullen vorsetzt.

So 18t z. B. 0,54 = 0,540 = 0,5400 &c. Man kann also, wenn es die Gleich-

formigkeit fordert, mehreren Decimalbriichen durch angehiingte Nullen leicht
: gleich viele Decimalstellen geben, d. h. sie gleichnamig machen.

3) Wenn beim Verwandeln eines gewihnlichen Bruchs in einen Decimal-
bruch die Division kein Ende nimmt, so miissen, wenn die Divison weit
genug getrieben wird, notwendig einige Decimalstellen immer in derselben

BADISCHE
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Auflésung. Die Rechnung wird am leichtesten, wenn man
erst die beiden andern Winkel A, B, und dann die dritte Seite
sucht. Der eben bewiesene Satz (§ 36) giebt uns:

A—B a—0b  A4+B
g e TF oy e

: 2 a-+b ° 2
- : - 5 + 80t —C
Nach dieser Formel findet man, da A 2 B =L = be-
L AR : ¥
kannt ist, > dann aus der halben Summe und halben
Differenz, die Winkel A und B selbst. Es ist niimlich:
A+ B - - a
B 00 — 10 =385°286"; a--b="51612,06: a —b 0389,28
7 i B A, B
log tg—L E 9,8514229 — 10 3 - B 359 23 64
s I ' 2" 2
tog (a —1) R e
5T 172145
log (a -+ b) A 420 44' 51"
K F 4 980 14914
log tq : = b 9,1113040 — 10 £ A
Die Seite ¢ findet man jetzt nach dem Sinus-Satz:
( sin C log sin C = 9,9750658 — 10
a  sinA log @ — 4,4843094
__asinC 4,4593752
~ sinA log sin A —9,8317217 — 10

log ¢ — 4,6276535
' ¢ = 42428,08.

38a,

Will man aus zwei Seiten @, b und
dem eingeschlossenen Winkel C die
itbrigen Stiicke direkt berechnen, so
kann man dies zwar auch, aber die
Formeln fallen fiir die numerische Rech-

nung sehr unbequem aus, weshalb man sie auch in der Regel
nicht anwendet, sondern wie in § 37 verfihrt.
1) Zur direkten Bestimmung der Seite ¢ folgt aus dem
I Cosinus-Satz (8 30“ cos ([ = & _'—;;;5-_—6 fulgl!lll
2ab - cos C = a® 4+ b* — ¢?,
¢ —a® + b* — 2ab-cos ¢ und daher

¢ —=7Va®+b2 — 2ab cos C.

BADISCHE
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Zu berticksichtigen ist, dafs das Glied 2ab cos C fiir einen
stumpfen Winkel C nicht subtrahiert, sondern addiert wird, weil
der cos eines solchen Winkels negativ ist (s. §§ 30 u. 32). Wire
daher C 900 e Y, 80 ist — 2ab - eos 0 — — 2ab - cos (900 + )=
— 2ab- (— sin y) [5. § 82] = 4 24ab sin 7, oder es ist

= 'Vf(r” -+ % 4~ 2ab sin Y.

2) Zur Bestimmung des Winkels B aus 2 Seiten @, b und
dem von ihnen eingeschlossenen Winkel C hat man (das Perpen-

dikel AD gefilllt), #; B _ﬁ]]_; oder, da AD — b sin C und

CD = b cos C, also BD — a — b-¢os C

b sin

a—b cos l._‘-

tg B -

oder: cot B— % — [',J e e

b sin C
wobei wieder das Vorzeichen von cos C zu beachten ist. Wiire
der zu bestimmende Winkel B stumpf, so
fillt das Perpendikel AD aufserhalb des Drei-
ecks, In diesem Falle ist dann CD > a, d.i.
b cos C>> a und deshalb in obigen Formeln
die Grifse: a—b cos Q -BD), in sich negatiy.
Nimmt man aber, withrend der Rechnung,
BD als positiv, so geben die obigen Formeln die tang und eot
des Nebenwinkels, durch dessen Subtraktion von 180° man den
gesuchten stumpfen Winkel B hat. Damit also obige Formeln
beide Fille zugleich umfassen, dringt sich hier wieder die Not-
wendigkeit auf, auch die Begriffe der tangente und cotangente
zu erweitern und auch auf stumpfe Winkel auszudehnen, so
dafs also die tangenten und ebenso die cotangenten zweier Neben-
winkel an Grifse vollkommen gleich, aber entgegengesetat, nitm-
lich von stumpfen Winkeln negativ sind. HEs ist z B, tg 1200

tg 60°; cot 1200 -
Winkel bedeutet:

- cot 60. Allgemein, wenn a irgend einen

9 (180° —a) — —¢g g cot (180° —a) = —tg a
oder tga — — tg (180° — @) cot @ = — cot (180° — a)
und wenn man a — 90° 4 b setat (vergl, § 32):

tg (90° 4- 1) — ¢ot b cot (90° 4= 1) — tg D.
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38b.

Um aus 2 Seiten b und ¢ (s. die beiden Fig. zu § 27) und
einem Gegenwinkel C die 3. Seite BC = @ unmittelbar zu finden,
fille man das Perpendikel AD, welches entweder innerhalb oder
aufserhalb des Dreiecks fiillt. In beiden Fillen (s. die beiden
Figuren) ist

CD i1, AD e
_b — C08 ‘__, b — Sin L‘,
folglich CD =1 cos C, AD = b sin C.

Ferner BD = V¢* — AD? = V¢® — b?5in °C.
Fiir die 1. Figur ist nun @ = CD + BD,
fir die 2. Figur a = CD — BD.
Beide fiir @ gefundenen Formeln lassen sich mithin schreiben :
& a=CD+BD=besC+H Ve — b2 sin 2C.

Beide Auflésungen sind mig- Nur 1 Auflésung (mit der
lich, wenn positiv genommenen Wurzel) ist
V& 1% 5in¥0 < b cos C, miglich, wenn
d. i. ¢ — b2.sin 2C << b cos °C, V& — b2 sin °C > b cos C,
2 < b 5in °C + b2 cos °C, | also wenn ¢ > b.
¢ < b2 (sin 2C 4+ cos 20), (Die Ableitung wie auf der
=1, linken Seite.)

also wenn ¢<_0.

38¢.

Um den Flicheninhalt aus 2 Seiten ¢ und b und dem von
diesen eingeschlossenen Winkel ¢ zu berechnen (s. 1. Fig. des
§ 88a), findet man zuniichst Hohe AD — b sin C und dann
BC-AD a-bsinC
o DA 2

der Flicheninhalt ist das halbe Produkt aus
2 Seiten und dem sinus des von ihnen eingeschlosse-

Flicheninhalt = , oder

nen Winkels.

Aufgabe. Es sei b — 67 Meter, ¢ — 89 Meter, < A
123° 45, Wie grofs ist der Flicheninhalt?

Auflésung. Nach vorstehendem Satze ist der

7L R0 . g1 1230 454 : :
s v G “;ﬁ.- 2981,5 sin (900 330 45)

= 2081,5 cos 83° 45 (s. § 82) = 2479,027 [Jm.
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Hiermit ist die eigentliche ebene Trigonometrie, welche nur
die Regeln verlangte, aus gegebenen Jestimmungsstiicken eines
Dreiecks, die dadurch bestimmten. nicht durch Zeichnung, sondern
durch Rechnung zu finden, im allgemeinen entwickelt. Fs fohlen
nur noch 2 in besondern Fillen anwendbare Niitze (§ 63 a,

[ und II).

39.

Aufgabe. Es sind die beiden Diago-
nalen eines Vierecks gegeben AC — d,
BD d, sowie der Winkel v, den sie
miteinander bilden:; man soll hieraus den
Flicheninhalt des Vierecks bestimmen.

Auflésung. Denkt man von B und D auf AC d die
Perpendikel p und p* gefillt, so ist erstlich p BG sin v und
p' = DG - sin v, mithin F — 1d - BG sin v - 3d - DG sin v und
hieraus, weil BG 4~ DG d':

F — fzrlff‘ sin v,
40 a,

Aufgabe. Die Hiohe SH h eines Turmes (Berges) zu
bestimmen.
Auflésung. Man messe zuerst eine horizontale Stand-

linie AB ¢, und dann mittelst eines Winkelmessers. dessen

Limbus vertikal gestellt werden kann, die beiden Winkel ¢ und g,
dann ist der W |u|\(! bei S o

r sin 3 e sin

- #, und man hat zuerst aus
i ! e sin - sin 3

: 4 : = dann SK —rsin e —2on =

¢ sin(e—pf) sin (e — ) sin m_ B2

wozu nun noch die Hshe BC' des Instruments addiert werden muls.

Baden-Wiirttemberg



Aufgabe. Es sind die Ra-
dien zweier Rollen gegeben,
R=38m, » = 1m, sowie der
Abstand ihrer Mittelpunkte
CO=e¢=6m. Man sucht
die erforderliche Liinge [ eines
darum zu legenden Riemens.

Auflésung. Weil der Rie-
men in den Endpunkten der beiden umschlungenen Bigen die
Rollen bertihrt, so sind die Winkel bei T, ¢ rechte, Zicht man
OA | tT, so ist CA —=R —» und man hat zur Bestimmung des
unbekannten Winkels

AC R—r 5 Ll
cos m = 55 , Woraus m — 70° 31/ 43“ 6
oder m — T70°52878,

Da nun £ ¢0OB=m, tBt — 2m und
360° : £ ¢B¢ — Umfang des Kreises O: Bog. tBf, d, i.
360" : 2m — 27r : Bog. {B¢, so ist

Bog. tBt' :':'m der entsprechende Bog, TT' — ".{E]lr..{'i”', daher
Bog. TDT' — 2x#R JT(;[‘.{}.M, terner
Tt = OA — e sin m, folglich
TEY 1
1= 2e sin m + '!1:‘:“ +27zR — I;:l , oder
l=2esinm-+ & 2R —1:; (R — 1"]. — 25,24 Meter.

Findet eine Kreuzung
des Riemens statt, so ist
offenbar:

OA R-4»r
0c™ ¢
m — 48° 1123

CO8 W =

: i ]
l—=2esinm—+ |2 (R+r) — :H'l (R~ )|, oder
S : it m' AT
l—=2esinm-+m(R41r)(2— 'I-'-.J - 27,35 Meter.
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40 ¢.

Aufgabe. Die Erde, als Kugel betrachtet, sei der Umfang
eines grifsten Kreises \qu itors) — 5400 Meilen, mithin der Ra-
dius desselben r — 859,4367 Meilen (6377390 Meter) und ein
Bogen von einem (n.lde 15 Meilen (1 Meile — 7420,44 Meter).
Wie lang ist hiernach die Sehne ¢ eines Bogens von einem Grade
und die mit der Sehne parallele, zwischen den verl: ingerten Radien
enthaltene Tangente T dieses an ns?

Auflgsung. Man findet leicht:

¢ = 2r sin 30' = 14,99981 Meilen — 111305,2 Meter,
T=2r #g 30’ = 15,00038 Meilen 111309,2 Meter.

Es ist mithin die Sehne nur am 1,4 Meter kiirzer und die
Tangente nur um 2,6 Meter Linger, .1]: der Bogen, Dies zeigt,
dafs man in vielen Fillen bedeutende Stiicke von der Erd-
oberfliche als eben betrachten kann.

40d.

Aufgabe. Wie grofs ist der Radius + eines Parallelkreises,
dessen geographische Breite b — 53°, und wie grols ist die
Linge s eines Grades dieses Parallelkreises, wenn der Radius
des Aquators » 859,4367 Meilen, ein Grad des Aquators also

15 Meilen?

Auflsung. In der Fig. zu § 7 bedeute A den Aquator,
B den Pol, ¢ = 53¢ geogr. Breite, dann ist QM — CP der Ra-
dius ' des Parallelkreises. Da nun

CP = CM cos e, so ist
r' — 859,4367 - cos 53° — 517,222 Meilen,
Der Umfang des Parallelkreises (dessen Rad. QM) ist = 21",
daher ein Grad desselben
2mr T :

=360 —igg " = 9027225 Meilen.
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