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Erster Teil.
Ebene Trigonometrie.

Einleitung.

Die Elementar-Geometrie lehrt schon, dafs unter allen rium-
lichen Gréfsen das einfache Dreieck insofern sich am wichtigsten
zeigt, als es gleichsam ein Schliissel ist, durch dessen Vermitte-
lung wir zur Kenntnis der meisten iibrigen Figuren gelangen.
Kreis und Dreieck sind hichst verschiedene Gestalten, aber nur
durch Hilfe des Dreiecks konnten wir die vielen merkwiirdigen

' Eigenschaften des Kreises entdecken, seinen Umfang und seinen
Inhalt finden. Dasselbe gilt von vielen anderen riiumlichen Grifsen,
Kegel, Kugel etc. Nicht allein die reine Geometrie kommt auf
das einfache Dreieck zuriick, sondern fast auch die ganze prak-
tische Geometrie, mithin ganze, fiir das biirgerliche Leben wich-
tige und unentbehrliche Wissenschaften, Geodiisie (Geographie,
Land- und Seekarten), Schiffahrtskunde, Astronomie, Mechanik,
Optik etc. konnten erst in neuerer Zeit durch eine vervollkomm-
nete Theorie des Dreiecks (Trigonometrie) fest begriindet, prak-
tisch sicher und fruchtbar gemacht werden. Aus diesen Griinden
ist die vollstfindige Theorie des Dreiecks (Trigonometrie) von
so grofser Wichtigkeit fiir die Wissenschaft selbst und fiir das
praktische Leben, und man kann behaupten, einer der wich-
tigsten Teile der gesamten Mathematik, und deshalb ein griind-
' liches Stucium derselben die darauf verwandte Zeit und Miihe
reichlich lohnend.

Aus der Elementar-Geometrie wissen wir, durch welche von

den sechs Bestandteilen eines Dreiecks (drei Seiten und drei
1

Libsens Trigonometrie.
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Winkel) die iibrigen bestimmt sind, mithin das ganze Dreieck
vollkommen bestimmt ist, niimlich durch:

1. Zwei Seiten und den eingeschlossenen Winkel.

2. Eine Seite und die beiden anliegenden Winkel. o
3. Alle drei Seiten. al

4, Zwei Seiten und den der grifseren dieser beiden Seiten
gegeniiber liegenden Winkel.
[ Auch lehrt die Geometrie das Verfahren, wenn irgend drei

dieser Bestimmungsstiicke der Grofse nach gegeben sind, die

dadurch bestimmte Grifse der iibrigen drei Stiicke durch Kon-
struierung des ganzen Dreiecks zu finden.

In rein theoretischer Hinsicht lilst sich gegen die Richtigkeit
dieses zeichnenden Verfahrens auch nichts einwenden, in prak-
tischer Hinsicht aber, wo maglichste Genauigkeit gefordert wird,
ist dieses Verfahren, wegen Unzulinglichkeit unserer Sinne und
Unwollkommenheit der beim Konstruieren gebrauchten Werkzeuge,

hiichst selten zuverlissig und g‘cniigwud. oft auch ganz unausfithrbar,
Um dieses einleuchtend zu machen, be-
dart’ es nur eines Beispiels aus der Geodiisie.

Angenommen: es solle die Entfernung v
eines Punktes, S, von einem Punkte, A, g
bestimmt werden. Ist die Entfernung
wegen eines zwischenliegenden Hinder- Al

nisses nicht unmittelbar zu messen, so

muls es durch Hilfe eines erst zu bilden-

den Dreiecks geschehen,

Es werde deshalb eine beliebig grofse sogenannte Standlinie, Ve
AB, unmittelbar und maglichst genau gemessen, ebenso die beiden Ver
Winkel A und B an derselben, mittelst eines bis auf die Sekunde die
genau messenden Winkelmessers, i

z. B. AB—800 Meter, =~ A—"78" 14 36"; «~ B=285"2(" 17“. i

Wollte man nun aus diesen in Zahlen gegebenen Grifsen
die fragliche Liinge der Linie AS durch Zeichnung finden, so
miifste man erst ein fihnliches Dreieck konstruieren, und also nach
einem verjiingten Mafsstabe eine Linie, ab==800 Meter, auf einem

Zeichenbrette abstecken und hieran die Winkel ¢« —=A, =B
i zeichnen. So grofs dann die Linie as, nach demselben ver-

jingten Malsstabe gemessen, ist, so grofs miilste AS in der
Wirklichlkeit sein, wenn das mit ABS iihnliche Dreieck abs voll-
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kommen genau gezeichnet wire, Diese Genauigkeit ist aber
durch Zeichnung schon deshalb nicht moglich, weil sich die, bis
auf die Sekunde genau gemessenen Winkel nicht so genau wieder
zeichnen lassen, Ein paar Minuten grofser oder kleiner kinnte
aber, namentlich wenn die Summe der beiden Winkel A, B nahe
an 180" kdme, einen Fehler verursachen, wodurch die Linge
von as, also auch AS um mehr als die Hilfte zu grols oder
zu klein ausfiele, abgesehen wvon der grolsen Umstindlichkeit
dieses zeichnenden Verfahrens, und dafs aufserdem der Durch-
schnittspunkt s eine so grolse Entfernung von ¢ und » haben
konnte, dals die Linie as, bs fast parallel liefen, auf dem Zeichen-
brette, und wenn es auch die Grofse einer Provinz hiitte, gar
nicht zum Durchschnitt kiimen, und deshalb gar keine Zeich-
nung moglich wire. Eben so ungenaue Resultate wiirde das
Konstruktionsverfahren geben, wenn man darnach aus den drei
in Zahlen gegebenen Seiten eines Dreiecks die Grifsen der da-
durch bestimmten Winkel in Zahlen genau finden wollte.

Diese Beispiele, deren wir nicht nur aus der Geodssie, son-
dern auch aus anderen Teilen der angewandten Mathematik noch
viele anfithren kinnten, wo man nimlich aus den in Zahlen ge-
gebenen Stiicken eines Dreiecks die dadurch bestimmten mit
méglichster Genauigkeit finden soll, zeigen deutlich, dafs dies,
aus angefithrten Griinden, durch geometrische Konstruktionen
durchaus unméglich ist, und dafs wir in allen solchen Fillen auf
genaue und sichere Praxis entweder ganz verzichten, oder noch
ein anderes, von unsern Sinnen und Werkzeugen unabhiingiges
Verfahren erfinden, kurzum, die Theorie des Dreiecks erst noch
vervollkommnen miissen, und es fragt sich nun, ob und wie sich
dieser wichtige Giedanke, den, wie wir eben angedeutet, nicht
miilsige Spekulationen, sondern vielfache, rein praktische Bediirf-
nisse hervorgerufen habe; verwirklichen lasse?

Der Einfall: Hilfe in der Arithmetik zu suchen, stellt sich
hier von selbst ein. Denn, konnten wir allgemeine arithmetische
Regeln finden, nach welchen man aus den in Zahlen gegebenen
Stiicken eines Dreiecks die dadurch bestimmten Stiicke berechnen
konnte, so wiire damit jener Gedanke offenbar verwirklicht, weil
alle durch Rechnung erhaltenen Resultate reines Produkt des
Geistes, mithin von der Unzuliinglichkeit unserer Sinne ganz un-
abhingig, also vollkommen genau und zuverlissig sind, wie es
die Arithmetik selbst ist.

—
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Dalfs solche allgemeine arithmetische Regeln existieren miissen,
lifst sich wenigstens mutmafsen. Auch sind diese Regeln, obwohl
die Wissenschaft, zu ihrem eigenen und zum grofsen Nachteil
der Praxis, wegen vernachlissigter Ausbildung der den Alten
fast giinzlich unbekannten arithmetischen Wissenschaften, sehr

lange darauf warten mulste, in den letzten anderthalb hundert -
Jahren gefunden, und machen zusammen nun denjenigen Teil der
' Mathematik aus, welchem man den Titel Trigonometrie (Dreiecks-
rechnung) giebt,
Der Zweck und Degriff dieser jetzt zu bildenden Wissen-
1 schaft ist vorliufiz nun wohl so deutlich ausgesprochen, dals der
Anfiinger, dadurch vorbereitet und angeregt, auf den Gang der
Erfindung und Entwickelung gespannt sein wird.

Denn so leicht ist die Sache nicht. Und wer den unauf-
haltsamen Fortschritt in den Wissenschaften mit Aufmerksamkeit
betrachtet und \\-ahmimmt, auf welche sinnreiche Weise der
menschliche Geist scheinbar uniiberwindliche Schwierigkeiten zu
beseitigen weils, der wird auch hier das Verdienst desjenigen

{ anerkennen und dessen Scharfsinn bewundern, der als der erste
Erfinder der Trigonometrie betrachtet werden muls. Auf welche
sinnreiche Weise er zu Werke gin

g, wollen wir jetzt zeigen,

Durch die ln‘i:crlvguug, dals jedes Dreieck durch ein Per- 4
pendikel immer in zwei rechtwinklige zerlegt werden kann, und i
deshalb die ganze Trigonometrie auf die des einfacheren recht-
winkligen Dreiecks zuriickkommt, war die allgemeine Aufgabe -
vorliufig auf die weit einfachere gebracht: aus beliebigen in
Zahlen gegebenen Bestimmungsstiicken eines rechtwinkligen
Dreiecks die iibrigen Stiicke desselben durch Rechnung zu finden;
und es war ein sehr glicklicher, gleich auf die beste und be-
quemste Methode fithrender Gedanke, durch Herbeischaffung fol-
gender Hilfsgrolsen diese Aufgabe leicht zu losen.

Man denke sich, sagte der erste Er-
finder, auf dem einen Schenkel eines be-
stimmten Winkels, B, ein beliebiges Stiick, W
BC, abgeschnitten und von dem End-
punkt C eine Senkrechte, CA, auf den
andern Schenkel gefiillt, so entsteht ein
bei A rechtwinkliges Dreieck, dessen Seiten a, b, ¢ heilsen mogen.
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Denken wir uns die Liingen dieser Seiten nach einer beliebigen
Lingeneinheit gemessen und durch Zahlen ausgedriickt, so ist
klar, dals die Verhiltnisse von je zwei dieser Seiten oder die un-
benannten Quotienten, die je zwei Seiten durch einander dividiert
e

3 ] ?

/
aeben | wie
- i i [ |’

) durch die Grilse des Winkels B voll-
kommen bestimmt sind.,
Wiire z. B. < B =2309, so wiire:

b t b &

1 1./9 1. /9

P & SV =S sk

113 4
Denn denkt man den Winkel B=230° auch unterhalb BA ange-
tragen und CA bis D verlingert, so ist BCD ein
gleichseitiges Dreieck (weil jeder Winkel— 609),

folglich b= }a; ¢ =v/a®* — (1a)?* = }ay/3, mithin
o e ¢ _l_r{]',”f’) » b ig 1 -.r,r':%
3 1. 2 14/9. 3 : !
R @ T¥es jay3 Y3 3B J
[ ].«r \3
S
: b la o

Ferner ist auch klar, dals diese vier Quotienten nur von
der Grolse des Winkels B, nicht aber von der absoluten Grélse
der Seiten @, b, ¢ abhiingen; denn wird eine dieser Seiten, z. B.
BC=a, 2, 3'**nmal so grofs genommen, so werden (vermige
Ahnlichkeit der Dreiecke) auch die beiden andern Seiten b und ¢
in demselben Verhiiltnisse gréofser, und die Quotienten bleiben
deshalb fiir denselben Winkel noch dieselben. In der Figur zum
MP AT
CM™ €T
Andern sich jedoch die Winkel, so #ndern sich
auch die Quotienten,

Wiire z. B. =~ B— 45% so wiiren die er-
withnten Quotienten:

. 7. Satze ist z. B. fiir denselben .~ a das Verhiiltnis

(

b ¢ b
— =l =g die =1, —=1;
a Vii @ Sl e !

Denn wenn in dem bei A rechtwinkligen Dreieck CAB der |
| Winkel B=—45" ist, so ist auch .~ C=—=45°, und die beiden Katheten
b und ¢ sind einander gleich. Setzen wir die Liinge dieser

n = s " .
i - sind iiberfliissig.

. . . (1)
) Die beiden Quotienten -,
b’ e
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gleichen Katheten = 2, so ist: #*-}-2?—a? oder #®— l4?, mithin

b ay's ¢ ay'y
; 1 £ o ; ey I N 2 714
@ =ay'}; folglich, wie oben, e Ratan h S il ot ek o & 5
|r: (42 ;1‘ ol
= ]'r“ —1 ete. X
c a V L I

Kiénnte man nun diese vier Quotienten, wie hier fiir 309
und 45° auch fir jeden andern Zustand des Winkels B. von
0% bis 90° berechnen, und dann alle nebst den zugehorigen b
Winkeln in einer Tabelle leicht iibersichtlich zusammenstellen, d
etwa so:

| ' Quotienten $0 leuchtet der grolse prak- d
o b e b ¢ tische Nutzen einer solchen {

Winkel ische zen (.n a1 wr]{.]l!.-l )

a @ ¢ b Tabelle leicht ein, und wir E

SO TS TN T wollen zeigen, dafls durch di
: i Anfertigung derselben die i
: Aufgabe der Trigonometrie d
schon so gut wie gelost wiire.

800 ()f () 1 14/3 | 14/3 /93 p .
ot 2 A e Denn wiiren dann von einem

I ] i rechtwinkligen Dreieck (und
. . : darauf kommt, wie gesagt, f
459010 v§ | v3 1 1 alles zuriick) zwei Bestim- z

: - : . mungsstiicke gegeben, so

kiéinnte man mittelst einer
solchen vollstiindigen trigo-
, nometrischen Tafel die iibri-
gen Stiicke durch eine einfache Multiplikation oder Division sehr
leicht berechnen.

Wiiren z. B. in dem bei R rechtwink-
ligen Dreieck GHR der Winkel G =309, die
Hypotenuse GH == 2530 Meter gegeben,
und die dem Winkel G gegeniiber liegende
Senkrechte HR =, so wie auch die ihr
anliegende GR = y zu bestimmen verlangt,
so giebt offenbar # durch » dividiert denselben Quotienten, welcher

in der ersten Spalte der Tafel neben dem Winkel von 30¢ steht;

daher __):_m -1, und hieraus durch eine leichte Multiplikation
et Ia X .
s . - : 1 =
@=1265 Meter. Ebenso ist der Quotient ‘1"'{3{} fiir den Winkel
“al

G =30 vollkommen bestimmt. Sucht man diesen Quotienten

BADISCHE 2
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neben dem Winkel von 3809 in der zweiten Spalte, so ist
- S

2::;”-. 3V3, also y=2530- ‘;, Einen gleichen Nutzen gewiihren
offenbar die beiden andern Spalten, wenn von einem rechtwink-
ligen Dreieck eine Kathete und ein spitzer Winkel gegeben sind;
auch merkt man wohl schon, wie die Tafel (als vollstindig voraus-
gesetzt) dienen kann, um in einem rechtwinkligen Dreieck die
beiden spitzen Winkel zu bestimmen, wenn irgend zwei Seiten
desselben gegeben sind,

Der grofse Nutzen einer solchen vollstindigen Tafel ist aus
dem Gesagten nun wohl einleuchtend, und der Erste, der den
Gedanken an eine solche Tabelle fafste, mufs als der eigentliche
Erfinder der Trigonometrie betrachtet werden, denn alles folgende,
die ganze Trigonometrie, ist nur Bearbeitung und Ausfithrung
dieses Gedankens, woran nun Viele teilnehmen und ihren Scharf-
sinn zeigen konnten, und den die Zeit bald zur Reife bringen
mulste; denn eines folgt aus dem andern fast von selbst. Hier
gilt wieder, was Descartes von den Fortschritten der Mathe-
matik tiberhaupt sagt: ,wenn man nur erst die zwei oder drei
ersten Glieder hat, so ist es micht schwer, auch die tbrigen
zu finden.“
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Erstes Buch.

Benennung der trigonometrischen Funktionen. Be-

rechnung derselben. Grenzen, zwischen welchen

sie enthalten sind. Einrichtung der trigonometri-
schen Tafeln.

Benennung der frigonometrischen Funktionen.

1)

. . 3 . » - IrJ [ H IrJ e
Die in der Einleitung erwithnten vier Quotienten: g e e =
)
welche in einem rechtwinkligen Dreieck, ABC, in bezug auf

einen der beiden spitzen Winkel, B, je zwei Seiten durch ein-
ander dividiert, geben, sind, wie wir gesehen haben, dorch die
Grilse des Winkels B vollkommen bestimmt, und also Funktionen
dieses Winkels (Algebra § 148). Man benennt sie deshalb mit dem
gemeinschaftlichen Namen: trigonometrische Funktionen
oder goniometrische Funktionen. Da nun aber von die-
sen vier trigonometrischen Funktionen bald die eine, bald die
andere gebraucht wird, so ist es, um Verwechselungen und Weit-
Linfigkeiten im Vortrage zu vermeiden, offenbar notwendig, jede
mit einem eigenen Namen zu benennen. Diese Namen sind,
wie alle Eigennamen, urspriinglich ganz willkiirlich, und der An-
tinger mufs deshalb in den folgenden etwas seltsam klingenden
Namen keinen verborgenen Sinn suchen wollen,

2]

Man nennt néimlich in jedem recht-
winkligen Dreieck, ABC, in bezug auf einen
der beiden spitzen Winkel, z. B. .~ B:

1. sinus des Winkels B (sprich kurz:

sinus B): die thm gegeniiber liegende
I{I

(1

Kathete durch die Hypotenuse dividiert, In Zeichen: sin B
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2. cosinus des Winkels B: die ihm anliegende Kathete

durch die Hypotenuse dividiert, In Zeichen: cos B— :;
3. tangente des Winkels B: die ihm gegeniiber liegende
Kathete durch die anliegende dividiert. In Zeichen: {gB— f’
(Lies: ,Tangente B* oder ,tangens B“.) -
Be 4. cotangente des Winkels B: die ihm anliegende Kathete

. > - gty e e
durch die gegeniiber liegende dividiert. In Zeichen: cot B— b
J

(Lies: ,Cotangente B* oder ,cotangens B*.)

Diese vier Kunstwirter und ihre Bedeutung muls der An-
fiinger sich wohl merken, so wie auch, dals die trigonometrischen
Funktionen (sinus, cosinus, tangente und cotangente) abstrakte
Zahlen, nicht aber Linien sind, und also das Wort fangente hier
eine ganz andere Bedeutung hat, als in der Geometrie, wo es
eine berithrende Linie bedeutet, wiewohl letztere zu jenem trigono-
metrischen Begriffe Veranlassung gab (s. Fig. zum 7. Paragraph:

AT
AC”
Die Lehre von den trigonometrischen Funktionen und ihren

ta a

gegenseitigen Beziehungen nennt man Goniometrie. Tri-
gonometrie ist die Anwendung derselben auf Berechnung der
Dreiecke und ihrer Teile.

Anmerkung. Die Ausdriicke cos und cof entstanden in fol-

¢ : ;
gender Weise, Es ist sin C = —, d. i der sin. des Komplement-
@’

: ¢ : s L Fe 7
winkels von B —=—, oder: complementi sinus B= + abgekiirzt :
i a

: ¢ 4 : e
co, sin. B= und endlich cosin B—= =
8

Berechnung der trigonometrischen Funktionen.

3.
Mit der urspriinglichen Berechnung der trigonometrischen
Funktionen verhiilt es sich, gleichnisweise, wie mit der urspriing- )

lichen Berechnung der Logarithmen, Als man diese sehr miih-
same Arbeit unternahm, waren die kurzen und leichten Methoden,
welche die seitdem erfundene hohere Mathematik jetzt darbietet,
noch nicht bekannt, und wir miissen uns deshalb auch, weil
wir die hohere Mathematik hier nicht als bekannt voraussetzen
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diirfen, damit begniigen, an ein paar Beispielen die Moglichkeit
der Berechnung nach dem iltern mithsamen Verfahren zu erkliren.
Die ersten Berechner der trigonometrischen Tabellen haben der
Wissenschaft einen unschiitzbaren Dienst geleistet, und wir konnen
auch hier wieder von ihnen sagen, dals sie ither diese sehr miih-
same Arbeit ihr Leben verkiirzt haben, um das unsrige zu verliingern.
Die Moglichkeit, die trigonometrischen Funktionen zu be-
rechnen, erkannte der erste Erfinder darin: dafs man die Seiten
aller regelmiilsigen Vielecke, welche man konstruieren kann, auch
blofs durch Hilfe des pythagoriiischen Lehrsatzes, der sich hier in
seiner grifsten Wichtigkeit zeigt, zu berechnen imstande ist.

4.
In der Elementar-Geometrie ist néimlich § 194 gezeigt, dafs
man aus dem radius eines Kreises die Seiten AG, GH, AB... aller

regelmiifsigen Vielecke von 4, 8, 16, 32, 64,...;76, 12, 24,....: :
B, 10,.20,5.35 16, 80,060, - -, Seiten berechnen kann. Da nun

die, diesen Seiten am Mittelpunkt gegentiber liegenden Winkel
: i beziehlich 90°, 45° 22°30‘....; 120° 609, 3004, ; 120,786%

18°....; 249 12° 6°... sind, und die Hiilfte jeder berechneten
b ? ] ) N
Vielecksseite, wie z. B. BD, durch den

radius CB dividiert, niimlich : den sinus

BD
CB
des entsprechenden halben Winkels am
; : (BD
Mittelpunkt giebt, | OB~

\CB
aus dem radius CB und der halben Vielecks-
seite. BD auch leicht das darauf gefillte
Perpendikel CD, mithin auch der cosinus,
dann die tangente und cotangente vom Winkel BCD, niimlich:
CD BD €D

OB’ O BD finden sind, so hat man zuerst die trigonometri-

sin BCI Pj_. dann

schen Funktionen von tolgenden Winkeln:

450 300 360 120
220 30/ 15 18° P

130157 70 307 go 30 .

508780 89 45/ 40 30/ 10 80¢ |

; 2048/ 45%  1052/30“ 2015 0° 45° i
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Wiire z. B. AB die Seite des regelmiifsigen Sechsecks, folglich
AB —CB, so ist, wenn man der leichtern Rechnung halber den
radius CB =1 setzt*), BD = 1, ~BCA = 60°, ~BCD = 30°,

daher sin BCD = (B‘g = if oder sin 30°=21. Ferner CD —
V1 —1=vy/4—1y3, also: cos 30° —E:g = {y3; dann fg 30 =
3 BD 2 1 /3 CD

i 1+/3 AR
und cot 30° = = 9—1'[—21/3. Die vier

e s A Y .
CD lvy3 8 3 BD 3
trigonometrischen Funktionen des Winkels von 30° sind also:
|

sin 800 =4 =05 t9 800 = ¥ — 05773502

. /3 St : ; = i
cos 300 = -V’} == {),8[)6{]2d] cot 30° = 1'3 — l,{sgon{}s
Aus demselben A BCD ergeben sich auch die trigonometri-
schen Funktionen des Winkels von 60°, denn so grofs ist < CBD.
Es ist nimlich

sin CBD — sin 60— £ — D — 0D — 3y8;
cos CBD = cos 60° —= ]E;E =BD =1};

tg CBD = tg 60° = ](33 = l{i — /35
cot CBD = cot 60° — 2}; h‘l/,% == Vf

Ist AG die Seite des regelmiifsigen Vierecks, so hat man (CA
)]

wieder—1 gesetzt): AG=1/2, also, weil ~ACM = _<CAM = 45°;
AM=—1y/2 und CM = }y/2, daher:

sin 459 = {’V‘j' tg 459 =1
cos 45" —1y/2 By O

Eben so kinnte man fiir die iibrigen angefiihrten unzéhligen
Winkel die entsprechenden trigonometrischen Funktionen be-

*) Niihme man den radius CB, rmal, z. B. 10mal, so grofs, so wiirden
auch die Linien BD, CD eben so viel mal so grols, wobei aber die Quotienten
BD CD
CB’ CB :
halber, CB =1 setzt, wo dann die halben Vielecksseiten BD, AM schon
die sinus, und die darauf gefillten Perpendikel CD, CM, die cosinus der
entsprechenden Winkel BCD, ACM selbst sind, denn es ist sin BCD =

ete., dieselben bleiben, als wenn man, der leichtern Rechnung

BD  BD
e BT,
i e e
]
5 BADISCHE =
) LANDESBIBLIOTHEK
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rechnen. Man sieht aber leicht, dals dennoch eine sehr grolse
Liicke bleibt.

o,

Aus der Erklirung der trigonometrischen Funktionen folgt
aber, und konnte auch vom ersten Erfinder nicht unbemerkt
bleiben, dafs in einem rechtwinklizen Drei-
eck, ABC, irgend eine trigonometrische
Funktion des einen spitzen Winkels, B,
zugleich auch die sinnverwandte ti-
gonometrische Funktion des andern spitzen

! Winkels, C, ist. Der Quotient — z B. ist
| b L a

der sinus vom Winkel B (nimlich die gegenitber liegende W

Kathete durch die Hypotenuse dividiert, § 2), derselbe Quotient

ist aber in Beziehung auf den andern spitzen Winkel (! der
(£

cosinus vom Winkel C. (niimlich die anliecende Kathete durch
die Hypotenuse dividiert). In Zeichen:
I /] b

1 sin B =cos (O frfi; - - cof ()
i a . ¢
¢ se Py ) & 1
cos B= = gin cot B fq C,
1 ] §

Wiire z. B. B—=380% mithin C=90—30

=60° so haben
wir bereits gefunden (§ 4), dals:

o /3 X

sin OOV — ¥ = ¢os 30° ;‘!_J ooy V o= g¢cot 30V i
2 :
2 s AN 2 V3 Q00 '
cos 60° = 1 — sin 30! cot 60° = Y= — ¢4 300, d

1o )
Wiire C=80, mithin B=10", so wiire: .
sin 80" =¢os (90° — 80%) = cos 10" und 7
¢08 80° = sin (90° — 81]“_|| =gin 10", 7

Allgemein, wenn a einen beliebigen spitzen Winkel bedeutet:

sin EE“] —a)=—cos a }':_r; [':Jl] —i)=vcot a
08 (90 — a) =sin a cot (90 — a) =1y a.
Setzt man- in den vorstehenden Formeln a— 45° <+ b, so

erhiilt man
sin [90° — (45° +b)] = eos (45° + b) u. 5. W.

: oder
! | sin (45° —b) = cos (45°+b) tg (45" — D) = cot (459 +4- b)
Co8 {_-i::" —b) = sin (45° —+ b) cot (45° —b) — tg L-i-'._)“ —+ b).
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Anmerkung. Man nennt
sin die Kofunktion (sinnverwandte Funktion) von cos

?

€08 ' n " % o S,

ty " n " " » cot

cot iy ” = - 5ol

6.

Durch vorhergehenden wichtigen Satz ist also — was die
Berechnung der trigonometrischen Funktionen fiir alle Winkel
von 0 bis 90° betrifit — die Arbeit offenbar auf die Hilfte

reduziert, weil man die trigonometrischen Funktionen fiir alle
Winkel von 45 bis 90° erhiilt, indem man nur die sinnver-
wandten Funktionen derjenigen Winkel wieder abschreibt, welche
erstere zu 90 erginzen. So ist z. B.:

sin 46° = cos (900 — 46%) = cos 44,

cos 46° sin (90° — 469) = sin 44".,

sin 47° — cos (90° — 47%) = cos -13”,

cos 47° = sin (90" — 47°) = sin 437,

cot 83° 39’ —=1g (90° — 83 39%) =1g 6° 21",

Es brauchten also die trigonometrischen Funktionen nur fiir
alle Winkel von 0 bis 45° berechnet zu werden. Dies geschah
zuerst mit Zwischenriiumen, welche dann durch Einschalten der
Proportionalteile und durch Hilfe der §§ 45 und 47 ausgefiillt
wurden, nach welchen man, aus bereits bekannten trigon. Funk-
tionen beliebiger Winkel, sehr leicht die trigon. Funktionen fiir
die Summen und Differenzen dieser Winkel finden und dadurch
die gelassenen Zwischenriiume der Tafel ausfiillen konnte. (Der
wilshegierize Anfinger, der die Moglichkeit hiervon einsehen
will, kann schon jetzt die, des Raumes halber hier nicht mit
aufgenommenen, zitierten Siitze §§ 45 und 47 nachlesen.)

[ Y

Durch Hilfe des Kreises lassen sich die
erkliirten vier trigonometrischen Funktionen,
so wie auch der vorhergehende Satz § 5 auf
folgende Weise versinnlichen.

So wie man nimlich die Zahlenbegriffe:
eins, zwei etc. durch die Zeichen 1, 2, 3°**
darstellen kann, so kann man sie auch durch
Linien darstellen. Lifst man die Linie CA

BADISCHE =
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die Zahl eins bedeuten, so stellt offenbar eine zweimal so lange
Linie die Zahl zw ei, eine halb so lange Linie den Bruch } dar ete.

Beschreibt man nun zwischen den Schenkeln eines Winkels,
a, mit der Linear-Einheit (Radius) CA =1 einen Bogen AM
und fillt ven dem Endpunkte M auf CA das Perpendikel MP,
so stellt schon MP (=CQ) den sinus, und COP ( QM) den
cosinus des Winkels « dar, weil hier die Division durch die Hypo-
tenuse, da sie die Einheit ist (CM —= CA — 1), wegfillt, indem
MEL MR M .

CM 1

Um die tangente des Winkels « durch eine einzige Linie zu
versinnlichen, ziehe man durch A eine Beriihrungslinie, welche
den verlingerten Schenkel CM in T schneidet. so stellt, weil
CA 1 ist, die Linie AT die tangente des Winkels « dar: denn
im A ACT ist AT die dem -~ « gegeniiber liegende, AC die
ihm anliegende Kathete,

Um endlich auch die cotangente des Winkels « durch eine
einzige Linie darzustellen, sei der Bogen AM bis zu einem Viertel-
kreise (Quadranten) foxtgefithrt, mithin der radius BC senkrecht
auf AC, so dafs also \der Winkel » den Winkel ¢ zu 90° er-
ginzt. Zieht man nun \n B eine Beriihrungslinie BV an den
Kreis, so ist ~ BVC = ~ACV, weil BV parallel CA, und folg-
lich ist ~ BVC=a. Die Bexjihrende BV stellt nun die Co-
tangente des Winkels « d;n‘\. denn im A BCV ist BY die
dem ~ a(= V) anliegendbKathete, CB die demselben Winkel
BV _BV __BYV.
BC 1

Diese Darstellung erscheint zwar weniger einfach als die in

gegeniiber liegende Kathete und folglich ist cof a

§ 4, dient aber oft zur schnelleren Entwickelung gewisser For-

men und Beziehungen *),

*) Zur historischen Notiz dienend, mige hier noch bemerkt werden,
dals in gder alten Kunstsprache: die Linie AP, als Zahl gedacht (fiir CA=1),
der simus versus des Winkels a, und wenn von M auf BC das Perpendikel

MQ gefiillt wird, die Linie BQ der cosinus versus, ferner die Linie CT die

secante, und CV die cosecante des Winkels a genannt wird, so dals also:

s vers a=1— cos ; co8 vers a=1— sin a; sec a4 = ——: posee q— -

Cos a sin a
(wie aus CP:CM = AC: CT, d. i. cosa:1=1:5¢cc a und aus QC : CM =
BC:CV, d.i. sina:1=1

P O08eC (1 i'nl;_rtl.
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Grenzen der trigonometrischen Funktionen.
8.

Aus der eben gezeigten bildlichen Darstellung der trigono-
metrischen Funktionen oder auch aus dem rechtwinkligen Dreieck
ist nun leicht zu ersechen, dals mit dem
Wachsen eines Winkels auch dessen
sinus und tangente wachsen, cosinus und
cotangente aber abnehmen. Denn es
sei CA—1 der festliegende Schenkel
des Winkels MCA — @, und dessen
beweglicher Schenkel MC==1 in die
Lage M‘C gekommen, so ist der Winkel
MCA grébfser, niimlich M‘CP geworden,
zugleich ist aber auch die ihm gegeniiber liegende Kathete (sein
sinus) MP grifser, némlich M‘P’ geworden, Fillt der beweg-
liche Schenkel MC mit BC (senkrecht auf CA) zusammen, so
wird MP auch=— MC =1, oder was dasselbe ist: in dem Bruche
MP
CM ,
mithin sin 90°=1. Wird dagegen ders Winkel ¢ immer kleiner,
so wird auch sein sinus, MP, immer kleiner, und verschwindet
mit dem Winkel, oder, was dasselbe sagt, in dem Bruche

MP

sina, wird fir @a=90" der Zihler dem Nenner gleit'h,

sina, wird fir @ = 0% - der Zahler MP — 0, folglich

CM

( ) B ] 5 i v
sin (° - oM 0. Die sinus sind also immer echte Briiche
(hochstens = 1).

Der cosinus eines Winkels MCP — @, nimlich CP, wird mit
dem Wachsen des Winkels immer kleiner und fiir a — 909,
wo P in C fillt, offenbar — 0, folglich cos 90° = 0. Dies
folgt auch aus dem rechtwinkligen Dreieck MCP, indem der

cp
CM
— (. Mit dem Abnehmen des Winkels a dagegen

Zihler des Bruches - cos @, fiir a==90% Null wird, daher

cos 9" = 9

2 CM

wird sein cosinus, nimlich CP, immer grifser und zuletat gleich

CA — 1, oder, was dasselbe ist: die anliegende Kathete wird, fiir
P

a 0% der Hypotenuse gleich, daher im Bruche cos a, fir

CM

BADISCHE
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a=(° der Zihler dem Nenner gleich, mithin cos 0° = 1. Die
cosinus sind also auch immer echte Briiche (hiochstens — 1).

Mit dem Abnehmen des Winkels @ wird (fir CA=1) die
tangente AT offenbar immer kleiner und verschwindet mit dem
Winkel, indem dann T auf A fillt, oder in dem Bruche
MP

P ty a, wird, fir a=0% auch der Zihler —0, und der
Nenner gleich CA, —1, daher #y 0°=%-—=0, Wichst dagegen

der Winkel «, so wiichst auch seine fangente, und mufs zuletzt
jede noch so grofse Zahl iiberschreiten. Ist der Winkel «
schon beinahe 90° geworden, so geht die Linie CT fast parallel
mit AT, der Durchschnittspunkt T riickt, mit dem Wachsen des
Winkels @, immer weiter von A, es ist also, wenn a sehr nahe

90° ist, auch CA in AT (oder CP in MP) sehr viele mal
(hundert, tausend, millionen "' mal) enthalten, Wird aber
a=90" so hat (fir CA=1) die tangenie AT alle bestimmten
Zahlen iiberschritten, und ist also unendlich grofs (oo) gewor-
den, daher #g 90° 0. Dasselbe folgt auch: weil in dem
MP ; fir OO0 bt -
op 14 fira=¢ 0%, die gegeniiber liegende Kathete
MP —=BC, und die anliegende Kathete CP —0 wird: daher:
BC
0

Mit dem Wachsen des Winkels MCP — a wird - offenbar die
cotangente BV immer kleiner, und verschwindet fiir a — 909,

wo V auf B fillt, daher cof 90 — 0. Dasselbe folgt aus dem
i
Bruche -cot @, in welchem, fiir a —90° der Zihler (die

MP
anliegende Kathete) CP =0, und der Nenner MP— CM — CB

Quotienten

tg 90° <3 il

wird ; daher cot 90° 0. Nimmt dagegen der Winkel a

]
BC
*) Dividiert man eine Zahl, z B. die Einheit, durch immer kleinere
s S
o gl

= 1000 ete., L::'-:. Eben g0 verhilt es sich mit dem Ausdruck

Zahlen, so wird der Quotient immer grifser, z. I
1

0,001

MP i
cp— tg a. Wiichst « von 0 bis 90°, so wird der Zihler MP immer

- ]Ijl_l;|

grifser, der Nenner CP immer kleiner, und zuletzt, fiir a=90° wird
ME SSBE
7 SR
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immer fort bis 0 ab, so wird die cotangente dabei immer grifser
und grofser, und es giebt keine so grofse Zahl, welche sie nicht
. Wir haben demnach

iiberschreiten kinnte, daher cof 0 —=o
folgende wohl zu merkende Formeln:*)

gin 0 =10 gin 90 =1
cos 0=1 cos 90=10

tg 0 0 tg 90 a0
eot () == oo cot 90 = 0.

Einrichtung der trigonometrischen Tafeln.
9,

In der Einleitung ist gezeigt, dals wir vermittelst der trigo-
nometrischen Funktionen aus den in Zahlen gegebenen Stiicken
eines Dreiecks die dadurch bestimmten Stiicke leicht berechnen
kénnen, und zwar durch eine einfache Multiplikation oder Divi-
sion, Da man diese Operationen aber immer am bequemsten mit
Logarithmen vollzieht, und es also sehr umstindlich sein wiirde,
zu gegebenen Winkeln erst die trigonometrischen Funktionen
und dann zu diesen Funktionen wieder die Logarithmen zu suchen,

| so sind offenbar viel zweckmiilsiger die trigonometrischen Funk-
tionen nicht selbst, sondern sogleich ihre Logarithmen eingetragen.

Da nach den §8 5—8 alle Sinusse, Cosinusse und Tangenten
von 0° bis 45° kleiner als 1 (also echte Briiche), so sind ihre
Logarithmen negativ. Dagegen ist cot 45° — 1, cot 0 — o0, folg-
lich liegen alle Cotangenten von 0° bis 45° zwischen oo und 1
und ibre Logarithmen sind positiv. Es ist daher

sin 30°=1=05 (s § 8),
sin 5= 0,0871557

sin 0° 307 = 0,0087265, und folglich
lg sin 30° = 0,6989700 — 1
lg sin 5" 0,9402960 — 2

lg sin 0° 30 = 0,9408419 — 3.

Um nun in den logarithmisch-trigonometrischen Tafeln Raum zu
sparen, benutzt man die negativen Logarithmen nicht mit ver-
anderlichen negativen Kennziffern, sondern setzt die negative

*y Wir werden simtliche Formeln, so wie wir sie nach und nach
entwickeln, in § 100 iibersichtlich zum Nachschlagen zusammenstellen.

; . : o
LAibsens Trigonometrie. 2
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Kennziffer unveriinderlich — 10, und weil 0 —1 =9 — 19,
0—2=8-—-10, 0 —83=17—10, so ist alsdann
lg sin 30° — 9,6989700 — 10,

(
i lg sin 5° — 8,9402960 — 10, ]
lg sin 0° 30’ — 7,9408419 — 10.
]
In den Tafeln kann nun die negative Kennziffer — 10 weg-

gelassen werden, nur hat man sich zu merken, bei welchen
Logarithmen diese weggelassene

10 hinzuzudenken ist. Wie
schon vorher gezeigt wurde, ist dies bei sin, cos und #7 von
0° bis 45° der Fall, wihrend lg cot 0° bis 45" positiv, also
— 10 nicht zu ergiinzen ist (z. B. cot 40° 1,1917536, folglich
lg cot 400 -0,0761865 ohne 10).

Die Bruhnsschen Tafeln, auf welche wir uns hier allein be- I‘I
ziehen, zeigen 4 Kolumnen, deren U berschriften sin, cos, tg, cot :
fiir den Winkel von 0° bis 45° gelten. Folglich hat man sich §
in den 3 ersten Kolumnen 10 hinzuzudenken, in der 4. Ko- ¥

lumne jedoch nicht, vielmehr enthillt die 4. Kolumne (die letate
rechts) den Logarithmus stets vollstiindig. So findet man z, B.

o 5. 429, 1. Zeile oben: Iy sin 15° 10¢ 0% — 9,4176837 — 10
i saadly Al n + lg cos 34° 40 0" = 9,9151228 — 10
SUSRB AL n ilg tg T°50° 0 =291385417 — 10

5520, 1, : lg cot 30° 20° 0“ — 0,2327450 J

» 493, in der Mitte: lg cos 25° 54/ 50" = 9,9539779 — 10,

10.

Fir die in den Bruhnsschen Tafeln oben angegebenen Funk-
tionen gelten die dariiber (am Kopfe der Seite) stehenden Grade
und die in der 1. Kolumne links befindlichen Minuten und Se-
kunden (s. die letzten Beispiele in § 9). Fiir die
gegebenen Funktionen gelten die darunter (am F
stchenden Grade und die in der letaten Kolumne rechts befind-
lichen, von unten nach oben zu zihlenden Minuten und Se-
kunden, Z. B.

S, 493, letzte Zeile: lg tg 64° 0 0“=0,3118182;

» 498, vorletate Zeile: Iy cot 64° 0 10 — 9,6881283 — 10;

n 493, 6. Zeile v. u.: g cos 64° 0 50 -9,9537155 — 10;

» 394, in der Mitte: Ig sin 80° 34 50% 9,2139446 — 10.
Seite 8374 —607 (6° bis 45° und 450
der Funktionen

unten an-
ulse der Seite)

bis 84°) sind die Logarithmen
von 10 zu 10 Sekunden angegeben (s, die

=
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9 letzten Beispiele). Der vorausgehende Teil, S. 188 bis 372, gilt
fir 0° bis 6° und 84° bis 90° und enthilt die Logarithmen
der Funktionen fiir jede einzelne Sekunde, jedoch sind hier die
Kennziffer und die 3 (resp. 2) ersten Decimalen der Logarithmen
nur nach je 10 Sekunden mit grofseren Zahlen angegeben. Z. B.
S. 269, linke Hilfte, oben: Iy tg 2032 0“—8,6458528 — 10
lgtg 2082 1—8 6459005 — 10
lgtg 2°32'14"—8,6465199 — 10
269, rechte Hiilfte, unten: lycos87°26* 6“—8,6508197 — 10
, 207, linke Hiilfte, unten: Ig fg 89°31¢ 5“—2,0751154
» 227, rechte Hiilfte, Mitte: lgsin 1° 9‘ 29 —83055772 — 10.
Ist in diesem ersten Teile der trigon. Tafel die viert- (resp. fiinft-)
letzte Stelle des Logarithmus mit einem * oder Strich versehen,
so sind die weiter unten folgenden grofser gedruckten Ziffern
vorzusetzen. Z. B.
S. 247, rechte Hilfte: lg eot 1° 49/ 27 —1,4969113,
» 213, linke Hilfte: Ig sin 0° 40 24“ — 8,0700975 — 10,

11.

Die mit d. oder d. ¢. (differentia communis) iiberschriebenen
Kolumnen enthalten die Differenz von je 2 auf einander folgen-
den Logarithmen, Nur im 1. Teile sind dieselben bei den
Cosinussen von 0° bis 6° weggelassen, da sie hier sehr leicht
gebildet werden konnen,

Die Logarithmen der #y und cot haben gleiche Differenzen
(d. ¢.), denn ist (s. § 2)

tyB—=2, 5o ist cot B—, folglich
[H /]

l : bl
tg B .cot B=—. ;— 1, mithin
[ /)

lgtg B+ 1lg cot B=19 1 =0 und folglich
lg cot B—= —1lg tg B.
Sind nun B und B’ 2 in den Tafeln unmittelbar auf einander
folgende Winkel, so ist (da auch
lg cot B =— — lg tg B’ sein muls):

lg cot B—1lg cot B'— —1lg tg B— (— lg tg BY), d. i

lg cot B — lg cot B' =1g tg B’ — lg tg B, also gleiche Diff.
Aus vorstehenden Gleichungen folgt zugleich, dals lg ty a =
(10,0000000 —10) — 1g cot @ und lg cot a —(10,00...—10) —lg tg a.

o's
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Dals ferner jeder Logarithmus fiir 2 sinnverwandte Funk- .
tionen und fiir 2 sich zu 90° ergiinzende Winkel gilt, folgt aus |
§ 5. So ist z. B. (s. S. 433, 1. Zeile oben): !
lg cos 15° 50/ 0/ — 9,9832019 — 10,
lg sin T4° 104 0 =g sin (90° — 15° 50* 0*) — 9,9832019 — 10.

12.

I. Um die Logarithmen der Funktionen von Winkeln zu
bestimmen, die nicht unmittelbar in den Bruhnsschen Tafeln ent-
halten sind, hat man zuniichst zu berticksichtigen, dals die in
‘ den Tafeln angegebene Differenz im 2. Teile (S. 374 bis 607)
fiir 10 Sekunden, im 1. Teile (S. 188 bis 372) jedoch fiir 1 Se- I
kunde gilt und dals fiir zunehmende Winkel die Logarithmen
der Sinusse und Tangenten zu-, die Logarithmen der Cosinusse
und Cotangenten dagegen abnehmen, denn je grifser der Winkel,
desto grolser Sinus und Tangente und desto kleiner Cosinus und
Cotangente.

Es sei z. B. Ig sin 32° 10/ 6“,45 zu bestimmen. 8. 531 findet
||. man in der 1. Zeile oben

lg sin 820 10¢ 0% — 9,7262249.

Daneben steht 335 als Zuwachs fiir 10 Sekunden, daraus folgt
fir 1 Sekunde 33,5 und fiir die gegebenen 6,45 Sekunden: I

83,0 . 6,45 =—=216. Daher
9,7262249

-+ 216 .
lg tg 32° 10 6,45 — 9,7262465 — 10. ;
2. Beispiel. lg tg 87° 27 33,76 ?

Seite 269, Mitte der linken Hilfte findet man:
Iy tg 87° 27/ 33" — 1,3528616.
geben ist, fiir 1 Sek.

Der Zuwachs betriigt, wie daneben angeg
32. Daher [

g

476, folglich fiir 0,76 Sek.: 476.0,76 =3

1,3528616

—+ 362

lg tg 87° 27/ 337,76 — 1,3528978,

IT. Fiir cos und cot weicht die Berechnung von der vor- H
stehenden nur insofern ab, als der aus der Differenz berechnete

Betrag nicht addiert, sondern subtrahiert wird.

1. Beispiel. lg cot 60° 25 46,00 ?
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etwas oberhalb der Mitte findet man:

lg cot 60° 25 40 — 9,7539184,
und als Abnahme fiir 10 Sek. 491, daher fiir 1 Sek. 49,1 und
fiir die gegebenen 6,09 Sek.: 49,1. 6,09 =299. Folglich
9,7539184

S. 515,

209
lg cot 60° 25 46“,09 — 9,7538885 — 10,
2. Beispiel. lg cos 86° 56 35,167

S. 284, Mitte der rechten Hiilfte findet man:
lg cos 86° 56/ 35 — 8,7269588,
und als Abnahme fiir 1 Sek. 394, daher fiir die gegebenen
0,16 Sek.: 394.0,16 — 42, Folglich
8,7269588
— 42
lg cos 86° 5635,16 — 8,7269546 — 10.

III. Fiir die Logarithmen der sin und fg von 0° 0 bis etwa
0° 30“ sind die Differenzen der Zunahme der Winkel nicht pro-
portional. Wiichst z. B. ~ 001004 (s. S. 198 links oben) um
1 Sek., so nimmt der lg sin um 7232 zu, bei einer Zunahme
um 20 Sek. jedoch nicht um 2. 7232, sondern um 7232~ 7220.
Die soeben gelehrte Berechnungsweise wiirde daher auch kein
vollkommen richtiges Resultat geben. Ein solches ergiebt sich
aber, wenn man die Seite 2 bis 185 unterhalb der Logarithmen der
natiirlichen Zahlen angegebene Tabelle in folgender Weise benutat.

Man addiert zu dem Log. der gegebenen Sekundenzahl bei
sin die Zahl S, bei tg die Zahl T.

Beispiel. lg tg 0°19/ 48497

Seite 9 findet man zunichst, dals 0° 1940 — 1180 Sek.,

daher 0°19‘4879—1188,9 Sek.

(2
19

Daneben ist fiir T: 4,6855797 angegeben. Folglich:
lg 1188,9 = 8,0751453 (auf derselben 9. Seite)
+ T —=4,6855797
lg tg 0° 19 48,9 = 7,Tt_il}72_50---~ 10. (Vergl. S. 202, rechte
Hilfte, 12. Zeile von unten.)
13.
I, Ist lg sin oder lg tg gegeben und soll der zugehorige
Winkel gefunden werden, so vermindert man den gegebenen
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Log. um den in den Tafeln enthaltenen nichstkleinern Log.
Der Rest durch die in den Tafeln S. 188 bis 372 angegebene
Logarithmen-Differenz oder. durch den 10. Teil der S. 874 bis 607
angegebenen Log.-Diff. dividiert, giebt die Sekundenzahl, um
welche der jenem niichstkleinern Log. zugehtrige Winkel zu ver-
mehren ist.
1. Beispiel. lgtg x—0,3462691,
S. 483 findet man: 0,3462244—1g tg 659 44/ 40* mit d. Diff. 562.
Rest 447.
Folglich ist &— 65° 44 IfJ‘,J, Sek. (denn fiir je 56,2 nimmt
" der Winkel um 1 Sek. Zu)
650 44/ 40 - 74,95 — 65° 44/ 47 95
2. Beispiel. lgsin x—8,6471413 — 10.
S. 269 findet man: 8,6471380—lgsin2°32/36* mitd. Diff. 474,
Rest 33.
Folglich ist « — 293236 + ‘_‘ Sek. (474 giebt 1 Sek., wieviel
Sek. giebt 33?)
= 2032/ 36 -}- 07.07 2082 36.07.

[I. Fiir cos und cof weicht die Berechnung des Winkels von
der vorstchenden nur insofern ab, als man den gegebenen lg von
dem in den Tafeln enthaltenen nichstgrsfsern Log. sub-
trahiert.

1. Beispiel. lg cos —=9,8650263 — 10,
S. 595 findet man: Ig cos 42° 52 20 — 98650286 (Diff. — 195).
Der gegebene Log. 0263 subtrahiert.
Rest 23,
Folglich ist 2 —22° 41/ 20* - o+ Sek, (fiir eine Abnahme von je
19,5 nimmt der Winkel um 1 Sek. zu)
220 414 20 - 14,03 — 220 414 21,03,

2. Beispiel. lg cot x — 8,5158500 — 10.
8. 249 findet man: lg cot 880 7¢ 17 — 8,5158699 (Diff. — 642).
Der gegebene Log. 8500 subtr.

Rest 199.
Folglich ist »— 880717 - s Sek. (642 giebt 1 Sek,, wieviel
Sek. giebt 1997?)
= 88°7/17“ 4 0,81 — 889 717~ 31.
IIL. Ist lg sin oder Iy tg kleiner als 7,94.... gegeben, so
wiirde der gesuchte Winkel aus dem in § 12, III angegebenen
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Grunde durch den vorstehenden Abschnitt I nicht genau be-
rechnet werden kinnen. Man sucht in diesem Falle in Seito 188
bis 207 den zunichstliegenden Winkel (in ganzen Sekunden) und
bestimmt fiir denselben aus Seite 2 bis 20 das zugehorige S (bei
sin) oder T (bei fg).

Dieses S, resp. T vom gegebenen Iy subtrahiert, giebt den
Logarithmus der Sekundenzahl des gesuchten Winkels.

Beispiel. [y sin x — 7,5528765 — 10. Seite 199 giebt an-
nihernd # = 0° 12/ 17, Fiir diesen Winkel aber findet man
Seite 5:

S = 4,6855739 vom gegebenen lg subtr.:

Rest 2,8673026.
Da diese Zahl — Ig 736,72 (s. S. 133, oberhalb der Mitte), so
ist 2 = 736,72 = 0°1216%,72.

IV. Dem Anfiinger bereitet das Aufsuchen eines gegebenen
Log. oft Schwierigkeiten. Man merke sich daher, dals bei sin
und cos der Log., welcher kleiner als 90,8495 ist, stets in der
1. Kolumne der Bruhnsschen Tafeln, derjenige, welcher grifser
als 9,8495, stets in der 2. Kolumne aufgesucht wird, Bei tg und

cot ist der negative Log. (also 9,....—10 oder 8,....—10 u.8.w.)
stets in der 3. Kolumne, der positive Log. (also Oiees oder
1 u.s, w.) stets in der 4. Kolumne aufzusuchen.

14.

Wie schon oben bemerkt wurde, enthalten die Tafeln nur
die Log. der trigonometrischen Funktionen. Will man daher die
trigonometrische Funktion selbst kennen lernen, so hat man noch
fiir den Log. die absolute Zahl zu bestimmen.

Es werde z. B. fg 16° 17/ 18,9 gesucht,

S. 435 findet man:

ly tg 16° 17 18,9 — 9,4656168 + 78,2. 8,9
9,4656168 -+ 696
— 9,4656864 — 10.
Die Bruhnsschen Tafeln geben Seite 44:
0,4656864 — 10 =1g 0,2922042.

Daher: g 16° 17/ 18,9 = 0,2922042,

Mit diesen Vorkenntnissen ausgeriistet, koénnen wir nun zur
eigentlichen Trigonometrie (Berechnung der Dreiecke) schreiten.
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Zweites Buch.

Berechnung des rechtwinkligen Dreiecks.

15,

il Die leichten Regeln fiir die Berechnung des rechtwinkligen
Dreiecks folgen von selbst aus den Erklirungen der trigono-
metrischen Funktionen (§ 2). Wird nimlich eine Gleichung
zwischen zwei Seiten nnd einem Winkel verlangt, so geben die
beiden Seiten, gehirig zur Division (als Quotient) angesetzt, die
entsprechende trigonometrische Funktion des betreffenden Winkels,
| und man braucht dann diese kleine Formel, im Fall nicht der
t Winkel, sondern die eine Seite gesucht wird, nur noch auf die
’ gesuchte Seite zu reduzieren, wie folgende Beispiele zeigen.

16.
Aufgabe. Es ist die Hypotenuse und ein Winkel gegeben:
a=205,7898, B = 35" 26 14“. Man sucht die iibrigen Stiicke b, ¢, C.
Auflgsung. FEs ist
b
a
folglich b — a sin B und ¢ —a cos B,
oder b —205,7898 sin 35° 26 14
und ¢ =205,7898 cos 35° 26 14,
Ty (sim) 205,7898 — 2,3134239
lg sin 35° 26 14 — 9,7632861 — 10
log b — 2,0767100
b—=119,3191.
lg 205,7898 — 2,3134239
lg cos 35°26° 14" — 9,9110251 — 10
log ¢ = 2,2244490
¢ — 167,6675.
Unmittelbar lst man die Aufgabe in folgender Weise: Ist BC —1,
so ist AC—=sin B, Da nun BC amal so grofs als 1 ist, so mufls
auch AC (—=1b) amal so grols als sin B sein. Oder: Die Kathete

. C 2 3
=sin B und -cos B (§ 2),
(4
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ist — der Hypotenuse multipliziert entweder mit dem sin des gegen-
iiber liegenden Winkels, oder mit dem cos des anliegenden Winkels.
Noch ist .~ C— 90° — B — 90° — 35° 26 14/ — 549 33/ 46",

bite
Aufgabe. Es ist eine Kathete und ein Winkel gegeben,
niimlich: ¢ = 13,00579, B — 65° 18/ 40%,
Man sucht die tibrigen Stiicke b, a, C.

P

Auflgsung. Es ist : -tg B cos B —= :

b=ctgB acosB=c¢
¢

- cos B
log tg B = 0,3375125 log ¢ —1,1141367
log ¢ ] 1141367 log cos B = 9,6208550 — 10
log b 1 4! :1'}-10_’ log a — 1,4932817
b= 2829106 a— 31,18735.
18.

| Aufgabe. Es ist die Hypotenuse  und eine Kathete, b, gegeben:
a — 8798,47; b= 1480,99. Man sucht die iibrigen Stiicke ¢, B, C.
Aufldsung. Man hat:

c 'y"lr..-- =l SR b L 50
¢ Via+1b) (a —b) 17
log (a-b) — 3,7225895 log b — 3,1705522
log (a — b) = 3,3650160 log a = 3 5796087
7,0876055 : 2 log sin B - EI,JUOE}_}___I;__, —10
log ¢ = 3,5438027 B = 22° 56/ 52"
¢— 8497,862 C—67° 3 8

19a.
| Aufgabe. Es sind gegeben beide Katheten: b— 0,8745932,
: ¢— 0,5670073. Man sucht die Winkel B und C und dch‘I\ potenuae a.

Aufldsung. Man hat: — Vi ¢

b ; oder kurzer [mdem man erst
| B & den Winkel B berechnet):
t log b — 0,9418061 il gt b )
' log ¢ = 0,7535886 — 1 sin B
{ log tg B — 0,1882175 log b= 0,9418061 —1
- B 570 2/304 log sin B = 9,9238086 — 10
‘ € — 320 57 214 log a = 0,0179975 :

a—1,042311 ol
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Um Sicherheit und Gewandtheit in der Berechnung
winkliger Dreiecke zu erlangen ,

Gegeben

| m, G

i, ]{

m, p

b, q

LANDESBIBLIOTHEK
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19b,

Auflésung.
p—=m sin G
{J=—m cos G’
p—=—mecos H
q—m sin H
qg—pigH

m = .
08 I[
P
( ) ot (‘ .
| £= T tg (s

'
M= e
Sin (_1
P q tg G
|

m -
cos (3

4
) =—q cotH
i tg H

q
sin H

i

=y (m-+-q) (m q)

. {
sin H {_ cos

m

lq=y/ (m~+p)(m )
leosH '”_ sinG

i

MgH=2 G
M-_ P

M -l,r( J“'_'_:I.._{fib

recht-

wird der Anfiinger wohl thun,
die folgenden 9 Aufgaben mehrmals zu l6sen und d: abei jede
das bei R rechtwinklige Dreieck in eine andere I

bII].}.]
Lage zu bringen,

Anmerkung. Bei der
4ten Aufgabe hat man:

cot G und auch
l}.’

ji
q
(_Hvic}mng folgt

tg G. Aus der Isten

4= p cot G und aus
1 s
der 2ten: ¢ = .. Es ist
tg G
also einerlei, ob man eine
Grofse mit der cotangente
eines Winkels multipliziert
oder durch die tangente des-
selben dividiert und umge-
kehrt. Dies folgt schon
aus § 11, wonach immer
tg G - cot G — 1, mithin:

cot G —=—— und
flﬂ (_I

1

tg G 5
g5 cot &x

Baden-Wiirttemberg
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Drittes Buch.

Berechnung der gleichschenkligen Dreiecke und
regelmifsigen Vielecke.

20.

Das gleichschenklige Dreieck zerlegt man fast stets durch
die Hohe zur ungleichen Seite in zwei kongruente rechtwinklige
Dreiecke.

Aufgabe. Es sind die Schenkel eines
gleichschenkligen Dreiecks und der Winkel
an der Spitze gegeben, nimlich: AB —=AC =
r 1507938 m und ~« BAC = A = 50°
164 48, Man sucht die Grundlinie BC =0,
die Hohe AD —h und den Flicheninhalt F.

Auflésung. Weil durch das Perpendikel
AD das gleichschenklige Dreieck in zwei
kongruente rechtwinklige zerlegt wird, so hat man:

UJ —sin 1A -h- — €08 -‘%A
r ' r
b=2rsin 1A h=r cos A
log sin 1A — 9,6282167 — 10 log cos A = 9,9567793 — 10
log r — 4,1783834 log r = 4,1783834
log 2 — 0,:{1]10301_1 log h— 4,1351627
log b — 4,1076301 h = 13650,94.

b —12812,39

Den Fliicheninhalt F'— 1bh konnte man erhalten, indem man

die fiir 1b und h gefundenen Ausdriicke r sin JA und » cos JA
mit einander multipliziert, dies gitbe F' = 1% sin {A cos 1A. Man
erhiilt aber fir den Inhalt F eine bequemere Formel, wenn man
AB —r als Grundlinie betrachtet und auf diese das Perpendikel

-
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CG —=p fillt; dann hat man aus dem rechtwinkligen Dreieck
: P ; S : : .
ACG, = =sin A, mithin p =1r sin A. Dies mit der halben Grund-
=

linie (JAB = 17) multipliziert, kommt:
% F—1rsinA
log sin A 9,8860260 — 10
2 log r 3_.3-"]‘571':1_'18
log 0,5 = 0,6989700 — 1
log F = 7,9417628
F — 87450600 [Jm.

| 21.
: Bei vorstehender Formel fiir den Flicheninhalt eines gleich-
schenkligen Dreiecks (F = {r? sin A) ist jedoch zu bemerken,
dals, wenn der Winkel A an
der Spitze ein stumpfer ist, das
Perpendikel CG — p, womit die
halbe Grundlinie (}AB = }r) mul-
tipliziert werden muls, aufserhalb
des Dreiecks auf die Verlinge-
rung der Grundlinie fillt. Da
aber aus dem gegebenen stumpfen Winkel A leicht sein Neben-

. S ) L x
winkel ~GAC=180—A zu berechnen und dann? sin(180—A)
3

ist, so hat man: p — » sin (180 — A). Die vorherzehende Formel
fiir den Flicheninhalt des gleichschenkligen Dreiecks: I =12 sin A,

-

konnte also, im Fall der Winkel A -.*-'-tllm}lf wiire, durch F \
1r® sin (180 — A) ausgedriickt werden. Allein dieser Fall braucht L
gar nicht als besonderer betrachtet und durch eine eigene Formel |
dargestellt zu werden. Der erste Begriinder der Trigonometrie z
bemerkte niimlich bald, dafs erstere Formel F — 37? sin A beide g

Fille begreift und folglich allgemein ist, der Winkel A mige &
spitz oder stumpf sein, wenn man nur den Begriff des sinus, der
anfangs auf spitze Winkel beschriinkt wurde, erweitert und auch !'

auf stumpfe Winkel ausdehnt, wobei man dann aber die kleine , 3
Regel zu merken hat: dafs der sinus eines stumpfen Winkels 1
gleich ist dem sinus seines Nebenwinkels, und dafs man — weil
in den trigonometrischen Tafeln keine stumpfen Winkel wvor-
kommen — um den sinus eines stumpfen Winkels mittelst der

Tafeln zu finden, diesen Winkel erst von 180° abziehen und

BADISCHE
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dann zu dem Reste den sinus nehmen muls; so ist z. B.: sin 150" =
sin (180 — 150) — sin 30°, sin 120° = sin 60°, Allgemein, wenn a
irgend einen Winkel, spitz oder stumpf, bedeutet:
sin (180 — @) — sin a.
Zusatz. Setzt man hier ¢ =90" — 1, so entsteht
sin [180 — (90° — b)] =sin (90" — 1), d. 1
8in (90° 4+ b) = cos b,

Diese praktische Formel macht die in der vorhergehenden aus-
gesprochene beschwerliche Subtraktion von 180° entbehrlich. Z. B.:
sin 132043/ 18,7 — sin (90° 4 420 4318,7) — cos 42043/ 1841
22,

Diese Erweiterung des Begriffes sinus hebt aber keineswegs
die § 2 gegebene Erklirung desselben auf, denn es sei ~ABC—=a
ein stumpfer Winkel. Schneidet man
von dem einen Schenkel ein beliebiges
Stiick, BA, ab, fillt von A auf den
andern Schenkel (hier also auf die Ver-
lingerung desselben) das Perpendikel
AD, so kann man dies Perpendikel AD
sowohl dem Winkel @, als auch seinem Nebenwinkel 180°—a
gegeniiber liegend betrachten, und es ist dann, nach der gegebenen
AD ),
~AB

Erklirung, sin a — sin (180 — a) -

23

Aus vorhergehendem Paragraph folgt, dals die sinus zweier
Nebenwinkel vollkommen gleich sind, ferner, dafs der zu einem
bestimmten Winkel gehirige sinus vollkommen bestimmt ist, der
Winkel moge spitz oder stumpf sein. Umgekehrt aber, dals der
zu einem bestimmten sinus gehorige Winkel nnbesnmmt ist, in-
dem zu ihm, aufser dem spitzen Winkel, den man in den 1.1&1:1
aufschligt, auch noch der stumpfe }ebenwmkel gehort.

Ist z. B. sin « = 0,567, so ist lg sin & — lg 0,567 =
0,7535831 — 10 und man findet zunichst in den Tafeln v =
'%J,'-' 32/ 28 66. Es ist aber auch z— 180° — 34° 32/ 28,66
y 450 27 31*,34.

*) Hiitten wir den Begriff des sinus, so wie nun erst hier geschehen,
schon zu Anfang des § 2 auf den stumpfen Nebenwinkel ausdehnen wollen,
so hiitte der Anfiinger noch nicht den Zweck und Nutzen davon einsehen,
also auch nicht mit klaren Begriffen folgen kinnen.
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24 a.

Aufgabe. Es ist von einem gleichschenkligen Dreieck der
Winkel an der Spitze A=140° 16 28“ und die Liinge der Schenkel
AB— AC—=r=—505,67T m gegeben. Man sucht den Inhalt F?

Auflésung. Nach § 21 hat man:

F=1r?sin A 180°
log sin A 9,8055762 —10 A 140-16- 2‘“ _
log r* = 5,4077344 180 — A = 39 43 32,

log 0,5 — 0,6989700 — 1
log F' — 4,9122806
F—81711 Om

24 b,

Aufgabe. Von einem gleichschenkligen Dreieck sind die
Schenkel AB — AC - » —304 m und der Flicheninhalt F 79450m
gegeben. Wie grofs ist der Winkel A an der Spitze?

Auflgsung. Aus der Formel F = 1,2 sin A (§ 24) folgt:

,H'f-;H A —2]:
)2
log F' = 3,9000939
log 2 0,3010300
4,2011239
2 log r 49657472
log sin A — 9,2353767 — 10
also A — 90 54¢ 9/
oder auch A — 170° 5/ 58 (§ 23).

Dals die vollstindige Auflésung hier zwei Winkel geben
mufs, ist leicht einzusehen, weil die beiden Dreiecke CAB und
CAD (wenn man AD — AB nimmt), wegen gemeinschaftlicher
Spitze C und gleicher Grundlinien, AB — AD, auch gleichen
Inhalt haben. Der gesuchte Winkel A kann also sowohl
< BAC= 9°54/2“ als auch ~ CAD —=170°5'58“ sein. Ver-
gleiche Geometrie § 202,

o

25.
Aufgabe. Ks ist der Radius eines Kreises, AC —», gegeben.
Man sucht die Seiten AB — 2, und GH — u, der ein- und um-

geschriebenen regelmiilsigen nEcke, sowie deren Inhalte
f und F,
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Auflésung. Es ist der Winkel ACB —

360 F !
C —, daher: = —sin 1C und
7 3 %
GJ iu :
6r s 12 1C; hieraus:
&= 2r sin 1C f=n-2123in

u=2r tg 1C F=n-w2tg1lC =
Sei z.B. r—1m, n-—7 gegeben, so findet man:
C=151925" 4285 1C=25942/5] Fan- bt =1—85n-r2=17,
log sin $C=9,6373733 — 10  log sin ¢ — 9,8931131 — 10
log 2r = 0,3010300 log n- 1r® = 0,5440680
log # = 0,9384033 — 1 log f=0,4371811
z—=(,8677674 f—2,73641
log tg +C = 9,6826636 — 10  log tg 1C = 9,6826636 — 10
log 2r = 0,3010300 log n-r* = (,8450980
log w = 0,9836936 — 1 log F = 0,5277616
u=0,96315 F=3,371021.

26 a.
Aufgabe. Gegeben: AC—=r—12,5m, ('=—42013 =420, 21667.
Man sucht die Fliche des Kreisabschnitts ADB — F 9
Auflésung. Die Fliche des Ausschnitts

1
ist =27 ‘Si'JU und die des Dreiecks — 142 sin
) 3
(3 21), mithin die Fliche des Abschnitts:
¢ e o=
F =g 360 — ir®sin C, wobei C im ersten
tlol] = "

Gliede der rechten Seite stets in Graden aus-
gedriickt sein muls.

log r* = 2,1938200 log sin C—=9,8273279 — 10
log 7w = 0,4971499 log r* — 2,1938200

log € — 1,6254840 log 0,5 = 0,6989700 — 1

4,3164539 log 3r® sin C=—1,7201179
log 360 = 2,5563025 1r? sin C = 52,495
i
logr2m —— —1,7601514
¥ abl) ;
=) B
i 360 —° 7,56405

F = 5,06905 Om,

-
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26 b,

Aufgabe. Den Inhalt eines Kreissegments AJB, s. Fig, des
§ 25, aus der Sehne AB — a und der Sagitte DJ =i zun
berechnen,

Auflésung. Man ziehe die Gerade AJ und setze ZJAD =g,

dann ist

DJ a 2h
[. ty i AD h: 5 S
Da ~JAD und #BCJ auf demselben Bogen BJ stehen,
so ist 2 BCJ als Centriwinkel 2.2 JAD 2 ¢, daher
; AD a
- AC 4 . Ferner r — AC -
|| ~ ACB { . Ferner 1 A snACD — sindg'
Sektor ACB—ss2- \' B T - _” _ . :I ,[{ . ! % ".r :
360Y 4sin*2q 360 :_‘Inll,r:.zf,r.’
CD _ ¢
;;X_{_.] cot 2"]{, daher CD _; cot 2r!f.
, AABC—AD-CD— - oot 29 = (5 ) cot 2¢. 1\

: g
y ‘ T« [ a\= 3
I, Segment — Sektor — "‘ (=) cot 2¢,
& SO0 sin —'_‘q N T
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Viertes Buch.

Berechnung des schiefwinkligen Dreiecks.

Lehrsatz. In jedem Drei-
eck verhalten sich je
zwel Seiten zu einander
wie die sinus der gegen-
iitber liegenden Winkel.*)

Beweis. Man denke das
Perpendikel AD = i gefiillt, so hat man aus den beiden recht-
winkligen Dreiecken ADB und ADC:

B (1) 1 dividiert man (1) durch (2),
¢
h b s .
3 == 8 C....(2) | so folgt:
1}
b sinB
¢ snC

Da die sinus zweier Nebenwinkel, zufolge des § 21 erweiter-
ten Begriffs, einander gleich sind, so ist der hier ausgesprochene
wichtige Satz: dafls sich in jedem Dreieck die Seiten wie die
sinus der gegeniiber liegenden Winkel verhalten, allgemein giltig,
das Dreieck moge spitzwinklig oder stumpfwinklig sein, denn die
beiden Gleichungen (1) und (2) gelten sowohl fiir Fig. 2 als fiir

Fig. 1. — Denkt man noch vom Winkel C ein Perpendikel
auf die gegeniiber liegende Seite ¢ (oder deren Verlingerung
a sinA

. 0 oafkllt 5o 6 : Qchliisse :
Fig. 2) gefillt, so findet man durch gleiche Schliisse e

| mithin ist allgemein:
azb:c—sinA:sinB:sinC,
*) Ea ist iiblich, die Seiten eines Dreiecks mit kleinen und die gegeniiber
liegenden Winkel mit den gleichnamigen grofsen Buchstaben zu bezeichnen.

Libsens Trigonometrie. 3

o i,
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Dieser sogenannte Sinus-Satz wird immer angewandt, wenn von
einem Dreieck eine Seite und zwei Winkel, oder zwei Seiten
und ein gegeniiber liegender Winkel gegeben sind, mithin jedes-
mal, wenn eine Gleichung zwischen vier Stiicken, die paarweise
gegeniiber liegen, gesucht wird.

IR

Aufgabe. Von einem Dreiecke, ABC, sind
eine Seite und die beiden anliegenden Winkel
gegeben, z.B. 0 —=2057,8m, B-—=54¢1719".
C=41°3910". Man sucht die beiden andern

Seiten b, ¢ und den Flicheninhalt F?
1 Auflésung. Zuerst findet man den dritten Winkel A

180 — (B4 C) —84° 3/ 38“: dann, nach dem Sinus-Satz :

lrﬂ ,f'a;h’ Ji C _i_;,u (_:
a sin A a sinA
SEE sin B sin
folglich b —a = ¢ —q—
& sin A sin A
log sin B = 9,9095280 10 log sin C 09.8225700 — 10
i log a — 3,3134032 log a — 3.3134032
13,2229312 — 10 13,1859732
log sin A — 9,9976624 10 log sin A 9,9976624

log b — 3,2252688

b 1679.843

log ¢ — 3,1383108

Um den Inhalt F zu erhalten. suche man erst das von der
Spitze A auf die Grundlinie a gefiillte I'*‘l‘pundike] h  Weil

h Sl . "
5 sm U, soist: h —=0bsinC, und da, wie vorhin gefunden: e
sin B . sin B d
b=a———, so ist auch: h —qa°. sin U, mithin ist: :
sin A sin A
P 12 sin B - sin i\
2 aln .-'\
-'Ifj_'_f sin B 9,9005280 — 10
.Jrj_r_.r sin U 5700 — 10
log a® 6,6268064
log 0,5 0,6989700 — 1 !
27,0578744 — 21
| frJlr_J' .-\':'-.'r" _-'\ ‘.",'.'5]7!_‘";'_’1 l”

log F = 6,0602120
F 1148714 [Jm,
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Anmerkung. Es ist also sin A — sin [180° — (B + C)]
sin (B+ C), siche § 21. Oder: Der sinus eines Winkels im
Dreieck ist — dem Sinus der Summe der beiden andern Winkel,
Die Seite b hiitte man in vorstehender Aufgabe mithin noch be-
quemer in folgender Weise gefunden:

yoil sin B i asinB : 2057,8 sin 54° 17/ 124
sin A sin(B+C)  sin (54°17/ 12 3 419 39 10%)
2057,8 sin 54°17'12“  2057,8 sin 540 17+ 194 Tk
sin 950 56/ 224 T cos5056:99% (S 326, Zusata).

29,

Aufgabe. Von einem Dreieck, ABC,
sind zwei Seiten b, ¢ und ein der grofsern
Seite ¢ gegeniiber liegender Winkel, C, ge-
geben, Man sucht die iibrigen Stiicke,

Auflosung. Man suche zuerst den, der kleinern Seite 0
gegenitber liegenden Winkel B. Nach dem Sinus-Satze ist

sin B b

sim C ¢
F’

sin B = — sin C.
C

Weil 6 <Ce, so mufs auch B< C, mithin Winkel B jedenfalls
spitz sein.*) Ferner hat man nun A =180 — (B+ (), und dann:
a sinA sin A
R e

Anmerkung, Sind 2 Seiten und der Gegenwinkel der klei-
nern dieser beiden Seiten gegeben, so ist die Auflgsung un-
| bestimmt. Es sind alsdann 2 verschiedene Dreiecke maglich
| (s. Geom. §8 43 und 56).

Aufgabe. b— 19 Meter, ¢ — 23 Meter, .~ B== 4]0 37,
Wie grofs sind die iibrigen Stiicke?
Auflésung. Man suche zuniichst ~ C.

| 2 f’;, folglich sin B — £ .“""—31"-‘3'1-;1—-‘
log 23 = ],%(}1 7278 ]
; log sin 41° 37 — 9,8222621 — 10
1,1830900

| log 19 — 1,2787536
| log sin C — 9,9052864 — 10.

*) Siehe auch Liibsens Elementar-Geometrie (25. Aufl.) §§ 43 u. 56.
3 *
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23 1st

In den Tafeln findet man C — 53° 3037, Nach §

N
aber auch ¢! = 180° — 53° 30’ 87 — 126° 20’ 23, Man hat
demnach 2 verschiedene Dreiecke, das eine mit b — 19, ¢= 23,
B—41°37, C—=53°30/37, das andere mit b—=19, ¢=28,
B — 41937/, C=126° 29 23", Sehr leicht findet sich nun auch
in jedem Dreieck der 8. Winkel und nach dem Sinus-Satze die
3. Seite.

30.

Lehrsatz. In jedem Dreieck istder
cosinus eines Winkels gleich der
Summe der Quadrate der beiden
ihn einschlielsenden Seiten; we-
nigerdem Quadrate der ihm gegen-
itber liegenden Seite, dividiert
durch das doppelte Produkt der beiden ihn ein-
schlielsenden Seiten.™)

Es ist z. B, in Bezug auf den Winkel B:

: a4 ¢ — b*
0s B L
¢ g zﬂf'
Beweis. Denkt man das Perpendikel AD —h gefillt, und
setzt BD =, also DC= 4 — =, s0 hat man: h®=¢* — x* und
auch 2 =101 — (a — x)*; mithin: »* — (s —x)?=¢* —x*. Aus

e 2
: % s a® 4 ¢ — b® g :
dieser Gleichung folgt: x- : . Dieser Quotient durch
s = aa
¢ dividiert, giebt obigen Ausdruck, denn es ist cos B—
c

at4cc—0bn :
Anmerkung, Der Ausdruck x— +; 3 giebt an, wie
2a
weit der Fuhpun]d. D des Perpendikels AD von B gegen C hin
fillt. Wire z. B. =8/, b=16', c—4’, so wire x—2%4, und
es wire dann: cos B =11,

Ist der Winkel B ein stumpfer
(Fig. 2), so fillt das Perpendikel AD
aulserh: 1||_1 des Dreiecks auf die riickwiirts
verlingerte Linie BC, und es ist dann
12> a®+ ¢®. Obiger, fiir den Abstand
des Punktes D von B gefundene Aus-

*) Dieser Satz, der sogenannte Cosinus-Satz, ist wichtig und deshalb
dem Gediichtnis wohl einzupriigen.
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as - {-.2 —p® 5 . .

druck: x =— BT gilt aber auch fiir diesen Fall, wenn
!

man nur das Vorzeichen des Resultats, welches hier negativ wird,

richtig deutet, Wiire z. B. @ —=8m, b —12m, ¢ — 6m, so wiire

11 : ’ ; :
X s, Das Minuszeichen deutet hier nun an, dals der
Fulspunkt D des Perpendikels nicht, wie bei der Ableitung der

' a4 c? — b? : e
Formel x vorliufig angenommen, in der Richtung

2a
BC, sondern in gerade entgegengesetzter Richtung BD um
11 : AE : : :
[ m von B entfernt liegt.*) Nimmt man aber diese negative

Gréfse x= — DB als positiv und dividiert durch ¢, so ist der

S T 1 : 2 :
Quotient —— der cosinus von dem spitzen Nebenwinkel ABD,

durch dessen Subtraktion von 180° der fragliche stumpfe Winkel
B bestimmt wird. Der erste Begriinder der Trigonometrie kam
deshalb auf den nahe liegenden Gedanken: auch den Begriff des
cosinus zu erweitern und auf stumpfe Winkel auszudehnen, nim-
| lich: der cosinus eines stumpfen Winkels ist an Grilse gleich dem
\ cosinus des Nebenwinkels, aber negativ. Es ist also (s. letzte Fig.)
¢0s AHU — — ¢os A HD.
31.

Mit dieser Erweiterung des Begriffs cosinus umfafst also die
by b, beide Fille, der

2ac
Winkel B moge spitz oder stumpf sein. Giebt die Formel ein
positives Resultat, so schligt man den dazu gehorigen spitzen
Winkel unmittelbar in den Tafeln auf Giebt die Formel ein
negatives Resultat, so sehe man es vorliufiz als positiv an,
| suche den dazu gehorigen spitzen Winkel in den Tafeln und

vorhin aufgestellte Formel: cos B

| subtrahiere denselben von 180°.

| 32.

. Es folgt hieraus zugleich, dafs es nicht notig war, auch
‘ die stumpfen Winkel in die Tafeln aufzunehmen, indem diese

durch ihre Nebenwinkel bestimmt sind, und da nach Ableitung

*) Vergleiche wegen dieses, fiir den Anfiinger schwierigen Punktes,
Liibsens Arithmetik (und Algebra) § 144.
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und Festsetzung der Begriffe die sinus zweier Nebenwinkel voll-
kommen gleich sind und ebenso die cosinus zweier Nebenwinkel
gleich grofs und nur entgegengesetzt sind, so folgt, dals man
auch mit Hilfe der Tafeln den cosinus eines stumpfen Winkels
findet, indem man ihn nur von seinem spitzen Nebenwinkel, aber

mit dem Mirnus-Zeichen (negativ) nimmt. Denn nach § 30 ist
cos < ABC — 08 <~ ABD (s. zweite Fig. des § 30), d. i.
cos (180° — ~ ABD) — cos 2~ ABD, oder
cos (180° — a) oS .

Ferner geht cos 2~ ABC — — ¢os .~ ABD iiber in cos ~ ABC
— cos (180" — ~ ABC), oder

.1 cos @ = — cos (180" — a),

I Z. B.: cos 120° — cos (180° — 120%) — cos 60°,

cos 171° 23/ — ¢os (180" — 171° 239 — ¢cos 8° 37",
Setzt man in der letzten Formel « 90° 4+ b, so entsteht
cos (90° 4 b) — ¢os [ 180" — (90° B)], d. i cos (90° 4 b)
— ¢0s (90° — b) oder

I cos (90° 4 b) sin b.
'i| Z.B.: 08 125" 46* — cos (90° + 350 467) — — sin 850 46¢. (Vergl.
den Zusatz zu § 21.)

33,

Aufgabe. Es sind alle drei Seiten eines
Dreiecks gegeben: z. B. 13510,
¢—=17. Man sucht die Winkel.

Auflosung. Nach § 30 hat man:

= e __ 2 Y =40 — 100
B " 4= ¢ y .[t) —- 4 100

2ac 9.13.7 oder:
08 B 118 !rw 118 2‘071582”
e T log 182 — 22600714

log cos B —9,8118106 — 10

Ebenso hat man § 30: 3 419° 34/ 5743

ey 4% 4= b2 — g2 160 100 — 49 :
A 2ab 2.13-10 oder:
fnlrj' 29() 2,{124237
® | 3 € 220 log 260 — 2,4149733
. firee 260 —

l"rl_r.' cos ( = 9”.3?]—-1—“; - 10
C 320 12/ 3530
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Ferner § 30:
_ P4ct—a® 1004+49 — 169
cos A = SO, = ]
2bc 2-10-7

20 : ; ? 2 :
cos A — — 140" Vergleicht man diese Gleichung mit

cos (180° — a) = — cos @ (8. § 32), so ist A —180° — @, wenn
20 S 20 v
110 — %8 @ Folglich sucht man aus cos a 130 den Winkel a
und findet alsdann A — 180% — a.

lg 20 =1,3010300 Die Winkel sind also
lg 140 = 2,1461280 A= 989124776
lg cos a 9.,'1:';49'.}20 — i“ B 499 34 57,3
a—=81°47/12" 4 C=82°12'151

A —180°—81947/ 124 A-L-B+C =180

08012/ 47 6
34.

Aufgabe. Eine Formel zu finden, nach welcher man aus
den drei gegebenen Seiten a, b, ¢ eines Dreiecks den Flichen-
inhalt F desselben berechnen kann,

Auflésung. Obgleich diese Aufgabe in jedem Lehrbuche der
Elementar-Geometrie schon vorkommt, so darf sie doch hier bei
der Berechnung der verschiedenen Teile des Dreiecks nicht fehlen.

Setzt man die erst zu findende un-
bekannte Hihe des Dreiecks AD = 1 und
BD —x

, S0 ist:

—zt=(c+2z)(c—2)

und wenn man hierin den § 30 fiir x ge-

{ b2 st
fundenen Ausdruck (x ) substituiert:

[ (@4 —bY)\ [ (a4 2 — b))\
. = - | 7 — =}

2a 2 /

e 2ac + a® 4+ 2 — b® ac— a® — A+ b2
5 2 R 2a
o (@ et = B*—(a—o)
% 2a 2a

¥ (a4c+b)(ad+c—b)(b+a—c)(b—a-+c)
f 4a®
h “}/(E A b —{—T{a b :‘} (a4c—B) (b +c—a)
i 2a
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Multipliziert man diesen fiir die Hohe gefundenen Ausdruck
mit der halben Grundlinie (;), so erhiilt man die merkwiirdige
und wichtige Formel fiir den F léicheninhalt, nimlich:

F -I-}/{ft—}—?:—;—r'j!fr‘—'—h ¢)(adec—b) (b4+c—a).

Um sie fiir die numerische Rechnung noch etwas bequemer

zu forme n, setze man die Summe der drei Seiten — s, nimlich:
. @+ b+ ¢ —s—=2-1s, mithin:
a+b—e¢ 2:38—2e—=2(s—0)
a4+c—>b —b)
bte¢—a §—a).

Dies in obige Formel substituiert, kommt:

F—V}s(3s—a) (s—0b) @s —o).
Es sel z B.:

Gegeben : s0 ist: Logarithmen:
¢—=13m 38 15 1,1760913
b =10 jo—a—:2 0,3010300
¢ 7 is—1 0,6989700
s = 30 Js—ec= 8 0,9030900

3,0791813: 2
log F' — 1,5395906
F — 34,641 (Jm.
35.

Obgleich die § 80 entwickelte Formel zur Berechnung eines
Winkels aus den drei Seiten eines Dreiecks, der sogenannte
Cosinus-Satz, theoretisch wichtig ist, so ist sie doch fir die
logarithmische Rechnung, wenn die Seiten durch grolse Zahlen
gegeben sind, sehr unbequem, und wir wollen deshalb, fiir diesen
rein praktischen Zweck, noch eine besondere, fiir die numerische
Rechnung bequemere Formel ableiten,

Denkt man sich die drei Winkel des Dreiecks halbiert, vom
gemeinschaftlichen Durchschnittspunkt der Halbierungslinien Per-
pendikel auf die drei Seiten gefiillt, und bezeichnet diese gleichen
Perpendikel mit » (Geometrie § 76), den als bekannt anzusehen-
den Flicheninhalt mit F, so hat man:

ar br or F
; 9 -+ b} -+= B s woraus:
2F

a-+b—4c¢
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Setzt man noch BD —u, so ist (weil BF = BD, AF — AE

und CE = CD, also CD + AF — AC = b):

2u 4+ 2b = a 4+ b 4+ ¢, hieraus:

Ll ALY r 2F 2 2080 AL RN
Nun ist &g 4B = e BT G S Hierin fiir E

seinen Wert aus vorhergehendem Paragraph gesetat:

-nr_/'(rf +b+c)(at+b—c)(adc—b)(b+4¢ — @)
; (a4+b+c)(a+c—b)
/Lc:Tb+L){a+iig}(a~~c—b) (b+c —=aj

f{f%B _l -m(a-i—b—‘—f) {a-+~:—ml"

/{'ﬂ.—y—h—() (b+t—r£}
(ﬂ'—r—h—'—t] {ﬂ'-ﬂ—r ——h)

tg1B

tg LB

Oder, wenn man Kiirze halber wieder, wie in § 34,
—+ b 4 ¢=s setzt:

o1 /{ "'a)(‘zh__ﬂ
ts4B = |, =

Beispiel. Es sei wieder, wie in § 33:

gegeben : 80 ist: log (3s — a) = 0,3010300
a=— 13 18 =15 log (s — ¢) = 0,9030900
b— 10 1s—a— 2 1,2041200
e—= 17 8 — b= 5 log is +1,1760913
g =230 ls—c= 8 log (3s — b) = 0,6989700
1,8750613

1,2041200

1,8750613

0,3200587 — 1 — 1,3290587 — 2, mithin:
log tg3B—9,6645293 10, also iB—24°47/28,6 u. B=40°34‘ 57“,2.
Ebenso findet man die Winkel A und C aus:

(_r;éA _]{/{93—-‘})(13——£’ 5

1s-(ls —a)

1 ‘/: s —a) (s —0)
R Is- (15— o)

Anmerkung. Mit dem cos des halben Winkels wird die
Jerechnung noch etwas einfacher (s. u. § 63a).
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i
I auf folgende Weise: Man setze erst 0 als Ganze und das Decimal-
Il zeichen, hinge darauf dem Ziihler eine Null an und dmdlfn-f- mit
dem Nemner, so giebt der Quotient die Anzahl der vollen Zehntel
[ an. welche der Bruch enthilt (an dessen Stelle man aber eine Null
! setzen mufs, wenn der Bruch keine Zehntel enthilt), dem Rest hiinge
man wieder eine Null an, und dividiere abermals durch den Nenner,
so erhiilt man Hundertel, und so fahre man fort bis die Division
entweder aufgeht, oder bis man so viele Decimalen bestimmt hat,
als es die Genauigkeit der Rechnung verlangt. Mehr als sieben
Decimalstellen sind héchst selten erforderlich. Manchmal geniigen
schon zwei, drei oder fiinf. Die letzte Decimale pflegt man um
eine Einheit zu vergrolsern, wenn die folgende eine 5 oder dariiber
| ist. Wollte man von dem Bruche 0,8468 nur die drei ersten Decimal-
- stellen beibehalten, so wiirde 0,847 den wahren Wert genauer
darstellen als 0,846, ersterer ist nur um 3,y zu grols, letzterer
aber um yiyy zu klein. Ldfst sich der Nenner des in einen

Decimalbruch umzuformenden Bruchs in die einfachen Faktoren 2

und 5 auflosen, wie 2 =, —: J% =55 &c., so muls die Divi-

- sion, wenn man sie soweit treiben wollte, jedesmal ein Ende neh-
men: Lilst sich aber der Nenner nicht in die einfachen Faktoren

il 2 und 5 auflésen, wie § ="
| z ; P 2.8
Bl anch niemals aufgehen (317).

- &c, so kann die Division

£y = 0,1875; £=0,875; 51 = 0,0028...

16 211

Man sage niimlich: 16 in 8 Ganze giebt 0 Ganze, 16 in 30 Des
Zehntel giebt 1 Zehntel und 14 als Rest, 16 in 140 Hundertel giebt ‘
8 Hundertel &e. .

Der Grund dieses Verfahrens ist leicht einzusehen, denn ob |
man z. B. nach (§ 48) Zihler und Nenner des Bruchs % erst mit
einer Rangzahl multipliziert, und dann wieder durch den alten |
Nenner abkiirzt und den dadurch entstehenden Bruch nach (§ 51) |
ohne Nenner schreibt, oder ob man dem Zihler die Nullen nach
und nach anhiingt, das ist einerlei. Man hat z. B.
3000 1878

B 1T __n1Q7
I6E T 181000 - 1000 “,]- i.

a"l:nlllel'kllngel'l_, 1) Ist der umzuformende Bruch unecht, so mufs man
natiirlich erst die Ganzen herauszichen und diese statt der Null vor das

Decimalzeichen setzen, z. B. 3! =2,625; 2§ =275 &e.
2) Wenn man einem Decimalbruch rechts noch beliebig viele Nullen an-
hiingt, so wird dadurch der Wert desselben nicht geiindert, indem dies eben-

so gleichgiiltig ist, als wenn man einer ganzen Zahl noch Nullen vorsetzt.

So 18t z. B. 0,54 = 0,540 = 0,5400 &c. Man kann also, wenn es die Gleich-

formigkeit fordert, mehreren Decimalbriichen durch angehiingte Nullen leicht
: gleich viele Decimalstellen geben, d. h. sie gleichnamig machen.

3) Wenn beim Verwandeln eines gewihnlichen Bruchs in einen Decimal-
bruch die Division kein Ende nimmt, so miissen, wenn die Divison weit
genug getrieben wird, notwendig einige Decimalstellen immer in derselben
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Auflésung. Die Rechnung wird am leichtesten, wenn man
erst die beiden andern Winkel A, B, und dann die dritte Seite
sucht. Der eben bewiesene Satz (§ 36) giebt uns:

A—B a—0b  A4+B
g e TF oy e

: 2 a-+b ° 2
- : - 5 + 80t —C
Nach dieser Formel findet man, da A 2 B =L = be-
L AR : ¥
kannt ist, > dann aus der halben Summe und halben
Differenz, die Winkel A und B selbst. Es ist niimlich:
A+ B - - a
B 00 — 10 =385°286"; a--b="51612,06: a —b 0389,28
7 i B A, B
log tg—L E 9,8514229 — 10 3 - B 359 23 64
s I ' 2" 2
tog (a —1) R e
5T 172145
log (a -+ b) A 420 44' 51"
K F 4 980 14914
log tq : = b 9,1113040 — 10 £ A
Die Seite ¢ findet man jetzt nach dem Sinus-Satz:
( sin C log sin C = 9,9750658 — 10
a  sinA log @ — 4,4843094
__asinC 4,4593752
~ sinA log sin A —9,8317217 — 10

log ¢ — 4,6276535
' ¢ = 42428,08.

38a,

Will man aus zwei Seiten @, b und
dem eingeschlossenen Winkel C die
itbrigen Stiicke direkt berechnen, so
kann man dies zwar auch, aber die
Formeln fallen fiir die numerische Rech-

nung sehr unbequem aus, weshalb man sie auch in der Regel
nicht anwendet, sondern wie in § 37 verfihrt.
1) Zur direkten Bestimmung der Seite ¢ folgt aus dem
I Cosinus-Satz (8 30“ cos ([ = & _'—;;;5-_—6 fulgl!lll
2ab - cos C = a® 4+ b* — ¢?,
¢ —a® + b* — 2ab-cos ¢ und daher

¢ —=7Va®+b2 — 2ab cos C.
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Zu berticksichtigen ist, dafs das Glied 2ab cos C fiir einen
stumpfen Winkel C nicht subtrahiert, sondern addiert wird, weil
der cos eines solchen Winkels negativ ist (s. §§ 30 u. 32). Wire
daher C 900 e Y, 80 ist — 2ab - eos 0 — — 2ab - cos (900 + )=
— 2ab- (— sin y) [5. § 82] = 4 24ab sin 7, oder es ist

= 'Vf(r” -+ % 4~ 2ab sin Y.

2) Zur Bestimmung des Winkels B aus 2 Seiten @, b und
dem von ihnen eingeschlossenen Winkel C hat man (das Perpen-

dikel AD gefilllt), #; B _ﬁ]]_; oder, da AD — b sin C und

CD = b cos C, also BD — a — b-¢os C

b sin

a—b cos l._‘-

tg B -

oder: cot B— % — [',J e e

b sin C
wobei wieder das Vorzeichen von cos C zu beachten ist. Wiire
der zu bestimmende Winkel B stumpf, so
fillt das Perpendikel AD aufserhalb des Drei-
ecks, In diesem Falle ist dann CD > a, d.i.
b cos C>> a und deshalb in obigen Formeln
die Grifse: a—b cos Q -BD), in sich negatiy.
Nimmt man aber, withrend der Rechnung,
BD als positiv, so geben die obigen Formeln die tang und eot
des Nebenwinkels, durch dessen Subtraktion von 180° man den
gesuchten stumpfen Winkel B hat. Damit also obige Formeln
beide Fille zugleich umfassen, dringt sich hier wieder die Not-
wendigkeit auf, auch die Begriffe der tangente und cotangente
zu erweitern und auch auf stumpfe Winkel auszudehnen, so
dafs also die tangenten und ebenso die cotangenten zweier Neben-
winkel an Grifse vollkommen gleich, aber entgegengesetat, nitm-
lich von stumpfen Winkeln negativ sind. HEs ist z B, tg 1200

tg 60°; cot 1200 -
Winkel bedeutet:

- cot 60. Allgemein, wenn a irgend einen

9 (180° —a) — —¢g g cot (180° —a) = —tg a
oder tga — — tg (180° — @) cot @ = — cot (180° — a)
und wenn man a — 90° 4 b setat (vergl, § 32):

tg (90° 4- 1) — ¢ot b cot (90° 4= 1) — tg D.
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38b.

Um aus 2 Seiten b und ¢ (s. die beiden Fig. zu § 27) und
einem Gegenwinkel C die 3. Seite BC = @ unmittelbar zu finden,
fille man das Perpendikel AD, welches entweder innerhalb oder
aufserhalb des Dreiecks fiillt. In beiden Fillen (s. die beiden
Figuren) ist

CD i1, AD e
_b — C08 ‘__, b — Sin L‘,
folglich CD =1 cos C, AD = b sin C.

Ferner BD = V¢* — AD? = V¢® — b?5in °C.
Fiir die 1. Figur ist nun @ = CD + BD,
fir die 2. Figur a = CD — BD.
Beide fiir @ gefundenen Formeln lassen sich mithin schreiben :
& a=CD+BD=besC+H Ve — b2 sin 2C.

Beide Auflésungen sind mig- Nur 1 Auflésung (mit der
lich, wenn positiv genommenen Wurzel) ist
V& 1% 5in¥0 < b cos C, miglich, wenn
d. i. ¢ — b2.sin 2C << b cos °C, V& — b2 sin °C > b cos C,
2 < b 5in °C + b2 cos °C, | also wenn ¢ > b.
¢ < b2 (sin 2C 4+ cos 20), (Die Ableitung wie auf der
=1, linken Seite.)

also wenn ¢<_0.

38¢.

Um den Flicheninhalt aus 2 Seiten ¢ und b und dem von
diesen eingeschlossenen Winkel ¢ zu berechnen (s. 1. Fig. des
§ 88a), findet man zuniichst Hohe AD — b sin C und dann
BC-AD a-bsinC
o DA 2

der Flicheninhalt ist das halbe Produkt aus
2 Seiten und dem sinus des von ihnen eingeschlosse-

Flicheninhalt = , oder

nen Winkels.

Aufgabe. Es sei b — 67 Meter, ¢ — 89 Meter, < A
123° 45, Wie grofs ist der Flicheninhalt?

Auflésung. Nach vorstehendem Satze ist der

7L R0 . g1 1230 454 : :
s v G “;ﬁ.- 2981,5 sin (900 330 45)

= 2081,5 cos 83° 45 (s. § 82) = 2479,027 [Jm.
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Hiermit ist die eigentliche ebene Trigonometrie, welche nur
die Regeln verlangte, aus gegebenen Jestimmungsstiicken eines
Dreiecks, die dadurch bestimmten. nicht durch Zeichnung, sondern
durch Rechnung zu finden, im allgemeinen entwickelt. Fs fohlen
nur noch 2 in besondern Fillen anwendbare Niitze (§ 63 a,

[ und II).

39.

Aufgabe. Es sind die beiden Diago-
nalen eines Vierecks gegeben AC — d,
BD d, sowie der Winkel v, den sie
miteinander bilden:; man soll hieraus den
Flicheninhalt des Vierecks bestimmen.

Auflésung. Denkt man von B und D auf AC d die
Perpendikel p und p* gefillt, so ist erstlich p BG sin v und
p' = DG - sin v, mithin F — 1d - BG sin v - 3d - DG sin v und
hieraus, weil BG 4~ DG d':

F — fzrlff‘ sin v,
40 a,

Aufgabe. Die Hiohe SH h eines Turmes (Berges) zu
bestimmen.
Auflésung. Man messe zuerst eine horizontale Stand-

linie AB ¢, und dann mittelst eines Winkelmessers. dessen

Limbus vertikal gestellt werden kann, die beiden Winkel ¢ und g,
dann ist der W |u|\(! bei S o

r sin 3 e sin

- #, und man hat zuerst aus
i ! e sin - sin 3

: 4 : = dann SK —rsin e —2on =

¢ sin(e—pf) sin (e — ) sin m_ B2

wozu nun noch die Hshe BC' des Instruments addiert werden muls.
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Aufgabe. Es sind die Ra-
dien zweier Rollen gegeben,
R=38m, » = 1m, sowie der
Abstand ihrer Mittelpunkte
CO=e¢=6m. Man sucht
die erforderliche Liinge [ eines
darum zu legenden Riemens.

Auflésung. Weil der Rie-
men in den Endpunkten der beiden umschlungenen Bigen die
Rollen bertihrt, so sind die Winkel bei T, ¢ rechte, Zicht man
OA | tT, so ist CA —=R —» und man hat zur Bestimmung des
unbekannten Winkels

AC R—r 5 Ll
cos m = 55 , Woraus m — 70° 31/ 43“ 6
oder m — T70°52878,

Da nun £ ¢0OB=m, tBt — 2m und
360° : £ ¢B¢ — Umfang des Kreises O: Bog. tBf, d, i.
360" : 2m — 27r : Bog. {B¢, so ist

Bog. tBt' :':'m der entsprechende Bog, TT' — ".{E]lr..{'i”', daher
Bog. TDT' — 2x#R JT(;[‘.{}.M, terner
Tt = OA — e sin m, folglich
TEY 1
1= 2e sin m + '!1:‘:“ +27zR — I;:l , oder
l=2esinm-+ & 2R —1:; (R — 1"]. — 25,24 Meter.

Findet eine Kreuzung
des Riemens statt, so ist
offenbar:

OA R-4»r
0c™ ¢
m — 48° 1123

CO8 W =

: i ]
l—=2esinm—+ |2 (R+r) — :H'l (R~ )|, oder
S : it m' AT
l—=2esinm-+m(R41r)(2— 'I-'-.J - 27,35 Meter.
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40 ¢.

Aufgabe. Die Erde, als Kugel betrachtet, sei der Umfang
eines grifsten Kreises \qu itors) — 5400 Meilen, mithin der Ra-
dius desselben r — 859,4367 Meilen (6377390 Meter) und ein
Bogen von einem (n.lde 15 Meilen (1 Meile — 7420,44 Meter).
Wie lang ist hiernach die Sehne ¢ eines Bogens von einem Grade
und die mit der Sehne parallele, zwischen den verl: ingerten Radien
enthaltene Tangente T dieses an ns?

Auflgsung. Man findet leicht:

¢ = 2r sin 30' = 14,99981 Meilen — 111305,2 Meter,
T=2r #g 30’ = 15,00038 Meilen 111309,2 Meter.

Es ist mithin die Sehne nur am 1,4 Meter kiirzer und die
Tangente nur um 2,6 Meter Linger, .1]: der Bogen, Dies zeigt,
dafs man in vielen Fillen bedeutende Stiicke von der Erd-
oberfliche als eben betrachten kann.

40d.

Aufgabe. Wie grofs ist der Radius + eines Parallelkreises,
dessen geographische Breite b — 53°, und wie grols ist die
Linge s eines Grades dieses Parallelkreises, wenn der Radius
des Aquators » 859,4367 Meilen, ein Grad des Aquators also

15 Meilen?

Auflsung. In der Fig. zu § 7 bedeute A den Aquator,
B den Pol, ¢ = 53¢ geogr. Breite, dann ist QM — CP der Ra-
dius ' des Parallelkreises. Da nun

CP = CM cos e, so ist
r' — 859,4367 - cos 53° — 517,222 Meilen,
Der Umfang des Parallelkreises (dessen Rad. QM) ist = 21",
daher ein Grad desselben
2mr T :

=360 —igg " = 9027225 Meilen.

BadenWmﬁembe:g



49

Fiinftes Buch.

Goniometrie.

41.

Jede mathematische Wissenschaft enthiilt schon in sich, und
ohne dals die ersten Begriinder derselben sie absichtlich hinein-
gelegt hiitten, die Keime zu einer neuen, und dies ist der Grund,
weshalb die mathematischen Wissenschaften niemals zum ei igent-
lichen Schlusse kommen, sondern immerfort wachsen. Der erste
Begriinder der Trigonometrie hatte die trigonometrischen Funk-
tionen sin, cos etc. urspriinglich nur zu dem Zwecke berechnet,
um durch ihre Vermittelung die in den beiden vorhergehenden
Biichern aufgestellten trigonometrischen Probleme zu I5sen, welches
auch nach den dort gegebenen allgemeinen Regeln vollkommen
geschehen ist.

Es konnte nun aber wohl nicht lange unbemerkt bleiben,
dals unter den trigonom. Funktionen eines oder auch mehrerer
Winkel merkwiirdige Beziechungen stattfinden, deren Kenntnis
nicht allein die eigentliche Trigonometrie unterstiitzt und er-
leichtert, sondern auch in anderen, namentlich hiheren Teilen
der Mathematik, ja selbst bei rein arithmetischen [Tut(--rb;uc]ur.nf*{’n
von grolser Wichtigkeit ist. Der Inbegriff dieser Beziehungen
oder Formeln bildet fiir sich einen eigenen Teil der Trigonometrie,
welchen man, wie schon § 2 bemerkt worden ist, (xonlometrin
nennt, und wir wollen nun die praktisch wichtigsten Siitze der-
selben, welche das Bediirfnis nach und nach zu entdecken ge-
notigt hat, hier erst einzeln mitteilen und sie dann, zur leichtern
Ubersicht und Nachschlagung, in § 100 zusammenstellen. Um
Gewandtheit in den vielfachen Anwendungen der Goniometrie zu
erlangen, ist es durchaus erforderlich, die mit einem Sternchen
bezeichneten Formeln auswendig zu wissen. :

ibgens Trigonometrie,
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Es sei ein stumpfer Winkel MCA —= 904 a,

dann ist, CM = 1 gesetzt, MP— sin (90 +a)

(3 7) und CP negativ genommen, = cos (90 - ) |
(§ 32), da aber MP — CQ und (fiir CM—=1), N
UQ —=¢os a, ferner CP MQ und MQ — sin a, | L
so haben wir hier die zwei in der Folge als £

Beweismittel dienenden kleinen Formeln :
sin (90 -+ a) cos a
cos (90 == a) sin a,

Anmerkung. Auf den Nutzen dieser praktischen Formeln
ist schon am Schlusse der 8§ 21 u. 32 hingewiesen worden.

43,

Lehrsatz. Bedeutet o emen beliebigen
Winkel, spitz oder stumpf, so finden unter
seinen trigonometrischen Funktionen folgende
vier wichtige Bezichungen statt. Es ist nim-
lich immer: *)

1) sin® a -+ cos? a 1 o b ta a
COsS 1
A cos a
*2) lga - cota 1 =k cot a.
St
Beweis. [s ist:
t MP | o MP2 !
sin a y 8IS0 SIN° @ — —— ,,.... (1)
; CM’ CM2
b RN :
Co8 Al80 CO8" B = ——— . e (&
O i CM? ’

Beide Ausdriicke (1) und (2) addiert, kommt:
MP:  CP*_ MP*+CP* CM?
CM: * CM2 CM:2 CM*

sima_MP_CP __ MP

Cos @ CM " CM CP

wsa CP MP CP

sima CM 'CM_ MP "%

b .
sin= a -+ cos® a
Ferner: g a(§ 2),

ebenso :

*) Statt sin « - sin @ = (sin a)® schreibt man sin? .
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. - sin a cos @
Aus den beiden letztern Formeln tg a— und cof ¢ — ——
Cos sina

0y o alfed e sine cosa
folgt durch Multiplikation derselben #g a- cot @ —"ort .

cosa 8ind
Nimmt man CM 1, so ist schon MP der sinus und CP der
cosinus von @, und man kann dann die drei zuerst bewiesenen
Formeln unmittelbar aus der Figur ablesen,

Anmerkung. Die im 2, Teile des § 38a enthaltene Formel

@ b cos

cot B—=-——— —-——— oeht nun iiber in
bsin @ bsin(QF
(1] =
ot 1) S : — ol (_'_
: j b sin C
44,

Aufgabe. Aus einer trigonometrischen Funktion eines Winkels
jede der 3 iibrigen zu berechnen und gewisse, die fg und cof ent-
haltende Ausdriicke zu vereinfachen.

Auflésung. Aus Formel 1 des § 43 folgt unmittelbar:

| e |SiIRPa=1— cos®a cos® @ —=1—sina
() 2 oy = - —
|sin a—=7V1—costa cos a —V1—sin®a.

Aus Formel 2 des § 43 folgt:

; 1

6 cot a — :
s @ cot a : tg a

‘ Anstatt mit g @ oder cot ¢ zu multiplizieren, kann man alse
durch eof @ oder g a dividieren. (Vergl. die Anmerk. in § 19h)

6 s bed
. Anstatt fg x = b wird man daher auch cot & = —, setzen.

' , . S | i’Ml’ -.l‘-’ et W CP2-MP2
1 BTTIET - F0= (1 PR 5. 1zte B, | = -
Ferner ist 14ty +op) [ letzte Fig opz

' CM2 CP\* . .
| oo =1:(cyp) » &1
| ( 1 e ITE T

J 1+ tg?a=——— oder V1+4iy?a—=——— Folglich auch

Al cos=a cOS @
() I 1
o8t o — — oder cos @ — — —==
l 1+t a V1414 a
4 *

|
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(CP\* MP?+ CP* CM:®

N L pnt? g = et et | " < = ,"-,]
1 Ebenso 1 cot* a =1 - _\[}’) MPp? MP? | .
|
‘MP\2 g
fige (l } d. i.
\CM/? B
: 1 3 1 Rt |
1+ cot*a—=-—— oder V1-+cotla ——. Folglich auch { :
: sin“a sina a
(&) 1 |
| 8in? g —=— — oder sina : -
l 1 -+ cot® a V14 cot®a A
Sin ¢ 2 ! 1
Aus > B : -tga folgt sina—=tga-cosa—=tga- > oder
'J COS @ ].1“:_3”.2“
; (9) A tg a ) un

V1-4t2 a

cosS a : : 7|
Aus ———=cot a folgt cos a—cota- sina—cota- - oder
St V14-cot®a
! cot i
1_!“] COS @ — — . . v
V1-4-cot? a -
| . SN a sin a 1] cos®a |
(11) fHga= - oder .
cos @ V1-4-sin®a cos & -
cos a COS @ V1 —sina
(12) cot a = . = — oder — - S
Sin @ V1 —cosia Sin a
45, (1]
A
Aufgabe. Aus den sinus und cosinus &
zweier Winkel, « und b, den sinus und cosinus
von der Summe beider Winkel zu finden, *)
Auflésung. Man lege die beiden Winkel
@, b, deren Summe wir vorkiufiz noch klei-
ner als 90° annehmen, an einander, so dals For

ZACD =g 4+ b Von A fille man die
beiden Perpendikel AB, AE und von B die beiden Perpendikel
BD, BK, dann ist 2 BAK = ~BCD—a (denn m a, als Wechs.
Winkel, m 4+ 2 = 90° und ~ BAK -+ # 909, also ~BAK — o
m=a). Aus dem bei B rechtwinkligen Dreieck ABC folgt:
AB BC

; il sin b und \l-‘ = cos b, also:

[1 ] },\] S _’\ C ~8im b 11]]1[ I’?,J P.(l — _-U_.‘ * 08 ?J_

*) sin (a--b) ist nicht zu verwechseln mit sin a - sin b,
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Aus dem bei K rechtwinkligen Dreiecck ABK folot:
AK
AR -gin a. In beide Ausdriicke den fiir AB
AK

AC -sind

<
AB

cos a und

gefundenen Wert substituiert, kommt: - cos @ und

CeBlR L TN
AC . sinp— S @ hieraus:
AK : BK .
AQ — ©08 6 sin ' A (3) X0 sina-sinb...... (4).

Aus dem rechtwinkligen Dreieck BCD hat man: B[,) — sin u
h

BC

und BO — %8 &, oder fir BC den Wert aus (2) gesetzt:

- .BD-— — gin a, und - CD —— ¢0s @. Hieraus:
AC-cosb ° 7 AC -cosh T4 :
ﬂ') =—gin a-cos b (5) CD =008 @+ cos b (6)
Y BT S E L i Apicree ST

Addiert man die Gleichungen (3) und (5), so hat man:
(weil AK A, BD AK+BD AE
\"""AC " AC AC — AC

! * (13) sin(a 4-b) —sina-cos b - cos a-sin b,

=sin .~ ACD — sin (a -} EJ_})

Subtrahiert man (4) und (6), so erhilt man [weil
€Dl BK. . CGCD—BK  CE
AC AC AC AC

= cos (@ + b)]:

(14) cos (a + b) = cos a - cos b — sin a-sin b,

46.
Um zu zeigen, dals die beiden oben gefundenen wichtigen
Formeln:
sin(a-b)=sina-cosb -+ cosa-sinb...... (1)
cos (@~ b)=cosa-cosb—sina-sinb...... (2)
auch fiir den Fall gelten, wo a + b > 90 ist, sei
1) a=90% dann giebt die linke Seite der ersten Formel
| sin (90 +b) =cos b (§ 42); setzt man aber auf der rechten Seite
auch @ =90, so giebt diese, weil sin 90 =1 und cos 90 =10 (§ 7),
offenbar dasselbe, nimlich cos b, wie es sein muls. Setzt man
in der zweiten Formel « — 90°, so geben beide Seiten dasselbe
Resultat, néimlich:
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cos (90 4 b) = cos 90+ cos b — sin 90 - sin b

oder: —sinb O-cosb—1-sinb (§42 und § 7)

(1. i —ginb = sin b,

2) Seien ¢ und b beide spitz, aber a4 b>>90°, Setzt man
nun ¢-==90 —m, b—=90 — »n, mithin ¢ b =180 — (m—-n ), 80 1st
m—-n< 90, Substituiert man statt ¢ und b ihre Ausdriicke, 90—m
und 90 — % in die erste Formel, so erhiilt man linker Hand:
sin(180—[m~-n]) oder sin(m—+n)(§21). Aufder rechten Seite kommt:

sin (90 — m) - cos (90 — n) -+ cos (90 — m) sin (90 — n)
co8 m - sin n - sinm-cosn (8 5),
i Dies ist aber die Entwickelung von sin (m + n), wofiir, weil
m ~+ n < 90, die Formel giltic ist. Beide Seiten geben also
dasselbe Resultat. Die Substitution in die zweite Formel giebt
auf der linken Seite (§ 32):

c0s [ 180 — (m—-n) )= — cos (m—+n) — — (cosm - cos n— sinm - sinn ).
Die rechte Seite giebt (§ 5) cos (90 — m) - cos (90 — 7)
sin (90 —m) sin (90 — n) — sinm - sin n — cos m - cos n., also ganz

| dasselbe, wie auf der linken Seite. Linker Hand (Formel 2) ist
| ¢os (a+-Db) in sich negativ. Dies ist aber auch mit dem Betrage rechter
Hand der Fall, weil fiir a -+ b >>90 auch cosa-cos b <sina-sinb.
3) Sei a>90. Setze @ — 904 m, dann giebt die Substitution
in die erste Formel:
8in (90 + m - b) =sin (90 -4~ m) cos b+ cos (90~+m)sin b, oder § 42 :
cos (m—b) = cos m - cos b— sin m - sin b,
Die zweite Formel giebt fiir @ — 90 4+ m:
€08 (Y0 + m + ) = cos (90 4 m) o8 b — sin (90 4—m) sin b, oder § 42:
—sin (m—b) = — sin m- cos b — cos m +sin b
sin (m—-b)=—sinm- cos b -+ cos m-sin b,

Wir erhalten also auch fir @ > 90 auf beiden Seiten der

Formel (1) und (2) dasselbe Resultat.
47.

Um die ebenso wichtigen Formeln fiir
die sinus und cosinus der Differenz zweier
Winkel, sin (¢ —b) und cos (4 — L), zu finden,
sei <BCE =a und ~BCA —, also -~ ACE=
a—1b, ferner AB senkrecht auf BC, und
BD, AE senkrecht auf CE, sowie AK senk-
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recht auf BD, dann ist ~ ABK L ¢ ~BCD + ¢ = 90, also

ZABK = ~BDC —=4. Nun ist: ik](?: sin b und 1\(‘ cos b,

also: (I) AB=AC-sin b und (II) BC = AC: cos I.

Aus dem rechtwinkligen Dreieck BCD hat man:

BD 1 (1 13) : st !
BO — Sin @ und BO — 98 4 oder fiir BC seinen Wert aus (II)
esetzt BD i il CD hi
5w A dosh " ¢ unc K o b cos &, hieraus:
BD C
(I1I) ¥ sin a-cosb und il\ ) \[() = ¢08 @ cos b,
e
Aus dem rechtwinkligen Dreieck ABK hat man: I(I]\) €08 @
A
AK : : =
und ip = Sin @ oder fir AB seinen Wert aus (I) gesetzt,
£ ) ]
BK o AK B bi
: oS ¢ - == TauSs :
AC sin B "08 A0 s in a, hieraus
e
(V) AC— cos a-sin b und (VI) _\I[,‘ sin a-sin b,
Subtrahiert man die Gleichungen (III) und (V), so erhilt
i weil BD BEK BD —BK _AE LN .
o e 0 O AC ic il
* (15) sin (a b) =gsin a-cosb — cos a-sin b.
Addiert man die Gleichungen (IV) und (VI) und bemerkt,
dat CD 6 AK CD+AK CE ’ hat
als: 4 : ~=—c0s (@ — b), so hs an:
3 AC AC AC AC 08 (@ ), 80 hat man
* (16) cos (@ — b) = cos a-cos b - sin a-sin b,

Die allgemeine Giltigkeit der beiden For'mrln 15 und 16,
fiir den Fall, dafs a oder beide, @ und b, > 90 sind, wird wieder
wie in § 46 bewiesen.

Detzt man in (15) @ = o, so ergiebt sich:

sin(o —b)=o0-cosb—1-sinb, d.L
(17) sin (—b) = —sin b. @der:
Multipliziert man den Winkel eines sinus mit — 1, so hat man
das Vorzeichen des Sinus zu #ndern. Daher auch

(]:'-5_'} sin (@ — ) — sin (b — a).
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Setzt man in (16) a =0, so erhilt man:
c05(0—Db)=1-cosh+o0-sinb, d.i.
f | (19) cos (— b) = cos (4 b).
Der Cosinus #ndert sich also nicht, wenn man den Winkel
beliebig mit — 1 multipliziert. Daher ist auch
f?.f_.'} cos (_t! — D) : cos (b — a). |

, 48,

Die iibrigen Formeln der Goniometric kann man nun alle,
ohne eine Figur nitig zu haben, aus den vorhergehenden ab-
! leiten. Dividiert man die Gleichungen 13 und 14 (§ 45) durch-
; einander, so hat man:

sin (a -+ b) sina-cosh +cosa-sinb

cos(a=4b) cosa-cos b—sina-sinb

Dividiert man rechter Hand Zihler und Nenner durch

, Sina-cosb sina i
€05 @-cos b und bemerkt, dafs = ty a, ete. (§43),

CO8 (1 - 08 h .r'r_a,-i (v
| 80 kommt:
| .. tga—+tg b ¥)
21 ilgia-L By =S

(al1) tg +b) 1 tga-tgh

Auf gleiche Weise geben die Formeln 15 und 16 (8 47):

Al = lga—itg b
* 22 ty(o—b)=-22=%".
14 tga- tg b
a - % e 08 (a0 i 4
Lost man in gleicher Weise [' - ?’: auf und kiirzt den
z s (@ <4~ b)
Bruch durch sin a-sin b, so erhélt man:
Z cota-cotb —1
(23) cof (a4~ b)) = =
oL y cot @ 4 cot b
Ebenso folgt aus 16 und 15:

2ot @ - cot 1 1
[jl! cob (a b) cot a-cot b T~
coth — cot a

Formel 22 geht mit @ — o tiber in

go—tgh

fo b = d da fg ¢ ) (8. & 8):
{ Fene und da #g 0 =0 (s. § 8)
(25) {f.fH- —b) = —1tgb und daher auch (vergl. 17 und 18)
I > tg (@ —b) - - tg (b — a). ol

*) Diese, sowie auch die folgenden Formeln, gelten natiirlich so gut

wie die, woraus sie abgeleitet, sowohl fiir stumpfe als spitze Winkel.

=
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ke 1 1
Aus (25) folgt ——— ———
R )i = AL
(26) | cot(—b)= —cot b und folglich auch

L cof (& — b) = — cot (b — a).

49,

| Setzt man in den 4 Formeln 13, 14, 21 und 23 b—a, so
erhiilt man:

sin 2a =2 sin a-cos a und folglich auch
; sin 2{1
SiN G CoS 6 — ——
% rom cos 2a = cos® a sin® a
(&) 3
2tq a
tg 20—
: 1—tg%a
cot 20 — 1 (mf G —m )—_ 1 (cot @ — tg a),
i cot a, T I %
oder auch, wenn man @ statt 2¢, mithin 1a statt a setzt:
(2R sin a —= 2 sin 1a cos la
J cos a=cos® 1a — sin? la
2 2tgla
(29) R — A% Rast
cot 6 =21 (cof 1a — tg 1a).
Setzt man b — 2a, so erhilt man:
sin 3a = sin a cos 2a - cos a sin 2a
oder, weil cos 2a = cos® @ —sin® a—1 —sin®a— sin*a=1— 2sin’a,

und sin 2a — 2sin a- cos a, auch:
sin3a—=—sina(l —2sin?a)+ cosa-2sina-cosa
sin 3a=sina — 2sin® a4 2 sin a-cos® a
sinda—sina — 2sinda + 2 sin a (1 — sin® a)
(30) sin 3a = sin a — 4 sin® a. *)

o0,
Es ist: 1 =cos® La —+ sin® ta (§ 43, 1)
und cos a = cos® 1a — sin® la (§ 49 29).
! Die Addition und Subtraktion dieser beiden Gleichungen
geben folgende zwei wichtige Formeln:
*) Die Ableitung der Formeln, welche die simus und cosinus von

hithern Vielfachen eines Winkels durch Potenzen dieser Funktionen und
umgekehrt ausdriicken, gehtrt in die hihere Analysis.
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[ (31) 1+ cosa=2cos®la
| (82) 1 — cosa=2sin? ia,
h | ~- €0S @
Aus (31) und (32) folgt cos® lg=— =" = und sin® la —
1 — cos a
5 oder:

i ! /1 ~+ cos @
Co8 _-_,\‘E- - / 51
(33) ¢ ;
. /I COS &
sin la ; :

i Dividiert man (32) durch (31), so erhilt man:

- 1 oS @ (1 cos a) (1 + cos a) sin® a
tg= 5a :

1 4~ cos a (1 —+ cos a)® % (1 =+ cos a@)?

. 1 o8 (1 cos @)* (1—cosa)®
und auch #y2 1g — = _ - T .
5 +cosa (14cosa)(l—cosa) sin® a
i /1 —cosa sin o 1 —cos a :
(34) tg la : o (und dies
i | SR 1 - cos a 1 4+ cos a sin a

1
nach § 43) — — — c¢ot a.
SN @
. 1 1 -~ cos a - ¢os LN :
Aus (34) folgt . ]/ fopie 1 ~ 2ai @ 44, 6):
tg Sa 1 CoS @ Sin o

l/] Cos @ 1 4 cosa 1
il 7o —+ cos a sin a sin
1+csa 1+ cosa sina

co8 @ Sin @ Cos @

f;s] cot \_!,f!. = —: cot a f‘S, C‘, lﬂ

geht nun mit (35) iiber in:

14 cos a

COos

y, Y I"_!
(36) cot 5 -ty a.
1 —cos a 1 cos @& Sin a
- E : wird mit (34):

] St & COS
= ] - Co8 @ 1
(37) =1y — -ty a.

cos @ G2 TS

ol.
Setzt man in den Formeln 13, 14, 15, 16, 21, 22, 23, 24

@ =45° und beachtet, dals sin 45 — cos 45 5 und {945 =

cot 45° =1, so hat man:
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59
8QY st (AE I 1 FEs
(58) sin (45 +b) = — (cos b+ sin b)
V=
; = : 1 :
(89) sin (45 — fj} i (cosb — sin b)
V& :

o 1
(40) cos (45 4 b) = — (cos b sin b)

: 4 1 .
(41) cos (45 —b) = — (cos b + sin b)

],-"2

: ; o 144tgb

(42) tg (4540 S
2 ; ) l f"'f b
e b
(43) {9 (45 —b) 1 9o
1+tgh
cot b 1
(44) cot (45 41 gt :
P AT b
A - cot b -1
4 ot (45 — B) — <= ginet
(40) ¢ {_4_; 1) o e

o2.

Durch Addition und Subtraktion der beiden Gleichungen:
sin (a -+ b) sin a cos b 4 cos a sinb
sin (@ —b) =sina cosb — cos a sin b
erhilt man:

(46) sin(a -4+ b)+ sin(ea—0b)=2sina-cosh

(47) sin(a—+b) —sin(a—b)=2cosa sinb
. 3 . )~ ¢
oder, indem man ¢-+b—p und @ —b—q, folglich =t :) 4
-
—
und b —* & ! setat:

(48) sinp -+ sin g —2 sin — 5

A e B
5 08

- . - /) -{- { o ==t
(49) sinp —sing =2 cos ! =2 sin ! 22
2 2
Durch Addition und Subtraktion der beiden Gleichungen :
cos (@ -+ b)=—cosa-cosbh — sina-sinb
cos (a b)=cosa-cosb -+ sina-sinb
erhiilt man:
(50) cos(a-+ D)=+ cos (a — b)—2cosa-cosb
(51) cos(a—b)—cos(a—+b)=2sina -sinb
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(57) 1

Durch diese 4 wichtigen Formeln: 48, 49
man also die Summen und Differenzen zweier sinus oder CoSinus
in Produkte verwandeln. Dividiert man noch (49) durch (48),
80 erhiilt man:

Es

ist

§11]

oder, indem man wieder a4 b—p und a — b q setzt:

(52) cos p + cos g = 2 cos rra, €08 4 N

2 2

. p4g . p—qg
(53) cos'q — cosp —2-sin £ = i 1
- 2 2
40

“?

i : 08 Sf:-a - -
sin p — sin q 2 2
i 1 sinp 4-sing | P+ q P —q
sin —— ¢ 008 -
A 2 2
oder, indem man rechter Hand Zihler und Nenner durch
a3 1
'+ q P — al s
cos LT 4. o = 1 dividiert:
‘ja —
] . ty ==
(5 sinp —sing 2
84) — . = .
Sin p + sin g p-tq
S
-

Setzt man in Formel 48: ¢ — 90° — p, 50 entsteht mit Riick-
sicht auf § 5:

: o 2 (90° — p) 2p —90°
= 2 sin 5 co8 9

2 sin 45° cos (p —45°) oder (3. Formel 20)

sin p -+ cos p

_‘-l"d ane (A0 ___ . 8 BEYS
=2 5 " €08 (45°—p), d.i. (s. § 5):

St P+ cos p =2 sin (45° + p). In gleicher Weise er-
giebt sich aus Formel 49:
Sinp — cos p =2 cos (45° 4 ).

So.

Setzt man in (48) und (49) p — 90°, so ist mit Riicksicht
auf § 5:

(56) 14 sing—=2sin (45 + 1) cos (45 — 39) =

2 sin? (454 19)
- 8in ¢ = 2 cos (45 Lq) sin (45 1q) = 2 cos® (45 4 1q).
sina_ sinb  sina cosb+ cosa sinb

aodoy

cosa—cosh cos @ cos b
X : sin (a -+ 1)

(58) fgat+ tgb—= A

; 2 cosa cos b

. BADISCHE
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v cosa , cosb sinb cosa-t cosb sina
Ebenso wird aus —— + — — —: S F s L 5.1,
Sina——sinb sina sinb :

4 : sin(b+a

(59) cota + cotb="= = j
sina sinb

Mit b—90° — a geht 58 (1. Formel) iiber in
_sin (a4 90°— a)

tg o 4 tg (900 — r:) =
CoOSa Sina

1: (cos a sin a)
A, sin 2a
= 2

(s. Formel 27) oder

(60) tga+cota ———.
sin 2a

Multipliziert man die letzte Formel von (27) mit 2, so erhilt man:

n [ cot a —tga =2 cot 2a: oder
(61) - ;
l tga — cota — — 2 cot 2a.
Dividiert man in (58) die erste Formel durch die zweite, so entsteht:
. tga-+tgh sin (a1
(@2) /Ao S0\ )
tga—1tgb sin(a—Db)

Dividiert man (55) durch cos p, so entsteht:

V2 -sin (45° 4+ p)

(63) 14+tgp—= und
o8 p
/D . cos (450 —L
(6d) | 1 — g pe KELO8 (0 o)
cos p
(55) durch sin p dividiert, giebt:
/D i (ARG
(65) 1+ cotp- | el Um,ﬁm - ?)
sin p
', ,‘.Q" _:'u | 3
(66) 1 — cot p— Ve __““'"‘(.'i D),
sitn p

Nach Formel 61 ist
tga(cota —tga) —=tga-2cot2a, d.i.
tga-cota—tg® a —2tg a cot 2a, oder
(67) 11—t a—=2¢tga cot2a.
In gleicher Weise:
cot a (tg @ — cot @) = cot a- (— 2 cot 2a), oder
(68) 1l —cot*a— —2cota cot2a.

Durch iihnliche Kombinationen kénnte man solcher gonio-
metrischen Formeln leicht noch mehrere finden, wir glauben jedoch
an vorstehenden vollkommen genug zu haben.

-} BADISCHE
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Sechstes Buch.

Ausdehnung der Begriffe sinws, cosinus ete. auf
| iiberstumpfe und negative Winkel.

o4.

Die vielfache Anwendung, welche die Gonjometrie in der
hiheren und angewandten Mathematik findet, hat es notwendig

gemacht, die Begriffe der trigonometrischen Funktionen auch auf

itherstumpfe Winkel oder eigentlich auf beliebig grofse Kreis-

biogen, ja selbst auf mehrere ganze Umliufe eines Kreises aus- bl
zudehnen, und obgleich wir hier, sowie im Vorhergehenden
(8§ 21 und 30), die Notwendigkeit dieser Begriffserweiterung nach
und nach herbeifihren und fithlbar machen kénnten und beim
miindlichen Unterricht auch thun wiirden, so konnen und wollen
wir hier doch, Kiirze halber, die bisher befolgte heuristische
Methode verlassen, weil der Anfinger jetzt darauf vorbereitet
ist, und wir an gecigneter Stelle auf die Notwendigkeit der
}'ie;;i'i{’fsu-:'\\'[_-itr.--rlmg

aufmerksam machen werden,

Die in Frage kommenden Winkel zeigt
nebenstehende Figur, Der Punkt A be-

deute den Nullpunkt, Punkt D = 90¢, b
B 180% E — 270 und schreitet man
so fort, so gelangt man zu A — 360°, L]
D 450° u. 5. w. Man unterscheidet

daher 4 Quadranten: der erste von A bis
D (0 bis 90°), der zweite von D bis B
(90" bis 180%), der dritte von B bis E (180° bis 270%), der vierte
von E bis A (270° bis 360%). Da der Bogen die Grolse des
Winkels bestimmt, so wird .~ ACM durch den Bogen AM, it
< ACD (= 90°) durch den Bogen AD, der iiberstumpfe .~ ACM”
durch den itber D gehenden Bogen AM” u. s. w. bestimmt. Der
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eine Schenkel des zu messenden Winkels ist also unverénderlich CA,
der andere’ (CM oder CD, CM, CM”....) bestimmt die Grilse
des Winkels. Wir unterscheiden daher fir jeden gegebenen
Winkel einen unbeweglichen Schenkel (CA) und einen beweg-
lichen (CM, CD...).

Setzt man den Radius CM — CA — 1. so ist, wie schon be-
kannt, MP der sinus, CP der cosinus des .~ ACM. Ferner ist
MP’ der sin des stumpfen Winkels ACM’ (siehe § 22), CP’ der
cos des =~ ACM (5. § 30).

Die beiden sich rechtwinklig schneidenden Durchmesser AB
und DE sind mithin fiir die Bestimmung des sin und cos wesent-
lich, denn die sinus MP und M'P’ sind Senkrechte auf jenen (AB),
die cos PC und P'C Senkrechte auf letateren (DE). Den 0° und
180° “verbindenden Durchmesser AB nennt man die Hauptachse
(Abscissenachse), den 90° und 270° verbindenden Durchmesser:
Nebenachse (Ordinatenachse).

Es ist mithin der sinus die vom Endpunkte des
beweglichen Schenkels auf die Hauptachse gefillte
Senkrechte (oder, wenn AC nicht — 1: die vom Endpunkte
des beweglichen Schenkels auf die Hauptachse gefillte Senkrechte
dividiert durch den Radius). Z. B.:

. : MP MP Lol
sin <~ ACM MP (denn oM — 1 = MP);
sin 2 ACM' — M'P’.

Der bewegliche Schenkel des itherstumpfen Winkels ACM” ist
CM”, der Endpunkt desselben (in der Peripherie): M”, die wvon
diesem auf die Hauptachse gefillte Senkrechte: M"P’, folglich
sin «~ ACM" = M"P’.

Ebenso:  sin des itherstumpfen .~ ACM" — M"'P.

‘ Die trigonometrischen Funktionen der Winkel von 0 bis 90°
' (z. B. MP als sin, PC als ¢os) sind selbstverstindlich positiv. Da
| nun fiir die Sinus zweierlei Senkrechte in Betracht kommen: die

i Senkrechten oberhalb der Hauptachse (z. B. MP) und die Senlk-
I rechten unterhalb der Hauptachse (z. B. M"P’), letatere aber den

| ersteren entgegengesetzt liegen, so miissen letatere (M"P,
M”P) negativ sein, weil MP (und mithin auch MP’) positiv
ist. Oder:
Die Sinus des 1. und 2, Quadrant (MP, M'P’) sind positiv,
B 5 (M"P’, M"'P) negativ.

n
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Da die Senkrechten (PC, P'C) auf die Nebenachse DE die C'o-
sinus vorstellen und der sin des tiberstumpfen Winkels ACM” —
M'P ist, so ist P'C der cos des tiberstumpfen Winkels ACM”.
Ebenso ist der cos des tiberstumpfen Winkels ACM” — PC,
Die auf DE senkrecht stehenden Linien PC und P} liegen
entgegengesetzt, folglich ist die dem positiven PC entgegengesetzte
P’'C negativ und mithin sind
die cos des 1. und 4. Quadrant (= PQ) positiv,
ey A e . (=P’C) negativ.
Die Tangenten und Cotangenten der Winkel aufserhalb des
1. Quadrant kénnten zwar auch durch geometrische Tangenten
(siche AT und BV in § 7) bestimmt werden, aber es geniigt zu
wissen, dals fg = "\'w‘. cot rT_Mr z. B. g 240° - sin 240"

—.  Fiir
08 sin cos 2400
den 1. Quadrant sind die sin und cos positiv, folglich ist auch
§in cos A 2

und " positiv, oder die
8 S

LS
Tangenten und Cotangenten des 1. Quadr. sind positiv.
Fiir den 2. Quadr. ist der sin positiy, der cos negativ, folglich

und “° negativ, oder die

sin
Tangenten und Cotangenten des 2. Quadr. sind negativ.
Fiir den 3. Quadr. sind sin und cos negativ, daher ihr Quotient
positiv, oder die

Tangenten und Cotangenten des 3. Quadr. sind positiv.
Fiir den 4. Quadr. ist der sin negativ, der cos positiv, daher ihr
Quotient negativ, oder die

Tangenten und Cotangenten des 4. Quadr. sind negativ.

el

Durch vorstehende Siitze fithrt man die trigonometrischen
Funktionen aufserhalb des 1. Quadrant auf solche des ersten
zuriick.

Es ist sin ACM'= M'P/, d.i. sin (180° — .~ BOM’) — der
positiven Linie M'P’. Da nun auch M'P’
sin (180° — ~ BCM') = sin BCM', oder

I sin (180° — a) = sin a.

Der Sinus des tiberstumpfen Winkels ACM” ist — der ne-

gativen Linie M"P’. Denkt man sich dieselbe absolut, so ist

= sin BCM/, so ist

Baden-Wiirttemberg



sin (180° 4+~ ~BCM") = — M"P’. Da nun M'P’ — sin BCM",
so ist sin (180° 4+ 2 BCM"”) = — sin BCM”, oder
II. sin (180° -+ a) = — sin a.

Der Sinus des iiberstumpfen Winkels ACM” ist der
neg. Linie M"P; d. i. sin (3600 — 2 ACM") = — M"P. Da
nun MP sin £ ACM'", so ist sin (8609 — ~ ACM")

— M”P, oder :

I, sin (860° — a) = — sin a.
Setzt man a 909 — b, so geht Formel I iiber in
sin [180° — (90° — b)| = sin (90°= 1), d. i.
IV, sin (90° 4 b) = cos b.
Aus IIT wird mit @ = 90° — b: sin [360° — (90° — b)] =
sin (90 — ), d. i
V. sin (270° 4+ b) — ¢o8 D.

Ferner ist cos ACM' — der negativen Linie P'C, oder
¢os (180° — ZBCM') = — P'C. Da nun P’C = cos BCM/, so
ist cos (180° — ~BCM’) — — cos BOM/, oder

VI cos (180° — a) — — ¢os a.

In gleicher Weise geht cos ACM” — P’C iiber in

eos (180° 4+ BCM") = — cos BCM”, oder
VIL. cos (180° 4+ a) — — cos «.

cos ACM"” = PC (positiv) wird cos (360° — = ACM"") —
05 ACM™, oder
VIII. cos (360° — a) — cos a.
Mit @ — 90° — b wird aus VI und VIII:
IX. eos(90° 4+ b) = — sin b.
X. cos (2700 + B) sin b.

sin (90° -4 + cos t j
(900 4 b) — = sl e
: : cos (U0Y 4 b) — sin b’

XI. ty [\.E‘U” -1 f;:] — — ot b,

. - 4 - sin 08
In gleicher Weise ergeben sich aus #g = - und cot — -
Cas St
die nachstehenden Formeln:

XII. tg (180" —a)=—1tga XVL cot( 90°+b)—=—tgb
XIII. tg (180°+ a)- tga | XVII. cot (180° —a)=—-cota
XIV. tg | 2700 4 b) =—cotb | XVIIL. cot (1800 —{—G,‘) = cot &

XV. tg(360° —a)=— —tga XIX. cot(270°4b)——tgb

cot (360° — a) — — cot a.
I en 5
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Wird der Winkel grifser als 360° so wiederholen sich

die vorhergehenden Werte mit ihren Vorzeichen, so dals

| sin (360" —l— a) = MP = sin a, cos (360° - a) =P0 = cos o
w s. w, Oder:

sin (n-360° 4- a) = sin
XXI c0s (n-360° + a) = cos a "
Sy tg (n+360° 4- a) tg a
cot (n-360° 4 a) = cof «a.
5108 £
Betrachtet man die Drehung von A in der Richtung nach D

| positiv, so muls die entgegengesetzte Richtung, von A nach
' E, die negativen Winkel erzeugen. Geht man daher von
A bis M”, so erhiilt man den negativen .~ ACM” und da der
sin desselben — der neg. Linie M"P, so ist, .~ ACM” und M”P
absolut genommen, sin (— -~ ACM™) — M"P, oder, weil
M"P — sin des pos. .~ ACM”:
sin (— a) - - §in a.

In gleicher Weise erhilt man die schon in anderer Weise
in § 47 und 48 entwickelten Formeln: cos (— a) — cos (4 a),
tg (— a) — tg a, cot (— a) = — cot a.

2.

Die Formeln der §§ 55 und 56 mogen nun noch in eine
Regel zusammengefalst werden, die sich ungemein leicht behalten L
und anwenden liifst, :

. Ist der gegebene Winkel ein 2gliedriger Ausdruck, bei —
welchem das 1. Glied Endpunkt der Hauptachse (also 0°, 180°,
360° 540°..., iiberhaupt ein Vielfaches von 180° ), das 2. Glied
ein spitzer Winkel ist, so behilt man das positiv  genommene
2. Glied mit der gegebenen Funktion allein, fiir welche nur noch
nach § 54 das Vorzeichen zu bestimmen ist.

Z. B.: tg (180 — a)? 1800 —¢ weggelassen, bleibt #g «.
Da der gegebene Winkel 180° — a vor 180°, also im 2. Quadrant
liegt und die #y im 2. Quadr. negativ ist, so hat man:

tg (180° — a) = — {g a.

sin (180° 4 a) ... 8ina. Da 180" 4+ a im 3. Quadr., wo
der sin negativ ist, so hat man:

sin (180° -+ a) = — sin «.
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o8 (360° —a)=.... cosa. Da 360° — ¢ im 4. Quadr. und
der cos daselbst positiv, so ist
08 (360° — a) — -+ ¢os a.
ot (—a) =cot(0°—a)=....cota. Da — @ im 4. Quadr.,
wo die cof negativ, so ist
cot (— a) = — eot a.
II. Ist der gegebene Winkel ein 2gliedriger Ausdruck, bei
welchem das 1. Glied Endpunkt der Nebenachse (also 90°, 270°,
450° ..., iiberhaupt ein ungeradzahliges Vielfache von 90¢) ist,
so verfilhrt man ganz wie in I, nur #indert man die Funktion in
ihre Kofunktion um (s, § 5).

Z.B.: c0s (270° —2) = ... sinz. Der cos st im 2. Quadr.
negativ, folglich ist cos (270° —2) — — sin 2.
tg (90°+2) = ... cotz. Im 2. Quadr. ist die tg negativ, daher
cot a.
$in (270° +a)=. .. cos a. Der sin ist im 4. Quadr. negativ, folglich
= —C08 Q.
ot (90° —u) = . . . tg w. Im 1. Quadr. ist die cot positiv, daher
— - {g u.
tg (x —270°)7? Nach § 48, Nr, 25 ist dies zuniichst —
— t9 (270° — z) und nach vorstehender Regel IT — — [+ cot 2] =
— cot .

III. Alle Winkel, welche grifser als 90° sind, denkt
man sich am besten in der Form 90° 4 a, 180° + a, 270° 4-
u.s. w. Z. B.: tg 146° 17/ 28,37 — tg (90° + 560 17 28,37)
— cot 56" 17 28.37.

Weniger einfach wiire fg 146° 17/ 2837 — tg (180° —
33° 42/ 31,63) — — tg 33° 42 31“,63.
sin 207° 51 — sin (180° 4~ 27° 51¢) — — sin 270 517
| cos 349° 25 478 — cos (270° + 790 25/ 47,8) = sin 79°25/ 474 8.

IV. Vorstehende Sitze benutzt man zugleich, um aus der
gegebenen Grifse einer Funktion die zugehorigen, stets in 2 ver-
schiedenen Quadranten liegenden Winkel zu finden,

' 1. Beispiel. Es sei aus fg 2 ¢ der <z zu bestimmen.
Offenbar liegt # im 1. und 3. Quadrant, da in diesen die fy
positiv (+ ) ist. Die Tafeln geben mit Iy tg 2 —1g 2 — Iy 0,75
9,8750613 — 10 unmittelbar jenen 1. Winkel: 36° 52114,6. Da
der andere Winkel im 3. Quadr. liegt, so setze man 2 = 18004y,

5%

1% BADISCHE
i) LANDESBIBLIOTHEK




wo y ein spitzer Winkel. Nun ist tg @ — tg (180° 4 y) =1ty y— 3.
Daher y 36° 52/ 11,6 und folglich « 180° + 9 — 180° 4
369 52711,6 — 216° 52 11“,6.

2. Beispiel. cos « — — §. Die gesuchten Winkel liegen g
im 2. und 3. Quadrant, in welchen der cos negativ ist. Mithin
ist @ 180° - » und folglich cos o — cos (180° - y) = — cos y

— &, woraus sich fiir den spitzen Winkel p

| €08 5
oder Iy cos y lg & 9,9330533 — 10,
X fb]g“rh i 31° 07 9.6,
] b Daher 2= 180" 3= 31°¢ 0’ 96 oder
x; = 148" 59 50”4 und =z, 211° 0/ 9.6, !
58

Wiichst der Bogen AM (oder Winkel MCP) von 0 bis 90°,
so wiichst offenbar (CM — 1 gesetzt) der sinus gleichzeitig von
0 bis DC =1, der cosinus dagegen nimmt ab von CA 1 bis 0.

Wiichst der Bogen von 90 bis 180°, so nimmt sein sinus
wieder ab, von DC =1 bis 0, der cosinus aber wichst im

negativen Sinne von 0 bis CB = s !

Wiichst der Bogen von 180 bis 270", so wiichst wieder der
sinus im negativen Sinne von 0 bis CE - -1, der cosinus aber ?
nimmt ab von CB=— —1 bis 0.

Wiichst der Bogen endlich von 270 bis 360°, so nimmt der

sinus ab, von CE 1 bis 0, der cosinus dagegen wiichst von
0 bis CA=1, so dafs also: W
sin QY 0 cos (9 1 Yol
sin 90°—=1 cod Q0O 0 '
sin 1800 —= () cos 180° —]
sin 2700 = — 1 cos 2700 0
sin 360° =0 cos 360" —=1.
tg und cot von 0° bis 90 konnen wie die nachstehenden
Werte entwickelt werden, sind aber schon § 8 bestimmt worden.
sin 1800 0 o
tg 1800 : : SRellly Lo
: cos 1800 — 1 ®
o sin 2700 — 1
tg 2700 o 0. '
; cos 2709 0
In gleicher Weise: #7360 — 03 cot180° = — o5 cot 270"
— 03 eot 360° =0,
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£ } 59.
Jetzt bleibt uns noch zu beweisen iibrig, dals die im Vorher-
5 gehenden aufgefiithrten und in § 100 zusammengestellten F ormeln,

welche bisher nur fir Winkel < 180 bewiesen sind, auch fir
diese Begriffserweiterung der trigonometrischen Funktionen all-
| gemein giltig sind, sowie auch, weshalb fiir Bigen oder Winkel
iiber 180° die trigonometrischen Funktionen die in den 88 54
und 55 vorliufig festgesetzten Vorzeichen, der allgemeinen Giltig-
keit der Formeln halber, notwendig erhalten miissen.
Dals die Formeln sin 0 =0 bis cot 860° —0 in § 100 fiir
alle noch so grofse Bogen gelten, ist, mit Beriicksichtigung der
gt sich also nur, ob auch die Fundamental-

Vorzeichen, klar, es fr
formeln :

sin(a—+b) =sinacosb<+cosasinb.......(1)

cos (@ 4+ b)=—=cosa cosb — sinasinb ... ... (2)

allgemein giltig sind. Dals diese beiden Formeln fiir @ + b > 90
gelten, ist bereits § 46 bewiesen.
Es seien nun beide Winkel @ und » stumpf, folglich
a -+ b>>180°% aber noch a4 b < 270° und wir miissen nun
zeigen, dafs die rechten Seiten beider Formeln ganz dasselbe
geben, wie die linken Seiten, indem wir den sinus und cosinus
von dem iiberstumpfen Winkel a + b an Grolse und Vorzeichen
so nehmen, wie in § 55 festgesetzt worden.
Man setze @ =90 +p und b =90 4 ¢ (wo p und g spitze
Winkel sind und auch p -+ ¢ <C90), so giebt die Substitution
| von 90 + p und 90 + ¢ in die erste Formel:
sin (180 +4p 4+ q)==sin(90+p) -cos (90+q) + cos (90+p) -sin(90+q).
Aus dieser Gleichung folgt aber, vermoge §§ 55 und 42:
— §in (p -+ q) =— cosp-sing — sinp-cos q
[ sin (p -+ q) = — (sin p - cos q —+ cos p - sin q),
was also vollkommen stimmt und zugleich, wenn man die erste
Formel auf itberstumpfe Winkel ausdehnen will, die Notwendig-
keit zeigt, den sinus eines solchen Winkels als negativ zu nehmen,
weil die rechte Seite der ersten Formel ein negatives Resultat giebt.
Dieselbe Substitution in die zweite Gleichung giebt:
o8 (180 4 p + q) = cos (90+4p) cos (90-4-q) — sin (90-+p) sin (904-g),

hieraus, zufolge §§ 55 und 42:
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— 08 (P~ q) =+ sinp-sing— cosp-cos q
| — 08 ( P e q) = —(cos I Ccos ¢ — sin p- sin f;]f
" i was also wieder vollkommen stimmt,

Ebenso beweist man die ¢ riltigkeit der beide
fiir die Fille, wo erstens stumpf und b=—90°, zweitens a stumpf
und b spitz ist, indem man beide mal 90 -+ p fiir a substituiert.

Sind endlich @ und » stumpf und « + 5> 270° so setze
a=180 — p, b—=180 — 4 und beachte, dafls sin [360 — (P q)—
— sin(p+q); cos[ 360 —( P+1q) |=cos(p-+q) und sin (180 — p)=sin p;
08 (180 — p) =-— cos p. Die iibrigen besondern Fille sind hier-
nach leicht zu behandeln, sowie auch die
sin (@ —b) und cos (@ — b), fiir den Fall
grols, oder auch b > a ist.

n Grundformeln

beiden Formeln fiir
y Wo a und b beliebig

60.

Die Einteilung des Kreisumfanges in 360° ist eine voll-
kommen willkiirliche,. Das Messen der Winkel mittelst dieser
| Grade ist daher auch weniger rationell, als wenn es (wie in der
i hohern Mathematik) durch die der Einheit gleichgesetaten Haupt-

linie des Kreises, d.i. durch den — ] gesetzten Radius geschieht, 5.4
Fiir diesen Wert ist der Durchmesser des Kreises — 2 und da-
her der Umfang — 27 — 6,283185307.

Rationell wiirde man mithin
statt 360°: in Teilen des Halbmessers® 2,
i 7T
‘. i 360 oder {8 Zu setzen haben.
Um also einen durch Grade ausgedriickten Winkel (oder Bogen)
in Teilen des Halbmessers auszudriicken, hat man die Zahl der |

L e e WX
Grade mit 180 — WV174532925 zu multiplizieren.

: feenl ami 7t 3,14159...
ispiele. sin 90" — sin | 90 - 81— sin—
Beispiele. si in JHU,-’l sin 5 sin 5
sin 1°.5707963.
cos 180° = poe (18“ 5 ) =—— (08 7T. i
L S 11211 P
- f 7T\ 7t
tg 30°= t4 | 30- =% .
1 #8 g 180/ 4 G
{ Fe A
o 5 = L ATy & SAEa . AL
cot 17719 23 — ¢ot 1 7",323056 — ¢ot .] 7, 323056 - 150/
cot (17°,323056- 0,0174532925) —cot 0,3023444,

~71-1 BADISCHE W o
BLB LANDESBIBLIOTHEK BadenWiirttemberg



=
Oder (s. Bruhns, S. 608):
fir 179 — 0,20670597
19 —=10,00552688
23%=0,00011151
0,30234436.
Umgekehrt ist 277 in Teilen des Halbmessers — 3609,

daher 1 s > L > 1_5_3'_]‘*

Um also den in Teilen des Halbmessers ausgedriickten Bogen
(oder Winkel) durch Grade wiederzugeben, hat man jene Zahl

o Ll N WS Rl

mit 579295779513 zu nmltll:nhzmren.
7T
iy 7T (e 180°) ;
Beispiele. ¢08 5 =cos| 5+ )= cos 90°=10.
2 \2 @ ,

ey IR [ T T

sin 1,3579 sin | 1,3579 - | = sin (1,3579 - 57°,2957795)
\ =) 3 J

sin 7780193 == sin 77" 48’ 6*,95 und daher
lg sin 1,3579 = lg sin 77° 48 6,95 = 9,9900825 — 10 (s. Bruhns,
S. 411).
Der Bogen, welcher dem Radius, also der Zahl 1 gleich ist,

e 180 A
umfalst daher 1- Grade — 57%,29578.
oy /
Da sin 0°, sin 18‘:"', sin 360° (d. 1. sin 2- ]_80"_], sin 3-180°

u. 8 w. — 0, so ist in Teilen des Halbmessers sin 0, sin 7,

) o

sin 27, ... allgemein (wenn k=0, 1, 2, 3,....)
| sin ke = 0.
Aus cos 0% cos 3609, cos 2-360° . ... oder cos 0, cos 27, cos 4sr, folgt:

| cos 2k ]2

‘ Aus cos 180Y, cos (360" 4 1807), cos (2-360°+180Y). .. oder cos 7,
cos 85, ....= — 1 folgt:
| cos (2k 4 1) 7¢ = =0
| o D £ T A e T 7T
:J Aus sin 90°, sin (360° 4+ 90°), .... oder sin o5 SiNd- =, sin 9 =
1 folgt: ok =ATE
i = sin (4% 4+ 1) 5 =110
8 o s o I e U
| Aus sin 2709 sin (360° 4= 270°), . ... oder sin 3 - 5 STy =
| 2 2
| :
| — 1 folgt: AT
I = sin (4% + 3) e 1.

el S
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. 21 L nis 7T :
Aus cos 90° cos 270° (d. i. cos 3-90°), cos 5-90°, .... oder cos :

' 0818 =10 folgts b

€03 o+ — ....=0 folgt: >

T F 7t . 1

cos (2k 4 1) 5 — (. :

61.

Um anzudeuten, dafs ein Bogen (resp. Winkel) genommen

werden soll, der zu einer numerisch gegebenen Funktion gehirt,
schreibt man are (d, i, areus Bogen) vor die Funktion. Z,B.:

| arc sin 4 = 30° oder in Teilen des Halbmessers arc sin .
0,523599. Es ist also arc sin 1 die Abkiirzung von arc (sin - 1)
und bedeutet mithin den Bogen, dessen sin L ist.

Aus are sin © — y wiirde demnach sin Tt
aus arc tg x o C tg y x folgen,

Ist II‘II]{_‘;(‘-luflll'l, cos 1 a, 80 ist are cos » al.

Ist ferner sin Y =ux, 80 ist cos ¥ V1—sin® U V1 —2a2 daher

i| are sim x arc cos Y1 — 22,
; i 1

Ist tg y — «, so ist cot ¥ , daher port
¥ tg o x’ g
: egse

are tg x are cof — 1

Aus sin (a + b)) =sina cos b 4+ cos a sin b
sinaVl Sintb4-V1—sinta-sinb ﬁ:]'_l"t daher .I
. » . 9 / d B
arc Sin x - arc sm y = qre sin (V1 — y2 Y1 —:

Ebenso findet man:

arc ¢os x +-are cos y = arc cos [z y — V(1 — 2% (1 — 3%

F -
are tg & 4+ are tg Y= are tg : i
; 3 Ty z
A : , 24 b
aare J"Ir.' s are -‘Ir.r r 1 are to « are ta i

H2

* Driickt man die mit einem Halbmesser — 1 beschriebenen
Bigen statt in Sekunden in Liingen (in Teilen des Halbmessers)
aus, so zeigt sich, wie auch schon aus der unmittelbaren Be-

trachtung des Kreises folgt, dafs die sinus zwar immer kleiner

und die tangenten immer grolser, als die zugehorigen Bisgen
sind, innerhalb eines kleinen Intervalls aber, etwa von 0 bis 100%,

e~
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der Unterschied aller drei so gering ist, dals er erst in der
achten Decimale sich zeigt, und dafs man deshalb, innerhalb
dieser Grenzen, statt der sinus (fangenten) die Bogen selbst (in
Teilen des Halbmessers ausgedriickt) setzen kann, sowie- auch
das Verhiilinis zweier solcher kleinen sinus durch das Verhiltnis
ibrer Bogen, gleichviel, ob in Lingen oder in Sekunden aus-
gedriickt, darstellen kann. So ist z. B.:
Bogen von 1% = ?3,I~l]:'1£!2.l_1
: 180-60-60
log arc 1" = 4,6855749 — 10
log sin 1 = 4,6855749 — 10
log sin 10 = 5,6855749 — 10
log sin 30" 6,1626961 — 10
are 1" =sin  1' = 0,000004848137 - -+
sin 10 = 0,00004848137 - .-«

sin 30 = 0,0001454441 -----
sin 30 0,000145 - -- 30
sin 10 0,000048 --- 107~

Da die Lingen der Bigen der Anzahl ihrer Sekunden pro-
portional sind, so erhdlt man die Liinge eines mit dem Halb-
messer = 1 beschricbenen und in Graden etc. gegebenen Bogens,
indem man ihn erst auf Sekunden reduziert und die erhaltene
Anzahl mit arc 1 oder sin 1 multipliziert. So ist z B. der

mit dem Halbmesser — 1 beschriehene Bogen von 30° in
Linge — 30-60-60- are 1¥ = 30-60-60- sin 1%, mithin —
108000 - 0,000004848187 -- — 0,523598796

Umgekehrt wird also ein in Teilen des Halbmessers — 1
gegebener Bogen in Sekunden ausgedriickt, indem man ihn
durch sin 1 dividiert oder mit — . I - 206265

sin 1 0,000004848137
multipliziert. So viel Sekunden, ndmlich 206265 = 57° 17/ 44/ 8,
kkommen also auf einen Bogen, dessen Linge — 1, gleich dem

radius ist.
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Anwendungen der Goniometrie. ‘

Siebentes Buch.

63 a.

Die §§ 35 und 36 aus der Figur ab-
geleiteten Formeln hiitte man, unter Vor-
anstelling der Goniometrie, folgender-
malsen etwas kiirzer ableiten kéinnen,

was jedoch dem Anflinger nicht so klar geworden sein wiirde.

So ergiebt sich z. B. aus

Proportionssatz :
@b
a@i b
a—+b

a—Db

a sin A -
— — nach einem bekannten
b sin B

sin A+ sin B ; :
= — d. i. (5. § 52, Formel 54)
sin A — sin B’ AL .

gsA4+B) ., . L
- TA_B)’ itbereinstimmend mit § 36.

Von besonderer Wichtigkeit aber sind die nachstehenden

2 Niitze.

[. Um aus drei Seiten eines Dreiecks einen Winkel, z B.
B zu finden, ist nach § 30:

a4 ¢ — 2

cos B — 94 hieraus (§ 50):
2ac
a® - ¢ —p2 a®—4-c¢2 —p2
1— cosB 1 — 5 1 ~=CO8 ]5 =] ‘—JI.-. - HE
& ac & ac
! Qac — a? — o2 -2 2act+a¥4-¢2—p2
2sin® 1B- S ! 2c0s21 B— 2 = -
T Zdac - & ac
. b —(a—¢)? (@4 ¢)® — B2
2sin? 1B - 2c0s2 1B —
3 2 ac 2ac
sin? 1B (b4-a—-¢c) (b+-c— aq) cos? 113 (a+-c+b) (a+4-c—1D)
I 5 } —-
o -I (e r 4 av
/ | . { \ | L. 1 .n
F (a—+b—c¢) (b4c—a) (at+-b4c) (at-c—b)
St _1, ]:J' l'-'Jr : s _I, }{ : ) /
: dac ) 4 ac

~71-1 BADISCHE
BLB LANDESBIBLIOTHEK

Baden-Wiirttemberg



BLB

—— e - o — g

Beide Gleichungen durcheinander dividiert:

tg 1 B —;]/[”+“’"_""}.“.)+"' —3)

(a+b—4¢) (a4-c—b)

18— la___ p) ¥)
tg 1B ]/[ it )
r 35-(3s—0b)

Daher auch cof 4 B — ]’ Lk Fecal) [
3 (35 —a) (3s—0b)
Die fir cos 1 B giltige Formel eignet sich in der Form
]/[H+r—|—M (a+c—1)
5 (2a)-(2¢) ;
vorziiglich fiir die numerische Berechnung eines Winkels. Es

cos 1 B=

sel z. B. a=571,9; b -023,2; ¢=2368,7; =B?
a= 5H7l,9 } fiir den Nenner mit
c= 368,7 ) 2 zu multiplizieren.
a+c— 940,6
b= 923,2
Daher a-¢—+b—1863,8
a1 c—b=— ]_'.'-.1
B _]/__;'15;_;3,3. 17,4
U 1143,8-737,4

lg 1863,8 — 3,2703993
lg 17,4 — 1,2405492
d. E. lg 1143,8 = 6,9416499
d E. Iy 737,4=7,1322969
(8,5848953 — 10) : 2 oder
(18,5848953 — 20): 2
lg cos Ij —0,2024477 — 10.

I‘; ) Qe 2
;= 787418048,

daher B=157°23‘ 07,96.

*) Wenn der sinus oder cosinus eines Winkels nahe =1 ist, so indern
sich diese beiden Funktionen mit dem Wachsen des Winkels sehr langsam,
wie die unmittelbare Betrachtung des Kreises oder auch die in den Tafeln
aunsgesetzten Differenzen zeigen. Wenn man also die Wahl hat, einen Winkel
durch eine beliebige trigonometrische Funktion zu bestimmen, so wiihlt man
immer die, welche die grifsten Differenzen hat, weil hier ein Fehler von ein
paar Einheiten in der letzten Stelle des Logarithmen keinen grofsen Einflufs
auf den dazu aufzuschlagenden Winkel iibt. Die tangenten haben immer die
grofsten Differenzen und bestimmen die Winkel also am genauesten.
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| I. Relation zwischen allen 6 Stiicken des Dreiecks.
. Aus a:b=sin A : sin B folgt U

a+b:b=sinA4sinB:sin B

Ferner ist b:c—=sinB : sin C, folglich
a+b:c=sinA+sinB:sinC, d. i (§52 u. &49)
£ O u A+ B A—B o 2 C ; C ;
-0 Cc=—4dsin ) oS 5 - a8tn 3 Cos 5 o
. .., . A4+ B . 180°—C e oy S R, :
o N * . Lota - [ QN0 | 1] -.
Nun ist sin — = sin—— sin| 90 5 ) =8 5, folglich
; C A—B AILE, C
a-+b:e=2¢os 5 coS 5 : 2 sin 3 Co8 5 '

AR L C
Das 2. Verhiiltnis durch 2 cos = gekiirat:

_ A—B . C lemse
.}:. [ Die C08 5 s Sin

9
Ebenso ¢ —b:b=—sin A —sinB:sinB g
b:c—sinB : sin C, daher geang
. A—B A+ B il B ¢ '
a—>b:e 2 sin 5 £08 5 : 2 sin 5 €08 =, Oi_li;‘-l‘_.
: A4+ B 1800 — (¢ .0
Wi‘ll cos CO8 —— st =
0y ] 2 (7]
I U= R S ]
a—h:e 2 sin L 2 sin = €05
(& I
Das 2. Verhiiltnis durch 2 sin — oekiirzt: "
5 8
. L U
":'i' a—b:e sin - 1S
Diese Mollweide’schen (filschlich: Gaufs’schen) Formeln
benutzt man bei Aufgaben, in welchen die Summe oder Differenz 5
zweier Seiten oder die Differenz zweier Winkel gegeben ist. i
Beispiel. Die Summe zweier Seiten — 357 Mtr., die 3. Seite ¢
. — 313 Mtr., die Differenz der beiden an dieser 3. Seite liegenden
Winkel = 12° 34/ 56. Wie grofs sind die iibrigen Stiicke? g
= o 2 = 4
Nach der 1. Formel ist
i : 1298 BB vl L e
0o( : 313 oS > D8I iulgllcii der J
. G 813 eos 6 17 98 g 4
Sin e , woraus sich fodolt 2.
| 2 357 -
(‘
= 60° 37 481
5
C 121° 157 36,2 ergiebt.
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} Mithin ist A + B = 180° — 121° 15 86,2 — 589 44 2348,
Daher .,\ + I: = 209294 13.9
U s ib-iege; .
= 5— 0°1728” (s. die Aufgabe). Daher

durch Addition: A 35" 39/ 394 9

) Subtr. : B 23° 4/ 4379.
Aus a:e=sin A:sinC findet sich nun a, alsdann b— 357 — a.
63 b.

Aufgabe. Die Hihe eines Leuchtturmlichtes, L, iiber dem
Niveau des Meeres ist — i — 60m, Aus welcher Entfernung, e,
kann es erblickt werden, wenn die Hohe des Auges A iiber
demselben Niveau — ‘= 3,5m?
| Antwort. Es kann nicht eher erblickt werden, als bis das

Auge A in die Verlingerung der vom Punkte L an die Erde
gezogenen Beriihrungslinie fritt. Verbindet man also die Punkte
L, A und den Berithrungspunkt T mit dem Mittelpunkt C, setzt
LCT= &, ZACT = und den Radius » der Erde — 6370000 m,
I so hat man:

r r
€08 « und cos @
‘ r=+ h YR
oder, weil bei dieser Art Aufgaben diec Winkel « und g immer
sehr klein sind, so erhilt man nach § 63a Randanmerkung und

h LI
g sinly 2 :
- h und sin el V}‘ —+ I’

Aus den Winkeln « und § findet man dann leicht die zu-
gehorigen Bogen, oder wenn ihre Summe der Linge der Tan-
gente AL gleichgesetzt werden kann (§ 40c¢), gleich einfacher:

§ 50 (33) genauer:

sin ! «

e =V 2rh 1%+ V2rh! -+ I*?, oder genau genug:
¢ =/ 2rh -+ /2rl' = 343254 m — 341 Kilom.
Aufgabe. Wie grols ist die Fliche F der Erdzone von
g —231° bis 8= 661° der geographischen Breite? (Der Radius
der Erde r— 859,436 Meilen.)
Antwort. Es ist die Hohe der Zone = r sin 8 — r sin 8 und
folglich (Geometrie § 178) F=2y%x (sin 8’ — sin ), oder: § 52, 49
S R e
> = 8in 3

F' — 2405456 [ Meilen.

F 4r® 70 cos
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64.
Trigonometrische (oder gonlometrische) Gleichungen.
L. Aufgabe. sin (22 4 7% = cos (1 — 119;
Aufléaung. sin (2x - T"} — 2in |'_1|r.=.‘ — i — 11”']], {f}lglfk'h

224+ 7° =90% — (z — 11 Gy
3z = 94°;
2 = 3149,
2. Aufgabe., 7 tg x - 11 sin T3 d. i
T sin a ; : g gl
= 1 sin a; durch sin 2 dividiert,
| COS I
7 -
= 11; folglich 4
cos 1 10%8
7 A
0052 =17 w8 w. (s § 57, IV). 8
. . :Il
3. Aufgabe. @ o8 == b sin 223 d. i. ’
@ cosx=0b-2sinx cosx;
i a=20b sin x:
I . a
ST = —.
2b

4. Aufgabe. /5-sin o + 11 cos 2 — 37 sin z.

Haben alle Glieder der Gleichung den Faktor sin 2 oder .
s z, so dividiert man durch sin = oder cos z. Hier durch
sin z dividiert:

Vo + 11 cot @ — 37

et s miy/§ _37—2,236068 D scht

¥l 11 11 o

5. Aufgabe. tg 22 = Tsin? 2. )
Enthilt die Gleichung den unbekannten Winkel in verschie- i
denen Formen, so ist jede derselben durch eine und dieselbe i
Funktion (hier durch tg x) auszudriicken. Daher (s. § 49, 27 beque
und § 44, 9): i N
2l 2 o tg®x |

'ir"l — g’z “ig 4tz ey

Der bequemeren Rechnung wegen tg » — y gesetzt: i

2y 77

Vi—y2 144y
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’ Durch y dividiert, folglich vorliufig v — 0, d. i. tgx=—10
| oder # = 0 oder 180° u. s, w,

2 Ty

V1—gy?3 lf'{’!e!

2+2y =Ty V1 —y:2
Quadriert und »* = 2 gesetat, giebt:
2? — %.]5" = ,i . Daher
1) £ =9*=0,65907 oder g%z — 0,65907
tg x =+v0,65907 — + 0,81183,
woraus x;, = 39° 4/ 15%3 2, — 2190 4 15, :
2y = — 39" 4 15“ oder 320°55‘45"; x, — 140° 55‘ 45",
2) 2=y —=0,11451 oder t¢® z = 0,11451,
woraus sich gleichfalls 4 Werte fiir « ergeben.

8. Aufgabe. asin (zx —b) = cos (z — d).
Auflésung. a(sinz cosb— cosz sin b)—cosx cosd-sinx sin d;
durch cos 2 dividiert:
acosbitge — asinb = cosd + sind tg .
asinb -+ eosd

~ g acosb — sind

‘ 65.

Hilfswinkel. Weil die tangenten und cotangenten immer
zwischen 0 und o enthalten, die sinus und cosinus aber immer
echte Briiche sind, so ist klar, dals man jede gegebene, noch
so kleine oder grolse Zahl als tangente oder cotangente und jeden
echten Bruch immer als sinus oder cosinus eines, mit Hilfe der
Tafeln leicht zu bestimmenden Winkels betrachten kann.

Mit Riicksicht auf diese Eigenschaften der Funktionen be-
rechnet man die unlogarithmischen Ausdriicke bequemer durch
Einfithrung sogenannter Hilfswinkel (wenn man nicht die noch
bequemeren Summen- und Differenzlogarithmen benutzen will).

Man unterscheidet hierbei 4 Fiille:

1 Fall. Es sei eine Summe von 2 zusammengesetzten
Gliedern gegeben, die Form also @ 4 b.

: . (f U b _J
Man verwandle dieselbe in a (1 4+ = und setze —=ilgly

b \ . b e
oder auch =cot* ¢p ). Aus der Gleichung fg¢p = ]'/a liifst
43 Vi
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sich nun der Hilfswinkel ¢ bestimmen und jener Ausdruck wird
alsdann a (1 <+ tg? @), d.1i. der bequeme logarithmische Ausdruck 4

(1

(s. § 44).

o8 Ui i

Es sei z. B. £ — Vd®+ ¢® mit d 506,835 und ¢ — 279,041

zu berechnen. Da die direkte Ausfithrung sehr zeitraubend wiire, &
so schreibt man
/ 2 S N
' T ]’ 25 (I g n_'"__xr 4 l’ L+ {- d )
und setzt ( :f') . Aus g = :f :3[{'::’1':_1. ergiebt sich
| @ =28°50°7". Nun ist
i ; d
2 ='d V1 .f‘rj"!,! (5. § 44).
Cos 1"{
lg d 2,7048666
lg cos p = lg cos 289 50" 7 — 9,9425000
lg » — 2,7628576 LK
x = 578,57227.
i 2. Fall. KEs sei eine Differenz aus 2 zusammengesetzten
| Gliedern gegeben, die Form also a — b,
Man verwandele dieselbe in a1 — h) und setze > = c08”
a a
b ) : /b z
| oder auch - sin® '1‘}' Aus der Gleichung cos g -lr’ ; findet
man den Hilfswinkel ¢ und jener Ausdruck wird a (1 — cos? qp),
d.i. der bequeme logarithmische Ausdruck a sin® ¢,
3. Fall. Ist das eine Glied eines zweiteiligen Ausdrucks
(Summe oder Differenz) eine Funktion selbst, so ist es oft von
Vorteil, nicht den 1. oder 2. Fall in Anwendung zu bringen,
sondern das andere Glied in dieselbe Funktion eines Hilfswinkels
zu verwandeln. Z. B.: L]

: ad sin b sin ¢
% tgb — dsine

Aus tg ¢ = dsin ¢ bestimme man den Hilfswinkel ¢ und
es ist alsdann

adsinbsine adsinb sine ces A egy  @dsinbsinecosh cosgp 3
] : (s. 8§55, Nr.58) _ : :

lgb—tgyq sin(b— ) i sin (b— )

cosh cos [/

Ein solches Resultat lifst sich oft noch durch Benutzung der fiir

den Hilfswinkel aufgestellten Gleichung vereinfachen.
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: i - tq ¢ 0
Aus tgq = d sin ¢ ergiebt sich d — Q‘h_{r - Dies substituiert,
ot €
giebt . asinb cosb cos g tg _asin2b sin ¢
sin (b — q) "~ 9sin (b )
| 4. Fall. Ist das eine Glied eines zweiteiligen Ausdrucks mit

dem sin eines Winkels (z. B. mit sin 7), das andere Glied mit
dem cos desselben Winkels (mit cos 7) multipliziert, so hebt man
so aus, dals entweder der sin oder cos dieses Winkels (z. B. sin )
allein stehen bleibt, um den hierdurch entstandenen, mit der
Kofunktion (mit cos 7) multiplizierten Faktor des andern Gliedes
=1tg ¢ (oder = cot ¢) zu setzen. Man schreibt hierauf statt

: St «( T s .
tg ¢ ’r_. hebt den Nenner cos ¢ aus und es ergiebt sich als-

COs f‘{
dann mit Benutzung der Formeln 13 bis 16 in 88 45 und 47
ein einfacher logarithmischer Ausdruck.

1. Beispiel. & —a sin b sin d4e tg b cos d.

e - i etqg b cos d)
Dafiir 2z —asind I!{.m; e . oder
a sinb /
y fis e cos d\
X =a sin b | sin d —5— ls
acos b/
I Es sei 5 = t9 @, woraus sich der Hilfswinkel ¢ ergiebt.
| @ cos O
Alsdann ist # — a sin b (sin d 4 ty @ cos .ﬂ’j= oder
. sin @ cos d)
r=asnb (.\:u.’ d —+ 9 )
cos @
a sin b y 3 ’ L
r=- (sin d cos @ —+ sin ¢ cos d)
cos
a sin b sin (d 4+ o) .
T = / 8. 9 I—J= }11 ] ]
o8

2. Beispiel. Aus der Gleichung
d cos xr — f.a .:Hl.h'f 1
sei der Winkel # zu bestimmen.
Mit @ cos @ — b V1 —cos®x—c (s. § 64, 5. Aufeabe) wiirde
| die Rechnung sehr zusammengesetzt. Man setze daher

J { b sin

il II;-;,_\: T — -] = (.
a

IJ - - Y "
~ = tg qp gesetzt, aus welcher Gleichung sich der Hilfswinkel ¢

r;

| z-r]‘f_{itbt, erhilt man:

' Libsans Trigonometrie.
EP,

BADISCHE
LANDESBIBLIOTHEK




1™ BADISCHE
BLB

=y’ LANDESBIBLIOTHEK

82

a (cos ¢ — tg ¢p sin w) = ¢, d. i
sinqg .
alcos @ — (2 sin :r) — ¢, oder
€o8 (p
[ . y d
{r_.‘rJS xr cos rf‘ - St ({ Sitnox) = C, l'l. L.
COS (f
a cos (x - q)
o8 ("
: ¢ 008 @

5 I (,l"J _— — =

Setzt man @ 4 ¢ — ¥y, so ergiebt sich aus

cos (x

oy ey
i
der Winkel y und aus 2 4+ ¢ = y alsdann
T— Q.
66.

Aufgabe. Aus zwei Seiten und dem
eingeschlossenen Winkel a, b, C eines Drei-
ecks die dritte Seite ¢ zu finden.

Auflésung. Am besten berechnet man
erstnach § 36 einen der beiden andern Winkel
A oder B, und dann nach der Sinus-Regel die Seite ¢. Man
kann aber letztere auch mittelst eines Hilfswinkels folgender-
malsen bestimmen. Zuerst hat man (30):

Cos (.1

a® 4 b* — ¢* hi
1eraus :
2ab !

02— g2 -+ % — 2ab cos C llf)lgt:

* =a* + b* 4 2ab — 2ab — 2ab cos C
e =(a-+b)> —2ab (1 4 cos C)
¢* =(a-b)* — 2ad-2 cos® 1C

4ab-co

c2=(a+b)2|1 — z
(e L (e + b)*
¢ =(a—+4b)*[1 — cos® v]
. : S 2 cos .],(‘. }.'r.rh
¢ =(a--b)sin v, worin cos v =— = .
” @+ b
Zur Ubung mbge hierzu das Zahlenbeispiel § 37 dienen.

67 a.

Aufgabe. Es sind die Lagen dreier Punkte, N, B, O, oder
das dadurch bestimmte Dreieck gegeben, von einem vierten
Punkt, Z, aus (in derselben Ebene) hat man auf die drei Punkte
visiert und die Winkel m und » gemessen. Man soll daraus die
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Lage dieses vierten Punktes Z, d. h, seine Entfernungen », v/, r
von den drei Punkten N, B, O bestimmen.

Wir nehmen zu diesem sogenannten Pothenot’schen Pro-
blem ein Zahlenbeispiel aus Berghaus’ Geographie.

Die Lage des Elisabeth-Turms in Breslau gegen den Rathaus-
twrm in Neumarkt und den Turm der Kirche zu Ohlau ist be-
kannt. Es betriigt nimlich die Entfernung

von Breslau nach Neumarkt BN — a — 822732 Ruten,

» DBreslau nach Ohlau BO=15 —=701423
der Winkel NBO =B — 145° 39/ 50,5
in Zobten wurde gemessen: .~ m — 52° 447 2242
n = 38° 37/ 38 3,
man sucht die Entfernungen », #, »*,

Auflésung. Man suche erst die beiden Winkel BNZ — «

und BOZ y. Da die Summe der Winkel jedes Vierecks 360"

betriigt, so ist # + y = 360° — (B +— m + n) — 122° 58/ 9, also
— = 061929445, Nun ist:
= sin y r o Sinm a
(1) und (2)
sinn /] sinx r

Multipliziert man (1) und (2), so ist

sin m-giny a
- — oder

sin n-8inx b

sin iy - 8in n

==t X )

sin @ b-gsinm
wo der Hilfswinkel » leicht zu fin-
den und als bekannt anzusehen ist.

i, sin Yy = y
Aus der Gleichung —— tg v folgt nun:
S smw
sin 1 sin y :
ek 1—tgovund 14— =1+41g7,
Sin 3 Sin x
sin @ — sin oy : sin x -+ sin y o
i - — g v —— —— -1—|—fffr
d. i. sin @ | 9% sin
sinx—siny 1—lgv
sing +siny  1-4tgv
lygie—3) - tg (45 —») (§§ 51 und 52).
tg 3 (x4 9)
N P i sl 4
Folglich ty & . 4 tg —5— cot (45 +v), [§ 5] oder

5 , a-sinn
H . v > 0 1 5 P, | —— SRR O,
tg = — tg 61° 29 44,5 - cot (45° 4 v), wormn g1 Besinm

6
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lg a = 3,9152584 lgtg 61°29°. .. — 0,2649570

lg sin n — 9,7953599 lg cot (45° 4~ v) = 8,6198293
d. E. lg b= 6,1540200 Y

ks
Igtg - 84786:
d. E. Iy sin m = 0,0091463 0V BT e
f_-".‘ t'fll V= '5%963?85“‘) & __'_:?{' _ 40 93¢ l:lff?i

v — 42086 498 | 2

4:’10 + ) 87” RGJ 4“;1’8
Mithin ist: 2 —=65°52‘13“7 und y — 57° 5/ 95“,3.

Nachdem nun z und y gefunden, hat man aus (1):

sin y sin &
r—5-— oder auch r —aq >,
St on s m
“ sin (x4 m) ? sin (x - m)
dann: : » Woraus: 9 —gq-—— .
S m Smwom
‘ r"  sin (y 4+ n) sin (y + n)
Ferner ist: 2 , woraus: r“—p-. G
b sin n sin n
lg b=3,8459800 lg a—3,9152584 lg b=3,8459800

lg siny=9,9240764 lg sin(z4+m)—9,9434449 lgsin(y+n)—=9,9978276
lg‘sinn—=0,2046401 lg’ sinm=0,0991463, Iy’ sinn—0,2046401
lgr= 3,97-16&!(% lg r*—=3,9578496 lg r"—=4,0484477
r=9434,01 r'=9075,06 r"=11180,15.
Anmerkung. Man hiitte # aus Y (5. oben) auch durch

sin(122°589“ —z) asinn

: ——, oder
S @ b sin m
8in 122° cos  — cos 1229 sinz  asin n \
- 1 it B T
s x b sin m
a sin n

sin 122° cot & — cos 1220 =
b sin m
finden kénnen,

67 b.

* Durch Benutzung eines Hilfswinkels lassen sich bequeme
Formeln zur Berechnung der reellen Wurzeln 2/, 2 einer ver-
wickelten quadratischen Gleichung aufstellen. Man erhilt nim-
lich, unter Beriicksichtigung der Vorzeichen von p und q, aus:

i'[_] x? - px q
r=—1p+lypiidg. £
i
tp+in )/ 14+2L
i+ e

Baden-Wiirttemberg
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Setzt man jetzt fg u » 80 18t (§ 44, 7):
(] :

. ¥ g T

r=1p(—1+ ) — 1y cos u -1 ‘
AN cos U =\ cosu

Die beiden reellen Wurzeln sind also:

1. 1 —ecos u sin? 1y

2 1p- -p- :

= C08 u

. L cosu

T e 4 N

COS U

a q
CO8™ S u
P S
COS U

Cos U :
)1’"’_1_ _.r,l."”‘“?.”,

g u sin u
Wird dieser Wert von p substituiert, so ist:

H

Aus tg u -l folgt p = :
p ¢

e Y SR By
sin= 1y sn=lu
-2+/q- 2 -924/g - i oder
} Sin u ¥ 2sindu coslu’ ;
aa
£ ) I L
r =1lg¥u-yq und 2" L4

tg Ju
Auf dieselbe Weise findet man aus:
| (2

z® — pr
2vq
wenn wiederum #g L

= g,

gesetzt wird:
xf!
|

'
T

_ X q
—tgtu-vq und z’ — v .
g su-yq a i
Ferner hat man aus:
3) 2+ px

.

i 4

- e LS LIS 1 e A
- gP gl l 1 p?

Ist nun 49 <p?* so sind beide Wurzeln reell und negativ

2vaq .
Um sie zu erhalten, setze man: sin» :/ , 80 18t:

x=— 3p (15 cos ),
Ay e g . 2vq o
mithin, indem man hierin den Wert von pSo substituiert,
sy
die beiden Wurzeln :
o
’ ¢ e Vi
T = Ly-vg und z e st
tg 3v-yq unc 1o
| = LEYE)
- . a . g )4
Ebenso findet man, wenn 4¢ << p? und wiederum sin » 5
v ']
gesetzt wird, aus: : :
fl.l ) pr=—9qg
= 1"1‘
M

und 2" =ty lo-v/q.
tiy _Ir’ Y3 !
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