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Erster Teil.
Ebene Trigonometrie.

Einleitung.

Die Elementar-Geometrie lehrt schon, dafs unter allen rium-
lichen Gréfsen das einfache Dreieck insofern sich am wichtigsten
zeigt, als es gleichsam ein Schliissel ist, durch dessen Vermitte-
lung wir zur Kenntnis der meisten iibrigen Figuren gelangen.
Kreis und Dreieck sind hichst verschiedene Gestalten, aber nur
durch Hilfe des Dreiecks konnten wir die vielen merkwiirdigen

' Eigenschaften des Kreises entdecken, seinen Umfang und seinen
Inhalt finden. Dasselbe gilt von vielen anderen riiumlichen Grifsen,
Kegel, Kugel etc. Nicht allein die reine Geometrie kommt auf
das einfache Dreieck zuriick, sondern fast auch die ganze prak-
tische Geometrie, mithin ganze, fiir das biirgerliche Leben wich-
tige und unentbehrliche Wissenschaften, Geodiisie (Geographie,
Land- und Seekarten), Schiffahrtskunde, Astronomie, Mechanik,
Optik etc. konnten erst in neuerer Zeit durch eine vervollkomm-
nete Theorie des Dreiecks (Trigonometrie) fest begriindet, prak-
tisch sicher und fruchtbar gemacht werden. Aus diesen Griinden
ist die vollstfindige Theorie des Dreiecks (Trigonometrie) von
so grofser Wichtigkeit fiir die Wissenschaft selbst und fiir das
praktische Leben, und man kann behaupten, einer der wich-
tigsten Teile der gesamten Mathematik, und deshalb ein griind-
' liches Stucium derselben die darauf verwandte Zeit und Miihe
reichlich lohnend.

Aus der Elementar-Geometrie wissen wir, durch welche von

den sechs Bestandteilen eines Dreiecks (drei Seiten und drei
1
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Winkel) die iibrigen bestimmt sind, mithin das ganze Dreieck
vollkommen bestimmt ist, niimlich durch:

1. Zwei Seiten und den eingeschlossenen Winkel.

2. Eine Seite und die beiden anliegenden Winkel. o
3. Alle drei Seiten. al

4, Zwei Seiten und den der grifseren dieser beiden Seiten
gegeniiber liegenden Winkel.
[ Auch lehrt die Geometrie das Verfahren, wenn irgend drei

dieser Bestimmungsstiicke der Grofse nach gegeben sind, die

dadurch bestimmte Grifse der iibrigen drei Stiicke durch Kon-
struierung des ganzen Dreiecks zu finden.

In rein theoretischer Hinsicht lilst sich gegen die Richtigkeit
dieses zeichnenden Verfahrens auch nichts einwenden, in prak-
tischer Hinsicht aber, wo maglichste Genauigkeit gefordert wird,
ist dieses Verfahren, wegen Unzulinglichkeit unserer Sinne und
Unwollkommenheit der beim Konstruieren gebrauchten Werkzeuge,

hiichst selten zuverlissig und g‘cniigwud. oft auch ganz unausfithrbar,
Um dieses einleuchtend zu machen, be-
dart’ es nur eines Beispiels aus der Geodiisie.

Angenommen: es solle die Entfernung v
eines Punktes, S, von einem Punkte, A, g
bestimmt werden. Ist die Entfernung
wegen eines zwischenliegenden Hinder- Al

nisses nicht unmittelbar zu messen, so

muls es durch Hilfe eines erst zu bilden-

den Dreiecks geschehen,

Es werde deshalb eine beliebig grofse sogenannte Standlinie, Ve
AB, unmittelbar und maglichst genau gemessen, ebenso die beiden Ver
Winkel A und B an derselben, mittelst eines bis auf die Sekunde die
genau messenden Winkelmessers, i

z. B. AB—800 Meter, =~ A—"78" 14 36"; «~ B=285"2(" 17“. i

Wollte man nun aus diesen in Zahlen gegebenen Grifsen
die fragliche Liinge der Linie AS durch Zeichnung finden, so
miifste man erst ein fihnliches Dreieck konstruieren, und also nach
einem verjiingten Mafsstabe eine Linie, ab==800 Meter, auf einem

Zeichenbrette abstecken und hieran die Winkel ¢« —=A, =B
i zeichnen. So grofs dann die Linie as, nach demselben ver-

jingten Malsstabe gemessen, ist, so grofs miilste AS in der
Wirklichlkeit sein, wenn das mit ABS iihnliche Dreieck abs voll-
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kommen genau gezeichnet wire, Diese Genauigkeit ist aber
durch Zeichnung schon deshalb nicht moglich, weil sich die, bis
auf die Sekunde genau gemessenen Winkel nicht so genau wieder
zeichnen lassen, Ein paar Minuten grofser oder kleiner kinnte
aber, namentlich wenn die Summe der beiden Winkel A, B nahe
an 180" kdme, einen Fehler verursachen, wodurch die Linge
von as, also auch AS um mehr als die Hilfte zu grols oder
zu klein ausfiele, abgesehen wvon der grolsen Umstindlichkeit
dieses zeichnenden Verfahrens, und dafs aufserdem der Durch-
schnittspunkt s eine so grolse Entfernung von ¢ und » haben
konnte, dals die Linie as, bs fast parallel liefen, auf dem Zeichen-
brette, und wenn es auch die Grofse einer Provinz hiitte, gar
nicht zum Durchschnitt kiimen, und deshalb gar keine Zeich-
nung moglich wire. Eben so ungenaue Resultate wiirde das
Konstruktionsverfahren geben, wenn man darnach aus den drei
in Zahlen gegebenen Seiten eines Dreiecks die Grifsen der da-
durch bestimmten Winkel in Zahlen genau finden wollte.

Diese Beispiele, deren wir nicht nur aus der Geodssie, son-
dern auch aus anderen Teilen der angewandten Mathematik noch
viele anfithren kinnten, wo man nimlich aus den in Zahlen ge-
gebenen Stiicken eines Dreiecks die dadurch bestimmten mit
méglichster Genauigkeit finden soll, zeigen deutlich, dafs dies,
aus angefithrten Griinden, durch geometrische Konstruktionen
durchaus unméglich ist, und dafs wir in allen solchen Fillen auf
genaue und sichere Praxis entweder ganz verzichten, oder noch
ein anderes, von unsern Sinnen und Werkzeugen unabhiingiges
Verfahren erfinden, kurzum, die Theorie des Dreiecks erst noch
vervollkommnen miissen, und es fragt sich nun, ob und wie sich
dieser wichtige Giedanke, den, wie wir eben angedeutet, nicht
miilsige Spekulationen, sondern vielfache, rein praktische Bediirf-
nisse hervorgerufen habe; verwirklichen lasse?

Der Einfall: Hilfe in der Arithmetik zu suchen, stellt sich
hier von selbst ein. Denn, konnten wir allgemeine arithmetische
Regeln finden, nach welchen man aus den in Zahlen gegebenen
Stiicken eines Dreiecks die dadurch bestimmten Stiicke berechnen
konnte, so wiire damit jener Gedanke offenbar verwirklicht, weil
alle durch Rechnung erhaltenen Resultate reines Produkt des
Geistes, mithin von der Unzuliinglichkeit unserer Sinne ganz un-
abhingig, also vollkommen genau und zuverlissig sind, wie es
die Arithmetik selbst ist.
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Dalfs solche allgemeine arithmetische Regeln existieren miissen,
lifst sich wenigstens mutmafsen. Auch sind diese Regeln, obwohl
die Wissenschaft, zu ihrem eigenen und zum grofsen Nachteil
der Praxis, wegen vernachlissigter Ausbildung der den Alten
fast giinzlich unbekannten arithmetischen Wissenschaften, sehr

lange darauf warten mulste, in den letzten anderthalb hundert -
Jahren gefunden, und machen zusammen nun denjenigen Teil der
' Mathematik aus, welchem man den Titel Trigonometrie (Dreiecks-
rechnung) giebt,
Der Zweck und Degriff dieser jetzt zu bildenden Wissen-
1 schaft ist vorliufiz nun wohl so deutlich ausgesprochen, dals der
Anfiinger, dadurch vorbereitet und angeregt, auf den Gang der
Erfindung und Entwickelung gespannt sein wird.

Denn so leicht ist die Sache nicht. Und wer den unauf-
haltsamen Fortschritt in den Wissenschaften mit Aufmerksamkeit
betrachtet und \\-ahmimmt, auf welche sinnreiche Weise der
menschliche Geist scheinbar uniiberwindliche Schwierigkeiten zu
beseitigen weils, der wird auch hier das Verdienst desjenigen

{ anerkennen und dessen Scharfsinn bewundern, der als der erste
Erfinder der Trigonometrie betrachtet werden muls. Auf welche
sinnreiche Weise er zu Werke gin

g, wollen wir jetzt zeigen,

Durch die ln‘i:crlvguug, dals jedes Dreieck durch ein Per- 4
pendikel immer in zwei rechtwinklige zerlegt werden kann, und i
deshalb die ganze Trigonometrie auf die des einfacheren recht-
winkligen Dreiecks zuriickkommt, war die allgemeine Aufgabe -
vorliufig auf die weit einfachere gebracht: aus beliebigen in
Zahlen gegebenen Bestimmungsstiicken eines rechtwinkligen
Dreiecks die iibrigen Stiicke desselben durch Rechnung zu finden;
und es war ein sehr glicklicher, gleich auf die beste und be-
quemste Methode fithrender Gedanke, durch Herbeischaffung fol-
gender Hilfsgrolsen diese Aufgabe leicht zu losen.

Man denke sich, sagte der erste Er-
finder, auf dem einen Schenkel eines be-
stimmten Winkels, B, ein beliebiges Stiick, W
BC, abgeschnitten und von dem End-
punkt C eine Senkrechte, CA, auf den
andern Schenkel gefiillt, so entsteht ein
bei A rechtwinkliges Dreieck, dessen Seiten a, b, ¢ heilsen mogen.
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Denken wir uns die Liingen dieser Seiten nach einer beliebigen
Lingeneinheit gemessen und durch Zahlen ausgedriickt, so ist
klar, dals die Verhiltnisse von je zwei dieser Seiten oder die un-
benannten Quotienten, die je zwei Seiten durch einander dividiert
e

3 ] ?

/
aeben | wie
- i i [ |’

) durch die Grilse des Winkels B voll-
kommen bestimmt sind.,
Wiire z. B. < B =2309, so wiire:

b t b &

1 1./9 1. /9

P & SV =S sk

113 4
Denn denkt man den Winkel B=230° auch unterhalb BA ange-
tragen und CA bis D verlingert, so ist BCD ein
gleichseitiges Dreieck (weil jeder Winkel— 609),

folglich b= }a; ¢ =v/a®* — (1a)?* = }ay/3, mithin
o e ¢ _l_r{]',”f’) » b ig 1 -.r,r':%
3 1. 2 14/9. 3 : !
R @ T¥es jay3 Y3 3B J
[ ].«r \3
S
: b la o

Ferner ist auch klar, dals diese vier Quotienten nur von
der Grolse des Winkels B, nicht aber von der absoluten Grélse
der Seiten @, b, ¢ abhiingen; denn wird eine dieser Seiten, z. B.
BC=a, 2, 3'**nmal so grofs genommen, so werden (vermige
Ahnlichkeit der Dreiecke) auch die beiden andern Seiten b und ¢
in demselben Verhiiltnisse gréofser, und die Quotienten bleiben
deshalb fiir denselben Winkel noch dieselben. In der Figur zum
MP AT
CM™ €T
Andern sich jedoch die Winkel, so #ndern sich
auch die Quotienten,

Wiire z. B. =~ B— 45% so wiiren die er-
withnten Quotienten:

. 7. Satze ist z. B. fiir denselben .~ a das Verhiiltnis

(

b ¢ b
— =l =g die =1, —=1;
a Vii @ Sl e !

Denn wenn in dem bei A rechtwinkligen Dreieck CAB der |
| Winkel B=—45" ist, so ist auch .~ C=—=45°, und die beiden Katheten
b und ¢ sind einander gleich. Setzen wir die Liinge dieser

n = s " .
i - sind iiberfliissig.

. . . (1)
) Die beiden Quotienten -,
b’ e
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gleichen Katheten = 2, so ist: #*-}-2?—a? oder #®— l4?, mithin

b ay's ¢ ay'y
; 1 £ o ; ey I N 2 714
@ =ay'}; folglich, wie oben, e Ratan h S il ot ek o & 5
|r: (42 ;1‘ ol
= ]'r“ —1 ete. X
c a V L I

Kiénnte man nun diese vier Quotienten, wie hier fiir 309
und 45° auch fir jeden andern Zustand des Winkels B. von
0% bis 90° berechnen, und dann alle nebst den zugehorigen b
Winkeln in einer Tabelle leicht iibersichtlich zusammenstellen, d
etwa so:

| ' Quotienten $0 leuchtet der grolse prak- d
o b e b ¢ tische Nutzen einer solchen {

Winkel ische zen (.n a1 wr]{.]l!.-l )

a @ ¢ b Tabelle leicht ein, und wir E

SO TS TN T wollen zeigen, dafls durch di
: i Anfertigung derselben die i
: Aufgabe der Trigonometrie d
schon so gut wie gelost wiire.

800 ()f () 1 14/3 | 14/3 /93 p .
ot 2 A e Denn wiiren dann von einem

I ] i rechtwinkligen Dreieck (und
. . : darauf kommt, wie gesagt, f
459010 v§ | v3 1 1 alles zuriick) zwei Bestim- z

: - : . mungsstiicke gegeben, so

kiéinnte man mittelst einer
solchen vollstiindigen trigo-
, nometrischen Tafel die iibri-
gen Stiicke durch eine einfache Multiplikation oder Division sehr
leicht berechnen.

Wiiren z. B. in dem bei R rechtwink-
ligen Dreieck GHR der Winkel G =309, die
Hypotenuse GH == 2530 Meter gegeben,
und die dem Winkel G gegeniiber liegende
Senkrechte HR =, so wie auch die ihr
anliegende GR = y zu bestimmen verlangt,
so giebt offenbar # durch » dividiert denselben Quotienten, welcher

in der ersten Spalte der Tafel neben dem Winkel von 30¢ steht;

daher __):_m -1, und hieraus durch eine leichte Multiplikation
et Ia X .
s . - : 1 =
@=1265 Meter. Ebenso ist der Quotient ‘1"'{3{} fiir den Winkel
“al

G =30 vollkommen bestimmt. Sucht man diesen Quotienten
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neben dem Winkel von 3809 in der zweiten Spalte, so ist
- S

2::;”-. 3V3, also y=2530- ‘;, Einen gleichen Nutzen gewiihren
offenbar die beiden andern Spalten, wenn von einem rechtwink-
ligen Dreieck eine Kathete und ein spitzer Winkel gegeben sind;
auch merkt man wohl schon, wie die Tafel (als vollstindig voraus-
gesetzt) dienen kann, um in einem rechtwinkligen Dreieck die
beiden spitzen Winkel zu bestimmen, wenn irgend zwei Seiten
desselben gegeben sind,

Der grofse Nutzen einer solchen vollstindigen Tafel ist aus
dem Gesagten nun wohl einleuchtend, und der Erste, der den
Gedanken an eine solche Tabelle fafste, mufs als der eigentliche
Erfinder der Trigonometrie betrachtet werden, denn alles folgende,
die ganze Trigonometrie, ist nur Bearbeitung und Ausfithrung
dieses Gedankens, woran nun Viele teilnehmen und ihren Scharf-
sinn zeigen konnten, und den die Zeit bald zur Reife bringen
mulste; denn eines folgt aus dem andern fast von selbst. Hier
gilt wieder, was Descartes von den Fortschritten der Mathe-
matik tiberhaupt sagt: ,wenn man nur erst die zwei oder drei
ersten Glieder hat, so ist es micht schwer, auch die tbrigen
zu finden.“
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