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Anhang.

Anmerkungen und Ergiinzungen.

511,

Zu § 1. Man mutmalst, dafs zu unserm, allgemein iiblichen Verfahren,
mit zehn Wortern alle Zahlen zu benennen, die zehn Finger Veranl ssung
ben haben. Mit Gewilsheit kann man aber dieses nicht behaupten, da
es urspriinglich ganz willkiirlich war, und man die Zahlen auch ebensogut
mit mehr iJ'JtI’ weniger Grundwirtern hiitte benennen kimnen. So hitte
man z. E. s nur bis vier zu zihlen brauchen, und dann, statt fiir
die auf vi de Zahl ein neues Wort zu ersinnen, eins und vier,
oder kiirze vier sagen kimmen, dann zweivier, dreivier, viervier oder
zweimal vier; ferner eins und zweimal vier &e. Die Wiorter eing und
zweimalvier, zwei und zweimalvier &e. hiitte man dann auch wie £ 1. durch
Auslassung der Silbe ,mal* und Veriinderung der Silbe vier in kiirzere ver-
wandeln kinnen. — Nach Aristoteles’ Berichten hat es ein thrakisches Volk
gegeben, welches aut diese Weise ziihlte. Noch jetzt soll ein zehnfingeriges
Volk, die Jalofs, in der Nachbarschaft des Se ls wohnen, w elches zur
Benennung der Zahlen nur fimf Grundworter raucht, und so zihlt:

g

len,  wiard, niet, guyanet, rumnu quiron ben, r’jf-f-fn’er nierd,
(ein) (zwei) (drei) (vier) (fiinf) (Hinf und eins) (fiinf und zwei)

Mehreres hieriiber, sowie iiber die Zahlzeichen der Rimer, Griechen,
Hebriier und anderer Viilker sehe man in Montucla, histoire des Mathé-
matiques. Tom I, pag. 45 et 375 und Kliigel's Mathem. Wirterbuch
5. Teil, pag. 1166 u. f.

312,

Zu§ 6. 1) Dals man statt 10 auch jede andere beliebige Menge Einheiten
als (11‘Limlz hl eines Zahlensystems annehmen kann, und dann nach dem-
selben einfachen Gesetz zur Dars ellung aller Zahlen nicht mehr Ziffern
braucht, die gewiihlte Grundzahl Einheiten hat, ist klar. Hiitte man
z. B. die Ubereinkunft getroffen, vier zur Grundzahl eines Zahlens ystems
machen, mithin diese Grundzahl vier als Einheit ersten Ranges und also
* soleche Einheiten ersten I.auma d. 1. sechzehn als eine neue Einheit
en Ranges anzusehen u. f,_. 80 hiitte man auch nur die vier Ziffern
. 3, 0 nitig gehabt, um d.lmll‘ in dem hiernach entstehenden Zahlen-
system, die sr}r-vu.nmt{‘ Tetradik, alle moglichen Zahlen zu bezeichnen. In
diesem System ist also jede Einheit ciner links stehenden Ziffer nal so
grofs, als die Einheit der nichst rechts stehenden Ziffer; weil niimlich Jje
vier Einheiten irgend eines Ranges eine Einheit niichst hthern Ranges
machen, so mufs man vier als Einheit ersten ]{elllj:""\- durch 10 bezeichnen,
fiinf durch 11; sechs, sieben, 13; acht, als zwei Einheiten ersten Ranges,
durch 20; neun, 21: {H 23: zwolf, 30: fiinfze hn, 33; sechzehn, als vier
}m}u iten ersten Ranges oder eine Einheit zweiten Ranges durch 100;
siebzehn 101 u. s f.

Ebenso l.mr_» man auch zwei als Grundzahl nehmen und nach dem
achen Gesetz, dafs je zwei Einheiten irgend eines Ranges eine Einheit
15t hitheren l{,mws*a wachen sollen, blofs mit den beiden Ziffern 1 und 0
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alle Zahlen bezeichnen konnen, niimlich: eins, 1; zwei als Einheit ersten
Ranges durch 10; drei, 113 vier. als zwei Einheiten ersten oder eine Ein-
heit zweiten Ranges, durch 100; fiinf 101; sechs 110; sieben 111; acht, als
swei Einheiten zweiten oder eine Einheit dritten Ranges, durch 1000; neun,
10013 zehn, 1010 u, s. f. Dieses System, die sogenannte Dyadik, sollen vor
Zeiten die Chinesen gebraucht, statt des Stellzeichens 0 aber emen CQuer-
strich (— ) gesetzt haben. Aufser einem praktischen Nutzen dieses Systems
zur Entdeckung merkwiirdiger Eigenschaften der Zahlen und deren Teilbar-
keit. wollte Leibnitz noch darin ein treues Bild der Sehipfung finden und
suchte durch Erklirung desselben und durch Vermittelung des Jesuiten
Grimaldi, Priisidenten des mathematischen Tribunals in China, die Chinesen
sum Ubertritt zur christlichen Religion zn bewegen.

Gleicherweise hiitte man auch die Zahl zwo1f zur Grundzahl machen
und fiir die beiden Zahlen zehn und elf noch zwei einfache Zeichen, wie
und 8, einfilhren kimnen. Hiernach wiirde man also schreiben:

Einheit ersten Ranges) 10; dreizehn 11;
20 u. 8 f Es ist noch gar nicht lange,
'ges System, die Duodekadil:, statt der
aus dem theoretischen Grunde, weil
es zwo If Apostel gegeben hat; s aber ans dem praktischen Grunde,
weil die Zahl 12 mehr Faktoren als die Zahl zehn hat, welches beim Rechnen
bedentende Vorteile gewiihren sollte. Sei es nun, dafs die Mathematiker
diesen praktischen Nutzen, oder die Wichtigkeit jenes frommen (rundes
nicht begreifen kimnen, sie haben beides nicht beherzigt und nichts zur Aus-
fithrung jener Verbesserung beigetragen. Man sieht also, dals unendlich
viele Zahlensysteme moglich sind, und es in der That zu verwundemn, dafls
nicht die alten Griechen und namentlich Archimedes, der geistreichste Mathe-
matiker unter ihnen, auf die wichtige Erfindung eines solchen Zahlensystems
gekommen ist. Der Vergleichung wegen wollen wir hier einige Systeme
nebeneinander stellen: .

etwa o
neun, 9; zehn «; elf g; zwilf (als
dreiundzwanzig 1 3; vierundzwanzi
als man ernstlich darauf dachte, d
Del:adil, einzufiihren, und zwar zuer

e
2y = 2 = - 5= =
£ e i (s e - o e =
g R s R = | &e
-4 - = vy -~ - = ~
=* o= = = — = = =
~ =~ ~ ~ ~ = = =
~
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
w| 2| 2 2 2 2 2 2 2 2 2
11} | 3 S 3 3 3 3 ) 3 ]

100 __1.1 10 4 1 4 4 4 4 4 4
101 12 11 10 5 5 5 5 5 Bitith
1.1\%; 201 12 | 11 10 6 6 6 6 6 G

(I B GGl C i e I W (R T
10000 22120 113 12 | 11 | 10 8 8 8| 8
1001100 | 21 | 14 13 |12 | 11| 0| 9| 9| 9

1010/101 (22 [ 20 | 14 |18 |12 |11 | 0| « | @
1011102 28 |21 (15 14 (13|12 | 11| w | B
1100( 110/ 30 22 20 |15 14 | 13 | 12 | 11 10

2) Die Frage, welches von allen Zahlensystemen wohl das beste sei,
lassen wir dahin gestellt sein. Jedes ist praktisch brauchbar. Uns muls
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aber schon aus dem haltbaren Grunde die Dekadik das beste sein, weil es
in der_zivilisierten Welt iiberall gebraucht wird, und wir darnach zu schrei-
ben einmal gewohnt sind. Ubrigens macht es auch nur die Ungewohntheit,
wenn man nicht in allen Systemen gleich fertig schreiben und rechnen
kann. — Soviel ist indessen klar, je grofser die Grundzahl eines Zahlen-
systems, je grifser das dazu erforderliche Einmaleins, je schwerer, aber je
schneller ist auch danach zu rechnen und umgekehrt. Die Chinesen in
ihrer Kindheit brauchten zu ihrer Dyadik gar kein Einmaleins.

3) Nichts ist leichter, als eine Zahl, welche in einem beliebigen System
geschrieben ist, in ein anderes zu iibersetzen. Soll z. E. die tetradise ze-
bildete Zahl 210232, dekadisch geschrieben werden, so braucht man nur jede
Ziffer mit dem Wert ihrer Einheit, d. h. g0 oft mit 4 zu multiplizieren, als
ihr Rang es angiebt. Die erste rechts stehende Ziffer ist vom Oten R:
und stellt also blofse Einheiten dar, die zweite Ziffer ist aber vom ersten
: :, Wo also jede Einheit 4 Einheiten in der Dekadik gilt, die dritte
st vom zweiten Rar und jede Einheit gilt hier also 4.4 —16. Mit-
bene Zahl 210232 dekadisch ausgedriickt = 2350,

0 =
Ebenso findet man:
Diyadil, Dekadik

101011 = 43

1) Soll umgekehrt eine dekadisch gebildete Zahl, z B. 2850. in die
Tetradik iibertragen werden, so mufs man die vorgegebene Zahl wiederholt
lurch die Grundzahl 4 dividieren: der erste Quotient giebt die Anzahl Ein-
iten vom ersten Range, und der erste Rest die Anzahl Einheiten vom
1 Range; der zweite Quotient giebt die Anzahl Einheiten vom zweiten
und der zweite Rest die vom ersten Range &c.: z B.:

(1) 3692 @ 43 21105]2]1
==L ]2 i 0 0 R 0 T A WO

0 in der Dekadik — 210232 in der Tetradik

48 - - - =101011 » - Dyadik

5) Der Mechanismus der vier Spezies ist in allen Systemen gleich. Bei
der Addition in der Tetradik z. B. braucht man nur fiir je vier Einheiten
einer Reihe eine Einheit in die niichst folgende zn fibertragen &e., wie fol-
gende }'If_r'l.‘-'flit'h'- zci;_;'r.'u:

Dyadik. Tetradik, Duwodekeacdil,
Addition: 10101001 501202

1111001 133112
Summe: 100100010 1100320
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Subtraktion: 100100010

1111001 /
Rest: 10101001 133112 167359«
Multiplikation: 10111 2 930e
1011 485
10111 25926
10111 ] @
10111¢ 11210 DB
11111101 1230132 4039a46
IJ_.I;.rrr.l'.f,-"_ Tetradil:.
Division: Quotient:
10111 | 11111101 | 1011 2302 | 1230132 | 213
10111 11210
100010 10313
10111 2302
10111 20112
10111 20112

6) Wenn eine Zahl nur mit zweierlei Ziffern gesc hrieben wird, so ist
leicht zu erkennen, durch welche, mit denselben luniun Ziffern geschriebe
Zahlen sie teilbar ist. So sieht man z. B. gle ich, dafs die Zahl 959
durch 95 und 9595 teilbar ist. Weil nun in der Dyadik alle Zahlen
der Subtraktion darin entstehenden Reste) mit denselben beiden
Ziffern 1 und 0 geschrieben werden, so begreift man, weshalb Leibnitz
dieses System zur Entdeckung der Teilbarkeit der Zahlen geeigneter 1|1|ll
Man sieht z. B., ¢ die Zahl 100100100100 dureh 100, 1001, 10, 11 ¢
teilbar ein mufs, Wird also eine Zahl in die Dyadik ibersetzt, so sind

’ :toren leichter zu erkennen. So i 5. ‘die Zahl 381393 dyad
--'.n. ben 111101101000001 und ein geiibter Blick sight nun sogleich.
dafs sie durch 111, = 7; 1101, = 13; 10001, 17; 10011, = 19 teilbar ist
(S. Lamberts mathem. Schriften.)

die bei

t

Yu § 10. Der in § 10 angefiihrte Satz: dafs man die beiden Faktoren
eines Produkts miteinander verwechseln darf, Lifst =ich folgendermalsen
beweisen: Ob man den Faktor b selbst oder jede darin enthaltene Einheit
amal setzt. das ist einerlei. Ebenso ist es einerlei, ob man die .,:1}1--*5_
amal, oder a einmal nimmf, ¢.1=1.a=a. Setzt man nun jede in b ent
haltene Einheit amal, so hat man offenbar a selbst, fmal g
niimlich, wenn man & in Einheiten auflost: a.b=a(1+1+

a=o+a ﬂ—E-.,.-sz.H.

Beispiel: 4.5—=4.(14+14+14+1+1)=(44444--444)=5.4

Dieser Satz ist ganz allgemein und Lifst sich auf beliebig viele Fak-
toren ausdehnen, indem man nach dem Schlufs von #» auf n-+1 von zwei
Faktoren auf drei, von drei auf vier schliefst &c. Es ist z. B. a.be=a.ch=
be.a—ch.a, wo nach dem vorhergehenden Satz blofs zwei Faktoren, erst-
lich  und ¢, dann be und o verwechselt sind. Nun ist aber auch ab.¢=a. be;
denn ob man ¢ erst dmal und dann diese 4 gleichen Summanden wie 1[ r amal,
oder ob man ¢ gleich abmal setzt, das ist einerlei, indem man in beiden
Fillen ab gleiche Summanden (c) erhillt. Ebenso ist be. a- — /s enr, mithin ale=
aeh = cal = cha=bac = bea &e.

314.

Zu § 24. 1) Die Zahlen 2 umi 5 sind in 10, mithin 2.2=4 und ¢

in 10.10=100: 2.2.2—% und 5.5.5—125 in 1000 ohne Rest enthalten.
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Um nun zu beweisen, dals eine Zahl, z. B. 276, durch 2 teilbar sein mufs,
weil ihre letzte Ziffer es ist, denke man sich diese letzte Ziffer davon ge-
trennt und die Zahl als eine zweiteilige geschrieben, niimlich 276 =270
6=27.10-4-6. Weil nun der letzte Teil 6 ve rmige Voraussetzung und der
erste Teil 27.10 w egen des Faktors 10 durch 2 tmlh'u ist, :u) |11L|I- es auch
276 :0'.‘"' 27.10 h

die Summe 27.10-46=276 sein (§ 21); weil = — 4 =

2 2 2
27.5+4+3. Ebenso ist der Beweis fiir 5; und fiir 2.2 —4: 2.2—8§ &r

wenn man die beiden letzten, drei letzten Ziffern &c. trennt., W. m] % i_llle
beiden letzten Ziffern der Zahl 1484 durch 4 teilbar sind, so ist es auch die
ganze Zahl; denn

1484 140084 14100 , 84 675 67045 67.10, 5

7 RS e i 5 5 5 v

2) Eine jede Zahl lilst sich immer so zerlegen, dals jede Ziffer mit
einem Faktor von so vielen 9 multipliziert ist, als noch Ziffern folgen, und
dafs der eine Teil die Quersumme aller Ziffern ist: z. B.:

6453 =6.999+4.99+5.94(6-+4+51-3)
-_—.|'.,9',s',|_1_4,‘,_au.i_s,,}p_|_].-<

Es ist niimlich:
6453 — 6000 4-400 4 504-3=6.10004-4.1004-5.104-35
ferner, da: 1000=999 +1; 100=994+1 &e.

6000=6(99941)=6.999 -6 § 19)
400= 4(9941)=4.99+4
0= 50+1= 5.9+45

D ==t 5] = ]

6453=6.999-4+4.9945.9-4-18

Ist also die Quersumme der Zahl 6453 durch 3 oder 9 teilbar, so sind
es auch die Glieder auf der rechten Seite dieser Gleichung und folglich
auch die Zahl, als deren Summe:

6453 6.99944.994-5.94- (6441 543 ’J
' 9
:';i_-i

Zu § 29. Nach der § 29 gegebenen Regel findet man 24 als den grifsten
gemeinschaftlichen Fakt tor von 72 und 168.

Dafs nun die nach dieser Regel 168|72|24
gefundene Zahl 24 wirklich ein gemein- h 36 k
schaftlicher Faktor und zwar der mog- a 79 7
lichst griifste ist, ist am leichtesten ein-
zusehen, wenn man die beiden Zahlen 72 72
72 und 168 durch Linien dargestellt P d é a

denkt. Liilst man niimlich eine beliebig

lange le[» die Einheit bedeuten, so stellt eine 72mal so lange Linie ab die
Zahl 72 und ebenso ¢g die Zahl 168 dar. Ist nun (nachdem ad auf cg zwei-
mal .ll)gv»[ tzt worden), der erste Rest eg—24, irgend wievielmal ohne
Rest in a/ enthalten, so milst er auch ed, de und eg (sich selbst) und folg-
lich auch eg=168. Ein grifseres Mals, wie etwa hk=36, welches in ab
folglich auch in ¢d und de enthalten wiire, kann nicht in der kleinern Linie
eg und folglich auch nicht ohne Rest in ¢g=168 enthalten sein.
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vorstehenden Beispiel ging die Division schon beim zweiten Male
ie Schliisse bleiben aber offenbar dieselben, wenn sie weiter fortgesetzt

316.
Zm 88 28, 52, 182

Lehrsatz. Wenn p eine Primzahl und ¢ und 4 zwei ganz beliebige
Zahlen bedeuten, welche jedoch einzeln nicht dureh p (ohne Rest) teilbar
sind, so kann auch ihr Produkt .5 nicht durch p teilbar sein.

1. Beweis. Wenn eine Zahl, @, durch eine Primzahl, p, ohne Rest
teilbar ist, so mufs die Zahl a, in ihre einfachen Faktorem zerlegt, not-
wendig den einfachen Faktor p enthalten.

Wenn also zwei (oder auch mehrere) Zahlen, @, &, einzeln genommen
durch eine Primzahl, », nicht teilbar sind, so kann es auch ihr Produkt
a.b nicht sein. Denn da in diesem Falle weder a noch b, in einfache Fak-
toren zerl den Primfaktor p enthiilt, so kann auch die Multiplikation
ihrer Primfaktoren unmiglich den Primfaktor p in ihr Produkt hineinbringen,
weil aus der Multiplikation mehrer Primzahlen immer eine zusammengesetzte
Zahl entsteht. Hieraus folgt ferner (weil eine zusammengesetzte Zahl, a,

gleich dem Produkt aus allen ihren Primzahlen ist eine i, a,
nicht auf verschiedene Weise in Primzahlen zerlegt werden kann.
2 Beweis. Sind beide Faktoren ¢ und & grisfser als p, so dividiere
man erst einen von ihnen, # durch p, bezeichne den ganzen Quotienten mit
und den Rest, der notwendig kleiner als p ist, mit r. Es sei niimlich
= — oder: - =P -+
p P 2
und folglich (auf beiden Seiten mit multipliziert
P
JI’-”J i
=M~ —— v ssma s anren e (1)
1 P
ab . -
eine nze Zahl sein, s0
P

weil ma eine ganze Zahl ist, notwendig auch eine ganze Zahl,

ar durch p teilbar sein. Um die Unm zu zeigen, dividiere
jetzt p durch r, setze den ganzen Quotienten =’ und den Rest=r" KEs
seil niimlich:

i
FLOREch Sty s
folglich (mit multipliziert):
)
P i} ar!
a=n -+ =
' &
Wiir . 11 ar sl DT i
dre nun ar durch p teilbar, mithin eine ganze Zahl, so milste
p

- ar . : . 1
notwendig auch eine ganze Zahl sein, weil der Betrag der rechten Seite

gleich einer :_';il]!Z({TI Zahl a sein muls,

Dafs aber auch @' nicht durch p teilbar sein kann, wird ebenso wie
von «ar bewiesen, indem man p iilll'i_‘S1 ¢ dividiert, den Quotienten mit m"
und den Rest mit ¢ bezeichnet &e. Man sieht alzo, dals durch Wieder-
holung dieses Schlusses der jedesmal bleibende Rest », v, r'% v

C : ) I et e «s s YOI
welehen keiner in p (weil p ene Primzahl) enthalten ist, immer kleiner und
znletzt = 1 werden mufs. Wiire also al durch p teilbar, so miifste auch
ar, ar'y ar' ......a.1, mithin o selbst durch p teilbar sein, was gegen die
Voraussetzung ist, h:
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Ist keiner der drei Faktoren @, &, ¢ durch die Primzahl p teilbar, so
ist es auch ihr Produkt alc micht. Denn nach dem Vorhergehenden ist es
@, nicht und wenn man gb—A setzt, auch A.c—ate nicht &e. Dieser
fiir die Arithmetik wichtige Lehrsatz giebt den Schlissel zu vielen andern.

317.
Zu § Nach dem vorhergehenden Paragraphen ist, aufser 5 und 2,
keine Primzahl, wie 3. 7 &e lso auch kein Vielfaches derselben, wie 2.3

y
4.7 &e., kurz keine sich nicht in lauter Faktoren 2 und 5 auflsen
lifst, in 10, also auch nicht in 10.10 oder 100, 1000 &e. ohne Rest ent-
halten. Daraus folgt also, dafs kein Bruch, dessen Zihler und Nenner Prim-
zahlen gegeneinander sind . genau durch einen Decimalbruch dargestellt
werden kann, wenn sein Nenner gich nicht in lauter Faktoren, wie 2 und
5, auflosen lifst. Dafs dann aber die Decimalen immer in derselben Folge
periodisch) wiederkehren miissen, ist leicht zu begreifen. Verwandelt man
z. E. den Bruch ! in einen Decimalbruch, indem man mit 7 iu 1000...
dividiert, so ist klar. dafs, da keiner von den aufeinander folgenden Resten
7 sein kann, eine von den £ Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6 als Rest kommen mu
hiichstens kinnen also nur sechs verschiedene Reste stattfinden, dann muls
notwendig einer derselben zum zweitenmale und somit auch dieselben
Decimalen wiederkehren. Was aber von ¢ gilt, gilt auch von jedem Viel-

&e. So ist z. B.:

=0,142857142. .

=—0,42857142. . .

dafs wegen der hichstmiglichen Anzahl Reste die
Perioden der Decimalbriiche mindesteus eine Zift veniger haben miissen,
als der Nenner des sie ex ceugenden Bruches Einheiten hat, [Jm aber aus
einem gegebenen Nenner im voraus die Anzahl der periodischen Decimalen
bestimmen zu kinnen, mufs man sich mit § 166 angefithrten merkwiirdigen
und lehrreichen Werke vertraut machen, So giebt z. B. jeder Bruch von

Man sieht sogleich

der Form - " periodische Decimalen, niimlich:

10 —

1 : 1 1
=1~ ¢ =% ==~

s =0,0101. .. &e.

318

[st ein periodischer Decimalbruch gegeben, so kann man leicht den ge-
dhnlichen Bruch finden, aus welchem Jjener entstanden ist. Man setze
ilich den periodischen Bruch — s und mulfipliziere diese Gleichung mit
emer solchen Rangzahl, dafls die Perioden iibereinander zu stehen kommen,
und subtrahiere alsdann die erste Gleichung von der zweiten, so werden
die iibereinander stehenden gleichen Perioden getilet und man’ erhiilt eine

endliche Grifse. So findet man z, B.:

0,1515. ., — g
8= 0,1515... s=(),321521. ..
100s=15,1515. . .. 1000s=521,321821...

e 9995 — 321

Fingt die Periode nicht h hinter dem Decimalzeichen an, so mufls
man letzteres erst so weit vorriicken: z. B.:

ens Arithmetik,
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= 0,25300800. . . s=  2,64242...
10s= 264242...
10005 =2642,4242. ..

100s=  25,300200...
100000 & = 25300,3003

999005 =

319.
irzeste Form gebrachten
ben: denn lisst man den

Zu § 182. Keine Potenz eines auf seine k
kann ecine reine ganze Zahl g
9

Faktoren auf, § = 5, s0 sieht man, dafs, wenn nicht

Bruches, wie z. B
Nenner in einfache

| der Zihler

yen, wie 9.9,9.9.9 &
ll"lll‘." von

, also auc h nach § 316 keine 1'1;[5 nz d

ahl 2 ohne Rest teilbar ist, auch dure h kein Vielf

teilbar sein kann.
ite Warzel aus eimer ganzen Zahl N nicht in ganzen Zahlen
1 B yach, auch durch keinen Brucl

moglich, so kann sie, dem stren

;;x-n;n[-l;u-l_f-:J_-:t‘-]H werden. Denn wiire ein solcher Bruch - denkbar, so
! 5

. . I i gelir T a8 % & J y
i Y N=— und mithin | ) N sein, d. h. es miifste der Bruch - mmal
Ji ] = _ ! A

anze Zahl N geben, was nach § 316

! mit selhst Illllhll]l’l‘]l eine reine g
‘ unm h ist. Die Decimalen der irrationalen Wurze ] miissen folglich ohne
| Aufhéren und wegen § 318 ohne Perioden ins Unendliche fortlanfen.

Y20
Theorie des Positiven und Negativen.

Zum zehnten Buche. (8§ 74 —79.)

hier zuvor bemerken, dafs die Theorie der Gleichungen

getzten Grolsen ¢ hrt hat, und ¢
n mufs, ebenfalls durch Anwen-
gefunden sind. Erst spiter wurde
r diese. schon durch die Gleichun-
nnten Positiven und Negativen,
sen Begriffe des Gegen-
her diese so abgeleitete

Wir miissen
zuerst auf den Begriff’ der ent
die Regeln, wie man mit denselb
dung der Gleichungen auf wirkliche
sur Bestiticung und richtigern Erkli
gen kennen gelernte Theorie des
auch unabhiingig von den Gleichungen, aus ||a|n 1:
satzes abgeleitet. Der Natur der 8 y muls
Theorie hichst abstrakt werden und erkiinstelt scheinen. Vollkommene
Klarheit kann sie erst nach und nach durch verschiedene pri 1I‘T‘-{]ll' Erli
terungen erlanzen, und dafs daher dieser Paragr: iph von einem Anfiinger

| schon vollkommen verstanden werden sollte, ist unmiglich, aber auch (zur
Aufmunterung gesagt) gar nicht notwendi Denn die Richtigkeit der hier
aus dem 1J|r_\l_~11- Begrifte des Gegensatzes abgeleiteten R In folgt ganz
von selbst und auf die ;m.-:u-h:mln_lt«r: Weise aus dem, was iiber Gleie hnn"l'n
: t ist. und man braucht daher diesen Paragraph nur vergle u_hun_'__':\\l'v“ﬂ
zu lesen.

v Addition in grilserer Allge-

1. Addition. Fassen wir den Begriff
| er Teile zu einem

meinheit als die g mehrerer zusamm
Ganzen, bei ( Bildung man auf die Einstimmi it und den Wider-
‘!f"'il seiner " Riicksicht nehmen muls, so ist l\%n s wenn alle Teile
eingtimmie sind, die Summe in demselben ne. wie die einzelnen Teile,
genommen werden 1 also dasselbe Vorzeichen haben muls. Sind aber die
einzelnen wsetzt. o muls man die Summe der positiven, und

Teile
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ebenso die der negativen Teile besonds
durch einen ebenso grofsen Teil der g n und das Ubrigbleibende
im Sinne der grifsern Summe, also mit dem Llnu wesentlich zukommenden
Vorzeichen m-huu.’u. Dals man eine solche ulm;_: gebliebene Grifse, obeleich
sie im engern ne ein wirklicher Rest ist, dennoch s als den wirkl
Betrag aller kurzweg Summe, oder, be stimmter prochen alg
braische Summe, sowie das Vereinigen der Teile, ch dabei ein
wirkliches Subtrahieren stattfindet, addieren ;uim lrebraisch ad-
dieren nennt, und, dem allgemeinen Begriff nennen muls, kann
keine Dunkelheit verursachen. Man merke s dals der 3
Ganze grofser als jeder seiner Teile, nur timn

dann die kleinere Summe

zhen
B~

2. Subtraltion. Durch mancherlei Umstinde, und namentlich durch die
Stellu einer Aufgabe, sowie durch das Umformen der X
veranlalst, konnen Fille vorkommen, wo man entgeg ;
einander subtrahieren mufs, oder wo der Subtrahend :
ihm einstimmige Minuend und wo also die Subtraktion im
eine wirkliche Wegnahme des Subtrahend vom Minuend.
m-u'u man mmmr. lbar nur eine kleinere Gi von
] sern subtrahieren kann. Um aber dennoch den Gs
nung nicht aufzubalten und alle vorkommende Fiille, der Forderung ¢
folgerecht zu behandeln, richtiz zu deuten, und die nach dem engeren Be-
rriff Iln Subtraktion etwa ¢ |1rinnli-1n{1 n Ungereimtheiten zu heben, brauchen
: ) ff nur im allgem rn Sinn zu nehmen, niimlich subtra-
hieren il liejenige Gréflse finden, um \\w];;'.- der Sub-
trahend vom \! inuend verschieden i rilse, welche mit
dem Subtrahend vereinigt, den Minuend giebt. Griifse ist dann der
gesuchte wirkliche Unterschied (algebraische Differ und man erhilt sie
oftenbar, wenn man das Vorze iuu des )\nlnlmhe >nd umkehrt und ]JIH cmim
zam Minuend (algebraisch) .|nllJ|-1= Diese leicht zu beh alten

1

nz alleemein, wie foleende Bei ispiele, we || |!|r alle versc
stellen,
Minuend 48 —8 —8 =+ 5 —2 —2 +2
Subtrah L2 —2 +2 —2 8 +-8 8
l J 1) i—) ) =) — ==
Differenz: --6 == -10 -10 6 +6 10 —+10
Dafs di gefundenen Differenzen (eben weil sie aus zwei Teilen. dem

Minuend und dem Umgekehrten, dem Subtrahend /:1-‘imu1‘11=~|‘
sind), zu den “lll.ll]‘lhilulxn addiert, die Minuenden notwendig wiedes
miissen, ist klar. ist also ganz einerlei, ob man eine Griflse
subtrahiert oder mit umgekehrtem Zeichen \tthlnmt Durch
Hilfe der Gleichungen kann man die Richtigkeit di Regel auch folgender-
malten anschaunlich machen: Man denk: *h niimlich den Subtrahend ein-
mal so wie er ist, und einmal mit umgekehrtem 7% ]||n zum Minuend ge-
legt, so ist dadurch nur die Form, aber nicht die Grifse des Minuend oe-
dilLl[i[‘ und wenn man alsdann von dem so umgeformten Minuend den Teil
ve t (subtrahiert), welcher dem “-uhhalrvml gleich ist, so muls der wahre
Unterschied bleiben. Es ist z. E. (vergl., § 128):

setzt
then

Minuend :
Subtrah. —2= -2

Differenz: 10=-4-8-
Nimmt man niimlich auf der rechten Seite —2 (zwei n
man auf der linken Seite--2 zulegen, wei
in wiirde. Ebenso

ative Ein-
sonst die
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subtr. 4-2= -2
—1 -T) =g
10=—=8—2 ~fofmm=—

Die Regel fiber den Einflufs der Vorzeichen bei der
Multiplikation entge ngesetzter G sfeen lifst sich leicht aus dem Begrift
des Gegensatzes ableiten. Haben beide Faktoren einerlei Vorzeichen, so ist
das iu.ululu allemal positiv, negativ aber, wenn die Faktoren verschiedene
\ ichen haben. Mit anderen Worten: gleiche Zeic hen geben plus,
iche Zeichen geben minus.
ntlich b wicht hier blofs der F:
» entgegengesetzie (negative ) G
cht, sact blofs wie oft, sein Vorze ichen aber, in welel
etzt werden w-[l Nimmt man eine positive Grifse ent-
B. -8 einmal entgegengesetzt genommen,

t nommen, giebt 16 &e., daher

3. Multiplikation.

Il erbrtert zu we srden, wo der Multi-
e ist. Der Multiplikator ohme Vor-
iem Sinn

iplikand
go wird sie neg rativ,
8 zweimal entg

2.8 16 &
» wieder im en
go wird
']li

a2

T es

mt Inan ":JTJ!' ."('hi’ll an F;('}I ent-
etzten Sinne, also das Entgegen-
der positiv, z. B. —8 einmal ent-

riebt
i WK

s1e
weimal entgegengresetzt genomimen 16 &e.,

—16 &ec. Nimmt man aber eine entgegen-
wie sie i also nicht entgegeng zt, so erhdlt
zweimal renommen, das Doppelte &e., niamlich 1.—8
— oder | = 16. 1!1!]!*—-1 st 2.8 oder
|- 8=- o Tn den beiden letzten Fillen brancht man dem Vor-
zeichen () des \I:l..mln wtors eigentlich keine hesondere Bedeutung unter-
ichen. d. h. ohne andere Beziehung, als

¢
man die Gr

wler 2 )

zulegen, mlh m er hier ochne Vorz
blofse Multiplikationszahl ge sbraucht werden kann.

Beispiele:
Multiplikand -9
Multiplikator —-

Prod. 27

kann alle

der Multiplikation vor-
kommen kiénnen, wo niimlich die shrochene, posi ive und
negative Zahlen sind, in folgenden Hf zusammenfassen:
multiplizieren heilst, mit einer Grofse, dem Multiplikand,
ebenso verfahren, wie man mit der Einheit verfuhr, als man
den Multiplikator daraus bildete.”) In #.5 wurde zur Bildung
Multiplikators 4, der vierte Teil der Einheit enommen, folglich mi
auch der vierte Teil von £, niimlich %, nommen werden; daher
i : wurde die Kinheit Bildung des Multiplika-
cesetzt, folglich mufs auch 8 dreimal entgegen-

) : = — 24, Eber
-4=—12 &e.

Anmerkung. Man

1" c
tore dreimal entgeger
her

ke b 4
i. Division. Die Reg nl fiir die Division entgegenges
fiir die Multiplikation, auch lautet sie ebenso: haben
Iimmm- und Divisor gleiche Zeichen, so ist der Quotient positiv, negativ
er, wenn !\n idend und Divisor ungleiche Vorzeichen haben. Mit andern
Worten : eichen geben plus, ung viche geben minus.
Der Quotient m-\:il nlich g0 beschatfen gein, ¢ mit dem Divisor
multipliziert, den Dividend wiedergiebt. So ist z B.:

tzter Grilsen folgt

on selbst aus de

ithmetik und in
ationale und ima-

findet sich in Thibaut's
Sie palst aber nicht auf ir

Cauch

giniire
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weil 4. —2=—=__8§

Zu § 92. Aus der Multiplikation zweier vielteiligen Grifsen ergiebt
sich ganz von selbst noch ein anderes Verfahren, nach welchem man die
Division zweier vielteiligen Grifsen oftmals leichter bewirken kann, als
durch die § 92 gezeigte Faktorenzerlegung. Multipliziert man z. B. Sae— $he
mit Tax+4 #bx, nimlich :

Sac —3be l

ke I Faktoren
iax -4 e ] ¢
Iater— L abex
1 dabexr — J‘_.I.l';'lf_-ﬂ'
I5aen - 3 aber 6 b2 e

so ist klar, dals das erhaltene Produkt durch jeden der beiden Faktoren
teilbar sein mufs.

Wiire nun umgekehrt die Aufgabe gegeben: die Grisfse: r—2abex
—+%b%ca (deren Ursprung wir jetzt nicht wissen wollen , durch 5ac— 2he zu
dividieren, so ist l‘i]lll‘l.ll:ﬁf{'llll__ dals (weil der Dividend mehr Glieder. als
der Divisor enthiilt) der etwa miigliche Quotient notwendig vielteiliz sein,
und dals eins seiner Teile so beschaffen sein mufs. dafs er, mit dem ganzen
Divisor multipl

o o

rt, ein Produkt giebt, von welchem wenigstens ein Glied
einem Gliede des Dividend gleich ist. Hierdurch ist also die tegel, nach
welcher man verfahren muls, um den etwa méglichen Quotienten zu finden,
gegeben: Man dividiere niimlich mit einem Teil des Divisors, z B. mit dem
Isten (5ac) in einen dazu passenden Teil des Dividend, z B. in den lIsten

4 5 350w \ : i
(35a°cw), setze den Quom:ntun( & =7ax | als den einen Teil des ge-

suchten Quotienten, multipliziere mit ihm den ganzen Divisor und subtra-
hiere das Produkt vom Dividend. Dasselbe Verfahren auf das iibrig geblie-
bene Stiick des Dividend angewandt, giebt den 2ten Teil des Quotienten &e..
wie folgendes Beispiel zeigt:

sac—3be | 85atcr —Zabex — 50 =Tax+thae

35ater— '_{‘ abex

4abea — Slbtex
dabep— i bicx
Es ist niimlich, indem man das erste Mal mit 5ac in 35a%cx dividiert,
3oaex

der Quotient =~ = Tax. Im ersten Gliede des Restes ist 5ac offen-
C
dabex
bar =% — 4}rmal enthalten.
oIc

Anmerkung 1. Hiitte man, statt in das lste Glied, in das 2te oder 3te
Glied des Dividend mit 5ac dividieren wollen, so wiirde der entstandene
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.sen, mithin nicht so einfach ¢

gew
3 Hrl]]nlr!j_': der Glieder des I}I\i-

Quotient mit einem Bruche behattet
| gefallen sein, Hie { nun, ¢
dend nicht gleichgiltig is Man 1
immer erst ordnen, dafs die Glie litl in ln ||ii n entwed
oder fallends 1 otenzen einer und derselben Buchstabeng
Die Notwel dieser Ordnung folgt auns der Multiplikation zweier 8o
I

ga-u;'ell'.vi-.-n

Im vorstehenden |;r‘ir~]:i|-]|- waren
Potenzen von g geordnet, niimlich: a®, @', ¢ 1
Divisor, oder auch nach steigenden Potenzen von 0, niimlich :
[Thune vollziehe man mde angedentete Divisionen:

aktoren.

- nach den fallen-
nd und al, a®
ho, b, bA

1
aen

v der geometrischen Reihe:

das erste, "1 das letzte Glied und — der Exponent ist,

unmittelbar auf den Satz:

ohne Rest

Man hat

|'J.’.
wech o fiir eir
rten Divisionsr

ohne Rest teilbar, wenn

a4 p" ist auch durch

Wenn zwel i.u ¥ a und b dasselbe Ver-
zwei andere Grofsen ¢ und d, mithin a durch
lei Quotienten geben, so kann man aus
welche man ZWel :‘il'il"ll_:'-']h'il'|"
Gleichung bilden:

||_l|]nl.
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247
(i} {
T

Eine solche Gleichung zwischen zwei gleichen Verhiiltnis
der alten Kunstsprache eine Proportion und pflegt man dic
wie oben, auch so zu schreiben:*)

n heifst in
selbe , statt

arh=¢:d

Man li « verhiilt sich zu , wie ¢ zu d, d. h. a ist ebenso oft in &
enthalten, als ¢ in d. Die Griéfse @ heilst hior das Iste, ) das 2te, ¢ das 3te
und d das 4te Glied; ferner @ und d die beiden i m, b und ¢ die bei-
den mittlern oder inmern Glieder der Proportion. Es verhiilt sich z. B. 2
ebenso zu 4, wie 3 zu 6 und die vier Zahlen 2. 4; 3. 6 geben daher fol
gende Proportion, 2:4 ) oder =41

Sind die beiden mittlern Glieder einander
heifst die Proportion eine stetige und die Grifse b heifst dann die mitt-
lere Proportionale oder das geometrische Mittel zwischen den
beiden #ulsern Gliedern ¢ und d. Es verhilt sich z. B. 8 ebenso zu 6, wie

’, und diese Zahlen 3, 6; 6, 12 bilden daher die stetize Proportion
2, wo also 6 die mittlere Proportionale zwischen 3 und 12 ist.

Sind die vier Glieder einer 1-’1'0})"1'{'10:1 unbenannte oder gleichbenannte
Zahlen, so kimnen aus derselben mehrere Folgerungen gezogen werden,
worliber man sich, weil dieselben (namentlich in der G
inden, folgende Siitze merken miee:

In jeder Proportion ist das Produkt der beiden mittlern Glieder rleich
dem Produkt der beiden Hufsern Glieder. In Zeichen: 3

ich, wie in a:bh=0:d, so

cometrie) Anwendung

wenn a:b=e¢:d:

so ist auch ad=be,

5 fl [ 3 ¥ 2 3 idnete y
Beweis, Aus — = : folet, auf beiden Seiten mit fid multipliziert : ad=he.
il P

Ist also ein Glied in einer Proportion unbekannt, so kann man dasselbe
icht berechnen. Fragt man z. B., wie grols = sein mufs, damit folgende
Proportion 3:5=9:2 stattfindet, so hat man. vermoge des eben erkliirten
Satzes, dals das Produkt der fiufsern Glieder dem Produkt der mittlern

9 .
, mithin 2= — Wiire:

gleich sein mufs: 8o =

o

8:2=9:15; so0 ist 9r—45 und z=—>5;
19=0:15; so0 ist 152=45 und x=3;

are=nhc: 80 ist br=qaec und p=—-

Hiernach findet man auch die mittlere Proportionale zwischen zwei
benen Griifsen, wenn man aus dem Produkt derselben die Quadrat-
sel zieht.

Unser sel. Lehrer Thibaut erklirte mit Recht die ganze Lehre von
n Proportionen und namentlich diese undeutliche Schreibart a:he—p-:d fiir
ne schidliche. Wir haben sie deshalb auch in den Anhang verwiesen.
Viele Mathematiker sehreiben schon lange die Proportion in der vorstehen-

e

(i
1/ ad"

den deutlicheren Form einer Gleichur r, niimlich:
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Sucht man z E. zu 3 und 12; 5 und 2; a und & die mittleren Proportio-
nalen, so hat man:

| 3:w=x112; woraus z*=>356, mithin +=-=16
Bep=—1:2: = = 1[", = r=1} ”)_-!-3‘162“_
az:o=x:0; - 2 =ab, s r=1y ab.

Die Aufgabe, eine Grilse ana chstetiger Proportion zu teilen,
verlangt: a in zwei solche Teile zu zerlegen, dals sich der kleinere Teil
sum grifsern verhiilt, wie der grofsere zur ganzen Grifse. (Siehe § 227

2) In jeder Proportion kann man die Glieder der Verhiltnisse umkehren.
Ist niimlich:

1 arh=c:d; I:: = :{. : 16:8= '-Z"'Z‘j;
b (| = F
so ist auch b:a=d:c; —— 3:15=4:20.
it c

3) In jeder Proportion verhilt sich auch das erste Glied zum dritten,
wie das zweite zum vierten. Ist niimlich:

a ¢
a:b=c:d; i T3 3:6=9:18:
) o
|r| g0 ist auch: a:e=h:d; P o f; . 3:9="6:18.
(4 f

4) In jeder Proportion verhiilt sich die Summe oder Difterenz der bei-
den ersten Glieder zum ersten oder zweiten, wie die Summe oder Differenz
der beiden letzten Glieder zum dritten oder vierten Gliede. In Zeichen, wenn:

a:bh=¢c:d; 8:2=
g0 ist atb:a=c+td:e; 10:2—15
atbh:h=c+d:d: 6:2=— 9:8.
4] it [ 5
Beweis. Aus i folet:
'] (

it [ atb f d
1= +1 -

b d odern, d
] b d 11 14 ¢
ferner: +1= +1 oder fromt .

(s C o C
atb et+d
oder = ;

(L) [

323.

Wenn mehrere Verhiiltnisse einander gleich sind, so verhiilt sich die
{ Summe aller ersten Glieder zur Summe aller zweiten ebenso, wie jedes erste
Glied zum zweiten. In Zeichen, wenn

i A rau=B:l=C:e=D:d=E:¢ &e.

so ist auch A+B4+C+D4E...: atbtctd+e...—A:a=DB:b &
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Beweis. Bezeichnet man den gemeinschaftlichen Exponenten der gleichen
Verhiiltnisse durch e, d. i. die Zahl, welche angiebt, wieviel mal so grofs
oder so klein jedes vorhergehende Glied als das folgende ist, so hat man
aus der nachstehenden ersten Reihe Gleichungen die zweite und daraus
durch Addition die dritte, niimlich : 3

- — A=gqge;
a

B

= B=be;
B -

— =g 2 C=ce:
p

)
II, =€; I'J=Jw:

A+B+CHD+.+4...—aefbe-ce +de. ..

A—;—]‘}---l:,',—]—)—;—,+...'——iH—;-hj—('-—j—(F—i—-...}:
.-'L,—B+C—;-D+..,_ S S
ur—-:—arJJl—[,'-:i—rJ s a D e

Wenn also mehrere Briiche einander gleich sind, so ist auch jeder dem
Bruche gleich, dessen Ziihler und Nenner aus der Summe jener Ziihler und

Nenner gebildet ist. Fs ist z. B.:

324,

Zu § 214. Hitte man aus einem vielteiligen Gr
dratwurzel zu ziehen, so miifste man, wie sich aus der Bildung eines Quadrats
ergiebt, ganz nach derselben Regel verfahren, nach welcher man die Quadrat-
wurzel aus einer Zahl zieht, d. h. nach der Formel a®4-2ab4b2 (§ 191).
Dasselbe gilt von der Kubikwurzel. So findet man z. B.:

senausdruck eine Qua-

yldat — 1200% 4-200%0° — 30a%z 4 25a44) — -
a? =44

0y — Bax) — 12a2® 4 294242
2ab + 1*=—12a2% |- 9a2at

2a

422 — Gaw, 5a%) 200 — 300 L 25a
2ab + b?= 20a®2®* — 30a®

325.

Zu § 216. Alle Grijfsenausdriicke, wie V—4; Y—a; y—a, wo sich
néimlich das Wurzelzeichen mit geradem Ex ponenten voreine negative
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| lementen vorkommen, aber nament-
» Wichti it erhalten, indem sie

7Zahl stellt, und die selbst schon in den
lich erst in der hihern Mathematik §
dort ].Hlmm,n.“ die ohne ihren (Gebrauch sehr miihsam und verwickelt
werden miissten, ungemein vere infachen, Mathematiker nn-
migliche Grilsen, andere, welche diese Benennu unpassend finden,
innh-t-n nur keine wirkliche Whurzelausziehung in ||.-tullllu1|-n Zahlen miglich
_ die Grofsen selbst aber vorhanden 1|1|n1 mithin mi 1d, nennen sie
eingebildete (imaginiire) Gro[sen, im Geg crensatz d mannten
i h H'aé('!lll‘. tl-h' .}!: e 1
ausgedriickt werd

iennen eini

timmten Zahlen

die Grifsen ' selbst 11ni|t unmo
rundes Dreieck, ein hilzernes Lis
18t i.|u1 um. nichts besser. Denn einge bildet
und der Wirklichkeit stattfin
sen fithrt, sie

in Gedanken
a nun aber
in Hllllml-'u n,

L.if.',

f mehr besagte Gi
lich vorkommen, so ist anch di
- i indir
nusziehung

sondern v
passend. Die Ausflucht, das
selbst. sondern nur auf die
beziehen, wird auch niemand
sich einen viereckigen Kreis und ¢
oben der Fiihigkeit miifete doch die \\l'r/nl in Zahlen imaginiert

Soll diese neue Art Gri igentiimlicl Namen haben, so ist
iihlte Benennung: laterale ( sehr passend, indem
hat.

{,Jhlku 1L
ckeit hat,
mnen, denn mit
werden.

von (Fauss
Sinn und

die
dies

(rifsen
ll:llir-li[".]l'lx.l" #zu nehmen.
amen haben, kann man doch
mit d

aber genii

Fiir die E
fiir blofze Re
Denn ohne dals
mit ihmen ebenso gut und
genannten reellen Grilsen
wird erleichfert, wenn man die ne
zuvor in zwei Faktoren zerlegt, y 1
aber mit umgekehrtem Vorze 11lu-n und der andere Faktor
rodem Faktor besonders andemtet. (§ 211.)

einen ei

ben Re wie

|"l||\11]|_;

rechnen. Die
rative

r dem
ktor die

alsdann die Wurzel aus

So B { —4(— 1); daher:

y— 4= 4 ( l_|..—"_]|'-"-—l: \ -".":—lfli ]l—l)]

V—o=Y" 5(—1)=vy5 | ES a=vya(—1)=va v—1.

Jede laterale Grisl immer als ein Produkt
wovon der eine eine reelle G » und der andere 1 —1 ist,
nnd man braucht sich daher nur zu merken, wie mi
slche man als eine besondere Art Einheit 1..\ Al
nm mit jedem Vielfachen derzelben, go wie mit allen G

et wird,
ten, welche

aus reellen und lateralen Grifsen zunsammengesetzt sind, rechnen zu kinnen.

Die laterale Griflse j— 1 pflegt Gaunss der Kiirze weg zu be-
ichnen, nnd y—1=-1zu s

Man merke sich zuvor die n und ungeraden Potenzen von y—1,

giebt, Man hat:

wonach sich alles Andere von sel

im Anh

*) Mehr dariiber sehe man
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251
(V—1)t=y—1;
V=1 =yY(—D(D=y(=1)t=—1; (§216, Anmerk.)
oder (Y—1)=[(—DP=(—1)t=—1;
V=1 =@F—-1D*y—1=(—Dy—1l=—y—1;
V—D*=H—-1)2({F—1)2=(—1)(—1)=1;
oder (Y—1Ip=[(—DpP=(—1)2=1;
V—=1)P=@F—-Dty—1=1y—1=y—1.
Man sieht also, dals von y—1 die erste Potenz =p/— 1; die 2te,
=—1; die 8te, = —13/— 1; die 4te, —1: von wo an sich dieselben Re-

sultate wiederholen. Bedeutet also % eine beliebige ganze Zahl, 0 und 1
nicht ausgenommen, so ist allgemein :

f‘l,'-—l'l"“:T; i'“‘-‘=1;

(Y=Lt +i—_1: pepaac— s

(Y—1pr+1=v—1; j4ntl—j.

(3 et 3/ : jdn+8—_ §
326.

Beispiele:

) y—148y—1+y—1=5 v—1;
V—4+yY—9=2y—143y—1=5y—1;
V—a+vy—b—y—c={a+yb—ye)y—1;

oV — 4d—y—a®=2ay— 1 —ay—1 =ay—1.
2) Y—ay—b=vya y—1-Yby/—1=—+/ab; (5 216)

V—3- y—12= y/36=—06. (§ 216, Anmerk.)

a) Jeder ans reellen und lateralen Grifsen zusammengesetzte Ausdruck
st eine komplexe Grifse. Eine solche ist z B, 2 -8y —1. Be-
zeichnet man den reellen Teil allgemein durch @ und den Faktor von '—1
durch b, so kann jede komplexe Griifse immer auf die Form a+by—1
oder a4 bi gebracht werden. Beispiele :
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3) 446y —1+4y—16+2=6+10y—1;
3+43y—9—3—2y- 4=0+45y—1=5y—1;
a+by—1+a—by—1=2a.

4) (a+by—1)(a—by— 1)=a?*+ b3; (§ 91,

(a+ by— 1_)‘-’-——1:52—1:9—{—2(1?;1/— 1; (§ 186.)

(@ — h}/—-] ok = b2 —2aby—1;

(z+a+by—1)(z+a—by—D=(@@+a)" + b2.
b) In der Analysis wird gezeigt, dals man sowohl aus der positiven als
negativen Einheit und mithin aus jeder Grifse so viele verschiedene Wurzeln
desselben Grades ziehen kann, als man will; so giebt es z. B. drei ver-
schiedene Grofsen, welche auf die 3te Potenz erhoben # geben; vier verschie-
dene Grifsen, deren 4te Potenz 1 geben &e., welches hier jedoch nur bei-
liufig bemerkt sein soll. Man hat niimlich:

(8=

(+2)* =8

3

(—14y—8)*=(—1)*+3(—1)*y—3+3(—=1) (¥ —3)*+(—3)
=_148y—3+9—3y—3=8; (§ 213 2)

(—1—y—8)*=—1—3y—3+43V—3+9=8;

3
daher Y8=2; =— 14+y—3; = 1—vy—3;
]-1__!_. =N — 3 1}".—].]‘ = == Y — 1}1 ==
4
daher 1',""] =1 : p— | : :1’;"—] - e -F-" . | .
o ¥y =1 6y—1 —y—1
)} e =1l = = —13
2 -'/ -1 1 3'1/—1 = —:T-]/‘——l 11
v—9 3y —l_]I ay—1 a
y—4 2y—1 % by—1 b
y—1 v 1-y—1 =10, o ik
A a(a—y—b) __a*—ayby—1,
a—i '1/-“(! "~ (a+ 1/—-31 ) (a—y/—b) g a®+b ¥

a+by—1_ (a+by—1)(a+by—1) a2 —b2 -+ 2aby—1

a—by—1 (a -Z)y’—]l[fr—i—fq.-"--]]_ a4 b2
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Wenn man eine zweiteilige Zahlengrilfse von der Form Vatyb
ins Quadrat erhebt, so ist einleuchtend, dafs man (im allgemeinen) wieder
eine zweiteilige Zahlengriifse von der Form A+yB erhalten mufs, niimlich

einen rationalen und einen irrationalen Teil. Es ist z B.:

(V2+y3)* =5+2y6 =5+ y24
y3)*=8—2y/15=8 —+/60

(5

Mithin mufs auch umgekehrt die Quadratwurzel aus einer Zahlengriifse
von der Form A-+yB, sich allemal durch eine Grifse von der Form Vatyb
darstellen lassen, wovon den Umstinden nach, eins der beiden Teile auch
rational sein kann. Die Regel, nach welcher man diese Wurzel findet, er-
giebt sich leicht. Man setze niimlich:

V6 +v24) =z + Yy
so folgt: S+ Y24 =z~ y—+ 2y/ay
Jetzt bestimme man & und y so, dafs die rationalen und irrationalen

Teile auf beiden Seiten der letzten Gleichung einander gleich werden. Man
setze niimlich:

(1) z+y=>5 x® 2oy +y* =25

hieraus:

(2) 2ymy=vy24 4oy =24
durch Addition: x® —2xy+ gt —1
folglich: (8) z—y==1

Aus (1) und (3) folgt: =23 und y=—2; mithin
V(64 y24) =34 y/2,
Um y/(Taty—>b) z. B. y/(—3 419 —16) zu finden, setze man:

V(=3+y—=16)=ya+y —y

hieraus: — 8+ /—16 =& —y+ 2y/— ay
(1) T—y=—3 &*—2xy-y:=9

(2) 2y—ay=7y—16 4oy —16

* + 2y +y? — 25

(s) z+y=-+5

Aus (1) und (3) folgt: #=1; y=4; mithin:
V(=3+y—16)=1+42y/—1.

328

= Algebraische Ausdriicke in Bruchform kénnen in hesondern Fillen,
wenn man statt der allgemeinen Grifsenzeichen ihre Zahlenwerte substituiert,
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eben, den man nicht mit 0 verwechseln oder als bedeutungs-

den Ausdrnck
los iibersehen darf.

Um zuvor zu
dann im allgemeinen

auch besondere Bedentung hat,
bla+-b)

. dafs der Ausdruck § wirklich entstehen kann, und
ir jede besondere Substitution, welche ihn erzeugt,
multipliziere man einmal Zihler und Nenner

des algebraischen Ausdrucks mit a—>b, wodurch der Wert desselben

nicht geiindert ist.

bla-+-b) bla+b)a—Db)
‘o o ala—Db)

bla--b) hla®—b%)

oder : - y
a ala—D0)

merlei Resultat
tuiert werden.

Beide, nur an Form verschiedene, Ausdriicke
wenn darin statt der Buchstaben beliebige

geben, £
: . (e ) O TR
Qetzen wir z. B. a=4, b=2, so01st- =5 1 7 =3, Setzt man
a it ]
. bi(a+ ) - b I_rr: 4.0 v
aber a==1 —4, go ist: — =8 und = = 0, Nimmt man
i ala—10) 4.0

L &g,

der andere wiede
se Zustiinde von o und b (hier

) y :
den an sich unbestimmten

5,
Man

niimlich immer, wenn a=~>) der Bruch

0 giebt der erste Ausdruck 10,
t also nicht allein, dafs fiir gewi
bia®

=

ale—Hh)
Ausdruck § giebt, sondern auch, dals der Wert desselben von a und § ab-
hiingt. Fiir a=5, b=>5, ist z B. 4=10; fir a =6 &e.
Fiir den vorliegenden Fall kénute man freilich die Ursache, welche den
bia® —b®)

Ausdruck 21
S ala—0)

macht, fortschaffen, indem man diesen Ausdruck

h (w4 D)

s wre 5 v . rres o/ » -
durch Division mit dem Nenner in den Zihler aut reduziert. FEine

ist aber nicht immer moglich, und dann mufs man die
ks ¢ durch unmittelbare Schliisse suchen, oder den-

solche Reduktion

Bedeutung des Ausdr

selben aut andere Weise
In der héhern Mathematik kommt der Ausdruck § sehr oft vor

giebt es aber auch Mittel, die Bedeutung desselben nach gewissen Regeln zn

finden. Fiir die Elemente geniigt es vollkommen, darauf aufmerksam gemacht

zu haben, dafs der Ausdruck & bald diese, bald jene Bedeutung haben kann.
Die Summationsformel fiir geometrische Progressionen ist:

dort

alen —1)
S ==
e—1

Fiir den Fall, wo der Exponent e=—1 (und folglich die Reihe selbst
wire, deren Summe offenbar — na ist), giebt die Substitution

g ba- el
in obige Formel:

a(l*—1) =
= =4 ="na

8=
1—1
V(B4a)—

a
3 I . o y
Der Ausdruck fithrt auf 9, wenn man a==1 setzt; dals aber

fiir a=1, $==2) sein muls, ist leicht einzusehen, wenn man Zihler und
Nenner des obigen Ausdrucks mit /(8 «)--3 multipliziert, niimlich:

[VB+a)—3]l[YyE+a)+3] a—1

(@*—1)[y(B+a)+3)] (@—1D[yB+a) +
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Mithin ist:

Vi84+a) —3 1

a®—1 (@a+1)[y(8+a)+3

unwillkii
der Geist, am Korpe
und al jene \..Jm it

. denn wenn .ni:ril
pine lmm zen h i, nieht mnulw hinaus kann,
auch nicht auf einen Augenblick deutlich zu
doch dadur die m undene Phantasie nicht
zit machen, und den Geist auch mit iiber-
Kein Mensch kann sich z. E. die Zeit.
.‘IL“ “”"l'l'“]ll']l l"lI]U‘ I‘:r]ih') I.ll_‘“!\l'H.

aufhalten, eine
sinnlichen Vorst
oder den alles um

1 nun alle 1
[ nendlick
|||'|11 =20

ien Untersuchungen, mit welche n du Vor-
h wverbunden ist, in di
unter ihnen einige Fi “wele |1|'
» Weise behande In lassen, und da diese I 'al[i gerade bei An-

i : Mathematik (Mechanik und Geometrie) statt-
finden, welche, weil s vorkommen, in die Elemente aufgenommen
sind, und sich doch nicht jeder, der die Mathematik anwenden mufls, in den
hohern Teilen derselben gleich zurechtfinden kann, so mézen dit“ai'l‘l]cl”)
so wie um demjenigen, der die Wissenschaft lieb gewonnen hat und nach
erhaltener Weihe in ihr ntliches Heiligtum und ihren wahven Gejst
einzudringen wiinscht, einen Wink zu geben, einige, wenn auch gleich nicht

auf element
w l\mllm o de

hierher 1 Betrachtungen, noch zu gute gehalten werde Mit dem
Bekenntnis , dafls die gegebenen Erliiuterungsbeispiele und Vergleichungen

er im voraus um Nachsicht und Nach-
hilfe bitten. Was einmal rein r Art ist, kann nur vom Geiste, nicht
mit den Hinden gefalst werden. B th"]‘-llllllll]ll'l Sachen g alle Be-
schreibung betteln, fillt nur zu leicht in logische Kreise und [.-:J,r.. eimtheiten,
macht das zu Erklirende eher dunkeler, als klar. Nicht auf das muls man
sehen, was ausgedriickt ist, sondern auf das, was man hat ausdriicken
wollen. Dies fiir den Schiiler, der da handgreifliche Erklirungen und
Beispiele verlangt, wo die Natur der Sache sie nicht gestattet.

ein wenig hinken, wollen wir den I

-l..

Betrachfen wir einmal folgende geometrische Progression:

1

Tt g

lar, dafs mit dem Fortschreiten dieser Reihe ihre Glieder immer
kleiner und kleiner werden, und man daher 5 so grofs annehmen kann, dafs
1 : i
= kleiner ist, als jede namhafte oder angebbare Griilse.

Summiert man nach § 254 einige der ersten Glieder dieser Reihe, so
zeigt sich, dals es beinahe einerlei ist, ob man Millionen oder Billionen
Glieder summiert. In beiden len kommt die Summe der Einheit sehr
nahe. Wieviel Glieder man aber auch Zusamment chnen wollte, nie kann
die Summe die Einheit erreichen, noch viel weniger daviiber hinaus kommen.

i

Dic
malsen |

dem Anfinger befremdende, Behauptung 1

folgender-
ht darthun.  Nimmt man ein beliebig weit hinaus

ztes ntes
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_als das letzte, =o betriigt die Summe bis zu

Glied der Reihe, 1

I
: - : 5 te—a 1l
diesem Gliede nach der allgemeinen Summationsformel : s = 1 worn
=
fiir gepenwiirtigen Fall, a=1, ¢=1, t =5 zu scizen st (§

oder, indem man Zihler und Nenner 1

der Einheit so

Man
‘-|1 (1e

nahe gebrs

it also, dafls s nie g
t werden kann, dals der Unterschied k

o

angebbare Grilse, denn je g

| 3 s
, kleiner der zu subtrahierende Teil .

iser n,

T =e»

Nun fragen wir aber: wie weit muls man die Progression

1. ia i ; . s , ot ML
laufen lassen, oder wie grofs mufs man sich n denken, damt 3 und
] - o)

jener Unterschied im voraus so klein wird, dals hernach keine kleinere
Grifse mehr angegeben werden kann?

se denken mag, so kann
noch eine

Antwort. Wie klein man sich auch eine G
man doch, weil eine wirkliche Grofse angebbar gein muls, immer

s - ; .
kleinere denken. Um also 5 im voraus so klein zu machen, ¢ dessen
=
Amnahme wieder iiberboten werden kann,
bleibt nichts anderes iibrig, als den Sprung ins U {liche zn machen: di
ist aber dann ein wirkliches Non-plus-ultra, denn » es hier ein Jenseits,
80 | in Unendliches und umgekehrt. Man wird also gezwungen,
1

5 (00), also 5=

Kleinheit durch keine abermalige

)8 €F

- anzunehmen, und mithin die Reihe

dafs » unendlich grof

selbst ohne Ende zu denken; demnn eins fi notwendig aus dem andern.
So lange namlich die Glieder einer Reihe noch immer kleiner gedacht werden
kimnen . ist in der That die Reihe selbst (nimlich die Zahl ihrer Glieder)
auch noch micht wirklich unendlich gedacht. Der Gedanke eines unendlich
Grofsen ist in jedem Fall eine angestrengte Handlung des Geistes, die nie-
mals zum Schlusse kommt, mithin kein bestimmte sondern endloser, nicht
dies driickt schon das Wort unendlich selbst aus.

he 1 i h die Zabl

ihrer Glieder) auf einen Augenblick wirklich unendlich grofs denken kinnte
(oder gedacht annimmt), mit dieser Vorstellung dann notwendig die Vors
stellung dafs ihr letztes Glied wirklich unendlich klein
und der Gedanke, dafs es noch eine wirkliche (angebbare) Grilse
habe, dann nicht mehr ich ist. Denkt man sich also » unendlich
orofs. g0 muls die Reihe selbst ins Unendliche fortlanfen, uwnd ihre, immer
am die Hilfte abnehmenden Glieder zuletzt wirklich unteilbar werden.

Gegen diese letzte Behauptung pflegt sich aber die gew ihnliche Fassungs-
kraft lange zu striinben.

geschlozsener Gedanke

Dennoch ist klar, dafs, wenn man die Re =
on

verbunden
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Anstoss fiillt aber r
als cine bestimmte Men
, die nicht 1
test, dals das Unendliche n
ist, 50 wird man ai
Reihe 1
nommen, auf
lichen kleiner a
heit we

wenn man sich das oo nicht als pine
+ Einheiten, sondern als eine Unzahl
't werden kann., Hiilt man diese Vorstellung
shreiten, mithin nicht zu ve
die Glieder der unendlich

werden im Unend-
ver, die ihrer Klein-
eoteilt werden

; jec
m nicht mehr

nic

keine wirkliche man aber des Anhalts wegen. und
r den Faden der Untersuchuneen ankni pfen zu kénnen, den im [Unend
erreichten Znsty 1cl :'}II;"J‘ solchen lmmer ll\l"l. 181 werdenden G i
als etwas Wirkliches einbildet. und um nur die Rechnung

viten, mit

seineunendlichkleine

bezeichnet, dieselbe im Vortr: :

schwindende, unteil
B reben ‘.'i]li'j' IJiI'JI
will, die es aber nicht ist) und dann des Begriffs und der

fse, Differential, Fluxion &o..

nennt (v
3 :bbaren Sache, die ecine Grifse

d. h. Aj

sein oder

Form lz) von der absoluten Null unterscheidet, wird man

Wir kinnen indessen diese Sache hier ni
‘hon zu Anfan Par aphen erwiihnt, in die
: 1erauf miissen lenjenigen verweisen, der
egierde und Sinn fiir d: e fiihlt, 1 p Erliinterung Beispiele
och Platz finden. indem auf eine anschauliche Weise

T einer stets geometrischen Heihe nicht
¢, sondern zuletzt wirklieh unteilbar werden, und daher

Jene unendlich kleine ( sen Grolse,

ein f.'.-u|:l]||n'|ui‘|l1'_-' j.~'|._ de

il, nicht mehr me

1) Man denke sich «
dieser Zeit w i ilfte,
den Hiilfte wiederum die Hiilfte, oc

etzt wer s,
eines Menschen als Finheit. Von
verlebt, dann von der iibrig  bleiben-
vom Ganzen u. s. f. ins Unendliche,

d doech erst

nimlich: 1,1, 1 1 - Wer nun aber a

P muls auch b s

1 wirklich sterben, mithin seine Lebey
man auch zne a das letzte
wirklich unteilbare

80 wiirde ja, w

then, ¢

1 (Grenz
1blick) ist. Denn wi
lelsende) Grifse ist, wovon kein Teil fiber prungen oder ausg
:n kann, noch ein R zum Nachsitzen bleiben.

Alle wirklichen Gréfsen stimmen dain miteinander iiberein, d: jede
aus mehreren gleichartizen Teilen besteht, mithin teilbar gein mufls, weil man
sie sonst nicht mit ciner gleicharticen und wirklichen Grilse, als bestimmten
und vbaren Mafsstab ausmessen. oder in Zahlen auflosen und mithin
auch keinen bestimmten Begriff von deren Quantum haben kénnte.

Da nun aber der letzte Ausenblic
einheit nicht mehr in bestimmte Teile au

(ein Hauch,
1 die Zeit eine

e d1es nie

lassen

st werden kann, so begreift

, WENnn

eine solehe unteilbare oder unendlich kleine G

Vorstellung existieren, und nicht mit 0 verwechselt
werden soll, doech nicht mit endlichen oder wirklichen (3 en verglichen
werden kannj dafs ein solches Gedankending etwas unpassend noch Griifse
genannt wird, wird der entsehnldigen. her fiir diese iibersinnliche Vor-
stellung keinen bessern Ausdruck weils,

man auch,

sie auch noch in dq

W

rebbare Zeit m Daug
aber (die Augenblicklic

Anfang und Ende haben. Ein
hat keine angebbare Dauer:

17
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. vorkommende Redensart: eine

Hiernach ist also klar, dafs die hi
Grifse kann I\]u iner werden als |l'll! neebbare Grifse, ganzad
ne G 3 mu[ im Unendlichen wirklich unte I”JH werden.
lieder von der Reihe % - summiert werden, je kleiner
d, um welchen die “'IIIHI:I' von 1 abweicht. Da nun dieses
vhl der Glieder ‘1||:|||1 kleiner wird, und also im Un
jede ang rebbare Gro werden mufg, so ist klar, dals
welehe jene Summe ht zu iiberschreiten

selbe ‘l“i, als:

Je mehr G
wird der Unterschie
Unterschied mit der 2
endlichen kleiner,

1 nicht blofs die Grenze -nln

vermag, sondern in aller Strenge wirk {ich die Summe der --:||rr.|-1| unend-

lichen Reihe ist, denn weil dann in 8 1 55 das Glied , % unteilbar und
.\|>_'.l| sieht also, li eine Sache

_ Null zu achten ist, so hat man s 1.
in einem Sinne unendlich und in einem andern wieder endlich sein kann.
Die Reihe 1-}-4-...1n infinitum ist unendlich in bezng aunf d Zahl ihrer

<elben dennoch eine endliche G
or Reihe noch, dals jedes Glied s
fi f enden:

Glieder, aber der Betrag
Merkwiirdig ist bei
grofs ist, als die Summe allex

1l I
2 § I "Er
) 1
i T o

esereimtheit zu finden, dals,
ist. als das niichst folgende:

Anfiinger gl Iuh. n pun aber d
weil jedes vorhe y (Glied zweimal so
welehes doeh O sein soll, zweimal genommen dem

auch letzte

vorletzten gleich sein miisse und so herauf bis zu Anfang, wo alle Glieder
sn 0 wiirden. Wer dlltl dermalsen phi u|\hh|r mit sich selbst im
Widerspruch, indem er Lu||1 U 1||1n he beim Ende und eine absolute

"nde hat, so kann auch von

Null "=1l| st zn haben. \\ die Reihe
ginem letzten Gliede nicht du'— Rede verhiilt sich vergleichur
weige, wie mit einem Kreise, der kein wirkliches Ende hat. Soll ex’s habe
50 mufs man es erst hineinlegen. Ebenso mit der Reihe, sie hat kein

wirkliches Ende; man mufs es fir den Augenblick annehmen, daher ~

{weil nicht angebbar) = 0 setzen und dann bedenken, dals die Reibe schon

mit den vorletzten Gliedern expiriert.
Auch alle iibrigen fallenden, unendlichen, geome trischen Reihen kimnen

summiert werden. Man hat z. B.:

Hl 1
SR e
L3 ] 1
T4 S U S

findet man den Wert des ins Un-
6. . .— %, nimlich:

2) Nach der § 318 g
endliche fortlaufenden periodischen Decimal-Bruehs 0,

Anfang und Ende sind oleichzeitig, und deshalb die Augenblicklichkeit un-
teilbar. Obwohl nun, wegen dieser Unteilbarkeit, dem Auge mblick auch
keine Grofse (Quantum, d. h. ein bestimmtes Verhiltnis zu einem endlichen
M abe) zuerkannt werden kann, so ist doch gew dafs in unserm Be
wulstsein etwas haftet, was von dem absoluten Nichts (Null) verschieden ist.
Kein Menseh kann sich eine Dauer als den Verfluls von lauter Nichtsen,
wohl aber als den Verfluls von lauter unteilbaren und unzihligen Augen
blicken denken. 3
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259
5 U.ob f1)
1005 = 36.8¢ 3]
995 = 36
| i

Obgleich durch das Resultat von der Rie
tiberzeugt, so pfegen doch ]\cmru
gehen und Ursache und W
Einwendu
Gleichung, v
geworden sei,

ceit dieser Regel vollkommen
alle nthalben auf den Grund
sheinbar riindete
stellen in der 2ten
1 , um zwei Glieder kiirzer
Differenz beider Reihen Deci
0 sein kinne, weil, wenn auch erstere ins
lliche letztere doc || noch zvy Glieder davon entfernt sei,
Dies ist aber w r ein Fehlse I,luls. der von den Fesseln des
iihrt, welcher o .1| Phantasie nicht n kann und immer wieder in
ie Schranken zuriickfiillt. Wie kénnte wohl der Ubergang vom Endlichen
sum Unendlichen durch zwei Schritte chehen? Die vermeintlichen bei-
len Glieder, um welche die ecine Reihe tiefer ins Unendliche gehen soll,
Das Unendliche kann durch keine endliche Griifse verarofsert oder
1. Beide Reihen Decimalen ;.‘e-lwn ins Unendliche (ohne
und daher gleich weit. (oo
g r die Sache v schaulich machen und die
;i g ans der ersten <*|s-r]n|. lasgen, indem man der ersten Reihe
Decimalen zwei Glieder vorsetzt, oder 36 Ganze dazu addiert, indem wirklich

#zi machen, d

e \"_nrrl'iu_-i{un_-'_' d

Hlil‘llin die

und 100s
mithin: 99 = 36 —

=36,3636. ...,
36,0000.....

|-|>-‘1| tl‘l'-i"".i' noch von einer andern Seite zu beleuchten,
s Bruchs ( 6.... wie eine geometrische Reihe
nlich die Perioden als Glieder einer solchen Reihe
fo das erste Glied, {§, der Exponent, und die Anzahl

wollen
'-II:||r:|ir'I'-'JI.
betrachten, wo dann

der Glieder = ist, und daher ein letztes Glied J = 0 annehmen. Es ist:
5 =10,3636...= ++ I =
1
215 o 0— 3
mithin: g =% -— : — 4 =4

Unter dem Titel ,mathematische Sophismen® hat Herr Viola eine kleine
Sammlung von Trugschliissen, jedoch ohne Aufdeckung d selben, heraus
gegeben (Wien 1850). Dazu aufe gefordert, wollen wir hier ein paar der
verfiinglichsten derselben nachweisen.

Zuerst beweist Herr Viola folgendermaflsen, dafs 4 grifser, als 12 ist:
Es ist offenbar: 4+ T>45
addiert: —8——8
wLie o
multipliziert: doe 4
| 12
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iitzen , welehe Viola, als unumstifslich, vorausschickt
h addiert,

ater den Grunds

3 Gleiche

liisse haut, wie z 7 Gleichern

und worauf er seine
_-_-iu-'l..' Gleiches &co ¢.., kommt auch de
addiert ,
Summand genommen wi

Dieser e Datz

r.owo d

 Uneleiches und zwar dort das

. nur fiir den spe
durech Addition
slben  Vorzeichen

ilta aus der

oder Subtraktion gezogene neune Ungleichheit gt

hat, Beispiel (1).

Kehren die Vorzeicher

en umgedrel sultats

1 beider:

ane G 'll\1'|'_‘:'.||'-||.'.|I|:.|I'.
en Sinn mehr, weil
ichartige Grifsen
ten mehr

chen hat

Kleiner, nur

iechaftswiorter (§ 144,
- kein Vorzeichen
] r als |-|'.-I:1i\'!'.
ichung von Ver-
Person A Schulden he
der Person A noch v
3 - kann die Mathematik nicht
Eine Grofse, kleiner als Null, ist nnmnigh

en, dafls alle Zahlen einander gleich sind.

Aus der

beiden Seiten «

st die Gle
- Null ist,

: 1 eine Null

damit vor-
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L—2=19 und
2 ] 9 2)
23— 22 Q.9
9 e
I o
o Ha 11
(& {2 )
& — z)

( st falsch. Setzt man in (1) statt 2 und » ihre, keines
{ rasuchten, sondern im voraus bestimmten Werte, o sicht man
die Wurzel linker Hand positiv — 4. rechter Hand aber negativ
Die Gleichung (2) ist also richtiz geschrieben: = (z—
Wie 4 &=9 (§ 216, Anmrk Der Grundsatz: Gleiches el
delt it Gleiches, ist richtig.” Umgekehrt kann man aber mnicht
en, die :h behandelt, Gleiches geben, auch immer gleich
= folgt nicht, dafs {a gleich — @ ist.

dals
ist.
), Wworaus
ch hehan-
m;
en,

widerlegen, dafls es Gleichun

Schliefslich wollen wir noch die ih'lt.‘lﬂ!h[ll]ll
3 keine Wurzeln haben. Es

gen mit ein ebt, die
heifst es;

s

4 folglich (§ 230)

Dieser Wert von leistet der gestellten Forderung nicht Geniige.
Woran liegt das? Antwort: weil hier etwas ganz Unmigliches gefordert
wird und weil man aus falschen Voraussetzungen. wie z. B. B=15 keine

Wahrheiten folgern kann, Denn heve man anfing zu rechnen, konnte
man schon sehen, dafs die aufpestellte Voraussetzung (Gleichung) falsch ist.

Erstlich kann offenbar 2 keine positive Zahl, grifcer als 4, sein, weil dann
schon Vo — 1 Vi — 4 ist. Zweitens kann 2 auch nicht kleiner als 4, oder
kleiner als 1, oder negativ sein, weil eine laterale Git se nicht einer komplexen
oder einer reellen Grifse ich sein kann. Aus demselben Grunde kann @
auch keine laterale und auch keine komplexe Gri sein. Aber, frigt man,
woher kommt es denn, dafs die Rechnung doch den Wert von o — 5 giebt?
Wir haben schon bemerkt, dals Grifsen, die rleich behandelt, auf Gleiches
fithren, nicht immer gleich sind. Nimmt man von dem doppelten Vor
seichen der Wurzel das untere 5 216, Anmrkg.), so wird aus der Ungleich-

eit eine mégliche Gleichheit, niimlich :

die ganz so behandelt 45— giebt. Es ist bei arithmetischen Clperationen
mmmer zu beachten, dafs die mathematischen Zeichen nicht dazu dienen
sollen, um daraus, in gedankenlogem Spiele, Wahrheiten abzuleiten, sondern
wie die Buchstaben nutzen, um das als miglich und wahr Erkannte dem
Papier anzuvertranen, ;

Pierer'sche Hofbuchdruckerei, Stephan Geib
I
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Im Verlage von Friedr. Brandstetter in Leipzig 1 ist ferner erschienen:

Liibsen, H. B., Ausfiihrliches Lehrbuch der Analysis zum Selbst-
unterricht unsl mit Riicksicht auf die Zwecke des ; praktischen Lebens.
Siebente, verbesserte Auflage. gr. &. (204 8) 3,60 M.

. Einleitung in die Infinitesimal-Rechnung zum Selbstunter-

richt. Mit Riicksicht auf das Notwendigste und Wichtigste, Mit 53

Figuren im Text. Sechste, vorbesserte Auflage. gr. 8 (360 S) 8 M.

_ Ausfiihrliches Lehrbuch der Elementar geometrie. KEbene
Zum Selbstunterricht, mit Riicksicht auf die

und Lm perliche Geometr ie.

Toweecke des pri aktizschen Lebens. Mit 193 i iguren im Text. Fanfund-
1 swanzigste, verbesserte Auflage. £ 8. ) 3 M.
1l _ Ausfiihrliches Lehrbuch der Tngonomvtnc Zum Selbst-
mmm:ln mit Riicksicht auf die Zwecke des prak tischen Lebens. Mit
(105 S.) 240 M.

58 Figuren im Text. Dreizehnte Auflage. gr. ©

, Ausfiihrliches Lehrbuch der analyhschen mivr hﬂheren
2 N¢ ] y und
{ M.

[i('.ulﬂt’!lrll,‘ Zum Selbstunterricht, mit Riie sksicht anf das
Wichtigste. Mit 122 Figuren im Text. Elfte Aufl. gr.

. Einleitung in die Mechanik. Zum Selbstunterricht, mit
ke des praktis t|1|1| [ebens. Mit 162 Figuren

|| Riic |\:-li|T auf die Zwec
im Text. Vierte Auflage. gr. 8. (309 8.) 6,50 M.
Ferner:
Schurig, Rich., Lehrbuch der Arithmetik zum Gebrauche an
hranstalten und beim Selbststudium. L Teil.

piederen tnd hoheren L
nrechnen). Zugleich ein Handbuch fiis

Spezielle Zahlenlehre
Volksschullehrer. gr. 8. 36 8. 3,60.

e g_hu_ (das B
sabinre chnen) un I -I r III T 1 die Algebra nl.hsl

ihrer Anmntlnnq auf die tm.l‘\sm nk

Lobe, Dr. M., S'xmmlung von Aufgfthen aus der Arithmetik.
Fiir Gymnasien, Realschulen u. hishere Biirgerschulen. Zweite Aufl, 3 Hefte.

Heft I: Grundrechnungen mit ganzen, unhenannten und gleichbenannten

Zahlen. — Grundrechnung mit nngleichbenannten Zahlen. 5'4 Bog.
eeh. 75 PL
Heft II: Rechnungen mit Decimalzahlen.
Briichen. 5'= Bog. geh. 80 Pf.
¥ Heft III: Prozentrechnung. — Verteilungs- und Mischungsrechnung.
| Verhiiltnisse und Proportionen. 13/y Bog. geh. 75 Pf.
, Auflosungen zu den ,Autzaben aus der Arithmetik®.
Heft 1—3. 8'a Bog. geh. 1 M.

Rechnungen mit g remeinen
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