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Achtzehntes Buch .

Von den sogenannten arithmetischen und geometrischen
Progressionen oder Zahlen - Reihen .

I . Arithmetische Progressionen .

240 .

Zine jede Reihe von Zahlen , bei welcher ein solches Gesetz
stattfindet , daſs durchgehends einerlei Differenzen kommen , wenn
man ein beliebiges Glied vom nächstfolgenden subtrahiert , heilst
eine arithmetische Reihe oder Progression , und zwar eine
steigende oder fallende , je nachdem die folgenden Glieder
immer grösser oder kleiner werden . Solche arithmetische Pro -
gressionen sind 2. B. :

0, 1, 2, 6, 4% 666 (
„ „ ( 2
4 ( 5
„ ͤC ( 4)

Bei der ersten und zweiten steigenden Progression ist die be -
ständige Differenz 1. Bei der dritten ist sie 5; bei der vierten
fallenden Progression — 3 .

241 .

Ist das Anfangs - Glied einer arithmetischen Progression und
die beständige Differenz gegeben , so kann man die Reihe leicht
bis zu einem beliebigen Gliede entwickeln : man erhält offenbar
das zweite Glied , wenn man die Differenz zum ersten addiert , ferner
das dritte , indem man die Differenz zu dem erhaltenen zweiten
Gliede , oder , was dasselbe ist , die Differenz zweimal zum ersten
addliert u. s. f. ; z. B. das hundertste Glied , indem man die Differenz
entweder einmal zum vorhergehenden neunundneunzigsten Gliede
oder 99mal zum ersten addiert .

Soll 2z. B. 3 das Anfangs - Glied und 4 die Differenz sein , 80
hat man :



4 2 3 4 10tes Glied

3, 3 4 , 3½2 .4 , 3½3 . 4 . . . 3E9 . 4 .
oder : 3, 75 115 185· ü 39

Soll 15 das erste Glied und —5 die Differenz sein , so hat man :

1 2 3 4

15 , 5 —5 , 15 — 25 , 15 — 35

oder : 15 , 10 , 95 0 35

242 .

Bei einer arithmetischen Reihe muſs man sich folgende fünf

Grölsen und deren übliche Bezeichnung merken , nämlich das An -

fangsglied d, die Differenz ◻d , das letate oder Endglied t

( terminus ) , die Anzahl der Glieder σν ſdmnumerus ) , und endlich die

Summe aller Glieder Æs . Jede dieser fünf Gröſsen d, d, I u, 8
ist eine bestimmte Funktion von irgend drei der übrigen , und kann ,
wenn letztere in Zahlen gegeben sind , sehr leicht daraus berechnet

werden , ohne daſs man zuvor die ganze Reihe zu entwickeln braucht .
Die praktisch wichtigsten und oft vorkommenden Fragen sind je -
doch nur nach der Gröſse eines bestimmten Gliedes und nach der
Summe aller .

243 .

Aufgabe . Eine allgemeine Formel zu finden , nach welcher
man jedes beliebige Glied einer arithmetischen Reihe berechnen

kann , wenn die Stellenzahl „ desselben ( nämlich das wievielste es
sein soll ), das Anfangsglied d, und die Differenz d gegeben ist .

Auflösung . Da das Iste Glied Sa , so ist ( § 241 ) das 2te

= dA ; das dritte d＋ 2d &c . , das „ te Glied 2dα＋ν ανe =1) d.
Bezeichnet man demnach die Gröſse dieses „ ten Gliedes mit f , 80
hat man sogleich :

= aοανe = D ) αl . . .( i1 )

1) Sucht man 2. B. das 21ste Glied der arithmetischen Reihe : 5, 8, 11. . . ,
so hat man hier : 2 = 5 ; d3 ; Me=21 .

12 =5 ( 21 — 1)
mithin : 1 = 54 20 . 3⸗

2) Wie groſs ist das hundertste Glied der arithmetischen Reihe 10, 83,
63 . . . ; da hier σ10 , d =- und ½ů 100, so hat man :

=10＋d˙õẽõ =)0οανε-ν-ν
1⸗ 10 - 165 —155 .



244 .

Aufgabe . Eine allgemeine Formel zu finden , nach welcher
man dem ersten und letzten Gliede und der Anzahl der Glieder a,
t, „ die Summe s einer arithmetischen Reihe berechnen kann .

Auflösung . Betrachtet man die arithmetische Progression aus
dem Isten Gliede durch das schrittweise Zulegen der Differenz
gebildet , so daſs diesem Ursprunge gemäſs , jedes folgende Glied
die Differenz einmal mehr , als das nächst vorhergehende enthält ,
s0 folgt sogleich , daſs je zwei vom Anfange und Iinde gleich weit
abstehende Glieder addiert , einerlei Summe geben müssen , 2. B.
das erste und letzte , das zweite und vorletzte &c . Schreibt
man 2. B. die Reihe 1, 3, 5, 7 , 9, 11 , 13 , 15 , 17, 19 zweimal
untereinander , und zwar einmal in umgekehrter Ordnung , so daſs
sich das letate Glied unter das erste , das vorletzte unter das zweite
stellt Kc. , und addiert dann je zwei übereinander stehende Glieder ,
so kommen lauter gleiche Summen , nämlich :

1½8 , 5, , ½„ „

10 , 17 , 15, 13 , 11 , % 7,„,

0 20, 20 .

Heiſst das Iste Glied a, das letzte J , und die Differenz d „ 80
ist das zweite Glied 4 - d, das vorletzte t d , das 3Ztèe d 2d , das
vorvorletzte . 2d &c . , mithin : aαuεααεαάiν α ννονQ αt 2d &c .

Addiert man also das erste und letzte Glied einer arithmetischen

Progression und multipliziert die Summe mit der Anzahl der Glie -
der , so erhält man die doppelte Summe , folglich durch 2 dividiert ,
die einfache Summe der ganzen Reihe . Die gesuchte allgemeine
Summationsformel ist mithin :

) Sucht man 2. B. die Summe der ersten tausend Glieder der soge -
nannten natürlichen Zahlenreihe 1, 2, 3. . . . 1000 ; so ist hier 4 = I1, t = 1000
und =σ1000 , mithin :

100⁰0
S = ( 1＋1000 ) . 2

500500

2) Sucht man die Summe der folgenden zehn , eine arithmetische Reihe
bildenden Zahlen 6, 4, 2, 0, —2 , —4 , —6 , —8 , — 10, —12 , so hat man
Æ=“ 6 , t = 12 , ½ů10 und

10
6 — 12 )7 —580 .

245 .

Da die bei einer arithmetischen Progression in Betracht kom -
menden fünf Gröſsen , a , d, u, t, s und deren Zusammenhang in
den beiden Gleichungen :
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„ ̃ ́I . ( 1)

7¹
„ „ ·S = ( aεÆU

enthalten sind , indem die Gröſsen , weil sie sich auf einerlei Reihe

beziehen , in der einen Gleichung denselben Wert , wie in der an -

dern haben , mithin beide zugleich stattfinden müssen , so ist Klar ,
daſs , wenn von einer arithmetischen Progression irgend drei der

fünf Grölsen , a , d, u , t , s gegeben sind , die beiden übrigen als

unbekannt angesehenen Gröſsen leicht berechnet werden können ,
indem zu ihrer Bestimmung die beiden Gleichungen ( I ) und ( 2)
vorhanden sind , woraus man die übrigen Formeln leicht ableiten

kann . Sind nämlich die vier Gröſsen , von welchen drei gegeben
und eine gesucht sein soll , alle in einer der beiden Grund - Formeln

( J) , ( 2) enthalten , so braucht man dieselbe offenbar nur auf die

gesuchte unbekannte zu reduzieren . Sind aber die vier Gröſsen in

beide Gleichungen zerstreut , seo muſs man erst die fünfte Gröſse
eliminieren .

246 .

1. Aufgabe . Zwischen 4 und 10 sollen acht Zahlen einge -
schaltet ( interpoliert ) werden , so daſs dann alle zehn Zahlen eine
arithmetische Progression bilden .

Auflösung . Es ist gegeben : = = 4, = 10 , ½ 10 und d gesucht . Alle
vier Grölsen , d, ' , u, d sind in der Grundformel Tαιαοννε enthalten ;
reduziert man diese auf die unbekannte Gröſse d, so kommt :

—
1

also d 10 5
10 —1 3

die fragliche Progression ist mithin :

4, 48, 51, 6, 68, 7 , 8, 81, 93, 10.

247 .

. 2 . Aufgabe . Auf einem Dache liegen 21 Reihen Ziegel ; in

jeder folgenden Reihe einer mehr , im Ganzen 588 Stück ; wieviel
liegen in der ersten Reihe ?

Auf lösung . Gegeben N. 21 , d - I , S = 588 , und d gesucht . Diese
vier Gröſsen , u, d, s, d sind in keiner der beiden Grundformeln :

= dαον = οiin ( )

allein enthalten , sondern in beiden zerstreut . Man eliminiert also die fünfte
Grölse t ( am leichtesten , indem man den Wert von Faus (1) in (2) suhstituiertj ) ,
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so erhält man eine von t befreite Gleichung , welche die vier Gröſsen N, d,
8, a enthält , und die man also nur auf die unbekannte Gröſse zu redu -
zieren braucht . Setzt man nämlich in (2) statt f die Gröſse A＋ονe= I ) d , s0
kommt :

S = aαν ] αονν )

28
woraus : = 2αιεοe = - ) ) d

94
*

588 2E
daher : 4421 1 18

248 .

3. Aufgabe . Es ist von einer arithmetischen Reihe das erste
Glied 4 = 16 , die Differenz d = 32, die Summe 8 = 1600 gegeben .
Wieviel Glieder hat die Reihe ?

Auflösung . Die vier Gröſsen d, d, 5, M, wovon die letzte aus den
ersteren gesucht wird , sind in den beiden Grundformeln :

üÆε αονe = )dP. (1)

9˙2 * * (2)

enthalten . Eliminieren wir also die fünfte unbekannte und nicht gesuchte
Grölse t, indem wir deren Wert aus (I ) in (2) substituieren , so kommt :

S = HAαα4̊HιεοονEe= I) d] 25
Diese Gleichung muls nun auf die gesuchte unbekannte Gröſse redu -

ziert werden . Man hat (§ 220) :

2 ον ò 1) d = d28

* ν ν 2αν d σ 28

1²＋ 2⁴ D * .

d — 2 AE
VEL. 0

„ 2 2ſ41 % „ „
Folglich 893 I ( 7 3 . 82

2
N Æ 10.



4. Aufgabe . Von einer arithunetischen Progression ist das

Iste Glied d, die Differenz - d und die Summe aller Glieder

Es gegeben ; man sucht die Formel für das Endglied t.

Auflösung . Die beiden unbekannten Grölsen 4, „ der fraglichen Pro -

gression sind in den beiden Grundformeln :
t = αοrοονe = di (1)

S == (UUAÆrYhh„ „ (2)
32

zerstreut enthalten . Wir eliminieren also die nicht verlangte unbekannte
Grölse u, indem wir am bequemsten ihren Wert aus (1) ziehen und in (2)
substituieren .

7⁷ ＋ 1
0

t — α
( α＋ν ο. 94mithin : 5

17209)— 4d＋ ο ανꝗ?hieraus :

II . Geometrische Progressionen .

250 .

Eine Zahlenreihe , bei welcher durchgehends ein solches Gesetz

stattfindet , daſs immer gleiche Quotienten kommen , wenn man

mit einem beliebigen Gliede in das nächstfolgende dividiert , heilst

eine geometrische Progression und zwar eine steigende oder

fallende , je nachdem die Glieder immer gröſser oder kleiner wer —

den . Der beständige Quotient heiſst hier der EXponent der

Reihe . Geometrische Reihen oder Progressionen sind 2. B. fol -

gende :
8, 6, 12 , 24 , 48 , 96

3 19, Z, I‚(̇ů 5
*

2 4, 8, 167 37˙⁰ .

Bei der Isten steigenden Progression ist 2 der Exponent , bei
der 2ten fallenden Progression 3, bei der 3Zten ) der Exponent .

291

Ist das Anfangs - Glied und der Exponent einer geometrischen
Progression gegeben , so kann man die Reihe leicht bis zu jedem
beliebigen Gliede entwickeln . Man erhält offenbar das 2te Glied ,
indem man das erste mit dem Exponenten multipliziert , ferner das
2te Glied mit dem Exponenten , oder was dasselbe ist , das Ite
Glied mit der 2ten Potenz vom Exponenten multipliziert , giebt das
Zte Glied &c . , das 99ste Glied mit dem Exponenten oder das Iste
Glied mit der 99sten Potenz vom Exponenten multipliziert , giebt
das 100ste Glied &c .

—
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Soll 2. B. 2 das erste Glied und 3 der Exponent sein , 80
kommt die Reihe :

22 3 4 5 10tes Glied—

; ,
Gder „ 6 18, 54, 1635·ũ

Soll 64 das erste Glied und 3 der Exponent sein , so hat man :

1

(

— 5

64 ; 64 - 4 64 G0 64 ( He . 64 ( 0 . .
oder : 64 , 32 16 88

252 .

Sowie bei der arithmetischen Reihe , muſs man sich auch bei
der geometrischen Reihe folgende fünf Gröſsen und deren übliche
Bezeichnung merken , nämlich : das Anfangsglied d , den Expo -
nenten e , die Anzahl der Glieder , das Endglied , Und
die Summe aller Glieder 5 .

Jede dieser fünf Gröſsen ist eine bestimmte Funktion von 3edrei der übrigen , und kann , sobald diese drei in bestimmten Zahlen
gegeben sind , daraus berechnet werden , ohne daſs man die Reihe
selbst zu entwickeln braucht . Die wichtigsten Fragen sind jedoch
nach der Gröſse eines bestimmten Gliedes und nach der Summe aller .

253 .

Aufgabe . Eine allgemeine Formel zu finden , nach welcher
man die Gröſse t eines bestimmten Gliedes berechnen kann , wenn
die Stellzahl u desselben , das erste Glied d , und der Exponent é
der Progression gegeben sind .

Auflösung . Nach § 251 ist die Reihe :
1 2 3 4 55 zꝛtesGlied··

5 d , a9², as , 4 = a —1
Man hat also : 333 (1)
In Worten : Um die Gröfse des zten Gliedes einer

geometrischen Progression zu finden , muls man den
Exponenten auf die ( 3= I ) te Potenz erheben und damit
das erste Glied multiplizieren .

Anmerkung . Ist sehr groſs , s80 wird die Berechnung von t durch
Logarithmen ungemein erleichtert . Uberhaupt kommen die Logarithmenbei Aufgaben über geometrische Progressionen sehr zu statten , Was jedocherst im 21. Buche gezeigt werden kann , und bis dahin werden wir nur solche
Erläuterungs - Beispiele wählen , welche sich ohne Logarithmen berechnen
Iassen .

Beispiel . Das erste Glied einer geometrischen Progression ist dr , der
Exponent 2, wie grolſs ist das neunte Glied ?



Auflösung . Gegeben 4 = dε e= 2, 1 = 9 und t gesucht .

t = G en- —1

t = vur 2 — 14 .

254 .

Aufgabe . Die Summationsformel ( das summatorische Glied)
zu finden , nach welcher man aus dem ersten Gliede a, dem Expo -

nenten e und dem letzten Gliede f die Summe der ganzen Pro -

gression berechnen kann .

Auflösung . Die Auflösung beruht auf einem kleinen Kunst -

grifl . Man bezeichne die Summe der geometrischen Progression :

d%＋ d,α αν . t mit s, nämlich :

SS=dUA＋ de de ＋ de ＋

multipliziere diese Gleichung ( I ) ( in welcher das vorletzte Glied

· 53 5 33
offenbar — das vorvorletzte ist ) auf beiden Seiten mit dem Ex -

6
2

ponenten e, so Kommt :

3
CS Æτ de ＋ dννε d α ε⏑ ＋ 8

EtCt ' i ( 2)

subtrahiert man nun die Iste Gleichung von der 2ten , so erhält man :

65 — e — α

( e - I1 )S =-

In Worten : Um die Summe einer geometrischen
Progression zu finden , muls man das letzte Glied

mit dem Exponenten multiplizieren , hiervon das

erste Glied subtrahieren und dann durch den um 1

verminderten Exponenten dividieren .

Der für s erhaltene Ausdruck findet häufig Anwendung und ist daher
wohl zu merken .

Beispiele . Wie groſs ist die Summe der folgenden geometrischen
Progression : 1, 35 4 55 16² 3127 517 135585 542 102 7 S 3209. )

Ih , 8 gesucht :Auflösung . Gegeben : 4 = 1 , 9.

20 — 4
5„3

— 1
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255 .
Aus den beiden Grundformeln für die geometrische Progression :

R = „ % h.⏑fChf ◻
4 — 4

8 —̃ ( I )
müssen nun , wenn irgend drei der Gröſsen d 2, 7, , s gegeben sind , dieFormeln für die beiden übrigen auf ähnliche Weise , wie im §. 245 gezeigt ,abgeleitet werden . Einige aut geometrische Reihen führende Aufgaben lassensich vermittelst Logarithmen Iösen , andere führen auf höhere verwickelteGleichungen , deren Auflösung die höhere Analysis lehrt .

256 .

Auch Buchstaben - Ausdrücke , welche geometrische Progressionenbilden , können nach Formel II schr kurz in eine Summe zusammen -
gezogen werden . So sieht man 2. B. gleich , daſs die vielteiligeGröſse :

＋ bοu.＋ 52 Æ he ＋ 5⁴ E n = I

eine geometrische Progression bildet , Wo ) das erste , hen - l dasletzte Glied und 4 der Exponent ist . Substituiert man also diese
46 —Gröſsen statt a, t und e in die Formel — 1. S0 ist :

5 85＋ be＋ be＋ b ＋ 52 %—1A2 5 13
6n —1 I1—- en2 e2 ＋ Es ＋e „ „ „ 2 . . E . .6 5
e — I1

— 2 1 1＋ 422 ＋ 11 2 173 43 —
— 2e·1 1＋

SVn ＋— 5% E1. — . — ＋* SSRRRRR . .＋ 7 „

Lübsens Arithmetik . 13
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