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Dreizehntes Buch.

Von den Funktionen und Formeln.

148.

In der mathematischen Sprache kommt oftmals der Ausdruck
vor: eine Grolse sei eine Funktion von einer oder mehreren andern
Grolsen, und dies soll dann soviel heilsen: dals erstere Grolse von
letzteren, gleichwie eine Wirkung von ihrer Ursache (Ursachen)
abhiingt, und folglich mit ihnen in einem gewissen Zusammen-
hange steht.

So ist z E. die Grilke der Wurfsweite, welche eine abge-
schossene Kanonenkugel erreicht, von mehreren andern Grol:
abhiingig, wie z. B. von der Anfangsgeschwindigkeit, von der Grolse
der Kugel, von dem Gewichte derselben, von der Menge und Giite ik
des Pulvers, von der Liinge des Rohrs, von der Grifse des Richtungs-
winkels, von dem Widerstande der Luft, von der Anzichungskraft
der Erde &e. &ec., weil alle diese Griofsen Einfluls auf die Wurfs-
weite haben, mit ihr zusammenhiingen und dieselbe bestimmen, und
man sagt daher kurz: die Wurfsweite ist eine Funktion veon den
eben genannten Grol:

149,
Zur grofseren Erliuterung des vorstehenden Paragraphen diene
folgende einfache Aufgabe.
Eine Zahl zu finden, deren 5ter und T7ter Teil zusammen
genommen 24 giebt. -

Auflosung. Es ist klar, dals die gesuchte Zahl (z) durch die
Bedingung der Aufgabe und durch die gegebenen Zahlen 5, 7, 24
bhestimmt, mit andern Worten eine Funktion von 5, 7, 24 ist, es
muls niimlich sein:

i X

T2 —94
v} [
hieraus: Tz + 5z =35 . 24
124 = 840
2 ==0
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Hier haben wir freilich die fragliche Zahl x= - 70 ;,_;'cﬂlnliil'll,
allein die Art und Weise, das pigentliche Gesetz (Formel, Regel),
wie mit den Zahlen 5, 7, 24 gerechnet werden muls, um die durch
sie bestimmte Grilse zu finden, konnte wegen der Verschmelzung
dieser Zahlen ineinander nicht hervortreten. Wollen wir dieses
(Gesetz aufstellen, um dadurch eine klare Ubersicht von dem Zu-
sammenhang zwischen Ursache und Wirkung zu erhalten, nimlich
hen sich miteinander verbinden, um die durch sie

wie die Ursac i

bestimmte Wirkung hervorzubringen, so miissen wir bei der Re-
. . 2 L S . . 1

duktion der obigen Gleichung auf z die dabei vorkommenden

\tionen nicht wirklich vollziehen, sondern nur

arithmetischen Oper:
andeuten. alsdann stellt sich das fragliche Gesetz, wie die gesuchte
Grisfse von den gegebenen abhingt, durch eine Formel dar, welche

alle mit letzteren vorzunehmenden Rechnungen vor Augen legt.
Aus der Gleichung

Faum Loty

) i
folgt ndmlich, indem wir, um & von den Nennern zu befreien, mit
5 - 7 multiplizieren, diese Operation aber blofs andeuten:
Te4+bx=5 7 24
Jetat die Koefficienten von z addiert, jedoch nur andeutend,
kommt:

(T4+5)a=5-7-24

. 5.7 .24
hieraus: x — =
i -T2

Dies wiire also die gesuchte Formel oder das Gesetz, aus
welchem wir mit einem Blick ersehen, auf welche Weise die ge-
suchte Grofse # in unserer Aufgabe, aus den gegebenen Zahlen
5, 7, 24 entsteht. In Worten ausgesprochen, wiirde es so lauten:
man muls alle drei Zahlen miteinander multiplizieren und das Pro-
dukt durch die Summe der beiden ersten dividieren.

150,

Es ist leicht einzusehen, dals das Gesetz, nach welchem
eine Grifse von anderen abhiingt, mnicht durch das absolute
Quantum der letateren, sondern blols durch die Beziehungen, in
welchen sie mit ersterer stehen, bestimmt ist. Wiirde z. B. 'u‘(‘i'rzlgl‘.
welche Zahl ist es, deren 3ter und 4ter Teil addiert ‘Ji {_‘:it'!)l,
so finden hier offenbar unter der gesuchten Grifse und denen, von
welchen sie eine Funktion ist, ganz dieselben Beziehungen und
Schliisse wieder statt, wie in der Aufeabe des v.11‘h:-]':~.’_'(-'}1l"11f]4-‘IE
Paragraphen. Man braucht also auch nur in die dort entwickelte
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Formel 21 statt 24 und 3, 4 statt 5 und 7 zu setzen und die an-
gedeuteten Rechnungen zu vollziehen, um die fragliche Zahl (36)
zu erhalten. .

Man kann also auch, um das Gesetz, nach welchem eine Grilse
von andern anhiingt. zu finden (was bei allen mathematischen
Untersuchungen immer die Hauptsache ist), die miteinander in
Beziechung stehenden Grofsen einfacher und, um ihre Verschmel-
zung zu verhindern, vorliufig mit allgemeinen Zeichen andeuten,
die Beziehungen (Bedingungen) durch eine Gleichung ausdriicken
und diese dann auf diejenige Grifse reduzieren, fiir welche man
die Formel sucht, (Vergl. § 82))

Die Schliisse. welche bei der Auflésung einer so allgemein
ausgedriickten Gleichung gemacht werden miissen, sind offenbar
ganz dieselben, als wenn statt der Buchstaben bestimmte Zahlen
stinden, nur mit dem Unterschiede, dafs wir hier alle vorkommen-
den arithmetischen Operationen blofs andeuten, die erhaltenen
Buchstaben - Ausdriicke aber immer moglichst reduzieren, um alle
unniticen Rechnungen zu entfernen. Die vorhe ochende Aufgabe
kinnen wir allgemein so ausdriicken:

Eine Zahl zu finden, deren mter und nter Teil addiert, a giebt.

Auflssung. Sei z die fragliche durch m, %, @ bestimmte Zahl,
s0 deutet ::s den mten und ;a den nten Teil derselben an, und die
Bedingung der Aufgabe ist dargestellt durch die Gleichung:

2 ®

E e =0
m n

Um hier # von den Nennern zu befreien, multiplizieren wir
die ganze Gleichung mit m»n, so kommt
nE -+ Mmx — amn
Ferner, die Koefficienten von z addiert (den gemeinschaftlichen
Faktor # auf der linken Seite herausgesetzt), kommt:

(- m)x = mna
Jetzt durch den Koefficienten »n -+ m dividiert hat man:

mna
m-n

151.

. Aufgabe. Die Zahl 140 in zwei Teile zu teilen, die sich
: wie 2:5 verhalten. |
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Aufissung. Die Teile sollen sich wie 2:5 oder, was dasselbe
ist, wie 1:3 verhalten (§ 65); heilst also z der eine Teil, so ist

22 der andere, folglich:

y —140
=280
T — 280
z=—40 (der eine Teil)

Aufgabe. Eine Zahl a in zwei Teile zu teilen,
m:n verhalten.

Aufissung. Da sich die Teile wie m:n oder, was dasselbe

: : n = L i A
ist, wie 1:— verhalten, so ist, wenn x der eine Teil,

m
andere, daher

"
e a 7
m
multipliziert mit m kommt: max -+ ne = ma
(m - n)x = nma
A AT ma
mithin der eine Teil: 2 = _
m-+n
= s n ma na
und der andere Teil: g =—— ==
m m - n m-r—n

— 100 (der andere Teil)

die sich wie

i

Als Probe der richtigen Rechnung miissen beide fiir # und

. o o i . mit P
# gefundenen Ausdriicke, niimlich : und

m m-—-n m - 1

Zusammen

addiert. die Grilse @ wiedergeben, Dies ist auch der Fall, denn:

ma d n @ (m -+ n)

== ==

m- n m -+ n m -+ n

152

Aufgabe. Eine gegebene Zahl ¢ in drei solche

teilen, die sich wie die Zahlen m. #. p verhalten,

Teile zu

Aufiésung. Die drei Teile sollen sich wie m, n, p, oder, was

dasselbe ist, wie 1,

p
m
||”
m
@ sein miissen, so hat man:

- 1 .
50 18t —x der zweite,
m

n’ verhalten; heifst also # der erste Teil,

@ der dritte, und da alle drei zusammen —
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Um diese Gleichung auf # zu reduzieren. multipliziere man
die ganze Gleichung erst mit m, so kommt:

MG 1 R —— Pr— Ma

Koefficienten von 2 addiert, kommt:

(m = n 4+ Pl =man
1 ] ==l Ak
also der erste Teil: 22—
M- R- ,f’
on " (s ma i
Zwelte = i : - —
0 m m-r-n—+p MR p
i 5 p P ma pa
= aritte = A . = L
m m m-—r-n-—p m-r-n-—-rp

Soll z. E. 100 in drei solche Teile geteilt werden, die sich

wie 2:5:3 verhalten, so ist hier: =100, m—2, :x-:»l_, p=23;
e = 100 _ A g
mithin der erste Teil 2 - 10 = 20; der zweite 5:10=50; der
dritte 3 - 10 =30.
l:]:.’r'

Aufgabe. Eine Zahl ¢ =100 in zwei solche Teile zu teilen,
dals, wenn der eine Teil durch m = 5, der andere durch # — 8
dividiert wird, die Summe der Quotienten b = 17 sei:

Auﬂfjﬁuug Sei # der eine, folglich (¢ —z) der andere Teil,
so hat man laut Bedingung der Aufgabe:

@ a—z .
it L ]
e i
Die ganze Gleichung mit mn multipliziert, kommt:

ne - ma — mz = mnb
Jetzt die bekannten Glieder von den unbekannten gesondert:

ne — e =mnb — ma
(n—m)x=m(nb—a)
m (nb—a)

h—m

fibsens Arithmetik. o

BADISCHE =
LANDESBIBLIOTHEK BadenWiirttemberg



BADISCHE

LANDESBIBLIOTHEK

Subtrahiert man diesen fiir den einen Teil » gefundenen Aus-

nb ( . : o g
druck A b <on a, so erhiilt man auch die Formel fiir den
n—1m _
andern Teil a—x. Es ist niimlich:
JJ.rIJ.n'(J (1
a4 —&r=a—
7 m
Dieser fiir a —a ;_";i-]'ll!'.ilt-ne- Ausdruck lifst sich aber noch
bedeutend abkiirzen, wenn man ihn auf einerlei Benennung bringt,
niimlich :
ain—m)— ".1-’|"-r
i !
2 — M
Die Klammern
an — am— mnb -+ am
O e i =
1 - 1t
an mnb
[ T —
"n—1m
9 (a0 — mb)
a — 1, —
n—m

Um sich zu iiberzeugen, dals man keinen Rechnungsfehler
egangen habe, miissen die beiden fir z und a—z gefundenen
Ausdriicke addiert die Grofse a wiedergeben. Dies ist auch der

Fall, weil:

mmb —da)  n(a—mb) mnb —ma + na — nmb
o S
n—m n—m (/] i
B — i (1] m) a
= E =
n—m n—=m
154,

Aufgabe. Es hat jemand in verschiedenen Terminen mehrere
Zahlungen zu leisten: eine gewisse Summe s nach s Monaten, eine
andere Summe s’ nach ' Monaten, eine dritte Summe s” nach
m'* Monaten &e. Der Gliubiger wiinscht die ganze Summe
s+ +s'+... auf einmal zu erhalten. Nach wieviel Monaten
mufs diese Zahlung geleistet werden, damit weder der eine noch
der andere Teil Schaden leidet? (Grofsen emerlei Art pflegt man
oft durch dieselben Buchstaben zu bezeichnen, und ihre Verschieden-
heit durch Striche anzudeuten, wodurch der Uberblick offenbar
leichter wird, als wenn man lauter verschiedene Buchstaben ge-
brauchen wollte.) .

Auflssung. Um leichter auf dem Ansatz zu kommen, nehme man be-
liebige monatliche Prozente an, und setze den Gewinn, den 100 Thlr. in
1 Monat bringen —p, so ist der Nutzen, welchen der Schuldner von der
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e ! - ARy v - spn
erst nach m Monaten zu bezahlenden Summe s zi —= l.' =
00
15t der Nutzen, den die zweite nach m' Monaten zu | hlende Summe
spm' spm s'pm’ o

bringt — &e., so dals also . den Nutzen aller

100

Zeit, wo

mulz nun so w

ahlenden Bet

Alle Glieder haben hier
schaftlich, man diese

mit ultipliziert, dann

P
g0 kommt :

uchte Zeit eine v
"ormel: Man mu
den in einerlei Einheiten a riickten % 1
Produkte durch Summe der Bet

Man sieht also, dals di
ist. In Worten lautet diese
1
Summe di

Beispiel. Es hat jemand folgende
Wechsel ohne Zinsen zu zahlen: 300 .4 nach 141
150 % nach 2 Monaten, und 100 .# nach 28 T:
auf einmal bezahlt werden, welchen Termin

: Antwort. Hier ist:

g =300 N = 100
m = 14 i IS
sm—4200; = 2800
81 -
.
s @ ge (beinahe)

155.

inbar Funktion
hat letatere
rehiriger
5 schlecht

In allen Fillen, wo eine zu suchende Grifse nur scl

von einer andern ist, wie im vorhergehenden Beispiel & von p

Grifse auch nichts in der Funktion zu schaffen, und muls ns

Reduktion immer wieder herausfallen. So ist z E. der Wert «

2 reduzierten Ausdrucks:

m(bn —a)]n— m
n—m | =u

nur scheinbar eine Funktion von a, b, m, n. Setzt man z. B. &=35, so kann
man statt a, b, m, n setzen, was man will, der Ausdruck giebt doch immer
nur 13.*

Ebenso ist der Ausdruck } (a--b)-1(a — &), eine von b unabhiingige
Funktion.

* Der Ausdruck lifst sich (durch Einrichten der Grilse in der ersten
Klammer) auf den einfachen 7 reduzieren,
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Wenn eine Grifse eine Funktion von mehreren andern Grilsen
ist, so ist auch umgekehrt jede der letzteren eine Funktion von
allen iibricen. So ist z. B, der Zinsertrag ecines Kapitals eine
Funktion von dem angelegten Kapital, von den Prozenten, zu
welchen es belegt wird, und von der Zeit, wiithrend welcher es steht.
Umgekehrt ist aber jede der letateren Grifsen, z, B. die Zeit, in
welcher ein gewisser Zinsertrag fillig wird, durch die Grifse dieses
Zinsertrags, des Kapitals und der Prozente bestimmt. Kann man
nun zwischen mehreren zusammo ¢ allcemeine
Zieichen angedeuteten Grilsen cine und diese
dann auf » der, durcheinander bestimmten Grélsen reduzieren,
so erhilt man ebenso viele Formeln, welche dann eine klare Uber-
sicht geben, wie jede Grilse von den mit ihr verbundenen abhiingt

’
und d:

araus bestimmt werden kann.

157,

Aufgabe. Wenn die » jihrigen Zinsen eines zu p Prozent
gten Kapitals, C, zum Kapital geschlagen, und die Grilse
neuen Kapitals mit €' bezeichnet wird, so ist jede dieser
vier Groifsen n, p, C, ' eine Funktion von den drei iibrige
werden die Formeln derselben verlangt,

1+
(11e8

Cpn

100

Aufldsung. Der Ausdrn

stellt die » jihrigen Zinsen und fi

o i Con . .. s e aEE o e
lich C+ ]:.:. Kapital samt den njihrigen Zinsen dar, und da diese Griifse
durch C' bezeichnet werden soll, so hat man sogleich: 2
e :‘._:_(","“"'
100

Um diese Gleichung auch auf ¢, p und »n zu reduzieren. multipliziere
man erst auf beiden Seiten mit 100, =0 kommt:

100 C - ( 'pn=100C"
die Koeffizienten von C addiert, kommt:
(100 4~ pn) C = 100C"*

jetzt durch den Koeffizienten
von C dividiert, kommt :

100 O

: 100 - np

Aus der Gleichu 100 € 4 Cpn = 1000

folgt: Cpn = 100C" 100 C
: TR L 00(C* )
durch Cn dividiert, kommt: = 100( O
J i
¥ qio a3 1 (BT g )
durch Cp dividiert, kommt aunch: n= 100 £ C
P
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verlangten Formeln sind also:
- Con
QleaQL

100
o= .l.ﬂ'_:'l"l" .
100 - pn
100(C'— )
J == T
100(C'—O)
= 20

Beispiel. Wie grols muls das K apital sein, welches mit seinen 6jih

Zinsen zu 419% verein

gt, ein Kapital von 762 .#
Formel 2 in § 157 giebt mit n =6, p=—4
100 . 762
100--6.43° 127

U= B0

Wie lange mufs das Kapital von 600 # zu
um an f\dljtl. und Zinsen 800 # zu erhalten?

h.-\-_-\u.},‘_,” + O = 600, p= 5, [ L 800, gesucht .

100 (800 — 600)
3 5.600
also: n =63 Jahre.

158.

zieht ?

9% an

f Zinsen

stehen,

Nach Formel 4 ist

Aufgabe. Jede der folgenden 8 Gleichungen auf # zu reduzieren ;

L axr bhx e
l. ax="56 -+ : 9 4 ik — ()-
e it 1 (13
SN bx S gl ]
3 — 11— e e TSR LS
m [ A & A
o . ala —x) . omx— (e—a)n
9. = -+ . 0. - —1 .
a4+ x m (2x — ¢)
= a(dd -T— &) a = c h
[ =qac -+ 5 O ===
dx d a+br d-4ex
Auflésung. Es folgt aus:
; bin mne
I g g — §
am — ¢ o (an - bin)
= M (1l — ¢) mn(c—1) 4 a b1
© ST aw—bm - bm—an =8 T ( :
al2a — ¢ ,
e e A, B et
i
Syl d ed —ah ah—ed
[ L= - ' == e —_ ]
¢ i — ce ce—bh*
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