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Zweiter Teil.

Allgemeine Arithmetik.

(Buchstabenrechnung und Algebra).

Zehntes Buch.

Rechnung mit allgemeinen Grifsenzeichen.

(Sogenannte Buchstabenrechnung,)

(4.

Das Rechnen mit alleemeinen Zahlen (Buchstaben) setzt zu-
néichst die Bekanntschaft mit den entgegengesetzten Grifsen (§ 74
bis 79) voraus, mit denen wir uns daher vor allen Dingen zu be-
schiiftigen haben.

Wenn mehrere Grifsen addiert, und von der Summe mehrere
andere Grofsen subtrahiert werden sollen, so kann man diese zn
machenden Rechnungen kurz dadurch andeuten, dafs man simtliche
Grofsen nacheinander hinschreibt, vor jede der zu addierenden
Grofsen aber das - Zeichen, und vor jede zu subtrahierende
Grifse das — Zeichen setzt. 3

Sollen z. E. die Zahlen 9 und 12 addiert, und wvon ihrer
Summe die Zahlen 5, 3 und 2 subtrahiert werden, so kann man
diese Forderung so andeuten: :

+94+12—5—8—2

und dieser aus mehreren Teilen bestehende Grifsenausdruck ist
also nicht so zu verstehen, als ob 2 von 3 oder 3 von 5 subtra-
hiert werden soll, sondern dals die Summe aller mit dem —Zeichen
behafteten Teile von der Summe der Teile, welche das + Zeichen
fithren, subtrahiert werden soll.

Dies wohl bemerkt, kann auch eine andere beliebige Folge
der Teile eines mehrteiligen Grifsenausdrucks auf den Betrag
desselben (insofern man ihn wirklich berechnen wollte) keinen
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Tinfluls haben. Man schreibt indessen eine vielteilige Grifse ge-
| wohnlich so, dafs ein Teil mit dem - Zeichen voransteht, indem
I man dann dieses voranstehende - Zeichen (als sich von selbst
verstehend). der Einfachheit wegen, weglisst. Nur wenn ein Teil
mit dem — Zeichen voransteht, darf dies Zeichen nicht fehlen,
Vorstehenden Grifsenausdruck kann man also, ohne seinen wirk-
lichen Betrag (=11) dadurch zu veriindern, auch so schreiben:

| 12 4 5 .
0 3 i
—5 2

In jedem vielteiligen Grifsenausdruck nennt man die Teile
von verschiedenen Vorzeichen entgegengesetzte Grolsen, und
zwar die, welche mit dem -+ Zeichen behaftet sind, kurzweg positive

(divekte) und die, welche das Zeichen fiihren, negative (inverse)
I (Grifsen. Ebenso heilsen die Zeichen +~ und entgegengesetzte

Vorzeichen, und eins das umgekehrte des andern. Jedes Vor-
zeichen gehort immer zu dem Teil, vor dem es steht.

76. _

Addition entgegengesetzter Grolsen. Will man den

Betrag einer vielteiligen Grifse (die Summe von positiven und nega-

tiven Zahlen) berechnen, so sind folgende Fille zu beriicksichtigen:

} 1) Alle Teile haben einerlei Vorzeichen (sind alle positiv oder

alle negativ), alsdann addiere man sie unmittelbar, und gebe der
Summe dasselbe Vorzeichen. So ist z. B.:

6+44+3=18
NEF S ner R

2) Die Teile haben verschiedene Vorzeichen, alsdann suche
| ' man die Summe der positiven und ebenso die Summe der nega-
tiven, jede besonders, und tilge die kleinere Summe durch einen
ebenso grofsen Teil der grifseren, d.h. man ziehe die kleinere
. Summe von der grifseren ab, und lasse dem Rest dasjenige Vor-
. zeichen, welches die grifsere Summe hat. g

= : S
Einen solchen Rest (der den Umstinden nach posiliv oder
A negativ sein kann) nennt man den Betrag, oder auch wohl alge-
l:rm«rl:_v Summe der vielteiligen Griilse.

Wiren die Summen der posi
Grifse

‘ iven und negativen Teile an
S gleich, so ist in diesem Fall der }'%vl.r;l;:f der vielteiligen
Grifse =0, denn das zwei zusammengehirige gleiche, aber ent-
regengesetate Grifsen sich tilgen, ist klar. So ist z. B.:
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Subtraktion entgegengesetzter Grafsen. Soll
4 — 10~ 7von 9subtrahiert werden, soschreibt man 9 — (4—10+7).
Um eine solche Subtraktion zu berechnen, 18st man die Parenthese
auf und bildet aus der Subtraktionsaufgabe eine Additionsaufgabe,
indem man die in der Parenthese befindlichen positiven Zahlen in
negative, die negativen in positive verwandelt. In vorstehender
Aufeabe ist also 4, d.i. 44, in —4, —10 in +10, 47 in —17
zu verwandeln, um dieselbe in die Additionsaufgabe 9 — 4 4-10 — 7=
19 —11=58 zu verwandeln. Die Subtraktion mufs niimlich richtig
sein. wenn der Rest zum Subtrahend addiert, den Minuend giebt,
folglich mufs z B. 9 — (44 —10)=9 — 4+ 10 richtig sein,

weil Rest 9 — 4 - 10 und Subtrahend -+ 4 — 10 addiert:
9 —44104+4—-10=1Y giebt und diese Zahl dem Minuend
wirklich gleich ist. Soll — 7 + 2 um — 18 4 25 — 6 wer-

mindert werden, so erhilt man — 742 —(— 13+ 25 —6)=
— 74+24+18—254+6=21 —32=—11.

78.

Multiplikation entgegengesetzter Grolsen. Es ist
4+ 7 -+ 8 offenbar = 7 - 3 =21 = - 21
— 743, d.i, —7, Smal genommen =—T7—7—7=—21;
daher auch +3 - — 7= —21;
—7.—-9? Da +7-—83=—21, so muls —7-—3 das
entgegengesetzte Produkt, also -+ 21 geben.
Hieraus folgt die Regel: Gleiche Zeichen geben + (plus),
ungleiche: — (minus).
Beispiele. —H:— 2=
et e
oLk
8-4=
— 6 - - 120,

Division entgegengesetater Grofsen. Auch hier gilt
die in der Multiplikation gegebene Regel: Gleiche Zeichen geben +,

5 I
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ungleiche: — : denn z. B. P 3, weil +3-—4=—12
ist (siehe § 11).
Bl 3 _.'_F'_:%_.. ‘5__]1
Beispiele. S, ey Es
-_s__—S _____:'w‘:_]l
6 -6 0 1
+ 2 2
T R T i
5.—7 -—85 £
—» = 9 - 17

Anmerkung. Wer sich eingehender iiber die I{s.‘n!!nmng mit
positiven und negativen Grilsen unterrichten will, mag hier zu-
niichst § 320 (s. Anhang) nachlesen,

a0,

FEinleitung in die Buchstabenrechnung. Manche wverwickelte
Rechnungen lassen sich oftmals bedeutend vereinfachen, wenn man
die vorzunehmenden Operationen, wie Addition, Subtraktion, Mul-
tiplikation &ec. nicht gleich vollzieht, sondern vermittelst der Zeichen
=+ &e, vorher erst andeutet, weil man dann alle zu vollziehen-
den Rechnungen auf einmal vor Augen hat, die stattfindenden Ab-
kiirzungen und Zusammenziehungen, die Vorteile, welche gemein-
schaftliche Faktoren gewiihren &ec., sowie auch die Fille. wo sich
widerstreitende Grofsen gegenseitig tilgen und mithin als iiberfliissig
ausgelassen werden kénnen u. m. dergl. leichter gewahren und be-

nutzen kann. Ein paar Beispiele werden dies erliutern :

Erstes Beispiel. Welche Grifse kommt heraus, wenn man
die halbe Summe und die halbe Differenz der beiden Briiche: 1578
und - addiert?

Auflssung, Deuten wir die zu mac hende Rechnung vor-
linfie nur an, so bedeutet £218 L die "ﬁammn .mul Tithin
! 45) 1lu halbe Summe mu] al:fnm die
halbe ]hlh-un/ der beiden Briiche. shen

den Ausdruck :

1(4218

welcher alle zu mlf.lunfi mn Rechnungen vor Augen legt, Statt sie
nun aber gleich zu vollziehen, iiberlece man erst, ob sich der
Ausdruck (etwa durch Auflsung der Klammern &c.) nicht noch
etwas zusammenzichen und auf einen leichter zu berechnenden
Ausdruck zurtickfithren (reduzieren) Lifst.
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Die Klammern aufgelost, lifst sich obiger Ausdruck auch so
schreiben (§ 19):
bl a2

e

ST N

Hier sicht man nun gleich, dals die vorliegende vierteilige
Grifse zwel gleiche einstimmige und zwei gleiche widerstreitende
Teile enthiilt. ILetztere beiden, niimlich der 2te und 4te Teil,
tilgen sich gegenseitic und kénnen daher, als auf das Resultat
keinen Einfluls habend, ganz ausgelassen werden. Erstere beiden
Teile, ndmlich der 1ste und 3te, lassen sich leicht in ein Glied zu-
sammenziehen; denn eine und dieselbe Grifse ein halb mal und noch
ein halb mal nehmen, ist soviel als die ganze Grilse einmal neh-
men. Mithin reduziert sich der obige Ausdruck auf ein einziges
Glied 4 welches das gesuchte, ohne Rechnung, durch eine
blolse Reduktion erhaltene Resultat ist.

=13

¥ .1 . 454
% N (o

5

Ein anderer sehr naheliegender Gedanke, uns bei Reduktionen,
wie die vorhergehende, noch grofsere Vorteile zu wverschaffen, ist
folgender: da wir beim Reduzieren der Grifsenausdriicke auf ein-
fachere, die Teile der Grofsen ganz unveriindert lassen, sie gleich-
gam nur hin- und herschieben, kleine Zusammenfassungen und
Auslassungen vornehmen, gleiche Faktoren gegeneinander auf-
heben &e., s0o kionnen wir hinsichtlich der klareren Ubersicht, des
schnellern und bequemern Schreibens, dadurch offenbar einen be-
deutenden Vorteil erlangen, wenn man statt der Grilsen, an wel-
chen Rechnungen vollzogen werden sollen, vorliufiz und bis zu
Ende der Reduktion einfachere, leichter zu schreibende und zu
unterscheidende Zeichen als Stellvertreter setzt. Mit diesen Stell-
vertretern kann man dann, vermittelst der Zeichen -, — &e., die
zu machenden Rechnungen ebenfalls andeuten und die etwa mig-
lichen Reduktionen vollziehen und dann am Ende der Reduktion,
statt der gebrauchten einfachen Zeichen, die Werte, welche sie ver-
treten haben, wieder zuriicksetzen.

Was fiir einfache Zeichen man dieserhalb gebrauchen will, ist
offenbar ganz willkiirlich. Da wir jedoch, vermige der Gewohn-
heit, die Buchstaben schnell nennen, schreiben und unterscheiden
Jkinnen, so sind sie auch zu Stellvertretern der Griolsen am be-
quemsten.

Zur Erlinterung wollen wir wieder das vorhergehende Beispiel
nehmen, wo die halbe Summe und halbe Differenz der beiden
Grifsen 437 und %%% zusammengelegt werden soll, und der
Kiirze wegen fiir die erste Grofse einen beliebigen Buchstaben,
z. B. a, und fiir die andere Grifse einen andern, z. B. b, setzen,
A=b die
S :

a

alsdann deutet a -+ b die Summe, mithin } (a + b) oder

1 ; a—b .. g
halbe Summe und ebenso } (a—b) oder —;— die halbe Differenz
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der beiden, einstweilen durch a und b vertretenen Grifsen an, und 91
der Ausdruck:
a+b a—b

g eves B
stellt, wie vorhin, alle Rechnungen dar, welche die Aufgabe zn
machen verlangt. Statt nun aber diese angedeutetermafsen gleich
zu vollziehen, indem man fiir die Buchstaben ihre Werte wieder
zuriicksetzt, versuche man erst den Ausdruck auf einen einfachern
zu reduzieren. Offenbar kann man ihn auch so schretben (§ 20):

a b a b
gtetz 2
|
! . ] b b ] a R i
. Hier wird nun - - durch o5 getilgt, -+ - ist soviel
\ als a. Mithin reduziert sich der ganze Ausdruck } (a+b)+ & (a—h)
| auf die einteilige Grilse a, wofiir der Wert $§21%, als das gesuchte
‘ Resultat, zuriickgesetzt werden muls.
| 81.
. (
\ ! Zweites Beispiel. Ein Fulsgiinger ist mit stets gleich blei-
I |1 bender Geschwindigkeit von einem Orte, O, nach einem andern
. Orte, W, gegangen. Er ging vormittags 8 Uhr 4 Minuten 59 Se-
N kunden von O ab, und kam nachmittags 3 Uhr 57 Minuten 48 Se-
" kunden in W an, Man friigt nach dem Stande der Uhr, als er

gerade die Mitte seines Weges erreichte.

Aufibsung. Die Hilfte der auf den ganzen Weg verwandten
| Zeit zur Vormittagszeit addiert, giebt den fraglichen Stand der Uhr.
i | Um aber erst die auf den ganzen Weg verwandte Zeit zu erhalten,

’ miissen wir, weil die Uhr nur bis 12 in einem fortzihlt, erst die
Vormittagszeit von 12 subtrahieren, um die bis 12 verflossene Zeit
zu erhalten, und diese dann zur Nachmittagszeit addieren, von der
Summe die Hélfte nehmen und zur Vormittagszeit hinzulegen, wie
es folgende Rechnung zeigt: i %

| (9] : W
i 8h 4/ 59" b 57° 48"
; 128 () 0
Vormittagszeit — 8t 4/ 59
die bis 12" verflossene Zeit — 3t 55° 1“
; Nachmittagszeit = 3t 57' 48
' Auf den ganzen Weg verflossene Zeit — 70 59/ 4%
Auf die Hiilfte des Weges verflossene Zeit = 8 56° 241
Hierzu die Vormittagszeit — 8b 4/ 50~
Stand der Uhr = !
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Sekunden nach

Folglich hatte der Fulsgiinger 1 Minute 23}
12 Uhr dlc Mitte seines Weges erreicht.

Dasselbe Resultat kann man aber folgendermalfsen viel kiirzer
erhalten.

Deuten wir die oben gleich vollzogenen Rechnungen vo: !lmhb
nur an, indem wir zugleich, des leichtern Se shreibens wegen, fiir die
Grilse der gegebenen Vnrmltt agszeit einstweilen das nmhwhv Zeichen
a und fiir d:o Nachmittagszeit dm- Zeichen b substituieren, so kiinnen
wir durch 12—a die I_m 12 Uhr, durch 12—a-+b die auf den

2 o
= L l die auf die Hilfte des

2
Weges verflossene Zeit kurz andeuten. Wird hierzu wieder die
\' Oll't'littdu‘:l(‘lt gerechnet, so erhalten wir fiir den fraglichen Stand
der Uhr den Ausdruck:

ganzen Weg und mithin durch

Dieser Ausdruck lifst sich noch etwas wre{nt'aa,lwn wenn wir
ihn auf einerlei Nenner bringen. Statt der ohne Nenner stehenden
9

=8
9

Grofse a, kann man auch setzen, und mithin den obigen Aus-
drucle so schreiben:

12—a-+0b  2a
o G reererereas (2)

9

oder, was offenbar dasselbe ist:

In dem Zihler dieses Ausdrucks befinden sich jetzt zwei ent-

"tgelleLt/t{‘ Grolsen. nimlich — a und - 2a. Nun ist aber
o 2a — — a -+ a-+a=a. Setzen wir also a, statt — a4 2a,
g0 lifst sich der Obl"t' Ausdruck noch einfacher so schreiben:
12 4+a+b X
_2 .................. 4

Alle vier verschiedenen Ausdriicke miissen offenbar einerlei
Resultat geben, wenn man statt der Buchstabengrifsen die numeri-
rischen Werte derselben substituiert. Der letzte Ausdruck, der sich
nicht weiter reduzieren lifst, ist aber fiir die numerische Rechnung
am bequemsten. Nach seiner Vorschrift br -aucht man nur, um die
fragliche Zeit zu Ll‘ll'\lt[ n, die gegebenen Vormittags - und Nach-
mittags-Zeiten zu 12 zu addieren, und von der Summe die Hilfte
zu nehmen, Fiir die vorliegende Aufgabe ist nimlich:

BADISCHE
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Nach dieser Vorbereitung wird r]i‘l‘ Iu]m nde Par: wr'i}:h dem
Anfiinger hoffentlich verstindlicher werden, ihm doch wenigstens
einen ungeflihren Begriff von dem eigentlichen Sinn und Zweck
der sogenannten Buchstabenrechnung geben, und dadurch das
Fremdartige und Dunkle, welches dieser Teil der Mathematik fiir
Antiinger hat, entfernen.

82

Begriff der Buchstabenrechnung. 1) Wenn eine Grilse aus
andern berechnet werden soll, so ist offenbar die Hauptsache, dals
man erst iiberlege, wie gerechnet werden muls, das Rechnen selbst
ist das wenigste. Um nun die Aufmerksamkeit nicht durch Neben-
sachen zu stéren, wie durch addieren, multiplizieren &e., was bis
zuletzt aufgeschoben werden kann, suche man den Gang, den die
Rechnung nimmt, moglichst kurz darzustellen, indem man alle vor-
zunehmenden Operationen vorliufiz blofs andeutet, und des be-
quemern Schreibens wegen, fiir die Hauptgrilsen einstweilen ein-
fache Zeichen (Buchstaben) als Stellvertreter setzt. Dies ist offen-
bar das beste Mittel, bei verwickelten Untersuchungen den Lauf
der Gedanken zu verfolgen und eine Kette von Schliissen schnell
zui bezeichnen.

2) Die Art und Weise, wie 1?114' Aufgabe gelist wird, beruht
auf Vernunftschliissen, die fiir alle Aufzaben derselben Art immer
dieselben sind und nicht von der ‘-tuls- der Data abhingen. So
12+a-+b

3
nach welchem wir die dort gesuchte Zeit berechneten. auch zugleich
fiir jeden andern Fall derselben Art, wo also nicht die Aufgabe,

gilt z. E. der vorhin gefundene Buchstaben-Ausdruck :

ot 0 ; : 2+a-+b
sondern nur die Data veréindert sind, und daher ist durch 5
die allgemeine Regel (Formel) bezeichnet , ‘nach welcher wir aus

den hier alleemein durch « und & angedeuteten Vormittags- und
Nachmittags- Zeiten, sobald sie nur in bestimmten Zahlen gegeben
werden, die fragliche Zeit immer luu ht find (n ]\mm: n. Wiirde z. B.
gesagt, der Fulsginger sei um 9 Uhr von abgegangen und um
3 Uhr in W 111'*{’1\011!1!): n und nach der Zeit gefragt, als er die Mitte

i]_:_'

E : 12+a-b
Weges erreichte, so braucht man in den Ausdruck =

nur Y statt @, und 3 statt b, zu setzen. Man sieht also. dafs die
Buchstaben keine bestimmte Werte haben. sondern bald dies, bald
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3) Endlich dienen auch die Buchstaben, als Grifsenzeichen,
zur Abkiirzung des Vortrags, sowohl des schriftlichen als miind-
lichen; deshalb werden auch, um nicht durch Zahlen und die sieben
Species Raum und Zeit unnitig auszufiillen, in der Theorie die
Untersuchungen gleich allgemein durchgefiihrt, die Grifsen durch
Buchstaben bezeichnet, die damit vorzunehmenden Rechnungen
blofs angedeutet und dann die etwa moglichen, gleich niiher zu
erliuternden Reduktionen vollzogen. Wer eine allgemein gestellte
Aufgabe losen kann, der kann es auch in jedem besondern Fall,
(wo die Data in bestimmten Zahlen gegeben werden) und umge-
kehrt, denn die Schliisse sind ja in beiden Fillen dieselben. Die
allgemeine Auflisung unterscheidet sich von der besondern blofs
dadurch, dals sie, weil die Grifse der Data unbestimmi gelassen
ist, die damit vorzunechmenden Rechnungen blofs andeuten kann,
die erhaltenen Ausdriicke jedoch, nach den Regeln der Buchstaben-
rechnung, gleich auf die bequemste Form reduziert. Die allgemeine
Auflésung ist aber immer belehrender, indem sie allgemeine Be-
griffe giebt, Ursache und Wirkung vor Augen legt, welche in der
speziellen Auflisu nicht so deutlich hervortreten kionnen, weil
durch die Vereinigung der Zahlen die Anschauung der Art und
Weise, wie dieselben eigentlich wirken und sich miteinander ver-
binden, verloren geht.

Geht man von einer richticen Vorstellung aus, so muls man
dies Kapitel itber die Buchstabenrechnung als das allerleichteste in
der ganzen Mathematik finden, wenn auch die Reduktionen selbst
ein wenig Aufmerksamkeit und mechanische Fertigkeit verlangen.
Man bemerke nur noch, dals das sogenannte Buchstabenrechnen
kein wirkliches (numerisches) Rechnen, sondern nur ein andeuten-
des Rechnen, ein wissenschaftliches Zusammenstellen, Zergliedern,
Zusammenziehen (Reduzieren) der durch DBuchstaben vertretenen
Grofsen ist. Die Buchstabenrechnung stellt zu dem Ende ver-
schiedene Grifsen-Ausdriicke auf und lehrt das Verfahren, wie man
dieselben auf kiirzere reduzieren kann, oder auch ihre Form so
zu verindern, dals dadurch Reduktionen moglich werden. Die
iiblichen Gebriiuche bei der Buchstabenrechnung und die sich iibri-
gens von selbst ergebenden leichten Regeln sind in folgenden
Paragraphen enthalten.

84,

Weil es dem Auge gefilliger ist, so pflegt man hinsichtlich
der Aufeinanderfolge mehrerer Buchstaben manchmal die alphabe-
tische Ordnung zu beobachten. Soll z B. die Addition der durch
¢, a, b vertretenen Grijfsen angedeutet werden, so schreibt man
statt ¢ - a -+ b licher a0+ ¢.
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il Um die Multiplikation mehrerer Buchstaben - Grilsen anzu-
I deuten, setzt man die Faktoren unmittelbar nebeneinander und
| zwar ohne Multiplikationszeichen, welches hier entbehrlich ist.
Sollen z. B. die Grolsen b, a, @ miteinander multipliziert werden, |
schreibt man statt @ - b -2 kurz abz. Ebenso 3 mit @ und mit y |

multipliziert = 3ay. ]
Ist eine Buchstaben-Gréfse mit einer Zahl zu multiplizieren, | _
€0 setzt man den numerischen Faktor, hier Koefficient genannt, .

immer voran. Soll z B. @ mit 3 multipliziert werden, so schreibt
man 3a, und 3 ist hier der Koefficient von a. In faz ist  der

1 4ab : y 0 e
Koefficient von az. In ——— (d.i. 4 - ab)ist# der Koefficient von ab.
5 : ;
Den Koefficienten 1 schreibt man nicht, weil 1-8=28 ist;
[/

man schreibt daher statt 1-@; 1-abe kwz a, abe. In = ist
o U

mithin der Koefficient 2, denn — 5 = = * .
: 3 B J,a -'rJ

86. "

Buchstaben - Ausdriicke heilsen gleichartig, wenn sie aus
denselben Buchstaben und auf dieselbe Weise gebildet sind,

wobei aber die Koefficienten verschieden sein konnen. So sind z. B. I
2ab, — 2ab, 12ab gleichartig. Ebenso 3aaz, 2baax &ec.; die

Ausdriicke ab, a- b, 3abe, 2abb hingegen sind ungleichartig.

Addition. Es ist 7T+ 7+ 7=23 - 7, daher auch a+ a-+a=3a.
Da nun 3a—+2a=—a-+ a+ a4 a + a= Ha, so ergiebt sich hieraus
die Regel: Man schreibt die zu addierenden Grofsen mit ihrem
Vorzeichen in beliebiger Folge nacheinander hin, indem man die
etwa gleichartigen Teile durch (algebr.) Addition ihrer Koeffi-

cienten in eine Summe zusammenzieht Folglich 72z — 102 = —3a,
denn es ist 7T—10=—3: abec+ 6abe=1 - abe -+ 6abe=Tabe;
=1 Tax; 2ab+ 3ax + ab =3ab + 3ax; a—da= 4.

Ebenso verfihrt man, wenn die in eine Summe zu bringenden
Buchstabengrifsen vielteilige sind, indem man sie nacheinander
zt und dann die gleichartigen Teile, welche man, der leich-
tern Ubersicht wegen, auch erst untereinander stellen kann, in eins :

zusammenzieht. Sollen z. E. die Grilsen Saz — 3be; 2aaz — 33 .r
. — bax + T3 6bc — 4ax addiert werden, so hat man:
B8azx — 3bc -+ 2aax—3 — Sax— T4 6be —dar= 2aax— ax +3be+-4

oder untereinander geordnet:

BADISCHE
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+ 2aqax — 3
7 AR S5 7
dax + 6be
Summe: — az -+ 3be + 2aax + 4

Um sich noch in anderer Weise von der Richtigkeit einer Reduktion
durch Beispiele zu iiberzeugen, mogen Anfinger, sowohl in die gegebenen,
als durch Reduktion darans abgeleiteten Ausdriicke, statt der Buchstaben
ganz beliebige Zahlen setzen, und zusehen, ob beide einerlei Resunltat geben
(5 928).

38.

Subtraktion. Man addiere, wie es im 77. Satze gelehrt worden
ist, den Subtrahend mit umgekehrtem Vorzeichen algebraisch zum
Minuend, und ziehe die etwa gleichartigen Teile in eins zusammen
(§ 77). Soll z. B. 2a von 6a subtrahiert werden, so hat man
6a— 2a = 4a. Ebenso ist 2ax von Gaz subtrahiert: 6az—2az — 4ax;
b von a subtrahiert, giebt a—b5b. Will man blofs andeuten, dals
eine vielteilige Grifse von einer andern, einteiligen oder vielteiligen
Griifse subtrahiert werden soll, so mufs man den vielteiligen Sub-
trahend in Klammern schliefsen, und mithin beim Auflésen der
Klammer alle in derselben stehenden Vorzeichen umkehren; z. B.
y — a von x subtrahiert giebt:

r—(y—a)=x—Yy -+ da.
2ab -+ 6be — 4z von 2ab — 3be giebt angedeuntet:
2ab — 3be — (2ab -+ 6bc — 4x).
Dieser Ausdruck ist, wenn man die Klammern auflost:
— 2ab — 3bec — 2ab — 6be + 42 = 42 — Ybe.
—_ Ebenso ist:
a+b—(a—b=a+b—a+b=2b

Sind Minuend und Subtrahend vielteilig, so kann man sie auch
erst geordnet untereinander stellen und die Aufgabe dann in eine
= Additionsaufgabe verwandeln, indem man die Zeichen des

Subtrahend (der zweiten Zeile) in die entgegengesetzten verwandelt,
denn nach § 77 heilst +4 und — 10 subtrahieren soviel als - —4
2 und - 10 addieren.

Von: 2ab — 3be von: 2ax — 6bz 4+ 7

subtr.: 2ab -+ 6he — 4x; subtr.: 6az — 3by — 3

(=) (=) *) =) &)y )
Differenz: — 9b¢ + 4z; — daz — 6bz + 3by + 10.

Addiert man den Rest zum Subtrahend, so mufs, als Probe
der richtigen Rechnung, der Minuend wieder kommen.
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Multiplikation. Erster Fall. Sind die Faktoren einteilige
Gréfsen, so stelle man sie, alphabetisch geordnet, nebeneinander,
und multipliziere nur die etwaigen numerischen Faktoren (Koeffi-
cienten) miteinander (§ 320), z B. 2a mit 35 multipliziert, giebt
{ 2a-8b=2-83:ab=6ab. FEbenso ist:

3ab . bac = 1baabce; 1Tz - 31
2ab - l.r.rf,',.r' = : Sabx - :‘_“J_.r' = Qabbxx:
! abe | : 2abe
. ba: 1b - de=———:
¥ abx 2 amn
2ax - 'er.l e — - Zam ¢ 4in=— H
A S e : 4
Zweiter Fall Ist der eine Faktor einteilig, der andere
vielteilig, so muls man, um die Multiplikation blofs anzudeuten,
den vielteiligen Faktor in Klammern schliefsen. Zuweilen ist es
aber (Behuf einer Reduktion) erforderlich, die Klammern aufzultisen,
und dann muls man (nach § 19 und § 78) mit dem einteiligen
Faktor jeden Teil des wvielteiligen multiplizieren. Soll z. B. die
Grilse a-+b— ¢ mit @ multipliziert werden, so ist a(a-+b—e¢)= ]
_ aa-t+ab—ac. KEbenso ist:
i‘ 2a(b —3¢)=2ab — Gar
3ab(Tab — 3az+1)=21aabb — 9 aabx - 3ab |
\ (9ar— 1 ;
| 'i—_—‘-nl’,r_'-i UI:'-:-l-i-‘-a_.l'-;v- 5:-6=254 1 e |
4+ 1)b=ab-L+b;
Qaqc — Uf’;-;--ruf,l — r-—;—,a‘l:‘_{rg.r-—rafa —_—rh") — A = (L = (I L ‘

lg - She—

) - T}',u — ii::.rrl"r_f —_ ._\.";.l"J_j,‘ = J

J Ty ——llf.f'_rlf-—.f_:

FHat hierbei der einteilige Faktor ein Minuszeichen, so sind
gleichfalls die Regeln des § 78 anzuwenden. Z. B.:

a+T7T—3(a—20-+4)="7?

Hier ist zu multiplizieren : } mit + a- 3a,
—3 mit — 26 = 6d. i
3 mt +4 =—12,
folglich erhiilt man a7 —3a--6b —12=65—2a—5.
~ Dritter Fall, Sind beide Faktoren vielteilig, so multipli-
ziere man mit jedem Teil des einen (am bequemsten des kiirzesten)
Faktors jeden Teil des andern, und ziehe im entstehenden Pro-
dukte die etwa gleichnamigen Teile in eins zusammen. Man kann,
der leichtern Ubersicht wegen, die Faktoren auch erst unter einander
stellen und wie No. 1, 3 zeigt, verfahren.
Es ist iibrigens gleichgultig, mit welchem Teil des Multipli- ;
kators man zuerst multipliziert, Soll z. B. die Grifse a4 b — ¢ mit
: a h_ multipliziert werden, so ist, indem man die Grifse a—-b — ¢ k
oder jeden Teil derselben gmal und dann —b&mal nimmt

(a—b)(a+b—e)=aa+ ab — ac— ab —bb +he=aa— ac bb+be.
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a-+b --l I a - flr_l @ — e'zl
2 a—b a—b at+b
aq+ab—ac aa+ab 5 ae—ab
—ab —bb 4 be — ab—bb ~+ab—10bb
aa— M} — ae — he (T = hb ada —-_{i,.rh

Ebenso findet man:

(a+b)(a+ b)=aa+ ab-+ ab 4+ bb = aq -+ 2ab + bb
(a—b)(a—b)=aa— ab — ab+ bb = aa — 2ab + bb
(+1)(y—1)=ay —xz+y—1

(Baz — 4by) (bbz -+ 1) yabax 4 3ax — 20 bbay — 4by
(fz—{y) Br —fy— ) =220 — FHlay —2z+ Hyy+ 'Fy.

1

Faktorenzerlegung. Ebenso oft als die vorhergehenden Anf-
gaben, eine vielteilige Grofse mit einer andern zu mulliplizieren,
kommt der umgekehrte Fall vor: eine vielteilige Griifse in Faktoren

! zu zerlegen, und da gerade hierin der Hauptschliissel zu den Re-

= duktionen liegt, so miissen Anfiinger sich darin einige Fertigkeit
erwerben. Allgemeine Regeln lassen sich aber hierzu micht geben.
Ein wenig Umsicht und Ubung ist erforderlich., Folgende Beispiele
werden imndessen zeigen, wie man dabei zu verfahren hat.

Multipliziert man die Grilse 3a—4¢-2 mit 3ab, so erhilt
man Yaab—12abc+6ab. Kime nun umgekehrt in einer Rech-
nung der Grilsen-Ausdruck 9aab —12abe+6ab vor, so wiirde
ein nur wenig geiibter Blick gleich wahrnehmen, dafs alle Teile
dieser Grolse erstlich den numerischen Faktor 3 gemeinschaftlich
haben, weil alle Teile durch 3 ohne Rest teilbar sind, aufserdem
aber noch den literalen Fakior ab, weil auch dieser in allen Glie-
dern vorkommt. Man kann also diesen Ausdruck als ein unent-
wickeltes Produkt darstellen, oder in Faktoren zerlegen, wenn man
den, allen Teilen gemeinschaftlichen, Faktor 8 al heraushebt und
vor die in Klammer geschlossene Summe der eigentiimlichen Fak-
toren 3a—4 ¢+ 2 setzt. Es ist nidmlich auf die einfachste Form
reduziert :

9aab—12abec+6ab=3ab(Ba—4c+2)

Ebenso kann der Ausdruck zz - 2y in Faktoren zerlegt wer-
den, wenn man den, beiden Teilen gemeinschaftlichen Faktor
heraussetzt; es ist nimlich z2+ zy==a(z-+y). Anfinger pflegen
gewthnlich bei folgenden Fiillen, wo der eine eigentiimliche Faktor 1
ist, Schwierigkeiten zu machen: yz4+y=y z+y:-1=yz-+1);
& —ar=x(1— 2); 2+ ma—+ nz= (1 +m+ n)z. Von der Richtig-

_ keit einer Faktorenzerfillung kann man sich leicht iiberzeugen,
= wenn man die Faktoren wieder miteinander multipliziert. Beispiele:
3ab+8arx=3a(b+z); 2Rn—4R=2R(n—2);

") BADISCHE =
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ah . bh h a+b
y—yz=y(1—2); ,,{ S S TR +b)=h- 9 |

Glied mit einem Minuszeichen versehen, so denke
h dem Minuszeichen eine Klammer., Z. B.:
bie4-d—e).

Ist das 1.
man sich zuvor nae
a—be—bd+ be=a— (be+bd- be) = -

| Dafs hier die Zeichen in der Klammer entgegengesetzt werden, f
erkliirt sich leicht aus der Multiplikation des Ausdrucks —b (¢4 d—e). ,

— hax + 3D (22 — Yy

5ax— by -+ 6bz = oax — 30 (y—22)
Durch die Zerlegung in Faktoren lifst sich ein Grofsenausdruck
oftmals sehr zusammenziehen und vereinfachen. So haben in dem
folgenden Ausdruck die beiden ersten Glieder den Faktor ac, die
.’ beiden folgenden Glieder den Faktor be gemeinschaftlich &e., hebt
man diese heraus, so ist:
abe — ace — bbe -+ bee 4+ abd acd — bbd + bed
—ac(b—c)—be(h — :'J—i-{!;fff':—r_':l — bd (b )
Hier haben alle Teile den zweiteiligen Faktor b — ¢ gemein-
schaftlich. setzt man diesen wieder heraus, so ist der vorstehende

Ausdruck
— (b —¢) ! aec—be —+ wa'v— bed I.

ll =(b—c)lcla—b)+d(a— b)) |
—(b—¢)|[(a—D)(c+d)] |
=(a—b)(b—e(c+d)

| 91.
Wern man eine Grifse mit sich selbst multipliziert, so nennt

man (aus geometrischen Griinden) das entstehende Produkt das |

4 Quadrat dieser Grofse; so ist z. B. 8-8 oder 64 das Quadrat

;fl von 8; von b5 ist das Quadrat 253 die Quadrate von 1, 2, 1, 4, £, &e.

sind 1, 4, 1, 1, +%; das Quadrat von a ist aa (lies: a-quadrat).
y TR ST .
Das Quadrat von - ist ] (lies: ,ein viertel a-quadrat‘ oder

,a-quadrat durch 4%). Dies beachtet, merke man sich folgende
zwei wichtige Sitze:

1) Die Summe zweier Grifsen (a4 b) mit der Diffe- |
renz derselben (a—»b) multipliziert, giebt die Differenz
ihrer Quadrate, Man hat niimlich durch wirkliche Multiplikation |

(a4+b)(a—b)=aa-+ab — ab—bb= - et — DD |

Nach diesem Satze ktnnen wir also das Produkt aus der Summe
und Differenz zweier Grofsen gleich aus dem Gediichtnis nieder-

schreiben. Beispiele:
; (a+ 2)(a—a)=aaq —xx}; (a+1)(a - 1)=aa—1
: y l -
(1421 —2)=1—az; Qa4+ 1b)(2a—1b)=4aa— J;J

: BADISCHE o
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9) Wenn also umgekehrt die Differenz der Quadrate zweier
Grolsen vorkommt, wie aa—bb; bb —yy &e., so kann man diese
jedesmal in zwei Faktoren (Summe und Differenz) aufltsen. So
ist z. E.

o — z2=—(x-+2)(x—2); 22—1=(4+1)(z—1)

ar—aa=(x+a)lx—a); 1 —azx=(14+2z)(1—=z)

bb ( b\ ¢ b

daa — ——=—|(2a+ -
\ 3

9 ; /
57 - 57 — 43 - 43 = (57 + 43) (57 — 43)=100- 14

92.

Division. Die Division kann im allgemeinen nur angedeutet
werden, wodurch man Grofsen-Ausdriicke in Bruchform erhiilt.

1] # (i ?
Ist z. B. @ durch b zu dividieren, so schreibt man: — (gelesen:
k)

. s 2ax
_a durch b%), ebenso 2ax durch 3by dividiert: 5 a-b durch

by 1

AT a1
a — b dividiert: '
a—b

1) Haben aber Dividend und Divisor Faktoren gemeinschaft-
lich. so kann man diese gegeneinander ausstreichen, weil der Quo-
tient von der Grifse derselben unabhingig ist. So ist z. E. (§§ 22,

23, 38):

ac 2abe  2a 2abz 2  Babb 3Badb
— = = —1 — _—
e 3be 3 ' 3aabz  3a’ 4be ¢
P zy T a b ¢+ b a-Fe—d
== =1z — — =13 — L
3 Gy 6 a b ' a+b atc—d
(d+b)(a—Db) 113 ab(a—+b) a m(a—+b) a-+b
—d4-b: - L= —= |
a—> . 2b(a-+b) 2" m(a—+ ¢) a-+ ¢

- 9) Ist der Dividend eine vielteilige, der Divisor eine einteilige
Girisfse, so kann man mit dem Divisor in-jeden Teil des Dividend
dividieren (& 20). Es ist z. E.:

a-b—c. @ ;b ¢

T Sedicadoand
8abb — 10ax AL Babb 10ax =4 D
2ab o Dl gk e

3) Sind beide, Dividend und Divisor, vielteilige Grolsen, so
kann die Division in zweierlei Weise ausgefithrt werden:

a) durch Faktorenzerlegung tiir den Fall, dals sich die Faktoren
heben. Der Ausdruck wird alsdann wesentlich vereinfacht. Z. B.:

B e
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rechnen (siche die
ganz nach den Rege

so braucht man nur ihre Zihler algebraisch
trahieren und der Summe oder Differenz
Nenner wieder unterzuschreiben.

LANDESBIBLIOTHEK

ab—ax a(b—zx) a

E}lfj .l'lJ,r_' = bib x) b

ar -+ xa ela+x) a+2z
3ha _;.'_;'_.f'{:_'u ) —a) ] .-".”a -
4 — y(l—y) fog: |
E'.b_.:_; - 3byy N 3by(l—y) 3b
aec— bexr — ez cla— bz — 72) 7] bz g
Obcz —ce  cz(9b—1)  2(9b—1)
baa — 3ab 3a (2a b) a
120 — Ghe e be (2a — B) e D¢
Ao — 3ha —ar x(4a—8b— 4 ] chir T
Sayz — 6bys — 2xyz A 2yz(4a—38b—uz) 2z
@y—~+ly—av—iv yla—+t) — v(a-+-1) Yy —v)(a+t) y—wv
az+t2—2au—2tu  z(a-—1)— Qula-tt) | ¢—2u) (a—-1)
(a4 b)(a+b) (a+b)(a-b) a+b
ac — bb _:n—'—Mm—L; TR
B e S A alx—-1) T

I—ze (1 +2)(1l—2) 1—z
mz—m - m(z—1) z—1 (—1)(z—1) ]l — ¢
i -m‘:,rﬁmf'l-—IJ,rl-::.]—.e.f-__l llll-—‘.lflr :_a;---l

b) Durch die

genannte Partialdivision (siche & 32

Briiche. Hat man mit Grilsen- Ausdriicken in

ein und Grundsiitzen der allecemeinen
rechnung behandelt,

Q
Y3,

1. Addition und Subtralktion. Haben die 1

Do st z B, (8§ 492):

G B et 7 b

(§ 91,

Bruchform zu
ichstehenden §§ 93 und 94), so werden

riiche einerlei Nenner,
zu addieren oder sub-
den gemeinschaftlichen
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a+b a—b a+b—(a—b)

2 5] 3 5 . L 2
ac — J';_fjr cx | L:_‘,‘ ac -+ ¢x cla—+ x) -+ a
ac Hige Foae ac = ae i 17
@ : Y a1y

1
. -+ — (8§ 91, 2)
ac—yy ac—yy (a+yle—y a—y* 4

Haben die Briiche nicht einerlei Nenner, so pflegt man sie,
der Gleichformigkeit wegen, oftmals auf einerlei Nenner zu bringen,
obgleich dadurch die Ausdriicke nicht immer vereinfacht werden.

: . s i a ¢ Sy =

Um z. B. die beiden Briiche ) und i auf einerlei Nenner

) ¢

zu bringen, multipliziere man Z#hler und Nenner des ersten Bruchs

o : S T a. .\ ad ¢ be
mit ¢, des andern mit . Es ist niimlich: —— = und —,
b b i (m’
]';l:i.‘_é].l‘lf:f e:
e ad be ad-+be
fa ! rlll = ;_'rrnl ; r’.*r.'" =57 ?}r'j‘l
i gL ighe S !
- = - - . = )
[/ b b b 3 NS
12—a+ b 12—a+b+2a 124+a-+b
5 == 2 — 5

8a+6b Ga—2b 3(Ba-+6b)—4(6a—2b) 13b

{ 25 12 6
@ a+b aed+bla-t+b)
RERET Tk bed
a  a+b  aa—bb—ab acd+ab4+-bb+aa—bb—ab a(ed+a)
L e T I bed R E= Y T
az a(z+1) z a
a— = — =

gL P T

i am — an ane an

m- n m-+n T omn

94,

2. Multiplikation und Division. Um zwel Briiche mit einander
zu multiplizieren, mullipliziere man wie gewdohnlich, Zihler mit
Zihler und Nenner mit Nenner. Soll ein Bruch durch einen an-
dern dividiert werden, so braucht man nur mit dem umgekehrten
Divisor zu multiplizieren. (§§ 44, 47.) Beispiele:

@ e ac g ge

..... = 3
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| a i ad

| = e —
N b d be [/ be I
a G a b
] X =1 e _—
| b b b a
| . Syl 1 62 2 2 |
i 8mn. —— =bnz — = —
4my r 2 32 X {

Sam 1dmzx __ Sam Gac __2aqa |
be © Bae = be 15mze bzx !
| 2ax 202 _ 2ax 8 be =
3 "3be 3 Z2ax
n nid L na
m --m +n—+p m +n-+p

a-+x ar-+xx a+x xla x) i
a—x ar—xx a r xla+2x) i
95.

I Folgende Buchstaben-Ausdriicke wird ein Geiibterer allein zu
it reduzieren wissen :
” 1) a+2b—5+4a;: 2) a—(+b); 3) a—(—b); 4) —a-—Db;

5) —a-—1; 6) a-5--4; 7) 3a-4b-3¢c; 8) {ax-3by; l
| z . a — (1 |
| 9) $lz-3x -3 0 5 ; 2 _ |
J ) gtz -3 10) 5 11) e 12)E= 7

—a @ x 2a

13) L 1) =<2 5 . B
i D=3, ) = 15) = 16) 5
1l B . A e Gabb
| 17) - 18) —; 19) H'j"m; 00) S, !
_ @ 2z Qaxy 4be !
: il Loy 2
|} a1) & ; Y. 99) a - 3,{: 93 -..:;m':b: 94) a 5 b .
] CaTy a—y {aab’ a x

2’1] ax -+ Bazx - —Bax -+ S5bx; 26) sy — iay + ay;

27) 2((.1.‘-~5{;y —16—(ax 164+5by); 28) (a+b)(a-++b):

-(—8atz+14bzz); 30) (ax 4 by) (ax — by):

31) (a+b+4¢)(a-+b—c¢): 32) |( = At J e IE
y LT IR T T T 3/!
S £ m - |
| 33) baab—12abec+ 3ab; 34) z+ma--nx -+ pz; |
ar m n . w T3 a—3x P
. 35) SR 36) 0.9 a ; 37) aa—bb ! |
: e ol a i e el e b
| oo @aa—bb . . ’ I . o .
38) =l 39) 1+ ya : 40) 20y — dhy |
a-r-o Sabx -+ Sbhar -It-‘.‘i'-rj I ]_Hf,\z,__—;';‘
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at+zx  a-t+x gt a 2v
41) - e 492) - : 43) _:—-’ ;
3 3 /i z oy
= 14ax o @ — X ag — T
44) Tazx: ——; 45) : :
aby o+ x ar -+ xx
6 ¢ (b—e) bla—e - 100a —+ ap ,-/] ALp
) - - . - =i =i o i i
2 2 100 \& =100
18) %+ be be+ xz 49) 16a —5b 124 —2b
48) — : 49) - =
az az 4h 3b ?
(Y + ¢ et b x
i _[_ e 51)
o o/ aec
e =
b
an ; xr—da
1 — o 4+
Se rr o 1 —+ ax
02) 93) - g
1 a alrx—a)
1=
1 xa 1 + ax
poak bl m(bn—a)] n—m Nl
*54) la— | - + mb |:
4! n— m Jx
|y 90— 2
o > aa r— e
aa — I
53 — - Fo
aa -+ xx

(@ —

Man findet:
ab;

abzy
5

BADISCHE
BLB LANDESBIBLIOTHEK

1) (az— bx)

———~t¢| (@ —x)
Tr—a | i ;
Ep
alb+c—a)
1) 2(a+0)—5; 2) a—b;

5) a; 6) 2ab;

; 1
9) 2lwz; 10) ; .'
A

14) 1;

(3

(a—2x) ) aa -+ ax

2(aa — xx)

3) a+0b;

7) 8abe;
a
1), — b
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a-+b S - ap\ B 2
NS 25) 5bx — az = (5b — a) x; 26) fay; |
&2

97) ax — 10by; ; 28) aa -+ 2ab -+ bb;
atz  19bzs -
21‘.“ 11atx =% | bzs : 30) aarz — "r“{"."j.” . ||

3 15

o - T i
31) aa -+ 2ab 4+ bb—cec; 32) '_; 'i.'if
33) 3ab (2a —4e+ 1); 34) (1+m-t+n-+p)x;
| xa|: ; 36) 1; 37) a4 b;
DG
- i el
38 b: 39) == 40 g
G e=2a  3ba ' %
s (i £5f
41) & (a + z); 42) “ : 43) ..

2aa’
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Elftes Buch.
Algebra.

Von den einfachen U]_L'i(']ﬂ.lng‘cll mit einer
unbekannten Griflse.
96,

Die meisten mathematischen Untersuchungen, auf welche
Gegenstiinde sie auch Bezug haben migen, fithren in der Regel
auf Probleme, deren vollstindige Losung die Hilfe der Arithmetik
in Anspruch nimmt, oft eine umfassende Kenntnis derselben und
einen gewissen Grad mechanischer Gewandtheit darin verlangt _
Deshalb fordert auch, nicht allein rein wissenschaftliches, sondern l
schon praktisches Bediirfnis, die arithmetische Wissenschaft noch
viel weiter auszubilden, als der vorhergehende Teil sie enthiilt.
Dieser erste Teil enthiilt eigentlich nur die Theorie des Zahlen-
systems, der darauf gegriindeten vier ersten Species in ganzen und
gebrochenen Zahlen sowie in Buchstaben, und der Regel de tri, als
eine der einfachsten praktischen Anwendungen dieser Theorieen,

Im Grunde kommen freilich alle Rechnungen, wie verwickelt
sie auch sein mogen, zuletzt doch auf die einfachen Operationen
der vier Rechnungsarten zuriick. Ehe man jedoch bei einer mathe-
matischen Untersuchung die Sache bis zu diesem Ziele fithren kann,
miissen oftmals erst viele Folgerungen und Schliisse gezogen und
die vier einfachen Rechnungsarten auf mannigfache Weise mit-
einander verbunden und wiederholt werden. Aus diesem Grunde
werden auch, um die Begriffe und Schliisse leicht iibersichtlich be-
zeichnen zu konnen, und um nicht in Weitliufigkeit zu geraten,
zweckmiifsig abkiirzende Zeichen und Kunstworter notwendig. Vor
Allem miissen wir, dem Entwickelungsgange der Arithmetik fol-
gend, zuerst die sogenannten einfachen Gleichungen und deren
Gebrauch zur Auflésung verwickelter Aufgaben, als die, welche
auf die einfache Regel de tri fithren, kennen lernen. Man merke
sich deshalb die folgenden, zwar sehr leichten, aber sehr wichtigen
Siitze.
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Zwei Grolsenausdriicke von gleichem Betrage kann man in-
einander gleich setzen, da z. B, 18 —4 ebenso viel ist, als 6+ 3+ 5, b
so schreibt man dies so:

I8 18 —4=6+3+5

und nennt eine so angedeutete Gleichheit, wie schon § 16 erkliirt,
eine Gleichung. Was rechter Hand des (Gleichheitszeichens steht, |
heilst die rechte, was linker Hand steht, die linke Seite, und

die einzelnen Teile die Glieder dieser Seiten. So ist z. B. + 5

das dritte Glied der rechten und 4 das zweite Glied der

linken Seite.

| g8,

Wenn man von der einen Seite einer Gleichung ein oder auch
mehrere Glieder mit umgekehrtem Vorzeichen auf die andere
Seite setzt, so erhilt man wieder eine richtige Gleichung. So folgt
z. B. aus der Gleichung:

18—4 =6

indem man das zweite Glied der linken Seite (—4) mit umgekehr-
‘ tem Zeichen auf die rechte setzt, die folgende zweite Gleichung:

18—6+34+54-4

Die allzemeine Richtigkeit dieses leichten, aber wichtigen Satzes

folgt unmittelbar aus dem Satze: ,Gleiches zu (von) Gleichem,

| giebt Gleiches* (§ 18). Auf beiden Seiten der Gleichung (1) ist

der Betrag 14. Fiigt man auf beiden Seiten -4 hinzu, so muls
. man offenbar wieder (Gleiches erhalten: auf der linken Seite stiinde
{1 dann aber 18 —4 44 oder nur 18, weil hier zwei gleiche ent-
' gegengesetzte Grilsen sich tilgen und weggelassen werden konnen

| (—4d4-4=10).
- Kurzum, indem man ein Glied von der einen Seite einer
Gleichung mit umgekehrtem Zeichen auf die andere Seite setzt,
geschieht ganz dasselbe, als wenn man dieses Glied zuvor mit
umgekehrtem Zeichen auf beiden Seiten hinzugefiiet hiitte.

Setzen wir aus der zweiten Gleichung 18—=6-+3 4544
die beiden ersten Glieder der rechten Seite mit umgekehrtem Zeichen
auf die linke, so kommt die notwendig richtige Gleichung :

15— 6—8=5-1-4......... (s)

Wy

indem dadurch die Gleichung (2) ganz dieselbe Umformung erlitten,
als wenn man auf beiden Seiten 6 und —3 hinzugefiigt, und
dann rechter Hand die sich tilgenden Grolsen weggelassen hiitte.
Auf beiden Seiten ist der Betrag jetzt — 9,

Versetzen wir noch das erste Glied der linken Seite auf die
andere, so folgt aus (3):
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hier ist der nach § 76 gehdrig zusammengerechnete Betrag (algebr.
Summe) auf beiden Seiten — — 9.
Aus (4) folgt noch, indem man die beiden Glieder der linken
Seite auf die rechte setzt:
Wenn man alle Vorzeichen in einer Gleichung umkehrt, so
erhiilt man wieder eine richtige Gleichung. So folgt z. B. aus:

1844=6+3+4+5......... (6)
indem man alle 4+ in — und alle — In 4+ wverwandelt:
184+4=—6—3—5........(7)

denn in beiden Gleichungen miissen die Betriige, sowohl der linken

als der rechten Seite, an Grifse gleich, aber entgegengesetzt sein.

3 In der sechsten Gleichung ist die (algebr.) Summe auf beiden Seiten
; =14, in der siebenten =—14. (§ 76.)

99,

Weil bei allen Umformungen einer Gleichung die Betriige aut
beiden Seiten immer einander gleich bleiben miissen, so ist auch
klar, dafs wenn man eine Gleichung auf ein bestimmtes Glied
; reduziert (d. h. die Gleichung durch Versetzen der Glieder so '
umformt, dals dieses bestimmte Glied auf einer Seite ganz allein
zu stehen kommt), dann auch der Betrag der andern Seite diesem
alleinstehenden Gliede an Grofse und Vorzeichen vollkommen gleich
sein muls.
Reduzieren wir z. B, die Gleichung:

6+5—8=10—2........... (1)
auf das Glied -+ 5, indem man die beiden damit verbundenen
Glieder +6 und —3 auf die andere Seite setzt, so kommt:
5=10—2—6-1+3 . .....c00\ (2)

und der Betrag der rechten Seite dieser Gleichung mufs notwendig
-+ 5 sein. (3 93,

Wiire demnach in einer Gleichung, z. B. in der vorstehenden
(1) ein Glied unbekannt, an dessen Stelle ein beliebiges Zeichen
x, als Stellvertreter gesetzt, und nun verlangt: den Wert von x
zu bestimmen, welcher der Gleichung:

6+x—8=10—2......0...- (1)

Geniige leistet, d. h. eine Zahl anzugeben, welche statt x ge-
setzt (substituiert), die Bedingung der Gleichung erfiillt, ver-
moge welcher die Betriige auf beiden Seiten gleich sein miissen, so
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wir die Gleichung (1) auf x reduzieren. Aus (1) folgt néimlich (99):

kénnen wir diese unbekannte Grofse x sehr leicht finden, indem ‘
x=10—2+4+3—6

; oder zusammengezogen (§ 706):

e

100,

Eine Gleichung auflésen heil: einen Wert fiir die in der
Gleichung enthaltene unbekannte Grélse (x) finden, der die linke
Seite der rechten gleich macht. Die Lehre von der Auflssung der
Gleichung ‘heilst Algebra. Die Gleichung 4 +x=13 2z B. ist
aufgeltst, wenn man x=9 (Auflisungsgleichung) gefunden hat:
denn es ist 44+9=13. Der fiir die unbekannte gefundene Wert ! I
(9 im vorstehenden Beispiel) heilst Auflosung (oder Wurzel) der ! ;
Gleichung. Da die unbekannte auf verschiedene Weise mit den
bekannten (gegebenen) Grilsen verbunden sein kann, so miissen
wir, um jede Gleichung auflésen zu kénnen, diese verschiedenen
Fille einzeln durchnehmen und durch leichte Beispicle erliutern,
|[ bevor wir die Anwendung der Gleichungen zur Auflésung alge-

{] braischer Aufgaben zeigen konnen,

| 101.
Erster Fall. Wenn die unbekannte Grifse nur in einem
Gliede der Gleichung vorkommt, jedoch mit einem Faktor (Koef-
" ficient) behaftet ist. ‘

T Alsdann reduziere man die Gleichung erst auf das unhekannte
' Glied, ziehe dann die auf einerlei Seite stehenden hekannten Glie-
der in eins (algebr. Summe) zusammen, und dividiere hierauf durch
den Koefficienten (Faktor) der unbekannten Griilse.
Angenommen, in der Gleichung 4 47 - 8 = 60 sei die Zahl 8
unbekannt, an tiruu -.“\u]lu- das Zeichen x gesetzt und nun v.-l]:mgt.
den Wert von x zu finden, welcher der Gleichung
44+Tx=060
Geniige leistet.

hat man zuerst:

oder zusammengezogen :
. ix—56
1 folglich x =8

dt‘i!_l! wenn das Siebenfache einer unbekannten Grifse 56 ist ( Tx=56),
80 18t offenbar die Griifse selbst — 55 — .
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Aufgabe. Wenn man von dem Sechsfachen einer gewissen
Zahl 5 subtrahiert, so kommt 14. Was ist dies fiir eine Zahl?
Aufissung. Bezeichnen wir die fragliche unbekannte Zahl vor-
Linfic mit x, also das Sechsfache mit 6x, so kinnen wir die Be-
dingung der Aufgabe durch folgende Gleichung:
bx—o5=14

ausdriicken, und aus dieser folgt nun:

X=—=14-
bx=19
e
102.

Zweiter Fall, Wenn die unbekannte Grifse nur in einem
Gliede der Gleichung vorkommt, aber mit einem Divisor behaftet ist.
In diesem Fall reduziere man die Gleichung wieder auf dieses un-
bekannte Glied, und multipliziere dann beiderseits mit dem Divisor.

Sei z. B. in der Gleichung # + 4=17 die Zahl 18 unbekannt,
dafiir x gesetzt, und nun verlangt die Gleichung:

x =
e
b
auf die unbekannte Grilse x zu reduzieren, so hat man hieraus:
X i
—=7—4
i)
X )
o
6
x = 18
AT . B . o &)
denn wenn der sechste Teil von einer Grifse 3 st | = 3), so
. 6 /
mufs die Grifse selbst offenbar =6 - 3 = 18 sein.

Aufgabe. Wenn man einen gewissen Bruch durch 5 dividiert,
vom Quotienten 2 subtrahiert, so kommt #. Welcher ist’s?

Aufissung, Die in der Aufgabe in Worten ausgedriickten
Bedingungen und zu machenden Rechnungen fithren, wenn man
dieses alles vorliufie durch Zeichen andeutet, auf die Gleichung:

hieraus folgt:
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Anmerkung. Ist die Unbekannte auf der linken Seite negativ,
so multipliziert man beide Seiten mit — 1. Z. B

3x 45 =4x; ‘
ax 4y — ."|;
— X = —5; |
mit — 1 mult.: x =5, ‘
103. \

Dritter Fall. Wenn die unbekannte Gréfse nur in einem
Gliede vorkommt, aber mit einem Faktor und Divisor zugleich
behaftet ist. Alsdann reduziere man die Gleichung erst auf das I
unbekannte Glied, und dividiere den Betrag auf der andern Seite
durch den Bruchkoefficienten, d. h. multipliziere mit dem Divisor
und dividiere durch den Faktor (§ 47), so hat man x.

Sei z. B. in 64 %"= 14 statt 10 das Zeichen x gesetzt und

der Wert desselben aus der Gleichung:

4x i

64+ -—=14
o
” zu finden, so hat man hieraus:
* ix
\ & = ¢ :
und folglich: x=8-2 i
x =10
|
i denn wenn ¢ von einer Grofse 8 ist (4x =8), so ist offenbar die
l Grolse selbst = 4 -8 =10, Man kann aber auch so schlielsen:
R - W1 =N o f4x ; :
Wenn der 5te Teil von 4x, 8 ist (— =8 ), so mufs offenbar
3]
. viyie 8- : |
4x=8-5 und mithin x = [ sein.

Aufgabe. ks giebt eine gewisse Zahl: wenn man sie mit 7
multipliziert, darauf das Produkt durch 9 dividiert, und zum Quo-
tienten 2 addiert, so kommt 8. Welche ist es?

Aufidsung. Ubersetzen wir die in Worten auseedriickte Auf-
gabe in die algebr. Zeichensprache, so muls folgende (Gleichung
statthnden : : S
Tx
TR i |

hieraus folgt:

BLB BADISCHE ;‘::
=y’ LANDESBIBLIOTHEK Baden-Wiirttemberg



104.

Vierter Fall. Wenn die unbekannte Grifse in mehreren
Gliedern einer Gleichung vorkommt.

Um in diesem Fall das Bekannte von dem Unbekannten zu
trennen, bringe man erst alle unbekannten Glieder auf die eine
(linke) und alle bekannten auf die andere (rechte) Seite,* ziehe
darauf die linke Seite in ein Glied zusammen und ebenso die
rechte, dann ist dieser Fall auf den dritten zuriickgefiihrt,

i z. B. in der Gleichung 4 +3-5—=49 —4-5—2-5 die
Zahl 5 unbekannt, und die Aufgabe gegeben: den Wert von x zu
finden, welcher folgender Gleichung:

44+ 83x =49 — 4x —2x

Geniige leistet, so folgt aus dieser Gleichung, indem man die bei-
den unbekannten Glieder der rechten Seite mit numgekehrtem Vor-
zeichen auf die linke Seite, und ebenso das bekannte Glied der
linken Seite auf die rechte setzt:

3x + 4x+

dals eine Grilse

(x) 3mal und 4mal und 2mal genommen, ebenso- -
viel ist, als dieselbe 9mal genommen, ist klar.
Aufgabe. Was fiir eine Zahl ist es, die mit 10 multipliziert,
dasselbe Resultat giebt, als wenn man 10 zu ihr addiert?
Aufidgsung, Sei x die Zahl, so soll 10 -x ebensoviel sein,
als x -+ 10, daher die Gleichung:

10x=x -+ 10 |
hieraus folgt: 10x — x=10

fx—14
x— 14.
105.

Fiinfter Fall. Wenn die unbekannte Grofse mit bekannten
verbunden in Klammern steht. In diesem Fall lost man erst die
Klammern dadurch auf, indem man jeden innerhalb derselben ste-
henden Teil mit dem aulserhalb stehenden Faktor multipliziert (§19)

Setzt man in der Gleichung 6 -4 =19+ 3 -5, statt der ein-

-

teiligen Faktoren 4 und 5 die zweiteiligen 7 — 3 und 12 — 7, welche

* (Gewohnlich stellt man die unbekannten Glieder auf die linke Seite, indem
man, im Fall ihre algebr. Summe negativ ist, die Vorzeichen umkehrt. (§ 98.)
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dann aber (nach § 19) in Klammern gesetzt werden miissen, so
kann man diese Gleichung auch so schreiben:

6(7T—3)=9+43(12—-17)

Angenommen nun, die in Klammern stehende Zahl 7 sei un-

bekannt, und die Frage vorgelegt: welcher Wert von x leistet
folgender Gleichung:

6(x —38)=0+3(12—x)....... (1)

Geniige?

Um die unbekannte Grifse x von den Klammern zu befreien,
lisen wir dieselben dadurch auf, indem man (nach § 19) jeden
innerhalb stehenden Teil mit dem aulserhalb stehenden Faktor
multipliziert; so folgt aus vorstehender Gleichung zuerst:

6x—18=94+386—3x.......... (2)
und hieraus: 6x 4 3x =94 36 4+ 18
9x = 63
. 0
x =71
106.

Bei dieser Klammerauflosung mufls man besonders noch auf
den Fall achten, wo das mit einer Klammer behaftete Glied ein
Minus-Zeichen vor sich hat.

Sei z. B. folgende Gleichung:

6 (x a)—3(12 X} =t smre o (3)

auf x zu reduzieren, so folgt hieraus (nach § 89, 2. Fall):

Ox 18—3643x=9.........(4)
6x 4+ 3x =9 4

Ox — 63

x =1

Aufgabe. Es giebt eine gewisse Zahl, wenn man 6 von ihr
subtrahiert, den Rest mit 5 multipliziert, und dieses Produkt wieder
von 10 subtrahiert, so kommt Null. Wie findet man diese Zahl?

Aufidsung. Deuten wir die gesuchte Zahl durch x an, so be-
zeichnet x — 6 den ersten Rest, und 5 (x —6) die Multiplikation
desselben mit 5. Dals dieses Produkt wieder von 10 subtrahiert
werden soll, ist durch 10—5 (x—6) angedeutet, und da dieser
Ausdruck =0 sein soll, so hat man die if]cic]mng:

10 D (x 6) =10
hieraus: 10 —5x 4+ 30=0............. (2)
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Die Vorzeichen umgekehrt (§ 98), kommt:

ox—40

X=20
Statt in (4) die Vorzeichen umzukehren, hiitte man auch das un-
bekannte Glied in (2) auf die andere Seite bringen, oder auch
{(nach § 79) — 40 durch — 5 dividieren kénnen.

107.

Schliefslich wollen wir noch den Fall betrachten, wenn die
unbekannte Grofse in mehreren Gliedern mit einem Divisor (Nenner)
behaftet ist. Sei in der Gleichung:

m.9, 9.9 5.9
2.94 4 24 Ligiis ghe 4 ._1.__;_ > - 24
G 3 : 4
der Faktor 24 unbekannt, dafiic x gesetzt und dieses x aus fol-
gender (Gleichung zu finden:

i ] e

X - >, oX
a1 29 — 4() TR L (
aX -1 a4 oy e I

(5 L] (1)

so hat man zuerst, nach Trennung des Bekannten vom Unbe-
kannten (§ 104):

ix 2% O%
3 e U e B G LD DR
i} 3 4 ’

Jetzt die Koefficienten von x zusammengerechnet, indem man
die Briiche %, 2, —? auf einerlei Nenner bringt, so kommt: (da
(3 e el oAl e | ) (3 T R L] (o h__l:'-_-')_fj
T TR ST 7 o S R i S D P I3 Lk

27X = 62
3lx

— =62
12

x=24

Statt aber, wie hier bei Gleichung (2) geschehen, die Bruch-
koefficienten zu addieren, pflegt man gewdhnlich nur die ganzzahligen
Glieder in ein Glied zusammenzuziehen, nimlich:

IRl dx & ox .
5 P ek o T S (s)
0 c
und dann die Briiche dadurch fortzuschaffen, indem man die ganze
Gleichung, d.h. auf beiden Seiten mit dem kleinsten allge-
meinen Nenner multipliziert, und dabei immer den § 23 ge-
zeigten Rechnungsvorteil benutzt.

Multipliziert man also obige Gleichung (3) mit 12, so miissen
alle Nenner 6, 3, 4 wegfallen, weil sie in 12 ohne Rest enthalten
sind. Es ist niimlich:
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12:-2x+12.-—1- 12 = it
6 o 4

oder gleich kiirzer: (NB. § 23.)

94x + 14x + 8x — 15x =62 - 12
3lx=62-12
. b2-12
ey
x = 24

Aufgabe. Man sucht eine Zahl von der Beschaffenheit, dals
wenn £ derselben von § derselben subtrahiert wird, die Zahl 14
itbrig bleibt?

Aufissung. Sei x die Zahl, so giebt die Bedingung der Auf-
gabe folgende Gleichung:

Ix — gx — 14

hieraus (auf beiden Seiten mit 4 - 5 multipliziert):
15x — 8x =280
Tx = 280
x =40

Aufgabe. Man sucht eine Zahl von der Beschaffenheit, dals
wenn man von dem Sechsfachen derselben 15 subtrahiert, den Rest
mit § multipliziert und das Produkt wieder von dem Achtfachen
der gesuchten Zahl subtrahiert, die Zahl 12 iibrig bleibt.

Aufigsung. Die fragliche Zahl, wenn sie muglich ist, heilse x,
80 ist:

8x — 4 (6x — 15)=12
hieraus (auf beiden Seiten mit 5 multipliziert):

40x — 4 (6x — 15) =60
{0x — 24x =5 60 = 60
16x =10

X == i

=1)
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Zwilftes Buch.

Anwendung der Algebra. — Auflsung sogenannter

algebraischer Aufgaben mit einer unbekannten Grofse.

108.

Die algebraischen Aufgaben sind so mannigfaltiger Art, dafs
sie sich Illcht wie die der spe I.IE,HL’H Arithmetik, klassifizieren lassen.
Nicht allein mit den bekannten, sondern auch mit der noch unbe-
kannten Grofse, fiir welche man vorliufie irgend ein beliebiges
Zieichen |ﬁf¢>\mhnluh einen der letzten Buchstaben des Alphabets,
X, ¥, z, t &e.) als Stellvertreter setzt, miissen arithmetische Ope-
rationen vorgenommen werden, welche man jedoch bei letzterer,
eben weil sie noch unbekannt ist, nur andeuten kann,

Allgemeine Auflosungs-Regeln lassen sich hier nicht geben.
Man muls bei jeder besondern Aufgabe durch ruhiges Nachdenken |
und Uberlegen den Sinn derselben auffassen, durch richtige i
Schliisse die in der Aufgabe durch Worte ausgedriickten For-
derungen und Bedingungen in die algebraische Zeichensprache
iibersetzen, in Gleic hmlf'ell zu kleiden suchen, niimlich: die be-
kannten und nnhel“umttn Grofsen so miteinander vcthdvu oder
zwei solche Zusammenfassungen treffen, dals man, der Bedingung
der Aufgabe gemiils, die eine der andern als = gegeniiber stellen
kann.

Hat man erst die Gleichung zwischen den bekannten und un-
bekannten Grofsen gefunden, so ist es leicht, daraus die unbekannte
Grifse nach den Regeln des vor }1(—‘]{_’;(—‘1?]”{@]1 Kapitels zu finden, -
Was aber die J\ufhnfhmw der Gleichung anbelangt, so ist (llbblb
Sache der reinen \trmmtt und des Scharfsinns. Beides kann nicht
gelehrt, durch fleifsige Ubung aber entwickelt werden.

Hier, sowie iibe 1‘11‘ulpt ]JL[ allen Anwendungen der Mathematik,
ist der Mathematiker sich immer selbst iiberlassen. Selbst muls er
auf die ]‘]i'mdigl{t'it seiner Schliisse achten, und das Wahre vom
Falschen unterscheiden, Fiir Anfinger, welche noch nicht an den
Gebrauch ihrer eignen Kuiifte, an Selbstdenken und Selbsterfinden
gewdhnt sind, hat dies anfangs grofse Schwierigkeit; doch muls
man sich nicht gleich abschrecken lassen. Ubung und beharrlicher
Fleils geben im schnellen Auffassen, richtigen Urteilen und Schliefsen
zuletzt eine gewisse Fertigkeit, welche den Gebrauch der eigenen

BLB BADISCHE =
LANDESBIBLIOTHEK BadenWiirttemberg



LANDESBIBLIOTHEK

Kuriifte nicht allein erleichtert, sondern auch bald zum Bediirfnis
und Vergniigen macht. Ubrigens beherz

ge man ja, dafls es in
keiner Wissenschaft auf die Menge von Beispielen und unverdauten
Begriffen ankommt. Eine einzige Aufgabe gehtrig durchdacht,
einen einzigen richtizen Schluls allein gemacht zu haben, hat weit
mehr Nutzen, als tausend, die in derselben Zeit, aber durch Hilfe
gemacht worden. Um zuerst auf den Weg zu helfen und zu zeigen,
' cifen mufs, lassen wir hier einige rein
braische Aufgaben mit beigefiigten Auflisungen folgen. Der
tinger wird wohl thun, sie zweimal durchzugehen, und zwar
das zweite Mal ohne die gegebenen Auflosungen zu benutzen
Eigentlich besteht die ganze Mathematik aus Aufgaben. Die so-
genannten algebraischen sind aber die leichtesten, weil sie keine
Sachkenntnis, sondern blofs richtizes Urteil und Scharfsinn fordern.
Sie sind eigens fiir Anflinger gemacht und es ist durchaus erfor-
derlich, sich einige Zeit allein darin zu itben. Wer gar keine alge-
braische Aufgabe losen kann, wird alles Folgende schwer finden
und keine raschen Fortschritte in der Mathematik machen.

wie man die Sache ang

109.

1. Aufgabe. Es giebt eine gewisse Zahl von der Beschaffenheit, dals
das Zweifache und Dreifache derselben addiert, nz dasselbe giebt, als
wenn man das Siebenfache der Zahl von 36 subtrahiert. Welche Zahl ist es?

Auflésung. Deuntet man die zu findende Zahl vorliufiz durch x an,
mithin das Zweifache derselben durch das Dreifache durch 3x und
das Siebenfache durch 7x, so bedeutet i~ 8x die Summe des Zweifachen
und Dreifachen, und 36 — Tx die erwiihnte Differenz. Nun muls, laut Be-
dingung der Aufgabe, die gesuchte Grifse x in den ersten Ausdruck 2x--3x
substituiert, dasselbe geben, als wenn sie in den zweiten Ausdruck 36 —
substituiert wird, mithin mufs folgende Gleichung stattfinden:

2x 4+ Jx =36 —Tx
hieraus: 2x -5 = 36
= 56

ftl]_:fil_'.h: X==9

3 Als Probe der richtigen Rechnung m die gefundene Zahl 3 in obige
Gleichung, statt x substituiert, derselben Geniige lelsten.

110.

f 2. Aufgabe. Es riebt eine Zahl, welche mit 10 ;,.ul]{t.][ziur:, dasselbe
giebt; als wenn man 8 zu ihr-addiert, welche ist’s?

Auflosung. Die Zahl heifse x, so giebt die Bedingune der Aufeabe
e ., 1] .2 £ = = E B
folgende Gleichung:
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3. Aufgabe. Drei Personen, A, B, (. sollen 36 4 dergestalt unter
sich teilen, dafs B zweimal soviel als A, und C dreimal soviel als B erhilt.
Wie viel bekommt jeder?

Auflésung. Sei x das, was A erhiilt, so erhilt B 2x und C 6x, und

da sie zusammen 36 % erhalten, so muls folgende Gleichung stattfinden :
X 2x 4 6x =136
oder: 9x=—238

X=4
mithin erhiilt A, x—4
B, 2x—38

C, bx=24

Summe 36

112.
4, Aufgabe. Vier Personen, A, B, C, D, sollen 100 .4 so unter sich

teilen, dafs die Teile sich wie die Zahlen 3, 5, 8, 4 verhalten. Wieviel be-
kommt jeder?

Auflosung. Was A erhiilt, heilse x, so muls, da sich die Teile wie

3, 0, 8, 4, oder was dasselbe ist, wie 1, , §, 4 verhalten (§ 65), B 3x, C ix
und D 4x erhalten, mithin ist:
3X Hx 4x
+ N = 100 |
o a
} 3
20x :
der = 100
b

113.

5. Aufgabe. Ein Vermigen von 6000 .# soll unter drei Personen, A,
B, C, so verteilt werden, dafs B dreimal soviel als __-\, wenige L’UL] oy l"-
aber viermal soviel als B, und auflserdemn noch 200 .# erhilt; wie muls

creteilt werden ?

AufiGsung. A erhalte x, so erhiilt B 3x —200 und C 4 (3x — 200)--200;
folglich laut Bedingung:

x—3x — 200 4 4 (3x — 200) - 200 = 6000
- 12x — 800
16x =

und x=425
Mithin mufs A 425 .4, B 1075 .# und C 4500 .# erhalten.

SMibsens Arithm
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| 8. Aufeabe. Hine Griechin gi _
um die Verdoppelung ihres Geldes, Jupit : 1
Dankbarkeit 2 Obolen, Mit dem Reste egab in den Tempel des
Apollo, und bat nm die \':-1'u|u-|;;u'|u | i ‘ Auch hi W ihre
Bitte erhort und yplerte aus Dankbarkeit 4 Obolen. Als die (
nun ihr Geld nachzihlen wollte, fand sie, der Verdoppelung ungeachtet,

. Tempel des Jupiter und bat
1 und sie opferte

alles we shen wieviel hatte sie anf:

1581

Auflésung. Ihr anfingliches Geld sel

and machdem sie 2 davon geopfert hatte, bli

llo ¥ .|i|[.n-'|£ s
{+ und da sie nun a

Rest wurde, rd
blieb ihr nocl

| 2(2x ) =10
i Ex { —4=10
X =15

1ls¢ X =2

7. Aufgabe. Die Zahl 100 in zwei solche Teile zu teilen, dals, wenn X
man den grofsten Teil durch 6 und den kleinsten durch 4 dividiert, in bei !
H den Fiillen gleiche Quotienten kommen. Welches sind die Teile?

Auflssune. Es scheinen hier zwei Zahlen unbekannt zu sein. Hat
man aber die eine, so ergiebt sich die andere von selbst, indem man erstere
von 100 abzieht. Bezeichnet man also die eine unbekannte Zahl, z. B. die
grifste, vorlinfic mit x, so kann man die andere, ohne dafiir ein neues
Zeichen nitig zu haben, durch 100—x andeuten. Da nun x durch 6 divi-
/ diert, laut Bedingung der Aufgabe, ebensoviel geben soll, als 100 —x durch

4 dividiert, so hat man: |

X 100 — x
| B 4
f multipliziert mit 12 kommt: 2x =3(100 —x) (§ 107.)
9x — 300 — 3x
ox =300
x =60
Mithin ist x =60 der eine, und 100 — x — 100 — 60 =40 der andere Teil.

116.

8. Aufgabe. Die Zahl 100 in zwei solche Teile zu teilen, dafls, weun
|1‘.‘1'.t"1ll1‘ durch 5, der andere durch 8 dividiert und dann die Quotienten L
addiert werden, die Summe derselben 24 betr g

Auflésung. Sei x der eine und fi
soll, laut Bedingung der Aufgabe sein:

x , 100 —x

x der andere Teil, s0

_ o4
Sl = 24
: multipliziert mit 8.5 kommt: 8x 4 500 — 5x = 360
— 2x=—140
=70 (§ 98 u. 106.)

und 100 — 70 =30 der andere Teil.
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117.

9. Aufgabe. Jemand wurde um sein Alter
wenn ich so viele Jahre iiber 100 hinauskiime. als mir
g0 wiirde ich gerade 2mal so alt werden, als ich jetzt bin;

, und er antwortete
daran fehlen,
alt ist

Auflésung. x das jetzige Alter, so deutet 100—x
die noch an 100 fehlen: hiitte er diese Jahre iber 100,
100 —x) Jahre alt sein, und da nun dies Doppelt

Alter, niimlich = 2x sein soll, so hat
2x = 100 - 100 — x
8x = 200
x == (62
118.
10. Aufgabe. Pythagoras wurde t, wievie er habe
Er antwortete auf folgende ritselhaft klingent Weise : studi

Philosophie, der dritte Teil Mathematik, die i n, welche sich noch
Stillschweizen iiben, samt den drei Schiilern, welche ich eben jetzt a
nommen (also vorhin nicht mitzerechnet) habe, machen den vierten T
jenigen Schiiller, welche Philosophie und Mathematik studieren, wieviel

Schiiler n anfangs da?

Auflosung. Die Anzahl he studiert ¥ Philosophie und * Mathe-

)‘ von \ s0 bleiben noch

matik ; subtrahiert man nun } ;
hweigen ubun und
}) den vierten T

la nun diese samt den 3 hinzu
eil von denen, welche Philosophie

welche sich im Stillsc
gekommenen (niimlich *

und Mathematik studieren, machen sollen, niimlich ! von =°, so hat man:

multipliziert mit 24 kommt: 4x —5x=— 72

2 und mit — 1 mult.:

119.
11. Aufgabe. Ein Mauermann kann eine Mauer in 6 Tagen &
fithren, ein anderer kann es in drei Tagen. In wieviel Zeit werden bei
zugleich arbeitend, damit fertig?

Auflssung. Der Mauermann, der in 6 Tagen die ganze Mauer auf-
filhrt, macht in einem Tage } dieser Arbeit, und ebenso der andere in einem
Tage L, also beide zusammen in einem Tage } -1 =1\ dieser Arbeit;
heifst also x die Zeit, welche beide zur V ulluudung der ganzen Arheit (=1)
gebrauchen, so mufs gein:

Fex =1
x==2
120.

srhebemaschine kann ein Land in 30 Tagen
eine dritte braucht nur 20
arheiten ?

12, Aufgabe. Eine Was
entwiissern, eine andere kann dies in 40 Tagen,
Tage, wieviel Zeit ist erforde wenn alle

BADISCHE
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—1: da nun die erste

Auflésung. setze die Menge des Wasser: 1
Maschine dies in 3 oen hebt, so hebt sie an einem Tage 4; desselben,
ebenso die zweite |, die dritte ,\;; alle drei heben also in einem Tage
SR =15 und in x Tagen \7%.x, folglich:
2 189x
120
=120 =9

121,
13. Aufgabe. Ein Vater wollte seinen Kindern Apfel schenk
iedem 5 Stiick eeben zu konnen, hiitte er 2 Stiick mehr haben miissen; er
gab darauf jedem 4 Stiick und behielt noch 3 Stiick iibrig. Wieviel Kinder

und wieviel Apfel waren da?

Aufibsung. Die Aufgabe scheint zwei unbekannte Grifsen zu ent-
halten, die eine ist aber schon dur gehben.  Sei niimlich die
Anzahl der Kinder==x. Soll jedes 5 Apfel haben, so fehlen 2, mithin
stellt der Ausdruck: 5x —2 die Anzahl der Apfel dar; bekommt jedes Kind
L Apfel, so bleiben 3 iiln folglich stellt anch der Aunsdruck 4x4-3 die
Anzabl der Apfel dar, und man hat also:

1 die andere ge

DX 2=4x 43
hierans: x =35
Es waren also 5 Kinder, und 5.5 —2=4.5 4 3=23 Apfel da.
122.

14. Aufgabe. In einer Gesellschaft befanden sich anfangs dreimal so-
viel Miinner als Frauen, spiiter aber, als & Minner mit ihren Frauen weg-
ent waren, bliecben noch fiinfmal soviel Miinmer als Frauen zaor

Ferangs

Wieviel Miinner und Frauen waren anfangs

Auflésung. Man setzte die anf liche Zahl der Franem=x und
mithin die der Linner =23x, Nachdem 8 Minner und 8 Frauen weg-
cecangen waren, blieben noch x —8 Frauven und 38x 8 Minner zuriick,
und da die Anzahl der Minner jetzt fiinfmal so grols sein soll, 30 hat man:

ax bo] Six =)

und x =16

Mithin waren anfiinglich 16 Frauen und 3.16 =48 Miinner da.

123,
15, Aufgabe. . Ein Bedienter, welcher zum jihrlichen Lohn 135 .4 und
€mn I\il_"l'_| f'l‘|llf']T. Iurlil-r_[n nach 7 Monaten seinen Abschied und bekam fiir
diese Zeit aufser dem Kleide noch 67 # Wie hoch wurde das Kleid ge-
rechnet ?

Aufidsung. Seize
so betriigt der ganze ji

lllt'il Wert des Kleides in Mark ausgedriickt =x,
hrliche Lohn 135 . mithin der Lohn fir 1 Monat

und fiir 7 Monate = va (1354 x), dies mufs soviel betragen als

67 # und x, der Wert des Kleides. Mithin ist:

67 + x =% (1354 x)
204 4 12x =945 4 Tx
ox = 141
X = 1

NB. Die Glieder in einer Gleichung miissen alle einnanig und gleichnamig sein.
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124,

168. Aufgabe. Ein Meister nimmt einen Gesellen an, und verspricht
ihm jeden Tag, den er bei ihm arbeitet, 1 .#. Arbeitet er aber nicht, so
muls er dem Meister 60 4} fiir die Kost zahlen. Nach 80 Tagen halten
gie Abrechnung und es findet sich, dals keiner dem andern etwas schuldiz
ist. Wieviel 'l‘;lf__:n_‘ hat der Geselle gearbeitet ? .

Aufldsung. Seien x die Tage, wo cr gearbeitet, und mithin 80 —x
die Tage, wo er nicht gearbeitet hat, alsdann betriig Lohn x .# und

: 50— x) 60 s
das Kostgeld . 1”0’] = #, und da nun der Lohn aufgezehrt sein soll, so hat
man: (80 —x). 60
X —1
100
10x — 480 4+ 6x =10
16x = 480
x =30
125.

17. Aufgabe. Ein Kaufmann fordert fiir 12 Meter Tuch 300 #; Kiufer
dingt aber von diesen 300 .# soviel ab, als ithm hernach 2 Meter wirklich
kosten; wieviel wurde abgedungen?

Auflgsung. Man setze den Ahzug = x, so kosten die 12 Meter 300 — x,

S 300 —x = 30 300 — x
mithin 1 Meter g % %, also 2 Meter 2. l{U = E»OUE \_. und da dies
dem Abzuge x gleich sein soll, so hat man:
_ 300 —x
0 ole
300 — x
Tx =300
x = 42¢
126.

18. Aufgabe. Man sucht eine Zahl von folgender Beschaffenheit : wenn
man sie mit 3 multipliziert, vom Produkt 11 subtrahiert und hierauf den Rest
wieder mit 4 multipliziert und zum Produkte 6 addiert und die erhaltene
Summe nochmals mit 5 multipliziert, so soll 50 kemmen.

Auflésung., Um hier die Bedingungen der Aufgabe ganz in Zeichen
andeuten zu konnen, werden zwei Klammern notwendig. Heilst niimlich x
die gesuchte Zahl, so deutet 8x—11 den zuerst erwiihnten Rest und 4
(Bx—11)4-6 die erwiihnte Summe an. Um nun anzudeuten, dafls diese
Summe noch mit 5 multipliziert werden soll, brauchen wir noch eine zweite
Klammer, welche sich, um Irrtum zu verhiiten, von der ersten unterscheiden
muls, daher:

5[4(3x— 11)4-6]—50

Um die unbekannte Grifse von den Klammern zu befreien, kann man
erst die innern und dann die iiufsern Klammern auflisen (oder anch umge-
kehrt) Lisen wir erst die inneren Klammern, so hat man:

5[12x — 44 6] —50;
5[12x — 88]=>50; durch 5 dividiert:

Baden-Wiirttemberg
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127.

19. Aufgabe. Eine Frau bringt Apfel zu Markt ullul _\'u-rk::ui_'t. zuerst | Wit
die Hilfte und einen halben. Von dem Reste verkauft sie wieder iE}&:II:’ilt‘m
and einen halben; von dem jetzt noch bleibenden Reste wiederum die Hilfte
and einen halben; worauf sie noch 24 Stick iibrig behiilt. Wieviel hatte
sie anfangs?

Auflssung. Sie habe x gehabt, so bleiben hl'lm'\'uu itbrig lt'ril'.h. dem
ersten Handel, die Hiilfte weniger einen halben, niimlich: Jx—4; von diesem
leste bleibt nach dem zweiten Verkauf wiederum die Hilfte § (ix —1) we-
niger einen halben, i _1)—1: hiervon nach dem dritten Ver-
kauf wiederum die y er einen halben, niimlich 1 [1(
da sie jetzt noch 24 Stiick iibrie behalten soll, so hat man:

L1 _ 4 =24

b

[A(ix— 1) — i
{ { Die innern Klammern aufgelst, kommt:
ix—1t—1 1 =—24
|—1 =24
T—g—1=2
=241
x =199

128.
1 20. Aufgabe. Wie grofs mufs das Kapital sein, welches zu 5% be-
! legt, in 4 Jahren ebensoviel Zinsen bringt, als das Kapital von 635 # zu
l 4%% in 7 Jahren? |

Aunflssung. So oft 100 # in 635 4 enthalten sind, erhiilt man 4 H
Zingen; der Ausdruck $35.4 stellt also die einjihrigen, und der Ausdru
iis 4.7 die siebenjihrigen Zinsen des bekannten Kapitals dar. Heifst also
das gesuchte Kapital x, so stellt gleicherweise (5.5 die einjihrigen, und
mithin 5.4 die vierjihrigen Zinsen des unbekannten Kapitals x dar.

i
| Man hat also laut Bedingung der Aufgabe

X/ 501085
1|_.}‘]-.I. = llM} |
X == 8N,
129,
21. Aufgabe. Zu wieviel Prozent muls das Kapital von 225 .# belegt

werden, um in 6 Jahren ebensoviel Zinsen zu bringen, als 300 % zu 31 %

in & Jahren?

’ Auflésung. Heilten x die gesuchten Prozente, so hat man laut Be-
dingung ;

1.8

| 130.

... 22. Aufgabe. Wie grols mufs das Kapital sein, welches mit seinen
Sjihrigen Zinsen zu 4% auf 600 # anwiichst?

BADISCHE B
LANDESBIBLIOTHEK B et
- mberg



103

Auflssung. Heifse x das gesuchte Kapital. So oft 100 in x enthalten
ist, erhiilt man 49/,, der Ausdruck (§;.4.5 stellt also die Sjihrigen Zinsen,
und der Ausdruck x-4-%:.4.5 Kapi samt den 5jiihrigen Zinsen dar.
Man hat also lant Bedingung:

£il

4.5==600
= = 600
5x + x = 3000

X1 T14v

x =500
131.

93. Aufgabe. Eine Person, A, hat fiir eine andere Person, B, 5100 .%
einkassiert. B wiinscht dies Geld frei mit der Post zn erhalten. Wieviel
wird B bekommen, wenn A 2%, Postgeld bezahlen mufs?

Auflssung. Das, was A auf die Post giebt, heifse x, so betriigt das
dafiir bezahlte Postgeld %,.2, weil nun A die 5100 .# hiermit ausgegeben,
nichts davon behalten haben soli, o hat man:

s o R .2 —=5100
51x = 5100.50

x = 5000
132.
24. Aufgabe. A mufs 4900 .# postfrei an B senden, das I’ostﬁvhl
betriigt 2°,, kann aber am Orte der Absendung nicht entrichtet werden.

Wieviel mufs also A samt dem beigelegten Postgeld auf die Post geben,
damit B nach Bezahlung desselben, seine 4900 .4 fibrig behilt?

Auflésung. Man nenne x die fragliche Versendung, so muls B dafiir !
bezahlen 3.2, daher:

X — iy 2 = 4900
49x — 4900. 50
x = 5000
133.

25. Aufgabe. Jemand will 30000 # so versichern lassen, dafs dje
Priimie, welche 20%, betrfigt, gleich mit versichert ist, wieviel betriigt die
Priimie?

Aufissung. Nennt man dieselbe x, so wird im Ganzen 30000--x

o | "
versichert, welches POOUOT—-K.'ZO kostet. Da nun die zu zahlende Priimie
x — den Prozenten fiir versichertes Kapital und Priimie sein soll, so hat man:
30000 4 x
100
4x = 30000

x = 7500

.20

- X ==

134.
28. Aufgabe. Einem Kurier, der tiiglich 5 Meilen macht, wird ua_c]a
Tagen ein anderer, der tiglich 9 Meilen macht, nachgeschickt. In wieviel
agen wird letzterer den erstern einholen?
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Auflosung. Man setze in x Tagen, s0 macht der zweite einen Weg
von 9x Meilen und der erste, welcher 8 Tage voraus hat, einen \\'t-;_{_ von
5 (8+x) Meilen. Auf dem Punkt des Zusammentreffens miissen beide von
Haus aus einen gleichen Weg zuriickgelegt haben, daher:

Ux=5(8+x)

9x = 40 -
x =10
135.

27. Aufgabe. Der Stundenzeiger einer Uhr steht anf VI, der Minuten-
rer auf XIL In wieviel Zeit werden beide Zeiger sich decken?

Auflésung. Man setze die fragliche Zeit in Stunden ansgedriickt = x.
Der Minutenzeiger macht in jeder Stunde 60 Striche, also in x Stunden 60 x
Striche, der Stundenzeiger legt hingegen in jeder Stunde nur 5 Striche zu-
ritck, mithin in x Stunden 5x; wo beide Zeiger sich decken, da miissen sie
gleichviel Striche von XII abstehen. Da nun der Stundenzeiger auf VI
steht und mithin 6.5= 30 Striche voraus hat, so erhiilt man die Gleichung :

60x =30 - 5x

& Stunden = 325 Minuten.

X==

136.

28. Aufgabe. Jemand, der um die Zeit gefragt wurde, antwortete:
Stunden- und Minutenzeiger decken sich eben zwischen X und XI: wie
spit war es?

Auflosang. Der Minutenze

nd gerade auf XII, als der Stunden-
zeiger auf X stand und mithin 10.

50 Striche voraus hatte, daher:

60x = 50 -}- 5x

137.

20. Aufgabe. Ein Hase wird von einem Hunde verfolgt. Der Hase
hat 100 Spriinge voraus und macht jedesmal 6, wenn der Hund 5 mact
Dagegen reicht aber der Hund mit 7 Spriingen ebensoweit, als der Hase
mit 9. Wieviel Spriinge wird der Hase noch machen kiinnen, ehe der Hund
ihn einholt?

Auflosung. Man setze x, so bet der ganze Weg, den der Hase
zuriickgelegt, 1004-x Hasensprimge. Da der Hase 6 Sprimge macht, wiih-
rend der Hund 5 thut, so macht der Hase jedesmal 1 Sprung, wenn der
Hund § Sprung macht. Wiihrend also der Hase noch x Springe macht,
macht der Hund nur 3 so viel Spriinge, also : womit er den Weg von
100 4+ x Hasenspriingen zuriicklegen mufs. Um beide Ausdriicke einander
gleichsetzen zu konnen, miissen die ‘:I';‘ Hundespriinge auf Hasenspriinge re-

duziert werden. Da nun an Grifse 7 Hundespriinge — 9 Hasenspriinge, so
ist 1 Hundesprung — ¢ Hasenspriinge , mithin >* Hundespriinge = #.5.x

Hasenspriinge, daher:
i x=1004x

5x = 1400 - 14x

x == 1400
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30. Aufgabe. Jemand hat zweierlei Sorten Wein. Von der ersten
kostet die Mals 1 .# 50 A}; von der zweiten 87,5 4}, Da nun die erste Sorte
wegen zu geringer Giite keine Abnehmer findet, so will er aus beiden eine
200 Mafs haltende Mischung machen, von welcher, ohne Schaden zu leiden,
die Mals nur 1.# 12,5 A} kostet. Wieviel mufls von jeder Sorte genommen
werden?

Auflésung. Die ganze Mischung soll 200 Mafs halten; nimmt man
also von der bessern Sorte x Mals, so miissen die iibrigen Mafse, niimlich
900—x von der schlechtern genommen werden. Jedes der x Malse kostet
150 A4 und jedes der (200—x) Malse kostet 87,5, der in der Mischung
steckende Wert ist also 150x-+87,5(200 —x). Da nun jede Mafs der Mischung
fiir 112,5 A} verkauft werden soll, so erhillt man fiir die ganze 200 Mal=
haltende Mischung 112,5.200 4}, Mithin mufs der Wert von x folgender
Gleichung Geniige leisten:
150x 4 87,5.(200 — x) = 112,5.200
300x+4-175. (200 — x) = 200
300x -+ 55000 1 )

81. Aufgabe. Wieviel Mark 8latiges Silber mufs zu 63 Mark 14lGtigem
gesetzt werden, damit der Gehalt 12l6tig wird? (IMark—16 Lot gerechnet),
Auflssung. Sei der Zusatz von Slétigem Silber x Mark. Jede dieser
x Mark enthiilt 8 Lot und jede der 63 Mark 14 Lot Silber, die ganze
3 Mischung enthdlt an Gewicht 6 x Mark und an Silber 14.6%+8x Lot
und da nun die Mischung im Durchschnitt 12l6tig sein soll, so enthiilt sie ;
an Silber 12(67 4-x) Lot. Mithin: |
12(63 +x)=14.63 4 8x
hierans: x =3}

140.
32. Aufgabe. Jemand hat 30 Mark 14lotiges Silber; wieviel Kupfer
mufs er zusetzen, damit der Gehalt 10lotig wird?
Auflésung. Man setze x Mark Kupfer, so hat man:
10 (30 + x)=14.30
X == 12

141.

33. Aufgabe. Ein Stiick Blei, welches in freier Luft 23 Kilogramm
wiegt, wiegt nur 21 kg, wenn es im Wasser gewogen wird, oder so aus-
gesprochen: 23 kg Blei verlieren im Wasser 2 kg, und so in diesem Ver-
hiiltnis, niimlich 2.23 kg Blei verlieren im Wasser 2.2 =4 kg &c. Ebenso
verlieren 87 kg Zinn im Wasser 5 kg. Schmelzt man 23 kg Blei und 37 kg
Zinn zusammen, so wiegt die Komposition 60 kg und wird im Wasser

g 9+5—17 kg verlieren. Wie lifst sich nach dieser Angabe berechnen, wie-
viel Zinn in einer Komposition von 217 kg enthalten ist, wenn blofs gesagt
wird, dafs die Komposition nur aus Zinn und Blei besteht und im Wasser
gewogen 26 kg verliert?

Auflosung. Seien in der 217 kg wiegenden Komposition x Kilogramm

Zinn und folglich (217 —x) kg Blei enthalten.
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So oft 37 in x enthalten, so oft mufs das in der Kompogition enthaltene

Zinn 5 kg verlieren, so oft 23 in 217 —x enthalten ist, so oft mulk anf das

Blei ein Verlust von 2 kg gerechnet werden. Der ganze Verlust mufs also:
1)

X g Hi—x ¢ sein, und da dieser Verlust = 26 gegeben ist, o hat man:

3 93

- ___,;l,!].—-\;__.-”,l
B ed a1 =

2
hieraus: 115x 4 74.217 —T4x —=23.26.37
{1x = 6068
x =148
Die Komposition enthilt also: 148 kg Zinn und 69 kg Blei.

142.
34. Aufgabe. Der Koénig Hiero von Syrakug gab einem Goldschmied
16 Pfund Gold und 4 Pfund Silber, um ihm daraus eine Krone zu machen,
Die fertige Krone wog richtig 20 Pfund. Der Kinig aber argwohnte, dafs
der Goldschmied einen Teil des Goldes fiir sich behalten und “dic wieder
durch ein gleiches Gewicht an Silber ersetzt habe. Er bat deshalb den
Mathematiker Archimedes die Sache zu um.-r'u:lu-u.

Archimedes wog die Krone im Wasser, worin sie 1{ Pfund verlor,
aulserdem fand er, dals 21 Pfund Silber im Wasser 2 Ptund und 20 Pfund
(Gold im Wasser 1 Pfund verliert, und konnte hieraus den etwaigen Betrug
leicht berechnen. Er fand ihn — wie grofs?

Auflosung. Die Krone enthalte x Pfund Gold, mithin (20 —x) Pfund
X 20 — x

Silber, so mufs der ganze Verlust im Wasser = 5. . 14 = .2sein, da nun

dieser Verlust = 1} Pfund bekannt ist, so hat man :

% o (20— 1

SoplEE 2] ,
hieraus: x = 14 "

Die Krone enthielt statt 16 Pfund nur 147 Pfund Gold, und statt
4 Pfund Silber: 51§ Pfund Silber.
143,

: 35. Aufgabe. Ein Mann ist 58, sein Sohn 18 Jahre alt. Nach wie-
viel Jahren wird der Vater 2mal so alt sein als sein Sohn?

Auflosung. Seien x die Anzahl Jahre, welche noch verfliefsen oder
zu beider Alter hinzukommen miissen, um den fraglichen Zustand zu er-
halten, so ist alsdann des Vaters Alter 58-4-x, und des Sohnes Alter 18- x,
und da dann der Vater 2mal so alt sein soll, so hat man:

2x =58+ x
x =22

. _ Der fragliche Zustand tritt also nach 22 Jahren ein, und der Vater
st dann 584-22—=80, und der Sohn 18--22—=40.

144.

36. Aufgabe. Ein Mann ist 58, sein Sohn 10 Jahre alt: wieviel Jahre
sen noch verfliefsen oder zu beider Alter hinzukommen, um den Zustand
zu erhalten, wo der Vater gerade 31mal 5o alt ist, ale sein Sohn?
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Auflésung. Seien x die fraglichen Jahre, so ist alsdann des Vaters
Alter 58-+-x und des Sohnes Alter 18-4-x, und da dann der Vater 3imal so
alt sein soll, so hat man: i

Anmerkung 1. Die Rechnung fiihrt hier auf ein Resultat, welches
mit dem Minus-Zeichen, als ein wesentliches Merkmal desselben behaftet ist.
Um den Sinn dieses Vorzeichens durch unmittelbare Schliisse herauszubringen,
iiberlege man folgendes:

Der Gang einer Rechnung bildet immer eine Kette reiner Vernunft-
schliisse, die folgerecht durchgefiihrt, durchaus auf ein soleches Resultat
fiihren miissen, das auf die in Untersuchung gezogene Frage vollkommen
pafst. Nun kann es aber in der Natur der Sache liegen, in der Stellung
der Frage &e., dals die zu suchende Grifee nicht in den vorausgesetzten,
sondern gerade in den entgegengesetzten Sinn fiillt. g

Wir suchten, der Bedingung der vorliegenden Aufgabe gemiils, eine
Grifse, welche statt x substituiert, der Gleichung: b

81 (184 x) =58 + x

Geniige leistet, oder im Sinne der Aufgabe gesprochen: eine Grifse (x),
welche mit 18 und 58 vereint, den fraglichen Zlu.:hmd der beiden Alter
giebt. Die obige G eichung, kunstgerecht behandelt, mufs nun not-
wendig fiir x einen solchen Wert geben, der den Betrag auf beiden Seiten
eich macht, und dieser Wert, welcher er auch sein mag, mufs, zu 18 und
58 gelegt (addiert), den fraglichen Zustand geben, das ist klar. Kann nun
aber die Gleichheit der beiden Seiten nicht anders stattfinden, als wenn von
18 und von 58 einerlei Griifse subtrahiert wird, so mufs auch notwendig
der fiir x gesuchte Wert mit dem Minus- Zeichen behaftet sein; die Rech-
nung, als eine Zeichens srache, kann den Umstand, dafs statt zu addieren,
subtrahiert werden muls, nicht in Worten, sondern nur in Zeichen andenten.
Da wir nimlich im Sinne der Addition rechnen, so muls wohl die zu addie-
rende Grifse als eine inverse gefunden werden, weil eine direkte Grifse
hier nicht moglich ist. Die unbekannte Grifse x ist nicht allein hinsicht-
lich ihrer wirklichen Grofse, sondern auch hinsichtlich des Sinnes (Vor-
zeichens), in welchem sie genommen werden mufs, unbekannt. Das_vor-
liufig vor x gesetate -+ Zeichen bezieht sich nicht auf den bestimmten Wert
von x, sondern deutet blols die 1':ngehmisu‘he] Operation an, die damif vor-
genommen werden soll, und steht also abgekiirzt, statt des Wortes plus
(lege hinzu). Hiernach ergiebt sich nun die Bedeutung des mit dem Minus-
Zeichen behafteten Resultats. Die gesuchte Grifse fillt niimlich nicht, wie
vorausgesetzt, direkt in die Zukunft, sondern gerade umgekehrt (invers)
swei Jahre zuriick in die Vergangenheit. Fiir den fraglichen Zustand ist
also des Vaters Alter 58 plus — 2 —56; des Sohnes Alter: 18 lus — 2 =16
Jahre. Solche Fiille haben eigentlich zuerst auf den Begriff der entgegen-
gesetzten Grifsen gefithrt und die § 320 aus dem blofsen Begriff abgeleiteten
Regeln kennen gelehrt.

Anmerkung 2. Entgegengesetzte Grifsen kinnen nur da Sinn haben,
-0 es wirklich reine Gegensitze giebt, wie Zukunft, Vergangenheit; rechts,
. vyorwiirts, riickwiirts &e. Licht und Schatten sind zeine reine Gegen-
sitze, Licht hat keinen Gegensatz; alle wirklichen Dinge, Substanzen
(Baum, Tier &ec.), haben keine Gegensiitze.
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145.
37. Aufgabe. Ein Mann ist jetzt 58 Jahre, sein Sohn 18 Jahre; wie-
viel mufs man zuriickrechnen, oder von beider Alter subtrahieren, um den

Zustand zu erhalten, wo der Vater 6mal so alt war, als sein Sohn?

Auflésung. Man setze die zu subtrahierenden Jahre —x, so war des
Vaters Alter=58 —x und des Sohnes Alter 18 —x, und da nun jenes
6mal so grols sein soll, so hat man:

58 3 (18 x)
a8 - 108 — 6Gx
HSx =50
x =10 |
folglich miissen 10 Jahre subtrahiert werden, und des Vaters Alter ist dann
58 minus 10 =48, des Sohnes Alter 18 minus 10 ==28.
146.

38. Aufgabe. Der Vater sei wieder 58, der Sohn 18 Jahre alt, und
gefragt: wieviel muls von beider Alter subtrahiert werden, um den Zustand |
zu erhalten, wo des Vaters Alter 3mal so grofs war, als des Sohnes Alter ? i

Auflésung. Man setze die zu subtrabierenden Jahre =x, so ist des
Vaters Alter 58 — x, des Sohnes Alter — 18 — x, mithin laut Bedingung:

-X=3(18 —x)
8 —x=54—8x
xe==—4
— |

Der fragliche Augenblick fallt also nicht, wie vorausgesetzt, direkt in
die Vergangenheit, sondern gerade entgegengesetzt (invers) in die Zukunft, !
und des Vaters Alter ist dann— 58 minus — 2 = 60; und des Sohmnes Alter !
=18 —(—2) =120 Jahre. (Siehe vorhergehende Anmerkungen und § 520.)

147.
30. Aufgabe. \\'ir- grofs, und in welchem Sinn muls der Faktor x
genommen werden, damit er folgender Gleichung Geniige leistet?
25 4-4x =7 — 2x !
Auflésung. Man hat gleich
bx = 18
Xx=—3
& _Substituiert man diesen Wert —3 statt x in die gegebene Gleichung,
s0 wird sie
25+4-4.(—8)=7—2.(—3)
d.i. 25 —12=7

3 ”it: Gleichung lehrt, dafs sie nur dann Sinn haben kann, wenn der |
inverse Faktor, wie § 820 gedeutet wird, |

b
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Dreizehntes Buch.

Von den Funktionen und Formeln.

148.

In der mathematischen Sprache kommt oftmals der Ausdruck
vor: eine Grolse sei eine Funktion von einer oder mehreren andern
Grolsen, und dies soll dann soviel heilsen: dals erstere Grolse von
letzteren, gleichwie eine Wirkung von ihrer Ursache (Ursachen)
abhiingt, und folglich mit ihnen in einem gewissen Zusammen-
hange steht.

So ist z E. die Grilke der Wurfsweite, welche eine abge-
schossene Kanonenkugel erreicht, von mehreren andern Grol:
abhiingig, wie z. B. von der Anfangsgeschwindigkeit, von der Grolse
der Kugel, von dem Gewichte derselben, von der Menge und Giite ik
des Pulvers, von der Liinge des Rohrs, von der Grifse des Richtungs-
winkels, von dem Widerstande der Luft, von der Anzichungskraft
der Erde &e. &ec., weil alle diese Griofsen Einfluls auf die Wurfs-
weite haben, mit ihr zusammenhiingen und dieselbe bestimmen, und
man sagt daher kurz: die Wurfsweite ist eine Funktion veon den
eben genannten Grol:

149,
Zur grofseren Erliuterung des vorstehenden Paragraphen diene
folgende einfache Aufgabe.
Eine Zahl zu finden, deren 5ter und T7ter Teil zusammen
genommen 24 giebt. -

Auflosung. Es ist klar, dals die gesuchte Zahl (z) durch die
Bedingung der Aufgabe und durch die gegebenen Zahlen 5, 7, 24
bhestimmt, mit andern Worten eine Funktion von 5, 7, 24 ist, es
muls niimlich sein:

i X

T2 —94
v} [
hieraus: Tz + 5z =35 . 24
124 = 840
2 ==0
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Hier haben wir freilich die fragliche Zahl x= - 70 ;,_;'cﬂlnliil'll,
allein die Art und Weise, das pigentliche Gesetz (Formel, Regel),
wie mit den Zahlen 5, 7, 24 gerechnet werden muls, um die durch
sie bestimmte Grilse zu finden, konnte wegen der Verschmelzung
dieser Zahlen ineinander nicht hervortreten. Wollen wir dieses
(Gesetz aufstellen, um dadurch eine klare Ubersicht von dem Zu-
sammenhang zwischen Ursache und Wirkung zu erhalten, nimlich
hen sich miteinander verbinden, um die durch sie

wie die Ursac i

bestimmte Wirkung hervorzubringen, so miissen wir bei der Re-
. . 2 L S . . 1

duktion der obigen Gleichung auf z die dabei vorkommenden

\tionen nicht wirklich vollziehen, sondern nur

arithmetischen Oper:
andeuten. alsdann stellt sich das fragliche Gesetz, wie die gesuchte
Grisfse von den gegebenen abhingt, durch eine Formel dar, welche

alle mit letzteren vorzunehmenden Rechnungen vor Augen legt.
Aus der Gleichung

Faum Loty

) i
folgt ndmlich, indem wir, um & von den Nennern zu befreien, mit
5 - 7 multiplizieren, diese Operation aber blofs andeuten:
Te4+bx=5 7 24
Jetat die Koefficienten von z addiert, jedoch nur andeutend,
kommt:

(T4+5)a=5-7-24

. 5.7 .24
hieraus: x — =
i -T2

Dies wiire also die gesuchte Formel oder das Gesetz, aus
welchem wir mit einem Blick ersehen, auf welche Weise die ge-
suchte Grofse # in unserer Aufgabe, aus den gegebenen Zahlen
5, 7, 24 entsteht. In Worten ausgesprochen, wiirde es so lauten:
man muls alle drei Zahlen miteinander multiplizieren und das Pro-
dukt durch die Summe der beiden ersten dividieren.

150,

Es ist leicht einzusehen, dals das Gesetz, nach welchem
eine Grifse von anderen abhiingt, mnicht durch das absolute
Quantum der letateren, sondern blols durch die Beziehungen, in
welchen sie mit ersterer stehen, bestimmt ist. Wiirde z. B. 'u‘(‘i'rzlgl‘.
welche Zahl ist es, deren 3ter und 4ter Teil addiert ‘Ji {_‘:it'!)l,
so finden hier offenbar unter der gesuchten Grifse und denen, von
welchen sie eine Funktion ist, ganz dieselben Beziehungen und
Schliisse wieder statt, wie in der Aufeabe des v.11‘h:-]':~.’_'(-'}1l"11f]4-‘IE
Paragraphen. Man braucht also auch nur in die dort entwickelte
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Formel 21 statt 24 und 3, 4 statt 5 und 7 zu setzen und die an-
gedeuteten Rechnungen zu vollziehen, um die fragliche Zahl (36)
zu erhalten. .

Man kann also auch, um das Gesetz, nach welchem eine Grilse
von andern anhiingt. zu finden (was bei allen mathematischen
Untersuchungen immer die Hauptsache ist), die miteinander in
Beziechung stehenden Grofsen einfacher und, um ihre Verschmel-
zung zu verhindern, vorliufig mit allgemeinen Zeichen andeuten,
die Beziehungen (Bedingungen) durch eine Gleichung ausdriicken
und diese dann auf diejenige Grifse reduzieren, fiir welche man
die Formel sucht, (Vergl. § 82))

Die Schliisse. welche bei der Auflésung einer so allgemein
ausgedriickten Gleichung gemacht werden miissen, sind offenbar
ganz dieselben, als wenn statt der Buchstaben bestimmte Zahlen
stinden, nur mit dem Unterschiede, dafs wir hier alle vorkommen-
den arithmetischen Operationen blofs andeuten, die erhaltenen
Buchstaben - Ausdriicke aber immer moglichst reduzieren, um alle
unniticen Rechnungen zu entfernen. Die vorhe ochende Aufgabe
kinnen wir allgemein so ausdriicken:

Eine Zahl zu finden, deren mter und nter Teil addiert, a giebt.

Auflssung. Sei z die fragliche durch m, %, @ bestimmte Zahl,
s0 deutet ::s den mten und ;a den nten Teil derselben an, und die
Bedingung der Aufgabe ist dargestellt durch die Gleichung:

2 ®

E e =0
m n

Um hier # von den Nennern zu befreien, multiplizieren wir
die ganze Gleichung mit m»n, so kommt
nE -+ Mmx — amn
Ferner, die Koefficienten von z addiert (den gemeinschaftlichen
Faktor # auf der linken Seite herausgesetzt), kommt:

(- m)x = mna
Jetzt durch den Koefficienten »n -+ m dividiert hat man:

mna
m-n

151.

. Aufgabe. Die Zahl 140 in zwei Teile zu teilen, die sich
: wie 2:5 verhalten. |

) eADIsCHE &
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Aufissung. Die Teile sollen sich wie 2:5 oder, was dasselbe
ist, wie 1:3 verhalten (§ 65); heilst also z der eine Teil, so ist

22 der andere, folglich:

y —140
=280
T — 280
z=—40 (der eine Teil)

Aufgabe. Eine Zahl a in zwei Teile zu teilen,
m:n verhalten.

Aufissung. Da sich die Teile wie m:n oder, was dasselbe

: : n = L i A
ist, wie 1:— verhalten, so ist, wenn x der eine Teil,

m
andere, daher

"
e a 7
m
multipliziert mit m kommt: max -+ ne = ma
(m - n)x = nma
A AT ma
mithin der eine Teil: 2 = _
m-+n
= s n ma na
und der andere Teil: g =—— ==
m m - n m-r—n

— 100 (der andere Teil)

die sich wie

i

Als Probe der richtigen Rechnung miissen beide fiir # und

. o o i . mit P
# gefundenen Ausdriicke, niimlich : und

m m-—-n m - 1

Zusammen

addiert. die Grilse @ wiedergeben, Dies ist auch der Fall, denn:

ma d n @ (m -+ n)

== ==

m- n m -+ n m -+ n

152

Aufgabe. Eine gegebene Zahl ¢ in drei solche

teilen, die sich wie die Zahlen m. #. p verhalten,

Teile zu

Aufiésung. Die drei Teile sollen sich wie m, n, p, oder, was

dasselbe ist, wie 1,

p
m
||”
m
@ sein miissen, so hat man:

- 1 .
50 18t —x der zweite,
m

n’ verhalten; heifst also # der erste Teil,

@ der dritte, und da alle drei zusammen —

Baden-Wiirttemberg
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Um diese Gleichung auf # zu reduzieren. multipliziere man
die ganze Gleichung erst mit m, so kommt:

MG 1 R —— Pr— Ma

Koefficienten von 2 addiert, kommt:

(m = n 4+ Pl =man
1 ] ==l Ak
also der erste Teil: 22—
M- R- ,f’
on " (s ma i
Zwelte = i : - —
0 m m-r-n—+p MR p
i 5 p P ma pa
= aritte = A . = L
m m m-—r-n-—p m-r-n-—-rp

Soll z. E. 100 in drei solche Teile geteilt werden, die sich

wie 2:5:3 verhalten, so ist hier: =100, m—2, :x-:»l_, p=23;
e = 100 _ A g
mithin der erste Teil 2 - 10 = 20; der zweite 5:10=50; der
dritte 3 - 10 =30.
l:]:.’r'

Aufgabe. Eine Zahl ¢ =100 in zwei solche Teile zu teilen,
dals, wenn der eine Teil durch m = 5, der andere durch # — 8
dividiert wird, die Summe der Quotienten b = 17 sei:

Auﬂfjﬁuug Sei # der eine, folglich (¢ —z) der andere Teil,
so hat man laut Bedingung der Aufgabe:

@ a—z .
it L ]
e i
Die ganze Gleichung mit mn multipliziert, kommt:

ne - ma — mz = mnb
Jetzt die bekannten Glieder von den unbekannten gesondert:

ne — e =mnb — ma
(n—m)x=m(nb—a)
m (nb—a)

h—m

fibsens Arithmetik. o
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Subtrahiert man diesen fiir den einen Teil » gefundenen Aus-

nb ( . : o g
druck A b <on a, so erhiilt man auch die Formel fiir den
n—1m _
andern Teil a—x. Es ist niimlich:
JJ.rIJ.n'(J (1
a4 —&r=a—
7 m
Dieser fiir a —a ;_";i-]'ll!'.ilt-ne- Ausdruck lifst sich aber noch
bedeutend abkiirzen, wenn man ihn auf einerlei Benennung bringt,
niimlich :
ain—m)— ".1-’|"-r
i !
2 — M
Die Klammern
an — am— mnb -+ am
O e i =
1 - 1t
an mnb
[ T —
"n—1m
9 (a0 — mb)
a — 1, —
n—m

Um sich zu iiberzeugen, dals man keinen Rechnungsfehler
egangen habe, miissen die beiden fir z und a—z gefundenen
Ausdriicke addiert die Grofse a wiedergeben. Dies ist auch der

Fall, weil:

mmb —da)  n(a—mb) mnb —ma + na — nmb
o S
n—m n—m (/] i
B — i (1] m) a
= E =
n—m n—=m
154,

Aufgabe. Es hat jemand in verschiedenen Terminen mehrere
Zahlungen zu leisten: eine gewisse Summe s nach s Monaten, eine
andere Summe s’ nach ' Monaten, eine dritte Summe s” nach
m'* Monaten &e. Der Gliubiger wiinscht die ganze Summe
s+ +s'+... auf einmal zu erhalten. Nach wieviel Monaten
mufs diese Zahlung geleistet werden, damit weder der eine noch
der andere Teil Schaden leidet? (Grofsen emerlei Art pflegt man
oft durch dieselben Buchstaben zu bezeichnen, und ihre Verschieden-
heit durch Striche anzudeuten, wodurch der Uberblick offenbar
leichter wird, als wenn man lauter verschiedene Buchstaben ge-
brauchen wollte.) .

Auflssung. Um leichter auf dem Ansatz zu kommen, nehme man be-
liebige monatliche Prozente an, und setze den Gewinn, den 100 Thlr. in
1 Monat bringen —p, so ist der Nutzen, welchen der Schuldner von der
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e ! - ARy v - spn
erst nach m Monaten zu bezahlenden Summe s zi —= l.' =
00
15t der Nutzen, den die zweite nach m' Monaten zu | hlende Summe
spm' spm s'pm’ o

bringt — &e., so dals also . den Nutzen aller

100

Zeit, wo

mulz nun so w

ahlenden Bet

Alle Glieder haben hier
schaftlich, man diese

mit ultipliziert, dann

P
g0 kommt :

uchte Zeit eine v
"ormel: Man mu
den in einerlei Einheiten a riickten % 1
Produkte durch Summe der Bet

Man sieht also, dals di
ist. In Worten lautet diese
1
Summe di

Beispiel. Es hat jemand folgende
Wechsel ohne Zinsen zu zahlen: 300 .4 nach 141
150 % nach 2 Monaten, und 100 .# nach 28 T:
auf einmal bezahlt werden, welchen Termin

: Antwort. Hier ist:

g =300 N = 100
m = 14 i IS
sm—4200; = 2800
81 -
.
s @ ge (beinahe)

155.

inbar Funktion
hat letatere
rehiriger
5 schlecht

In allen Fillen, wo eine zu suchende Grifse nur scl

von einer andern ist, wie im vorhergehenden Beispiel & von p

Grifse auch nichts in der Funktion zu schaffen, und muls ns

Reduktion immer wieder herausfallen. So ist z E. der Wert «

2 reduzierten Ausdrucks:

m(bn —a)]n— m
n—m | =u

nur scheinbar eine Funktion von a, b, m, n. Setzt man z. B. &=35, so kann
man statt a, b, m, n setzen, was man will, der Ausdruck giebt doch immer
nur 13.*

Ebenso ist der Ausdruck } (a--b)-1(a — &), eine von b unabhiingige
Funktion.

* Der Ausdruck lifst sich (durch Einrichten der Grilse in der ersten
Klammer) auf den einfachen 7 reduzieren,

BADISCHE
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156.

Wenn eine Grifse eine Funktion von mehreren andern Grilsen
ist, so ist auch umgekehrt jede der letzteren eine Funktion von
allen iibricen. So ist z. B, der Zinsertrag ecines Kapitals eine
Funktion von dem angelegten Kapital, von den Prozenten, zu
welchen es belegt wird, und von der Zeit, wiithrend welcher es steht.
Umgekehrt ist aber jede der letateren Grifsen, z, B. die Zeit, in
welcher ein gewisser Zinsertrag fillig wird, durch die Grifse dieses
Zinsertrags, des Kapitals und der Prozente bestimmt. Kann man
nun zwischen mehreren zusammo ¢ allcemeine
Zieichen angedeuteten Grilsen cine und diese
dann auf » der, durcheinander bestimmten Grélsen reduzieren,
so erhilt man ebenso viele Formeln, welche dann eine klare Uber-
sicht geben, wie jede Grilse von den mit ihr verbundenen abhiingt

’
und d:

araus bestimmt werden kann.

157,

Aufgabe. Wenn die » jihrigen Zinsen eines zu p Prozent
gten Kapitals, C, zum Kapital geschlagen, und die Grilse
neuen Kapitals mit €' bezeichnet wird, so ist jede dieser
vier Groifsen n, p, C, ' eine Funktion von den drei iibrige
werden die Formeln derselben verlangt,

1+
(11e8

Cpn

100

Aufldsung. Der Ausdrn

stellt die » jihrigen Zinsen und fi

o i Con . .. s e aEE o e
lich C+ ]:.:. Kapital samt den njihrigen Zinsen dar, und da diese Griifse
durch C' bezeichnet werden soll, so hat man sogleich: 2
e :‘._:_(","“"'
100

Um diese Gleichung auch auf ¢, p und »n zu reduzieren. multipliziere
man erst auf beiden Seiten mit 100, =0 kommt:

100 C - ( 'pn=100C"
die Koeffizienten von C addiert, kommt:
(100 4~ pn) C = 100C"*

jetzt durch den Koeffizienten
von C dividiert, kommt :

100 O

: 100 - np

Aus der Gleichu 100 € 4 Cpn = 1000

folgt: Cpn = 100C" 100 C
: TR L 00(C* )
durch Cn dividiert, kommt: = 100( O
J i
¥ qio a3 1 (BT g )
durch Cp dividiert, kommt aunch: n= 100 £ C
P
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verlangten Formeln sind also:
- Con
QleaQL

100
o= .l.ﬂ'_:'l"l" .
100 - pn
100(C'— )
J == T
100(C'—O)
= 20

Beispiel. Wie grols muls das K apital sein, welches mit seinen 6jih

Zinsen zu 419% verein

gt, ein Kapital von 762 .#
Formel 2 in § 157 giebt mit n =6, p=—4
100 . 762
100--6.43° 127

U= B0

Wie lange mufs das Kapital von 600 # zu
um an f\dljtl. und Zinsen 800 # zu erhalten?

h.-\-_-\u.},‘_,” + O = 600, p= 5, [ L 800, gesucht .

100 (800 — 600)
3 5.600
also: n =63 Jahre.

158.

zieht ?

9% an

f Zinsen

stehen,

Nach Formel 4 ist

Aufgabe. Jede der folgenden 8 Gleichungen auf # zu reduzieren ;

L axr bhx e
l. ax="56 -+ : 9 4 ik — ()-
e it 1 (13
SN bx S gl ]
3 — 11— e e TSR LS
m [ A & A
o . ala —x) . omx— (e—a)n
9. = -+ . 0. - —1 .
a4+ x m (2x — ¢)
= a(dd -T— &) a = c h
[ =qac -+ 5 O ===
dx d a+br d-4ex
Auflésung. Es folgt aus:
; bin mne
I g g — §
am — ¢ o (an - bin)
= M (1l — ¢) mn(c—1) 4 a b1
© ST aw—bm - bm—an =8 T ( :
al2a — ¢ ,
e e A, B et
i
Syl d ed —ah ah—ed
[ L= - ' == e —_ ]
¢ i — ce ce—bh*
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Vierzehntes Buch.

Gleichunwen ersten Grades mit mehreren unbekannten
Grolsen.

159.

en der angewandten Mathematik und namentlich
] ilen der Naturwissenschaft, wo man nach Natur-
zen torscht, ]\I’_\_I n oftmals Fiille vor, wo mehrere unbekannte
1 gesucht werden, deren Zusammenhang unter sich und mit
bekannten Grolsen nicht durch eine, sondern durch mehrere
mmel 1m||n|1|’c Gleichungen (Bedingungen) gegeben ist, aus
die w Ilw Immmn Girifsen so bestimmt werden miissen, dals

zugleich Geniige leisten.
. drei zusammengehorige Gl jchungen ge-
die Werte der darin \-u]m|||m(mhu un-
so zu bestimmen, sie, substituiert,

;'Ei"-l'l'i x'!':ll“l']! H

[Nese drei Gleichungen kann man sich aus einer Aufeabe, z. B.
aus folgender entstanden denken: Es werden drei Zahlen von der
shaffenheit gl'*lh'ln dals erstens: die Summe '|”r1‘ drei= 14 ist;

y ens: das Zweifache der ersten, plus dem l finffachen der zweiten,
weniger dem Vierfachen der .hmr n soll =1 sein und drittens: das
Siebenfache der ersten weniger dem Z\\'.-iﬂu-iwn der zweiten, plus
dem Dreifachen der dritten soll = 25 sein

Diese drei zu erfiillenden Bedingungen \n]:] wenn die gesuchten
Zahlen vorliufig mit «, y, - bezeichnet werden, durch n]ui'w drei
'.u-ul,m]ﬂ‘n dargestellt. Zugleich ist aus diesem Beispiel Pnuhtlu.h,

; bei einem solchen System von Gleichungen 2 (ebenso y u. 5. W.)
allen Gleichungen denselben Wert hat.

Um sich zuvor zu iiberzeugen, dals die Werte, welche statt
v, if, ¢ gesetzt, wohl der einen oder der andern Gleichung Geniige
leisten, deshalb aber noch nicht fiir alle passen, wollen wir einmal
! y =3, #=06 annchmen. Die Probe zeigt, dals diese Werte
te und auch fiir die zweite (Gleichung passen, jedoch
Bedingung erfiillen und deshalb nicht die rechten sind.

wohl fiir «
E:i-.-hi r-"i‘.'
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Die Werte von z, y, 2, welche alle Bedingungen erfiillen,
durch Versuche finden zu wollen, wiirde nicht allein einen grolsen
Zufall und Zeitverlust voraussetzen, sondern in vielen Fiillen selbst
mmoglich sein und man kommt deshalb auf den Gedanken: ob
sich nicht ein allgemein anwendbares wissenschaftliches Verfahren
erfinden lifst, nach welchem man aus mehreren zusammengehorigen
Gleichungen mit ebenso vielen unbekannten Grolsen, diese immer
mit Sicherheit bestimmen kann.

Solche sichere Methoden giebt es allerdings mehrere, von denen
wir jedoch nur folgende drei, als die gewohnlichsten. mitteilen
vollen. Der Anfinger aber mige erst selbst versuchen, ob er eine
soleche Methode angeben kann.

160.
Erste Methode. Elmination durch Substitution. Die ge-
gebenen Gleichungen seien:

et+ytte=14....0000. (1)
Gx+-by—de=1 .....cncean (2)
T —249 -+ 832=20 .. .cousiui (3)

Wir schliefsen nun so: da jede der drei unbekannten Grolsen
z. B. z) in allen drei Gleichungen einerlei Wert hat, und dieser
aus jeder der drei Gleichungen gefunden werden konnte, wenn die
beiden andern (y, 2) erst bekannt wiiren, so kinnen wir eine der
(dazu bequemsten) Gleichungen auf die eine unbekannte Grilse (x)
reduzieren und den fiir 2 erhaltenen Gréfsen-Ausdruck in die be
den andern Gleichungen anstatt & setzen (substituieren), wodurch
# aus diesen beiden Gleichungen herausgeworfen (eliminiert)
wird. Hierdurch erhalten wir also aus drei Gleichungen mit drei
unbekannten Grofsen, z, y, 2, zwei neue (leichungen mit nur zwei
anbekannten Grilsen, y, 2. :

Nach demselben Verfahren, welches man Elimination durch
Substitution nennt, kann man aus den beiden neuen von 2 befreiten
von x eliminierten) Gleichungen, indem man eine von ihnen wie-
der auf eine zweite unbekannte Grofse, z. B. auf y, reduziert und
den fiir y erhaltenen Grofsen- Ausdruck statt y in die andere sub-
stituiert, wieder eine neue Gleichung bilden, welche nur noch eine
unbekannte Grifse, z, enthilt; diese kann also berechnet werden,
and durch Riickwiirtssubstituieren findet man auch die beiden andern.

Aus der ersten Gleichung folgt niimlich:

3;:1-‘1—9‘—.?,.,..,..,,.{_l']

Setzen wir nun diesen fiir z erhaltenen Grolsen- Ausdruck
14 —y — z in die beiden andern Gleichungen (2) und (3) statt z,
so wird durch diese Stellvertretung daraus & eliminiert, niimlich:
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Jenigen unbekannten Grijssen .

214 —y—2)+5y —4z2=1

7 (14 y—2)— 2y +32=25
oder, indem man die Klammern auflost und gleichnamige Glieder
zusammenzieht &c., einfacher:

3y —6z=—27 |, § —2o=—9....(0)
b 2 oder 2 >
Oy - 42="173 Oy +42=73 .....(5)
Jetzt eine dieser beiden neuen Gleichungen, z. B. i
reduziert, kommt:
iy 1 ) (4°)
Diesen fiir 4 erhaltenen Ausdruck 2z 9 statt ¥ in (5) sub-
stituiert, kommt:
9 (2 9)+42=173

Diese sogenannte Endgleichung auf

Substituieren wir nun riickwirts diesen

n Wert

in (4°), so ist y=2-7 — 9 oder y=>5. Endlich beide fiir £ und y
erhaltenen Werte in (1) .-.<t]=.-;tih{iq-1't__ erhiilt man auch s =14 — 5 —7
2. Es sind also:
2 Y =5 i

die drei gesuchten Zahlen, welche die aufoestellten Beding
ertiillen,

161.

Es ist leicht einzusel dals die eben gezei

e Auflosungsmethode

jede beliebige Anzahl Gleichungen mit ebenso vielen unbekannten Gr
anwendba Hiitte man z B. sechs G I i 1 1
Grifsen, @, , 2, ¢, v, w, 80 kinnte man wieder eine de auf & redu-

zieren, den fiir & erhaltenen Ausdruck in die itbrigen fiinf Gleichungen
substituieren, dann eine dieser fiinf neuen von 2 befreiten Gleich ngen wie-
der auf eine andere unhekannte Griifse, . reduzieren, und den fiir y erhal-
tenen Ausdruck in die {ibricen vier Gleichungen substituieren 1. s, £

man auf die End ‘hung kommt, welche nur noch eine unbekannte G
enthiilt, und nachdem diese berechnet, findet man durch Riickwiirtssubstituier
auch die iibrigen. Auch wird dieses Verfahren nicht erschwert, sonde
gerade umgekehrt erleichtert, wenn eine der unbekannten Grifsen nicht
allen Gleichungen vorkommt. Als

it

ann wird es am bequemsten sein,
welche in den wenicsten Gleichungen er
halten sind, zuerst zu eliminieren. cien z. E, die Werte von @, v, 1
folgenden vier Gleichung mmen i

1 zu bes

Baden-Wiirttemberg




Wiire

aud

in einer der drei iibrigen Gleichungen die unbekannte
Grifse & enthalten, so wiirde man sie durch die Substitution des fiir dieselbe
erhaltenen Ausdrucks (1°) daraus eliminieren; da aber 2 in den iibrige
vorkommt, so fillt auch di Arbeit w Man eliminiere also aus
tibrigen G die Grifse z. weil diese nur in zwei Gleichungen vor-
kommt; iebt:

g = . 3
Diesen fiir 2 erhaltenen Ausdruck in die beiden rigen  substitui
1 1+

( also blofs in (4),
. | - 1 !
wieder abgeschrieben wird),

die zweite Gleichung kein enthilt und nur

Romme:

= [y}

{5y — 25)
a e |
B Gttt

.'l‘lllr'_‘]. den Nenner 7 .'.n'.’lu'v:'-':_-]l:\aﬂ'.' und die Klammer a

oder ein weni

21y — 80y 4 150 4- 350 =10
— Oy L 85r=— __ 150 (5)

hiezn die zweite Gleichung: 2y+4-3vr=1........ .(2)

Aus (2)

75 - 700 = — 300
e =—1201
mithin: #=—3
= : il 1—3(—3) 149 .
Den Wert von ¢ in (2') substituiert, kommt: y=—— = =5:

den von y in (3') und den von v in (1°) substituiert, kommt:

chten Werte, welche die vier vorgeschriebenen Bedingungen

0 i
zugleich erfiillen, sind also:

162.
Zweite Methode. Elimination durch Redultion. Die ge-
gebenen Gleichungen seien wieder:

"71") BADISCHE =
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Man reduziere, wie hier nebenstehend angedeutet, jede der ge-
sebenen Gleichungen auf eine und dieselbe unbekannte Grifse, 2.
Da nun @ in allen Gleichungen denselben Wert hat, so miissen
auch alle drei fiir # erhaltenen Ausdriicke (1°), (2°), (3') notwendig
einander gleich 1. Man kann sie also paarweise einander gleich
setzen, den 1'sten dem 2‘ten und den 1‘sten dem 3'ten (oder auch
den 2ten dem 3'ten). Dadurch hat man a aus den drei gege-
benen Gleichungen mit drei unbekannten Grifsen, zwel neue
Heichungen, (4), (5), abgeleitet, welche nur noch zwei unbekannte

enthalten, nimlic

0]

— Hy--4 -
4) 14d—y—z= : ‘_'___'r : ]I y=—9--2 (47)
| y ; 25 4 2y—3: T3 — 4z =)
H 5) 14 —y—z= = Y=-——0 i,
7 ¢

Jede dieser beiden neuen Gleichungen reduziere man wieder
(wie nebenstehend angedeutet) auf eine andere unbekannte, y, und
13 h| R AR e e -
bilde aus den be y erhaltenen und gleichwertigen Aus- |

JI driicken die
73— 4 .
e !
(6) NN« [T, )" g =
._l
hi fi =7 und durch Riicl in (4) und
)y =5 und =2
| Hinsichtlich der allgemeinen Brauchbarkeit dieser Methode
i gelten offenbar dieselben Bemerkungen wie in § 162 und man kann 7

z. B. auch nach dieser Methode die Werte von «, #. z, v aus fol-
genden vier Gleichungen bestimmen :

18 e g
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Die beiden Ausdriicke von z geben:
S5y—25 3Jy-+dv i 150+ 35v 3
v = —=2 . hieraus y= — e
- 6 y Yy 9 (6)
Die Ausdriicke fiir y aus (5) und (2) geben:
150 +35» 1—3v
4] =5 9

: hieraus: v=—23
den Wert von ¢ in (1) und (2) substituiert, kommt z=2}, y=25;
aus (3) folgt dann 2=0.

163.

Dritte Methode. Elimination durch Addition oder Sub-
traktion. Diese Methode ist den beiden andern vorzuziehen, wenn
entweder die Koefficienten derselben Unbekannten gleich sind, oder
bequem gleich gemacht werden kinnen. Sind die Koefficienten
Buchstaben, so ist sie in der Regel vorzuziehen.

Da die Werte der unbekannten Grifsen nicht veriindert wer-
den, wenn man alle Glieder einer Gleichung mit einerlei Zahl
multipliziert oder dividiert, so kann man dadurch leicht hewirken,
dafs die zu eliminierende Grofse in zwei Gleichungen denselben
Koefficienten bekommt. Ist dies aber der Fall, so braucht man
offenbar nur die beiden Gleichungen von einander zu subtrahieren,
wenn die gleichgemachten Koefficienten einerlei Vorzeichen haben;
und zu einander zu addieren, wenn sie verschiedene Vorzeichen
haben; in dem einen oder andern Fall erhilt man aus den beiden
Gileichungen eine neue, welche die durch Addition oder Subtraktion
eliminierte Giréifse nicht enthilt. Ebenso kann man mit je zZweil
andern Gleichungen, in welchen die zu eliminierende Grolse vor-
kommt, verfahren, und so aus n Gleichungen n—1 neue bilden,
welche eine unbekannte Grifse weniger haben. Dasselbe Verfahren
auf die erhaltenen n — 1 Gleichungen angewandt, giebt n —2
(Heichungen &ec., wie folgendes Beispiel zeigt:

zt+yt+ez=14d............ (1)
20+5y—4z=1 ............ (2)
Ta—2y+32=25............ (5)

—Sy+62=27............ (4)

Oy4-42=03.....c...cu (5)

P LT Sl e T e ()
a]so: S:T: .'_f=5:| i ——

Um aus den drei gegebenen Gleichungen die zwei neuen von
= befreiten (4) und (5) zu erhalten, verbinde man durch Subtrak-
tion die erste zuvor mit 2 multiplizierte Gleichung mit der zweiten,
und dann wieder die erste zuvor mit 7 multiplizierte Gleichung mit

BADISCHE =
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der dritten, IDiese leichten Rechn lungen, welche wir hier noch an-
deuten wollen, lassen sich meistens ]n-[:m. im Kopfe ausfiihren. Man
hat niimlich die erste Gleichung mit 2 multipliziert:

Qr4-2y+2¢=28......... ... ()
subtr,* +2r+5y—de=—+1........... (2)
kommt : =B IOE =87 .. s ersn rete (1)

Die erste mit 7 multiplizierte Gleichung giebt:

:——u-’f—-—il"‘.'f“ ..... R (1 |

subtr. : T_a'—-fln—-i BEE=20, e e Bt
e

Sy de==1R ST FNE L LN TR

Man hiitte auch, statt aus der ersten und dritten, aus der zweiten
und dritten Gleichung eine neue von z befreite ableiten kinnen,
indem man, um 2 in (2) und (3) gleiche Koefficienten zu geben,
die zweite mit 7 und die dritte mit 2 multipliziert.

Um aus den beiden Gleichungen (4) und (5) eine neue von y
befreite Gleichung zu erhalten, multipliziere man (damit y in bei-
den gleiche Koefficienten bekommt) die vierte (in Gedanken) mit
3 und addiere sie dann (weil die Vorzeichen verschieden sind)
zur fiinften, so fiillt y heraus und man erhilt die Endgleichung (6).

Man hat (4) mit 3 multipliziert:

— 9y+182=8]

e

addiert 4

Aus dieser Endgleichung folgt #—17 und diesen Wert von 2
in (5) oder (4) substituiert y—25; die Werte von 2 und ¢ in (1)
gesetzt: x=2

Beispiel. Es seien die Werte von

x, ¥, 2, v aus folgenden
vier Gleichungen zu hestimmen:

e L e (1)
s gt )|
o — o= A s e ()
=05 =0T e e "."
Die unbekannte Grilse » kommt nur in einer Gleichung vor

und kann daher nicht eliminiert werden. Weil nun y und » in drei,

.'n Subtrahieren mufs man den Subt
zeichen dem Minuend hinzu
Ly )

hend mit umgekehrtem Vor-
st nmiimlich (§ 88):

BadenWmﬁembe:g




aber nur in zwei Gleichungen vorkommt, so ist es offenbar kiirzer,
erst # zu eliminieren, Man 1 aml!i]'-liyin" also die dritte Gle ullmw'
mit 6 und die vierte mit 7, dadurch bekommt z in beiden Gleie ]]!\11“‘[‘11
eleiche Koefficienten (6-7=17 6= 49 dllfl weil diese einerlei
Vorzeichen haben, so subtrahiere man sie von einander, so kommt:

S —8na—T30 oL L s (5)
hierzal, 2yt 8uem 1 o i (2)
970 =— 201
L2
—

Den Wert von # in (2) und (1) substituiert &c., kommt:

164.
Aufgabe. Die Werte von z, 4, 2. v
gehirigen Gleichungen zu finden:

ar—br=0 ......{(1)

g—2v=—4,....(4)
Auﬁnanm_{ Die ) 1 2) addieit, geben die fiinfte ;
dann die t und zur dritten addiert, kommt
die sechste; v 3 1||].|f11r und zur vierten addiert,
kommt die siebente .'}t]lmlu‘, niimlich :

—|— v

J_'(—I—-_J.;_— ivt=

Weil hier » nur in zwei Gleichungen vorkommt, so multipliziere man
(5) mit 7 und (7) mit 4 und subtrahiere, so kommt:

hierzu (siehe die 6. Gleichung):

Jetzt die untere G lt’ldumrr mit 2 multipliziert und dann zu (8) addiert,
kommt die Endgleichung:

19: =
also: z=>5; aus der 6. Gleichung y=—3; aus der 5. Gleichung v="T und
aus der 1. Gleichung x=1.
165

Wenn eine Gleichung nur eine unbekannte Grifse enthiilt, so kann man
die dadurch villig bestimmte Grifse daraus berechnen. Weil nun, wie im
Vorhergehenden gezeigt, aus n Gleichungen mit » unbekannten Grijfsen alle-
mal eine Endgleichung abgeleitet werden kann, welche nur eine der unbe-
kannten und mithin bestimmien G irifsen enthiilt, und dann durch Riickwiirts-
substituieren auch jede der tibrigen unbekannten Grifsen durch eine Gleichung
bestimmt und bekannt wird, so ist einleuchtend, dafs die Werte von n un-
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bekannten Grifsen vollig bestimmt sind und immer gefunden \\:‘_'i'i.ii-'ll kfilm:.‘-u.
wenn zu ihrer Bestimmung ebenso viele von einander unabhdingige und sich
nicht widersprechende (+leichungen gegeben hl_]lli. .\l].“llll':il'ltl "_ll'lilllh: nennt
man anch alle Aufzaben bestimmie, wenn sich aus den ]11-rhu,-_,r||1|;__r4-n der-
selben gerade so viele von einander unabhiin » (1leichungzen bilden lassen,
n zu finden verlang

als sie unbekannte G

1ationsmethoden

denn hiitte man z B.,
sleichung mit
mit der
relassen,
Gileichur
¢ Gleichung, d. h.
niimlich:

11, wo man

Anmerkung. Bei Anwendung
muls man immer alle Gleichunge
statt wie in eben gelister Aut
der zweiten, die e
dritten verbunden
g0 hiitte n dadur
erhalten, dann aber weit handelt,
auf eine golche fithren miissen, die etw sl

] Grilse sich st eleich, oder das 0=0 ist. T

very

die erste

kanntes

.“"]" [ /]
h gleichsam im Kreise dreht,

n Znz

suchungen selbst Geiibtex

166,

Wenn sich aber aus den Bedingungen einer
Gleichungen bilden 1 11, innte G
die Aufeabe eine unbestimmie, und wwar
den Bedingungen der Aufgabe oder den
mehr als eine, oftmals un: verschie
In diesem Fall bleiben niim so viele unbek
und daher willkiirlich anzunehmen, als Gleichungen

Wiirde z. E. die Aufgabe gestellt, zwei,
zeichnende Zahlen zu finden, :
dingung dieser Aufoy

l¢
werden, so heilst
man dann
shungen, auf
leisten kann.
unbestimmt,
sind.

abe nicht so vi

aus dem

: und y zu be
ch aus der Be-

worans: a=12 B otee s e e (1)

ieht also, dass eine der beiden Gr z. B.

funden werden kann, als bis die andere, y, bekannt ist. Da nun y durch
keine Gleichung gegeben ist, so bleibt nichts iibrig, als den Wert derselben
willkiirlich anzunehmen. Nimmt man z B. y=1, so wird =11 fiir y=2
st =103 y=3, x=9; y 2, a=14; y=1, =111 &ec. &e. und je
zwei dieser Werte miissen der Gleichung (1) > leisten.

Sucht man die Werte, welche {

.\I:l]l

genden zwel Gleichungen Geniig
4 —3Jy—4:=12........(1) | 12 4 By - 42
e+ y—8v=48....... (2) ) ' F TR e '
g0 kann man (die erste von der zweiten subtrahiert) daraus nur eine einz
Gleichung ableiten, in welcher zwei Grilsen unbestimmt bleiben und beliebig
angenommen werden miissen, niimlich :

4y — 8v - 42

worans: y=9-

Nimmt man z. B. z . =12 und
v=1 wird y=10 und =11} &e. Je vier solcher zus
Werte leisten den beiden Gleichungen (1) und (2) Geniige

Die Theorie iiber die unbestimmten (sogenannten diophantischen) Auf-
;{-‘l]lt'”- \\\:('h‘hn mit der Theorie iiber Eigenschatten der Z:!]]lli.‘n und andern,
sehr tiefsinnigen Untersuchungen zusammenhiingt, ist von einem sehr grofsen

S0

Baden-Wiirttemberg




BADISCHE
LANDESBIBLIOTHEK

Umfange und de
disquisitiones arithme
| 1]1"u:1;lt_-t ete. Wir

schriinken. Hierbei ist

. Gauss,
JJl"llhll g
I]| -

3 1en Werken dariiber zu studi
FHrr. : Fermat; Legendre, théorie d
sen uns hier auf die bestimmten
ulm;l 11--fu zu bemerke 5 di

indem man die erste

werden kann.
ie.  Denn |..1. Werte,
sen notwel 1 Abl

enthalte Bedinguy

1 voneinander abh

Die dritte schon den beiden ersten enthalten. Man
kann s man die erste mit 4 uml[’plmur und clLlJll
die zwe subt i ichungen konnen also nur fiir zwei
gerechne \\11'-iu-1;: unbekannte Grilsen enthalten, zu
duu unbestimmten . — Die Abhii zeit der Gleichungen

manchmal s entdeckt . wenn auch nicht

, doch immer am En g durch die Endgleichung, welche

en unab

iehux

dann me unbekannte ( wenn die
hiing wiiren.
‘erner ist
gebildeten C

halten z. E

klar, dals, wenn eine A » bestimmt sein soll, die daraus
m nichts Widersprech 1-1u1- 5 enthalten diirfen. So ent-
len Gleichungen :

2a —{—l‘-lur.} ............... {1}

h, weil eine und dieselbe zweiteilice Grifse 203y nic
Zu rrh,n iw 5 und auch 17 sein kann.

“Schliefslich bemerken wir noch, dafs es Fiille giebt, wo viel mehr Be-
din;:Lm;:.--LxhJ.h.ln;:u:»n vorhanden sind, als unbekannte G n gesucht wer-
den. Diese Fille gehtren aber, wenn auch gleich in praktischer Hinsicht
zu einem der wichtigsten und niitzlichsten, doch aunch zu den schywierigsten
Teilen der hoheren Mathematik (Wahrscheinlichkeitsrechnung und Methode
der kleinsten Quadrate) nnd kénmen also schon deshalb hier nicht weiter
zur Sprache gebracht werden.

167.
Aufgabe. Zwei Zahlen zu finden, deren Summe 12 und deren
Differenz 6 ist,

> beiden unbekannten Zahlen mit @ und ¥,
oabe die beiden folgenden Gleichungen,

Auflésung. Bezeichnet man die
so geben die Bedingungen der Auf
welche zugleich stattfinden sollen:

(1) und (2) addiert kommt: mithin x =

{(2) von (1) subtr. kommt: 2y =6, mithin y=3
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¢ bekannten Summe und Differenz A
ol selbst zu finden, kommt oft vor.
Man merke sich, dals die eine Grifse dann immer leieh ist der
halben bekannten Summe plus d halben [11!‘ renz 1.'.1“1 die
andere = der halben Summe e »r halben Ihllii"' 0z,

] i it di eemeinen Zeichen

Anmerkung. Die .\ut'_:--._i.,-‘
zweier unbeka n die (

I meine gkeit die Satwe [ ! E
chaulich machen. 3 ichnet mar lich die bekannte Summe
n unbekann und i durch s, und die he-

te Differenz mit d, mémn :

I T e B = |

l I = {1 ]
T |'f|

1) und (2) addiext, kommt: 2 8 1; mithin =
| , B

2y von (1) sublr KEommt b £ 2 i 5

168.

Aufgabe. ndl hat zwei Haufen Markstiicke. Legt er
10 Stiick vom zweiten zum ersten, so enthillt dieser gerade halb
s0 viel, als noch im zweiten bleiben. 1 er aber 30 Stiick vom
ersten zum zweiten, so enthilt der zweite gerade Gmal so viel,
i 5 g s ~lE iy R e g s = 5
’I als noch im ersten bleiben. Wieviel sind in jedem’
[ Auflosung. Der erste en
vom zweiten zum ersten, so bleibe
dann: x-+ 10, und da der erste j
—- 10

Nimmt man 10 Stiick
10, und im ¢ n gind
nthalten soll, so hat man: (

1t man 30 Stiick vom ersten zum zweiten, so sind

J] im ersten @ — 380, im zweiten y-+30, und da nun der zweite 6 wal so viel i
at man y-4-30=6(r—30). Un i Gleichun- I
minationsmethode anzuwenden, ein wenig

bequemer dazu einrichten, nimlich: die IX lax mer fort-
b i schaffen und sie dann so stellen, daf: sichr

» beiden

3 r—10
LV 5 creveves - (1)
Y4 80=6(@1—80).cc0vea.. B 2 3 iy
stehen ni h geordnet so:
2 —y= e )
{ i -4 1§ M - . . 5 G

(1Y) von (2') subtrahiert, kommt:
4 =240, als

== hl)
(1Y) mit 3 multipliziert und dann von (2') subtrahiert, kommt:

- 300, also: o

169.

Aufgabe. Es giebt einen Bruch, der sich, wenn man vom
Lr & 1 ol 1 T - . S -~ A Ly 473
Zihler und Nenner 1 subtrahiert, in 1 und wenn man zum Zihler
und Nenner 4 addiert, in 2 verwandelt; welcher ist's?
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Auflésung. Sei o

g et : el s
v Ziihler und y der Nenner, mithin der unbe-
Yy

kannte Bruch, so hat man laut Bedingung:
x—1 1

, indem man zuvor durch Mul-
| und y -4 fortschafft, so folgt:

_:.-._.};'ﬁ__]—'—l
) D
hieraus: y=16

folglich: &=

- 2 b
1 aer ]';]"l'li']] ==
Yy

170.

Aufgabe. Emm Wasserbehiilter kann durch drei Réhren, A, B,
C. gefiillt werden, und zwar in 10 Minuten, wenn nur A und B, in
30 Minuten, wenn B und C, und in 15 Minuten, wenn A und C
zugleich geiffnet werden. Wieviel Zeit wird jede einzelne Rihre
und wieviel werden alle, zugleich getffnet, zur Fiillung des Behil-
ters notig haben?

AufiGsung. Man setze die Quantitit3des Wassers im Behiilter — 1
(z. B. 1 Oxhoft, 1 Tonne &e.). Da A und B dies in 10 Minuten geben, so
geben sie in einer Minute '; desselben, ebenso geben B und C zusammen
7 und A und C zusammen % in einer Minute. Nennt man nun die Zeiten,
weleche A, B, C einzeln zur Fiillung gebranchen x, y und 2 Minuten, o

giebt A in einer Minute den 2. Teil, also 1 ebenso B 1 und C : ; folg-
F Y P k-

lich A und B zusammen in einer Minute 1—_—'— 1-. B und € zusammen
€ y
: 1Bl A ARl
d -+ 4 und A und C zusammen — - —. Mithin ist:
_l’.f 2 o -
1 1
= = ]_ ................ (1)
IR R
1 1 1
i T G {2)
L AT L ()
it TUREEECRCREE RS i

Da hier die unbekannten Grifsen alle als Nenner mit gleichen Zihlern
vorkommen, so ist es offenbar bequemer, statt die Gleichungen erst von
3 9

Liibsens ATILhr
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diesen Nennern zu befreien, geradezu die Werte der Briiche —, tir
Rechnung auch andere einfachere Zeichen, wie
zu bestimmen, woraus dann durch
= folgen, Man hat so-

(1]

welche man hrend der
etwa 2, o', ¢/, substituieren kinnte.
blofse Umkehrung der Briiche die Werte von & ¥,

gleich:

P § 1 1 1
(2) von (1) subtr.: e (1)
: 1 T
(3) und (4) addiert: 2. I,l”
e | T
WOoraus: =120
den Wert von in (1) und (4) substituiert, kommt:
&
1 2 J | 1 1
gy 120’ z 120
mithin ist: #=17 1 94: =120
Alle drei Rishren zugleich u‘u_-u"nﬁ'm'-T;‘i-in-n:11.---:.|I~'i|)='|'_‘]ihl].’-' i ._f___--.-,_.__'-—.’
mithin brauchen sie zur Fiillung des ganzen Fasses 1: 7% =9 Minuten.

Anmerkung. Noch schneller wiire man zum Ziele gekommen, wenn
man die Gleichungen (1), (2) und (3) addiert hitte:

2 2 2 T
-t 14 durch 2 dividiert:
@ 9y E
] l l 1 13 JI
AT : R S
Subtrahiert man hiervon Gleichung (1), so ergiebt sich z; subtrahiert

man (2) von (49, so ergiebt sich x u. s. w.

171.

Aufgabe. Kin Wasserbehiilter kann durch die beiden Rihren
A und B in @ Minuten, durch B und C in 5 Minuten, durch A
und C in ¢ Minuten gefilllt werden. Man sucht die Formeln, nach
welchen man die Zeiten berechnen kann, welche jede einzelne,
und alle Rohren zur Fiilllung notig haben?

Auflosung. Seien x, y, ¢ die Zeiten, welche jede einzelne Rihre ge-
braucht, so hat man:

1 1 1
- e U T T i}
] i
1 1 1
L2)
Y b
1 1 1 /
I [ 3 !j
(2) von (1) subtr,, kommt: — - 1 = : — : PN AT SO R (1)
: 1 1 1 ab - be a

() = (4) kommt: 2. -
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foleticl 1 ab + be — ae 1 ae 4+ be — ab 1 ab + ac— be
olglicn : e ' == - = >

2abe : Y 2abe g Zabe
Mithin ist:
Sabe Qabc
L= - iy ; e = .
ab + be a - als ab - a¢c — be

Die Zeit, welche alle drei Rohren zur Fiillung gebrauchen, ist also:

g 1
S | 1
L
Yy
o : Ty e e -
oder wenn man in diesen Ausdruck die fir — — cefundenen Werte
TR .
substituiert und gehirig reduziert: 4
Qabe

alb 4 ae 4 be

172.
Aufgabe. Aus folgenden beiden Gleichungen die Werte von
z, y durch die Grofsen a, b, ¢, m, n ausgedriickt, zu finden:

Ty
: = (1)
az -+ by
el
Y _— AT e A
cx — by :

Aufldsung. Man reduziere beide Gleichungen auf z, indem man zuvor
die Nenner fortschafft. Aus (1) folgt:
ay == amx -+ by
wy — amx = by
(Y —am)x= j-’?‘HIJ_J
biny

also: o= A B |
Y —am
Aus (2) folgt:
3y = ene — bny
Sy — onp =— — F.’;;_J.J
(3y —en) o= — by
— Iy
== :
3y — en

Die beiden fiir @ erhaltenen Grofsen geben:
bmy  —bny

y—am  Sy—cn

Auf beiden Seiten durch den gemeinschaftlichen Faktor by dividiert,
kommt:
m —

Y — am i By — o
mit dem allzemeinen Nenmer (y — am) (3y— cn) multipliziert, kommt:

g+

"™\ BADISCHE
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Y — == — i -t~ amn

i - MY = amn -+ cmn

L) = mnt (a1 ¢)

man (o= ¢)
Y= T

ot = N

in (1') substituniert, kommt:

mn (o= ¢) b (@ - ¢)

[} [
Im-4n ot =N

mn (a4 ¢) — (Sm—-n)am

tht

bmn (a4 c)

N =; s 2] 3
nut (@ - ¢) ofit - 1) am N = CN — o — an

ferte von & und ¥ gind also:

b (a+c)

Cn — Sam

rartice Gleichungen durch besondere
Vorstehende (1) und (2) hiitten z. B. zu-

Amnerkuug._ O
iff it einfa
rt werden

} i -+ by 1 4 e — by
| = = und = = .

by

man die Division aus:

| Gedacht:

Ferner — == il, =0 &

und ¢p— by =—.
n

Durch die Addition beider Gleichungen ergiebt sich:

(a4 c)o=—4 d. i.
nm n
1 1 .
—+C). = - :mt mny mult, ;
i m 1 =

3my; folglich

| ma (a - ¢)
i == ot
| : -
! Da nmun # und gind, so ergiebt sich ans der Gleichung A:

T

mithin

BADISCHE =
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Aufgabe. Aus folgenden beiden Gleichungen die durch a, b,
¢, d. m, n bestimmten Werte von « und y zu finden:
gBEb—e e (1

me—wy—=di. .l (@)

Auflésung. Multipliziere (1) mit % und (2) mit &, und
die beiden Gleicl n i

Ferner, die Gleichung (1) mit m und (2) mit a
subtrahi k
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Fimnfzehntes Buch.

Vorliiufice Begriffe von den Potenzen und Wurzeln.
Ausziehung der Quadrat- und Kubikwurzel.

174,

W enn eine Zahl mehrmals mit sich selbst multipliziert wer-
den soll. so wird dies kurz dadurch angedeutet, dafs man die Zahl
nur einmal hinschreibt und oben rechts und etwas kleiner geschrieben
diejenige Zahl setzt, welche angiebt, wie oft die unter ihr stehende
Grundzahl als Faktor zu setzen ist.

Soll z. E. die Zahl 7 fiinfmal als Faktor gesetzt werden, so
schreibt man statt 7- 7 - 7+ 7 - 7 kiirzer: 7°. Hiernach bedeutet also
3% soviel als 3-3:3; a' —aaaa. Allgemein: o" dals @ nmal als

Faktor zu setzen ist.
175

Jeder solcher Ausdruck wie 77, 3%, a*, " &e., sowie auch
jedes aus gleichen Faktoren entwickelte Produkt heilst, in Be-
ziehung auf die mehrmals als Faktor gesetzte Zahl, eine Potenz
derselben. Die Zahl selbst hingegen heifst die Basis oder Grund-
zahl der Potenz. und die Zahl, welche angiebt, wie oft die Wurzel
als Faktor zu setzen ist, der Exponent der Potenz. In dem
Ausdruck 29 ist also 2 die Basis, 3 der Exponent und 2° oder

das wirklich berechnete Produkt 2 - 2 - 2—28 die Potenz. Man muls
also Exponenten wohl von Koefficienten unterscheiden. So ist z. B.
a*=a-a-a, aber 3 -a—=a-+ a-+ a.

Anmerkung. Das Potenzieren ist also eine vereinfachte Multiplikation

gleicher Faktoren, daher 5. Spezies.
176.
Potenzen von verschiedenen Basen und Exponenten konnen,
entwickelt, einerlei Grilse geben. Esist z B. 26 =82 —43=064;
3t —02=—81. Man benennt daher die Potenzen nach ihrer Basis

und dem Grade ihres Exponenten. So ist z.B. 64 die 6te Potenz

(5] y
=y

die 2te Potenz von 8, die 3te Potenz von 4: ebenso ist 81
die 4te Potenz von 3, oder die 2te Potenz von 9 &e. Allgemain:
a' lies: a zur nten Potenz, oder kurz: a zur nten (oder a hoch »);
7% lies: 7 zur fiinften (oder 7 hoch 5).

von
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Die 2. Potenz einer Grofse nennt man gewohnlich das Qua-

drat, die 3. Potenz den Kubus derselben. Diese Ausdriicke sind

der Geometrie entlehnt, Das Quadrat von « (die 2. Potenz von a)

ist a@ oder a®:; man liest letzteren Ausdruck: ,a Quadrat®. Der

Kubus von a (die 3. Potenz von «) ist aae oder a®, gelesen:
zur 3ten* oder ,o Kubus®. '

177,
Sucht man umgekehrt die Basis einer Potenz aus der Potenz
md ihrem Exponent, so nennt man diese 6. Spezies: Radizieren

oder Wurzelausziehen., Wiire z. B. in 7% = 343 (es ist
7.7.7—2343) die Basis 7 aus 343 und 3 zu suchen, so schreibt

man /343 =7 und nennt 343 die Wurzelbasis, 3 (die Zahl,

welche den Grad der Wurzel angiebt) den Wurzelexponent,

/343 oder die berechnete Zahl 7: Wurzel und liest jenen Aus-

druck /343 : .3te Wurzel aus 343%. Ebenso folgt aus 2¢=64:
¥ g

1,. 64 =2, gelesen; ,bte Wurzel aus 64=2%

Das Zeichen y ist aus dem r des Wortes radiz (Wurzel)
entstanden. Offenbar sind, wie aus der Entstehung folgt, Poten-
zieren und Radizieren entgegengesetzte Operationen und konnen

6
daher auch zur gegenseitigen Probe diemen. So ist y/64 =2, weil i
die Wurzel 2 mit dem Wurzelexponent 6 potenziert die Wurzel- i

1
iebt (2° = 64). Ebenso ist /81 =3 richtig, weil
3-3-3=38l.

178.
Fiir die 2. Wurzel schreibt man nicht 4/, sondern nur /, und

liest dann dieses Zeichen (statt ,2. Wurzel“): ,Quadratwurzel,
oft auch nur Wurzel, wenn damit nur die 2. Wurzel gemeint sein

cann,  Statt /9=23, y25—=25, ya schreibt man daher /9=
V25="5, ya (»Quadratwurzel aus a%),
Die 3. Wurzel wird auch ,Kubikwurzel* genannt. Z.B.

/1000=10, gelesen: ,Kubikwurzel aus 1000 =10

179.
= 1.

Jede Potenz von 1 ist Soist z.B. 13 =1-1-1=1;

14 =1 allgemein: 1"=1. ’

Umgekehrt ist auch jede Wurzel aus 1=1, z B. yl1=1;4

l] =1. Allgemein: ‘1 =
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180.

. * el Ly £

1) Um einen Bruch zu potenzieren, muls man sowohl Zihler

. : 1 1 t ; srhebe

als Nenner, jeden besonders, auf die verlangte Potenz erheben

So ist z. B.:

faNe O 4 2\ =t
(LE)F = s ts demn | =) == -5
\ 3 ;)’_' 0 o 3 ]
roNs 0% Q = 2 ARG,
(== ‘, — — s denn | — | ==+ 5 o
3/ :-;fi A o ) o 3

| )__ 3 . Tt _

s

3 { a’\» an {1 \
Allgemein : | ) — - (—) =

92) Umegekehrt muls auch die Wurzel aus einem Bruche aus

Zihler und Nenner besonders gezogen werden. o ist z. B.:
-V’-i 1-‘\
Va—_—mn" V7= T AL
Ve ‘.fl'
b=4; yis=t; Vi=1
/ /5 a (
Vit=1} & bl

131.

Auf je hohere Potenzen man einen echten Bruch erhebt, je
kleiner werden diese. So ist z. B. (§)* <(3

Umgekehrt aber, je hihere Wwrzeln man aus einem echten
Bruche zieht, je grilser werden diese. So ist z. B.:

F’: l; = " ]r_' > '.i — i .'I]\‘_\I'i 1.’"\

Hingegen ist leicht einzusehen, dals die Potenzen von Zahlen

~ 1, immer ertlser, die hoheren Wurzeln daraus immer kleiner
werden. Ferner: dals, weil jede Wurzel aus 1=1 ist, jede Wurzel
100

aus einer Zahl =1 auch >1 sein muls; z. B. y/2>1; y2>1.

o
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182,

Wenn man einen Bruch, dessen Zihler und Nenner Prim-
: : A 0 : P :
zahlen geceneinander sind, wie 3 oder i auf eine beliebige Po-

tenz erhebt, so ist die Potenz wieder ein Bruch, dessen Zihler und
Nenner ebenfalls Primzahlen gegeneinander sind, und der sich daher
nicht weiter abkiirzen Lifst. (8 319.)

Wie oft man also auch eine gemischte Zahl, wie 21, 32, 13,
i [ et

oder die dafiir gesetzten Briiche —, &ec. mit sich selbst mul-

9" D

tipliziert, nie kann die dadurch entstehende Potenz eine reine, ganze

Zahl geben. Man hat z. B.:
o el WS
; \4/ 16
=g £ 129
91 Y 4195
(o1) = (3) =T~ 1

83.

Wenn also eine Wurzel aus einer ganzen Zahl keine reine,
ganze Zahl ist, so ist sie auch keine gemischte Zahl und mithin
gar nicht vorhanden. So ist z. B. y4=2, 1/9=3 und die Quadrat-
wurzeln aus den zwischen 4 und 9 liegenden Zahlen miilsten also,
wenn sie moglich wiiren, zwischen 2 und 3 fallen, mithin gemischte
Zahlen sein. Nun kann aber nach vorhergehendem Paragraphen
keine gemischte Zahl mit sich selbst multipliziert, eine reine ganze
Zahl, wie 5, 6, 7, 8, geben. Folglich ist auch aus diesen Zahlen
keine vollkommen genau durch ganze Zahlen (z. B. in Form von
echten oder unechten gemeinen Briichen) abgegrenzte Quadratwurzel

moglich. Ferner, da 1‘\'—2 und 1/27=3 ist, so sind auch die
Kubikwurzeln aus den zwischen 8 und 27 fallenden Zahlen un-
moglich, weil sie sonst > 2 und < 3, folglich gemischte Zahlen
gein miilsten, diese aber auf die dritte Potenz erhoben, keine ganze
Zahl \\'ie:tlurgi}.b\-:! konnen. 5

184,

Alle solche nicht durch abgegrenzte Zahlen darstellbare Wur-

3 3 i 1 -
zeln, wie /2, v3 ..., ¥2. ¥3 ..., ¥2, ¥8. .. &c. heilsen daher
irrationale oder inkommensurabele Grifsen, im Gegensatz
der wenigen tiibrigen durch Zahlen darstellbaren Wurzeln, wie

BLB BADISCHE ;‘::
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v1, V4, ¥y Vi, 1,‘* &c.. welche man !':1_tim‘l l'l‘II‘ tl{rmlmgn-
surabele) Grofsen mennt. So ist z. B. y/§} eme rationale Grilfse,
- indem sie mit der Bruch-Einheit }, welche gerade Ymal darin ent-
! halten ist, vollie genau ausgemessen und mithin das Verhiltnifs
(vatio) derselben zur Einheit durch ganze Zahlen villlig genau dar-
' gestellt werden kann. Weil niimlich y/51 =1, so verhiilt sich auch
1 zu /&L, wie 1 zu 4.

185.

Obgleich nun die irrationalen Grofsen, wie 12, v2, 72 &e
cich mit keinem Teil der Einheit, theoretisch genommen, vollig
senau Ausmessen lassen, so kann man doch mit Hilfe der Decimal-
briiche einen so grofsen Teil davon ausmessen, als fiir die Praxis
nur immer erforderlich ist, oder dafs der an der wahren Warzel
noch fehlende Teil fiir die Sinne verschwindet. Multipliziert man
2 B. die um kein zehn Milliontel verschiedenen Grilsen, 2,44949
und 2,44948999--- mit sich selbst, so kommt:

(2.44949)2 = 6,000001 - - -
‘ ] (2.44948099)2 = 5,9999999 - - -
Das erste Quadrat ist um kein Milliontel, das zweite um noch

| viel weniger, von der Zahl 6 verschieden. Und wenn nun auch,
streng genommen, keine Zahl miiglich ist, die mit sich selbst mul-
tipliziert, genau die Zahl 6 giibe, so kann man doch in der Praxis
die Zahl 244049 oder genauer 2,449489--. als die Quadratwurzel
aus 6 betrachten. Selten wird man mehr Decimalen, deren man

/ iibrigens nach § 192 leicht beliebig viele finden kann, nétig haben.
Fs ist also niherungsweise
! I 16 =2,44Y5, oder genauner: 7/6=2,44948Y9--
|

Wie man iibrigens mit Hilfe der Logarithmen diese Decimalen
findet, und iiberhaupt jede beliebige Potenz von einer Grofse bildet,
und umgekehrt, jede Wurzel beliebigen Grades ungemein leicht
daraus ziehen kann, kann erst im 20. Buche gezeigt werden. Hier
miissen wir zuerst das sehr umstindliche Verfahren mitteilen, nach
welchem man aus einer vorgegebenen Zahl die Quadrat- und Kubik-
\\'L_u‘m:! ziehen kkann. Und wenn auch der, der es bis zum 21. Buche
bringt, wegen der dort gezeigten, viel bequemern Methode, von
diesem Verfahren nur in Ermangelung von Logarithmentafeln Ge-
brauch machen wird, so ist es doch erforderlich, sich wenigstens
mit der Ausziehung' der Quadratwurzel bekannt zu machen. Zu-
vor merke man sich deshalb folgende vier Hilfssiitze.

186.

Wenn man eine aus zwei Teilen bestehende Griifse, wovon
der erste allgemein a, der zweite b, und also die zweiteilige Grolse

BADISCHE
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selbst @— & heilsen mag, ins Quadrat a+b
erhebt, so enthiilt das daraus entstehende a4-b

Quadrat, wie nebenstehende Multiplika-

> g s . ;22 1

tion lehrt, drei Teile, niimlich: das & w_?’

Quadrat des ersten Teils, das ab+-b?
doppelte Produktaus dem ersten a?-+2ab-+b2=(a-+b)2

und zweiten Teil und das Qua-
drat des zweiten Teils.

Diese kleine Formel, so wie sie hier in Worten und Zeichen
ausgesprochen ist, mufs man im Gedichtnis behalten, um danach
das Quadrat einer jeden andern zweiteiligen Grolse, ohne es, wie
oben, durch wirkliche Multiplikation zu suchen, gleich aus dem
(tediichtnisse niederschreiben zu kinnen; z. B.

(x4 a)>=2*+42ax+a®; (70 - 6)2 = 4900 4+ 840 -~ 36.

187.

Um eine Zahl, welche auf Nullen endigt, auf eine Potenz zu
erheben, braucht man nur die Einheiten enthaltenden Ziffern auf
die verlangte Potenz zu bringen und derselben die Anzahl Nullen
so viel mal anzuhiingen, als der Exponent Einheiten hat. So ist
z: Bi1

2002 = 640000 : 200% = 8000000 ; 10002 = 1000000.

188.

Das Quadrat einer jeden beliebig vielziffrigen Zahl (Basis) muls
entweder zweimal soviel Ziffern haben, als die Basis, oder zweimal
soviel, weniger eine Ziffer. Das Quadrat einer jeden finfziffrigen
Zahl, z B. won 33592, mufs entweder 2-5=10 Ziffern, oder
2.5— 1=—09 Ziffern haben, denn es fillt zwischen die Quadrate
der beiden kleinsten fiinf- und sechsziffricen Zahlen 10000 und
100000, Nun wird aber das Quadrat der kleinsten fiinfziffrigen
Zahl (100002) mit ein- und zweimal vier Nullen, also mit 9 Ziffern,
und das Quadrat von der kleinsten sechsziffrigen Zahl (100000%)
mit ein- und zweimal 5 Nullen, also mit 11 Ziffern, geschrieben.

Die Quadrate aller einziffrigen Zahlen und umgekehrt die
rationalen Wurzeln aus allen ein- und zweiziffrigen Zahlen liegen
im Einmaleins und kénnen daher als bekannt vorausgesetzt werden.

189.

Wenmn eine vollkommene Quadratzahl, riickwiirts durchlaufen,
in Klassen von je zwei Ziffern geteilt wird (die erste. links stehende
Klasse kann aber auch nur eme Ziffer bekommen), so mulfs die
Quadratwurzel aus dieser Zahl genau so viele Ziffern haben, als
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Klassen vorhanden sind, und die erste Ziffer der Wurzel muls die
grofstmoglichste einziffrige Wurzel aus der ersten Klasse sein. Die
Quadratwurzel aus 80945678 z. B. muls vier Ziffern !151};1:11, und
die erste mufs 8 sein. Denn diese Zahl giebt eingeteilt vier Klassen
and 8 ist die grofstmoglichste Wurzel aus 80:

2110000100 = 2000=

8004/56/78 = (Sayz)? (§ 187)

64000000 =8000*
Die ‘Quadratwurzel aus 80945678 fillt also zwischen 8000
and 9000: indem 8000 zu klein und 9000 zu grofs ist. Um nun
aber auch die foloenden zweite, dritte und vierte hier durch z, ¥, 2
angedenteten Ziffern nach bestimmten Regeln finden zu konnen,
mitssen wir erst das Gesetz aufsuchen, nach welchem sich das
Quadrat von einer gegebenen Basis bildet, und namentlich darauf
achten, wie die erste Ziffer und die zweite, die beiden ersten und
die dritte, die drei ersten und die vierte d&c. dazu beitragen. um
dann riickwiirts aus den bekannten anfiinglichen Ziffern der Basis
die folgzende unbekannte ableiten zu kinnen.

et,

190,

Erhebt man beliebige zwei-, drei-, vierzifirige Basen, z. B.
76, 764, 7643, ins Quadrat, indem man der erilsern Anschauung
wegen die letzte Ziffer von den iibrigen trennt, mithin die Basen
als zweiteilige Grifsen ausdriickt, niimlich:

762 = (704 6)2; 7642=(760-+4)%; 76432 = (7640 4-3)*

Entwickeln wir die Quadrate nach der Formel

(a+b)2=a2 + 2ab -+ h?

o 9

und stellen dann die drei Teile derselben, wie bei No. 1, 2, 3
geordnet, untereinander, so lehrt die Anschauung: dafs, wenn die
Basis zwei Ziffern hat (No. 1), das Quadrat der ersten Ziffer ganz
in der ersten Klasse liegt, das doppelte Produkt aus der ersten
und zweiten Ziffer sich bis in die erste Ziffer der zweiten Klasse
erstreckt und das Quadrat der zweiten Ziffer ganz in der zweiten
Klasse liegt. Ferner, dafs (No. 2) das Quadrat der beiden
ersten Ziffern der Basis in die beiden ersten Klassen filit,
das doppelte Produkt derselben mit der dritten multipliziert, sich
bis in die erste Ziffer der dritten Klasse erstreckt und das Qua-
drat der dritten Ziffer in der dritten Klasse liegt &c. Kurz: dals
die » ersten Klassen einer Zahl kein grifseres Quadrat enthalten
konnen, als das von den » ersten Ziffern der Basis, und mithin
auch umgekehrt, die grofstmoglichste Quadratwurzel aus den n ersten
Klassen gezogen, die n ersten Ziffern der gesuchten Wurzel sind.
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No. 1. f\\'»_ 38 X{J, 3.
& L @ b a b
(70 4+ 6)2 (760 -+ 4)2 (7640 -+ 3)2
a* =49/ 00 a? = 5776 00 a® = 583696 | 00
9ab— 8/40 | 2ab= 60|80 2ab — 458 | 40
b2 = 31] [/ 16 b = 9
762 =57| 76 | 7642 — 58I135| 06 | 76432 =5841/54 | 49

191.

Aus dem vorstehenden Paragraph fliefsen nun folgende Re-
geln fiir die Auszichung der Quadratwurzel:

1) Man teile die Zahl, aus No. 1)
welcher eine Quadratwurzel ge
zogen werden soll, von der Rech-
ten gegen die Linke in Klassen
von je zwei Ziffern; setze als erste
Ziffer (@) der Wurzel, die grilst-
miglichste (emziffrige) Wurzel aus
der ersten Klasse und subtrahiere deren Quadrat. In No. 1 und
No. 2 ist die Wurzel aus der 1. Klasse: 7, daher wird 7 =49

subtrahiert.
a
abb
No. 2) 1/58/36/96 = 764
2) Zu dem bleibenden Reste a?=49::::
setze die erste Ziffer der folgenden 20—14) 93 : ::
Klasse, dividiere hierin mit dem Sq-h=84 5
Doppelten der gefundenen ersten 96 : :
Ziffer der Wurzel (2a), setze den b2 :jg,

Quotienten (b) als zweite Ziffer : skt
X ke i 2a=—152) 609 :
derselben und multipliziere mit ihm 2a 5 ];i :'.'"N :
das Doppelte der ersten und sub- S s U :
trahiere das Produkt (2ab). ; %{}

hE—"10G

3) Zu dem Reste setze die zweite Ziffer der zweiten Klasse
und subtrahiere das Quadrat der zweiten Ziffer der Wurzel (52).
Sind fun noch meéhrere Klassen vorhanden, so braucht man
nur die vorhergehenden Regeln 2. und 3. zu wiederholen, nimlich :
4) Setze zu dem etwa bleibenden Reste die erste Ziffer der
dritten Klasse, dividiere hierin mit dem Doppelten der beiden ge-
fundenen ersten Ziffern der Wurzel (welche man als den bekannt
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gewordenen ersten Teil « derselben ansieht), so ist der Quotient
die dritte Ziffer der Wurzel, mit welcher man wie vorhin mit der
und so weiter bis zur letzten Klasse.
le Ziffer in der Wurzel zu finden, muls man
lten der vorhergehenden dividieren, hier
kann man aber den Quotienten leicht zu grols annehmen, so dals
dessen Quadrat nicht subtrahiert werden kann. Dieser Irrtum
entdeckt sich aber eher, als wenn man den Quotienten zu klein
angenommen hat.

Multipliziert man die gefundene Quadrat-Wurzel mit sich selbst,
als Probe einer fehlerfreien Rechnung, die Zahl, aus

zweiten verfihrt,
Um eine folgent
immer mit dem Doppe

so muls,
welcher sie gezogen worden, wieder kommen.
Anmerkung. Die vorhergehenden Regeln lassen sich auch ohne Hilfe
der Tormel a2 -+ 2ab 4 b2 leicht behalten und ausiiben. Die Operation selbst
kann aber noch verkiirzt werden, so dafs man beinahe nur halb so viele
Zahlen zu schreiben braucht, wenn man, stati der ersten Ziffer einer fol-
genden Klasse, gleich alle beide Ziffern zu dem jedesmaligen Reste setat,
dann bis in die, durch ein Komma bezeichnete erste Zifter dividiert, den
Quotienten gleich mit sich selbst und mit dem Divisor multipliziert und
beide Produkte auf einmal subtrahiert &e., wie folgende Beispiele zeigen.

alb kfirzer:
‘-—)T T{} ="T0 1 |'-"'.-1.‘~: 36 06 = Tij]-
a=49 49
%2a,h—14,6 87,6(87:14=T) 14,6) 93,6(93:14=06)
2ab -+ b2 =287 6 (=146 - 6) 87 6 (=146 - 6)

152.4) 609,6(609:152=4)
609 6(=1524 - 4)

-V’T;iaﬁ 54/49 ="T7643; v/4/03/20/64 =2008
AS 4
14,6) 94,1 (94:14=06) 400,8) 82,06,4

87 6 (=146 - 6) e 33’1"11-5‘4
152,4) 6 55,4 (655:152=4)

609 6(=1524 - 4) y100 = 10
R SEAL o0 ) V400 = 20
4584 9 (=15283 - 3) /10000 =100
192.

~ Um die Regel zu finden, nach welcher man eine irrationale
Wurzel, z.B. 1/6, bis zu beliebig vielen Decimalen genau bestimmen
kann, beachte man erst Folgendes. Es ist’ 6= {{§=150v0 &e.,
also (8 180):
V6=yse—Yeoo__Vioo 249y

b
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Die Wurzel aus 600 ist nimlich 1/6/00=24
in ganzen Zahlen = 24, daher bis auf 4
Zehntel genau: Y6=24... 44 20.0(20:4=4)
17 6 (=44.4)
Ferner:
v 800 " LR .I':JI'.IIIJIJI
] UT‘ 1"""" .,P_.iuu&I = 100 :

Nun ist in ganzen 7 thlen: /60000 =244, daher bis auf Hun-
dertel genau: y6=244=244. ..

Hieraus ergiebt ath nun sogleich, wie man die Wurzel aus
einer unvollkommenen Quadratzahl nitherungsweise bis auf so viele
Decimalstellen als man will, finden kann.

Man ziehe nimlich aus der vorgegebenen Zahl die Wurzel
erst in ganzen Einheiten und setze danach das Decimalzeichen,
hiinge hierauf dem Reste zwei Nullen an und verfahre wie vor-
hin, indem man die beiden Nullen als die folgende Klasse betrachtet,
so findet man die Zehntel: dem jetat b](li]ml(ien Reste abermals zwei
Nullen angehiingt, findet man auch die Hundertel der Wurzel &e.

So findet man z. B. 1283 =16,8226. .
V/2/83 —=16,8226.. Y2=1,41421...
145 1
2,6) 18,3 (18:2=6, 7 zu viel!) 2,4) 100 (10:2=4)
A 1.-3," 6 (=26 - 6) 96 (24 - 4)
i 32,8) 270,0 (270:32=38) 28,1) 40,0 (40:28=1)
2624 (=328-8) 281 (=281 -1)
836,2) 7 60,0 (760:336 =2) 282.4) 11900
6724 (=3362.2) 11 296
3364,2) 87 60,0 (8760:3364—2) 2828.2) 60400
67 28 4 (=33642 - 2) 56564
33644,6) 20 31 60,0 28284,1)" 38360,0
2018676 28284 1
12 92 40,0 10075 90,0
&c. &JC.
193.

Ist aus einer ganzen Zahl mit angehiingtem Decimalbruch die
Quadratwurzel zu ziehen, so zieht man die W urzel erst aus der
ganzen Zahl und hiingt den bleibenden Resten, statt wie vorhin
zwei Nullen, immer zwei der folgenden Decimalen an. So findet
man z. B, y/812,506=17,677...
Ebenso findet man die Wurzel aus einem blofsen Decimal-
bruch, z. B. /0,00465 = 0,068...
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1
2,7) 212
' 189
34.6) 235,0
207 6

352,7) 27 46,0
24 68 9
277 10,0
247429
929 67 10,0
&(.‘.

3534,7)

Es ist niimlich :

1 0.00465 - .-.r'

Zn ve

braucht. So ist z. B.:

Wurzeln aus:

1

BADISCHE
LANDESBIBLIOTHEK

1/3/12,/50 60=17,677...

{00000

multiplizieren, damit die
nnd man nur eine Wurzel,

1/ 76807696 — 8764
Y 1129969 = 1063
3 — 1,732“3 a'n
=29

: 3
10 =38,16227...
25,0400057 = 5,00399 ..

1 0.00/46/50 = 0,06819...
36
12,8) 105,0
102 4
136.1) 2 60,0
"7 13861
1362.9) 123 90,0
- 122661
&e,

L == ),068.

194.

Um aus einem gemeinen Bruche die Quadratwurzel zu ziehen,
ist es am bequemsten, entweder den Bruch in einen Decimalbruch
randeln. oder erst Ziihler und Nenner mit dem Nenner zu
. Wurzel aus dem Nenner rational wird

aus dem Zihler néimlich, zu ziehen

,. Vi =1/ 0,428571 =0,654 ...
vi=yii=1 = =Diboe
; Ebenso ist:
' y 28 541
s '2:;?'].'[;:'_—'1"\ﬁ$:‘ —_ %l : —1,541.
| Zur Ubung im numerischen Rechnen ziche man folgende

— 5.07002 ..
=0TT4697%
=23.71483..
0,86602 ..
Vs = r"i,;'\QEll;“, o

! 0,0004 =(),02

3606..
2842..
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195.

Auszichung der Kubikwurzel. Mit der Ausziehung der Wur-
zeln von hoheren Graden nach der iilteren, eben ;ji‘ﬂ‘l"‘t{’rl Methode,
nehmen die praktischen Schwierigkeiten in ungemein grilserem
Malse zu. Schon die L’\u%xuhung der Kubikwurzel ist so uner-
triiglich miithsam und zeitraubend, dafs jeder, der nicht das grofse
} inmaleins weils und eine aufserordentliche Sicherheit und l"{’lti"-

keit im Rechnen hat, sich gewils mit der blofsen Theorie l)errnuu:n,
\md dafiir mit den beiden nIULu:{ en Kapiteln vertraut machen wird.
§) brigens hat die Theorie iiber die Ausziehung der Kubikwurzeln,
sowie auch die aller htheren Grade, nicht die geringste Schwierig-
keit, indem sie der vorhergehenden iiber die Ausziehung der
Quadratwurzel durchaus ihnlich ist. Man merke sich also zunsichst
folgende Sitze:

196.

Der Kubus einer jeden Zahl (Basis) muls entweder 3mal so-
viel Ziffern haben als die Basis, oder 3mal soviel, weniger eine,
oder 3mal soviel, weniger 2 Ziffern. Der Kubus von einer vier-
ziffrigen Zahl, 4356 z. B. hat entweder 12, 11 oder 10 Ziffern,
denn er muls zwischen die Kuben der beiden niichsten einfachen,
Rangzahlen 1000 und 10000 f'alle_-u_. wovon die eine ebensoviel, die
andere aber eine Ziffer mehr hat, als die gegebene Basis, Nun |
hat aber (§ 187) der Kubus von 1000 gerade 10 und der Kubus e
von 10000 gerade 13 Ziffern.

Der Kubus einer jeden einziffrigen, und umgekehrt, die Kubik-

wurzel aus jeder vollkommenen ein-, zwei- und dreiziffrigen Kubik-

zahl ist mit Hilfe der folgenden lahLllL oder auch leu,ht im Kopfe
zu berechnen, und mithin als bekannt vorauszusetzen.

Wurzelbasis | 1 | 8 | 27 | 64 | 125216348 512|729
Kuhlk\wll‘?el‘ el seprisafe
197,

Wenn man also eine vollkommene Kubikzahl riickwirts in
Klassen von je drei Ziffern teilt (die hochste kann auch nur eine
oder zwei f_‘nth;then.}, so mufs die Kubikwurzel daraus gerade so
: viel Ziffern haben, als Klassen vorhanden sind, und die erste Ziffer
| mufs die moglichst grofste (einziffrige) Kubikwurzel avs der ersten
Klasse sein. Die Kubikwurzel aus 635478928 z. B. mufs 8 Ziffern
haben, und 8 mufs die erste sein; denn die Zahl giebt eingeteilt
Klassen und der Kubus von 8, nimlich 8= 512 ist der miglichst
grifste, welcher sich von der ersten Klasse (635) subtrahieren liifst.
. Lithsens Arithmetik. 10 i
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512|000/000 = 500"

6354781923 — (Bzy)* (& 187)

729000000 = a0

o zwischen 800 und

zu finden, nach
miissen wir erst |

Die Kubikwurzel aus 635478923 muls

900 liezen. Um nun auch die allzemeinen R

| welchen man die folgenden Ziffern x, y bestimn
nach welchem bei der Bildung eines Kubus

das Gesetz entwickeln,
die Ziffern der Wurzeln dazu beitragen.

1498,
Kubus, indem

Frhebt man eine zweiteilige Grilse, a1
lert: so kommt.

man das Quadrat nochmals mit der Basis multi
{ wie nachstehende Multiplikation zeigt:

(a -}—Hxl" a’ +3a%h t [ahz

Diese Formel, welche man 1m Sk
(Gediichtnis behalten muls, um dar- Sl
nach den Kubus einer jeden andern
zweiteiligen Grifse, ohne ihn durch a*+2ab+-b
wirkliche Multiplikation entwickeln a+0
i zu branchen, gleich niederschreiben a® 4 2a2h 4 ab?
l zu konnen, lautet in Worten: der a2b+2abib?
! Kubus einer jeden zweiteiligen Grilse e T
> a” =+ of- ;-;---:unf;-—-—h'

enthiilt folzende vier Teile: den Ku-
| bus des ersten Teils, das dreifache Produkt aus dem N
/ Quadrate des ersten Teils mit dem zweiten multipli-
ziert, das dreifache Produkt aus dem ersten Teil mit
dem Quadrate des zweiten multipliziert und den Ku-
! bus des zweiten Teils. Erheben wir nach dieser Formel
|T1' beliebig vielziffrige Zahlen zum Kubus, indem wir, um den Ein-
fluls der Ziffern aufeinander leichter zu erkennen, die Zahlen erst
in zwei solche Teile zerlegen, dals die Einer den zweiten Teil : !
bilden, und also die vorhergehenden Ziffern, um ihren Rang zu
behalten, auf eine Null endigen, und schreiben dann die vier Teile
' der entwickelten Kuben wie folgt untereinander:
No. 1.

a .
T4 =(T04-4)* =149
LY

000 = a*
800 = 3ab
360 = :_‘;rJHJ =
64 =0>0" ! {
1224

No. 2
: 994 | 000 = g*
T 2 i 142 | 400 =3a*b
- 748% — (7404 8 e s -
748 ((40+3) 142 [ 080 =3ab* |
3 al2=6?
7485 — 4181508992 ‘
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so wird man bei No. 1 folgendes Gesetz erker
ersten Ziffer liegt ganz in der ersten Klasse, das dreifache Produkt
aus dem Quadrate der ersten Ziffer mit der 2ten multipliziert,
erstreckt sich nur bis in die erste Ziffer der 2ten Klasse, das
dreifache Produkt der ersten Ziffer mit dem Quadrate der 2ten mul-
tipliziert, erstreckt sich bis in die 2te Ziffer der n Klasse., und
der E\\{}]ll‘- der 2ten Ziffer liegt ganz in der 2ten Klasse.
rner ist* hiernach und nach § 187 leicht alloemein zu
schlielsen: dals, wenn eine Kubikzahl mehr als zwei Klassen hat,
die erste Klasse (zwei. drei, vier ersten Klassen &e.) keinen grilsern
Kubus enthalten kann, als den von der ersten (zwei. drei, vier
ersten &e.) Ziffer der Wurzel. und dals das dreifache Produkt aus
dem Qu lrh ate der ersten (zwei, drei, vier.. ersten) Ziffer mit der fol-
"uul-" multipliziert, sich bis in die erste Ziffer der 2ten (3ten, 4ten.
Sten) Klasse erstrecken muls &. Umgekehrt kann man also durch
unn.nt{lu-n'f Wiederholung einer und derselben, durch die Formel
a® + 3a*b +3ab® +b° gegebenen Regel. die Kubikwurzel aus
jeder Zahl von noch so vielen Klassen finden.

men: der Kubus der

199,

Regeln fiir die Ausziehung der Kubikwurzel. 1) Man teile
die gegebene Zahl, aus welcher eine Kubikwurzel gezogen werden
soll, von der Rechten gegen die Linke, in Klassen von je drei
Ziffern (die erste kann aber auch zwei oder nur eine enthalten).

2) Setze als erste Ziffer der Kubikwurzel diejenige (einzifferige)
Kubikwurzel . welche aus der ersten Klasse in ganzen Einheiten
moglich ist, und subtrahiere diesen Kubus.

~ 3) Setze zu dem etwaigen Reste die erste Ziffer der 2ten Klasse,
dividiere hierin mit dem dreifachen Quadrate der ersten Ziffer der
Wurzel, setze den Quotienten als 2te Ziffer derselben und sub-
trahiere das mit ihr multiplizierte dreifache Quadrat der ersten Ziffer.
(Den erwiihnten QQuotienten, a als die ge.auu.nlv tulgfnf{!.‘ Ziffer der
Wourzel, kann man leicht zu grofs annehmen, ein Irrtum, der sich
aber weit eher entdeckt, als wenn man den Quotienten zu klein
annimimt, )

4) Zu dem Reste fiige jetzt die 2te Ziffer der 2ten Klasse und
subtrahiere hiervon das dreifache Produkt der ersten Ziffer mit dem
Quadrate der bekannt gewordenen 2ten Ziffer multipliziert.

5) Zu dem jetzt "i‘])l]l-‘}}f:illll Reste fiige die dritte Ziffer der
9ten Klasse und subtrahiere hiervon den Kubus der bekannt ge-
wordenen 2ten Ziffer.

Sind mehr als zwei Klassen vorhanden, so muls man die vor-
hergehenden Regeln 3, 4 und 5 wiederholen, néimlich: zu dem ge-
bliebenen Res ie erste Ziffer der 3ten Klasse setzen, hierin mit
dem dreifachen Quadrate der beiden ersten Ziffern der Wurzel
(welche man als den gefundenen ersten Teil () derselben ansieht)

10*
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dividieren, den Quotienten als die dritte Ziffer der Wurzel setzen,
and damit wie vorhin bei 8, 4, 5 verfahren.

Man sieht leicht, dafs die Arbeit mit jeder neuen Ziffer der
Waurzel immer beschwerlicher wird, indem man jedesmal alle vor- |
hergehenden quadrieren, sowie iiberhaupt immer grofser werdende
Produkte entwickeln mufs. Beispiele:

v 4051224 — T4

ad=T8=2343:::
".;rr'-'_—:-JI'T:T"-"l-iT.‘ G2%0 . |
| Bab=3- -T2 -4=088B::
1
! 342 :
3r!-’l)'-' =) i ’1" —= I\!;';
64
bY = 43 — 64
’\ ab;
- ||| { : 11,1‘: 5081992 = 748
ad =343 :::
a2 =147y 755 :: 2::

3a2b=—=8:72 - 4=088 :: :::

1670 : :::

Bali*=8-7-42— 836: :::
1§ 13348 : ::
i b =48 = i e

322 =3-T742=16428) 132849 ::
3a2b=3-T742 - 8=131424 ::
14259 -

3ab2 =3 - 74 - 82 =14208 :

Als Probe der richtigen Rechnung muls die Wurzel, dreimal

mit sich selbst multipliziert, die Wurzelbasis wiedergeben.

200.

_ Nach J(:I} Vm‘hL‘rgz-hunrfeu Regeln kann man nun auch die
irrationalen Wurzeln bis auf beliebig viele Decimalen finden. Hat
man nimlich erst die ganzen Einheiten der Wurzel gefunden, so
hiinge man der vorgegebenen Zahl beliebig viel Klassen von je drei
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Nullen an, und verfahre wie vorhin, so findet man auch die Zehntel,
Hundertel & (§ 192)

Soll aus einer ganzen Zahl mit angehiingtem Decimalbruch
die Kubikwurzel gezogen werden, so ziehe man sie erst aus der
ganzen Zahl und hantw den Resten, statt wie vorhin jedesmal drei
\ullon_ drei der mluvnden Decimalen an,

Ebenso verfihrt man mit einem blolsen Decimalbruch.

Ist aus einem gemeinen Bruche die Kubikwurzel zu ziehen,
so ist es am h.a:lm'rmtvn ihn erst in einen Decimalbruch zu ver-
wandeln, oder auch die Wurzel aus dem Nenner rational zu machen,
indlem man Zihler und Nenner zuvor mit dem Quadrate des
Nenners multipliziert. So findet man z. E.:

3 3
v {;; 007 =20.806 . . V 2=1,25..
Q

=

8e?=12) 10 (10:12=01) 3a*=3) 10

3a®=1200) 10070 Sa¢*b="0 _
3a2b=9600 40
4700 Jab? = 12
3ab® =3840 280
8600 g il
pi=— 512 3a?=432) 2720
ar oia
3a® —129792) 80880 geip=git
e e : - 5600
3a* —12979200) 80880000 s
&cC. 17000
b= 125
&e.

A
v/ 2,057/600 =1,2

3
v/ 0,007/040=0,19..
1:

1 i
Ja2 =3) ]l_!l." 302 —=3) 60
3ab=06 3!!*!)—"{
45 334
Sab2 =12 3ab? =243
337 910
. s =720
1810
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i 731432701 =401 V3=1,44224 ..

867681 =111 v §=0,90855..

351 = 7.054004 . . v 68 = 1.88207 ..

/100 =4,641588 . . 2 2.

1 0.032768 =0,32
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Sechzehntes Buch.

T 1 r . 3
Von den Potenzen und Wurzeln im allgememen.

=
Rechnung mit denselben.

201.

Wenn aus ciner Potenz eine Wurzel gezogen werden soll, so
pflegt man dies, der Kiirze wegen, auch so anzudeuten: dafs man
den Wurzelexponenten, als Nenner, unter den als Zihler betrachteten
Potenzexponenten setzt. Um z. E. anzudeuten, dafs aus a” die

nte Wurzel gezogen werden soll, schreibt man statt: /@™ oftmals

2

g0: a", statt kitrzer: 8% (lies: 8 zweidrittel Potenz). Hier-

nach /a*=a®. Jede Grofse, die keinen Exponenten hat, kann
man als die erste Potenz derselben betrachten und mit dem Expo-
3 3 1 1

nenten 1 schreiben : @ = a!; daher auch:'y a=vya'=a’; ya=a.
.

Hiernach ist also auch umgekehrt o soviel als y/2™; a"=v/z;

5% =+/5 &e. Der Gebrauch der (von Cartesius eingefiihrten) Bruch-
Exponenten macht das Wurzelzeichen entbehrlich, wodurch die
[Tbersicht und das Rechnen mit Potenzen und Wurzeln ungemein
erleichtert wird.

202.

Einer Potenz mit gebrochenem Exponenten kann man auch
(wohl zu merken) folgende Bedeutung unterlegen : Es soll die Grolze,
an welcher der gebrochene Exponent steht, erst in soviel gleiche
Faktoren zerlegt werden, als sein Nenner Einheiten hat, und dann
ciner dieser gleichen Faktoren so oft gesetzt werden, als sein Ziihler
Einheiten hat. Es ist niimlich einerlei, ob man, um eine Grofse mit
gebrochenem Exponenten zu berechnen, erst die Wurzel zieht, deren
Girad der Nenner angiebt, und diese Wurzel auf die Potenz erhebt,
deren Grad der Zihler angiebt, oder ob man die Grofse erst auf
diese Potenz erhebt, und daraus jene Wurzel zieht.
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Es ist z. B.
a9 3

| Aber auch: "%J—‘fl}“ﬁ] =2%2=/4

]

; Allgemein: a"=v/ (a")=(y @)"

Die Richtigkeit dieses fiir die Potenz-Rechnung wichtigen
Satzes lifst sich durch Hilfe des Folgenden beweisen:
Erhebt man eine Potenz, z. B. a®, wieder zu einer Potenz, z. B.
zur vierten, in Zeichen: (a®)*, so erhiilt man eine Potenz von so
| hohem Grade, als das Produkt aus beiden Exponenten angiebt, denn
werden drei gleiche Faktoren aaa oder a® wiedernm viermal als
Faktor gesetzt, so erhiilt man offenbar ein Produkt von zwdlf
] a'?, Hiernach ist
— (a*)®, allgemein

g]t-}i(\’.}h‘h |“:1i(tr}1‘t_'11 v OCROLEE - (LN - QLA - (LI = { a | 1 —
nun auch leicht einzusehen, dals auch (a?

!

" ar )= (gm", Lo

Um nun einzusehen, dals allgemein : &

§ ”n " W
1" (y a)*=v/ (a™)

denke man sich die Grifse a in n gleiche Faktoren zerlegt, oder

a=—uw" gesetzt. Substituiert man nun w" statt ¢ in (3/a)” und I

" &

| v (a™), so wird : .
- d

(Y a)m = r'l’f ™) = s

I

n n n
und ebenso: V(@) =y (w")"=y (u™)" ="
-

n
folglich ist allgemein: (ya)"=1/(a™)

203.

Wenn man Zihler und Nenner eines Bruchexponenten oder
was dasselbe ist. den Potenz- und Wurzelexponenten mit einerlei
Zahl multipliziert oder dividiert, so bleibt deshalb der Wert der
Potenz ungeiindert. KEs ist z. B.:

647 =647
Y 642 =1/ 644
m '_?_:,'.'
Allgemein: a" =g
" np

fa™ =/ g™mP
¥ ¥
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* Denn wenn die Grifse « in pmal soviel gleiche Faktoren
zerlegt, und einer derselben dafiir wieder pmal so oft gesetat wird,
so muls offenbar dasselbe Resultat kommen. Es ist z. B.:

l]lh-“; = —|1"1 4 - 4)* —'-1-f=f2 - 2)2—=—204%

(Y 64)t=i(/2-2:-2-2.2 -2)+=2¢
Allgemein, indem man wie in § 202 die Grifse a in np Fak-
toren zerlegt und "’ statt a gesetzt denkt:

[.‘.ﬁ ay™ = (y/uwr yn = (P )™ == qm?

] np

( 1,-"(! yHP — {_}__.-'“‘}5_.-.’ JilP — gpymp

. Vermoge dieses Satzes kinnen mehrere Bruchexponenten auf
einerlei Nenner gebracht und dadurch, wie man im folgenden Para-
graphen sehen wird, manche Grifsen - Ausdriicke sehr vereinfacht
werden. *)

204.

Um Potenzen won eimerlei Basis miteinander zu
multiplizieren, braucht man nur ihre Exponenten zu
addieren: das Produkt ist nimlich wieder eine Potenz von der- !
selben Wurzel, deren Exponent jene Summe sein muls, weil es
allein so viele gleiche Faktoren enthiilt, als die miteinander multi-
plizierten Potenzen zusammenj; z. B.:

denn a® + a® —aaaaa - aa=—a"

4 .92 .35 —911 : rh pd p—gdt B+l —= 8. PJHLOJIE =}30

*) Auch kann man vermittelst dieses Satzes mehrere auszuziehende
Wourzeln, ohne ihre wirklichen Grifsen zu kennen, miteinander vergleichen
3 [
und z. E. leicht entscheiden, welche von den drei Grifsen /3, /5, Y24 die
grifste oder kleinste ist. Setzt man niimlich statt der Wurzelzeichen Bruch-
Wt exponenten, und bringt diese auf einerlei Nemnner, so hat man:

Mithin ist von den drei fraglichen Grifsen y'3 die grifste und p/24 die
kleinste.
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Ebenso, wenn die Exponenten Briiche sind; z. B.:

B 1
=

al ¥y =0 L —2 v/

denn die eine Grifse enthiilt die Tte Wurzel aus @ dreimal, die |
andere dieselbe Wurzel zweimal, also zusammen Smal als Faktor: |

i
|
ad . gt =qnl? ' 12 =gl=
S . ’
Beispiele:
g p m o, p P
A g — g1 j-—= .
i v 1 r riad v — % ik ——
l Ll i b
i g —=aqmTTP 9 5 ] » B
) 2f B e i

20588 -3a2b—2-3-ad . a2 0% - b=06a"b* (§ 89, 1)

,I.i‘”.._”-_! ‘]"].J;H"' ab __._”.: I’;:‘}-",i‘ 2‘]
| 325 (2x* == 4r + 3}-’:1;_: R 128 —:I_fi,a-"
Sh4 (adh 4 ab® 4 b4) a®b® 4+ ath® -+ atb®
(a—1)(a®+a®+a+1)=a*—1 (§89,3)
(a—b) (a3 4+ a®b 4+ ab? 4+ b%)=a* —b* |
/ (@ —0b) (a® 4+ ab—4-b2)=a® —b¥ I
m"'—:—F:""J[n”—hzj-_—_:.l" —hh ;;’E’I]_} |
|I |
H |
i 205,

Um Potenzen von einerlei Basis durcheinander
zu dividieren, braucht man nur (weil eine gleiche Anzahl
gemeinschaftlicher Faktoren im Divisor und Dividend sich gegen-
seitig tilgen) den Exponenten des Divisors vom Expo-
nenten des Dividend zu subtrahieren. So ist z. B.:

= e :
el QT L4 NS S L - SR - e
—87T—4=8%; denn g =——" el Bt S s S el
el o 88
[ a’ Y e £ = g : 3
al L ——r L — 7 (9 203.)
. ar 29
| ' |
3 ) 4 an (1/ a)® o : < 2
denn: — _ = (v/a)i=t==(y/g)d =0l
av r.‘.- @) ‘
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Selbst wenn der Exponent des Divisor grifser ist, als der
des Dividend, pflegt man dennoch die Subtraktion zu vollziehen,
und den Quotienten mit negativem Exponenten stehen zu lassen;
%. B.:

[st also ein negativer Exponent durch die Division zweier
Potenzen von gleicher Wurzel entstanden, so will dies weiter nichts
sagen, als dafs der Divisor mehr Faktoren hatte, als der Dividend,
und zwar soviel mehr, als der negative Exponent Einheiten hat.
Eine Grolse mit negativem Exponenten ist daher selbst nicht
negativ, sondern immer gleich der Einheit, dividiert durch die-
selbe Grilse mit positivem Exponenten, nimlich:

Sl Denu ) ¢ s
s 0 ==
xlz =
-
16 == 1 == 1 =43 1 e - =1

itjf' s 16

Da die negativen Exponenten ebenso wie die gebrochenen den
allgemeinen Regeln der Potenzrechnung unterworfen sind, so pflegt
man manchmal, ohne durch die Division dazu veranlalst zu sein,
der blofsen Gleichformigkeit wegen, eine als Nenner stehende Po-
tenz mit umgekehrtem Vorzeichen ihres Exponenten, in den Ziihler

\ Y a’a
zu setzen. So kann man z B. statt —, auch ohne Bruch so

schreiben: a® zty—8,

Sind Dividend und Divisor gleich grols, so ist der Quotient
immer = 1, z, B.:

" ¥t an .
Z. B.: e —— /L R, A \:xu--“:_}.:..
a' ! ph
= Eine Grolse mit 0 als Exponent mufls also immer der Einheit

gleich gesetzt, und nicht mit 0 verwechselt werden; z. B.:
N { @\ 1)
({_I._—_l,'l\ ,_—11 ( B ,l-_l"'
206,

Dals iibrigens die im vorigen und vorvorigen Paragraphen ge-
gebenen Regeln ganz allgemein, mithin auch auf negative (in-
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verse) Exponenten anwendbar sind, und man sich nur streng an
die gegebene Theorie zu halten braucht, ist einzusehen. So ist z. B.:

) = : =
JrrTvrr L, Ll P weil: a”ra 1 =a’ i
Multipl.. i e | o
3. o — 8—2 _ g 5: well:a 30 =——=—=a"";
a a @ 1 3 P H
7 a’ " .
& T —glle weil : —ali—=a"—=all;
1 ’ a * at 1
Divis, .
a4 5 : = e ] | 1 =’ ;
O s ol B well: —=——1:—=—.—=0"
o i "y AL a* ot w* l
Allgemein :
am
am g —h=—gm—"m: — a .
a
mag=—1— gm—1. —gl—"Ns
@ a =q - pe- ( 3 ‘
u="1 g s s 5
= ..-::—,..:.u__”.n.—...‘ — -
E? H n
n—m
m I m " .
an m_ 4 " — - sl =re——g =
—_——g" =g * -
(4] (4}
am mn n
n— T a—— 0 . — m—1m “ N — e
am—r.qh=aq"; e =a"j
a
ah g e g0 e 225 (8r — 493) =627 — Ba%; \
Rl e St 4ad b7 ¢3 i
S e — =2
Qq? Jat $ L 2abt ¢? /

(2a b5 — 3ab=*) (ba~ 2b% 4 ab*)=10ab8 4 2a*h? —15a~ 16~ 1— 3a2.

207.

Um eine Potenz nochmals auf eine Potenz zu er-
heben, braucht man nur den urspriinglichen Expo- |
nenten mit dem neuen zu multiplizieren. Soll z B. & i
auf die dritte Potenz erhoben werden., so deutet man dies durch
(¢*)® an, und man hat dann:

a

(a%)P=—nld: denn (a*)? =at at-at =atti+t=0qd %, |

e

BLB BADISCHE =
=y’ LANDESBIBLIOTHEK Baden-Wiirttemberg



157
o . g TR et | :
(@ *)"=a *; denn (& 3)2=a 5.4 %= T === "}
a® a’ a®
Xeo [ 8 3 D e IS § ; ]
(%) =a®=qa'; denn (a®)? =|(y/a)? | = (Ya)® = a5,
Allgemein :
(gR ) =g 3
D s 2
(2indl (S f
b/ s
La*
208,

Soll umgekehrt aus einer Potenz eine Wurzel
gezogen werden, so braucht man nur den Potenz-
exponenten durch den Wurzelexponenten zu divi-
dieren, und die Division, wenn sie nicht vollzogen
werden kann, blols anzudeuten. Beispiele:

l'.)'—z'.—’ . 'lr_-'r{'l:.“-
3«6 2
yai=a",
/58 =5 1".';'.1 Vat® =ad;
Allgemein :
H -1

" i n

-'y'::"rr' — " ..‘(.-" amtl—eg »
] 0 " m—n
o o o _.-"H?ii-—Ji.—a T
Vo= =—a 7 Y
2n
1 oy e
T"rm"'__' ame Vf&‘g’?—_—f?’=f(”
Ya*t= as: ya t=a 2,
o | (a*)? =a?; at =a®’;
10 b
[10:":':"?—1‘)' _-'.u,‘ IO:U ____1‘}|---_--_.--,r_;rm-mu;
L
(y/2): =2 yake —a; 3.
BLB BADISCHE n
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200,

Um eine aus Faktoren bestehende Grilse auf eine Potenz zu
erheben. braucht man nur jeden Faktor besonders zu potenzieren,
So ist z B.:

(2.3)3=—2%+35 : denn (2-3)?*=2-3-2:3:2:3=2-2-2-3-3-3=2%-3%
Allgemein : (abe)" = a® b ¢
Beispiele:
(a®h®)i=a? bl 2 1-'.’..1"'.— 9 3
| u-:],r IE!"’ =_——
{5 Va R Y (v f..l.j;-r: — ab.
210.

Umgeekehrt wird aus einer, aus Faktoren bestehenden oder
zuvor in Faktoren zerlegten Grifse eine Wurzel gezogen, wenn
man sie aus jedem Faktor besonders zieht. Wenn das 1/ Zeichen
vor einer aus Faktoren bestehenden, mithin einteiligen Grifse
steht, so ist die Klammer iiberfliissig. Statt 3/ («b¢) schreibt man
kurz: yabe; z. B.:

Allgemein : yab=y/a-y/.

Die allgemeine Richtigkeit dieses Satzes folgt unmittelbar aus
dem Vorhergehenden. Eine Grilse, welche auf die nte Potenz er-
hoben, die Grifse ab giebt, ist die nte Wurzel aus ab. Da nun

L] 9

(§ 209) (yayb)*=ab, so ist auch umgekehrt: /ab=y/a /0.

Beispiele:

afbt ab® 3a
V ¢8 T ¢Sz’ 2ht

211.

1) Lifst sich eine Grifse unter dem Wurzelzeichen in zwei
solche Faktoren zerlegen, dafs aus dem einen die Wurzel rational
ist, so kann man aus diesem Faktor die Wurzel wirklich ziehen
und vor dem andern das Wurzelzeichen stehen lassen und davor
die ausgezogene Wurzel als Koefficient setzen, z, B.:

Baden-Wiirttemberg
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Hierdurch kinnen Wurzelgrofsen oftmals bedeutend verein-
facht und zusammengezogen werden,

Waurzelgrilsen heifsen nimlich alle solche mit dem Wurzel-
zeichen behafteten Ausdriicke, aus welchen sich die verlangte Wurzel
nicht wirklich ziehen, sondern nur andeuten lLilst, wozu also eicent-
lich auch Potenzen mit gebrochenen Exponenten und die irra-
tionalen Grilsen zu rechnen sind. Wurzelgrilsen sind =. B.:

Ya; ya; a*=ya’; y45; /27 &e. (8 183.)
Gleichnamig heifsen Wurzelgrifsen, wenn die Grfsen unter
dem Wurzelzeichen und die Wurzelexponenten dieselben sind, die
Koefficienten vor dem Wurzelzeichen mgen so verschieden sein
als sie wollen; =z B.: ¢2, 3y/2, 1y/2 sind gleichnamig; ebenso 3y,

1:"1:_ Hi_li":' 8! ab . ,'1 ab: :i}n'l' 2
namig. Beispiele:

'r'"':”' = ay Fl.r; l;.-rr:"brrﬂ.v !r;;
ath 1pE =/ 1} 1h4 02 — g 2b 2/ -
¥ ¥ Vo3
I‘: z-lf’:ffr 1 S-3 - atab=2a® } :ﬂrr.ﬁ;

2y/18x2y® =2y/9 - 222 - y* - y="0ay* V243
yamT? b — V IF"""H’!FJ:”-ﬁ[!’j.r“"y"r!"""_
2) Umgekehrt kionnen Faktoren aulser dem Wurzelzeichen
unter dasselbe gebracht werden, wenn man sie zuvor auf die Po-
tenz des Wurzelexponenten erhebt; z. B.:

3y2 =32 - 2—18; ayb=1/a2b;
3 3
e }__.fp,.? ”1”’ /@b
FV2=V1 2=V4%;
212

Rechnung mit Wurzelgrifsen. Man merke sich, dals die Ein-
fachheit einer Reduktion nicht von dem Grade der Exponenten,
sondern von der kleinsten Anzahl Glieder und Wurzelzeichen ab-
hiingt. Denn, werden Potenzen und Wurzelgrofsen wirklich in
Zahlen berechnet, so ceschieht dies doch immer vermittelst der
Logarithmen, und da verursacht die Ausziehung einer VVI{I’Z(;I vom
hundertsten Grade nicht mehr Arbeit, als die vom zweiten Grade.
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1) Addition wod Subtraktion. Sind die Wurzelgrofsen un-
oleichnamig, so kann man diese Operationen nur andeuten; sind
sie aber sleichnamig, oder lassen sie sich gleichnamig machen, so
braucht man blols die Koefficienten zu addieren oder subtrahieren.

Jeispiele:

: 0% —5as% - Ba®=3a":

Yot Y6=195+1 i 3
2y/a —8ya=2y/a—3ya; ayh—byh=(a—Db)yh;
2.;r;':_|+;h*_)_ 'T‘..J 17 bt = a —h]:";
I'?'“—ll"“—.ZIB | 3']’__' -r|’ j—l.r y() ls..j]l ‘3}

2) Multiplikation. Man gebe den Wurzelgrolsen einerlei
Waurzelexponent (§ 203), alsdann braucht man nur ein Wurzel-
zeichen, unter welches man simtliche Grolsen als Faktoren zu-
sammenstellen kann; die etwaigen Faktoren aulser den Wurzel-
zeichen mufs man besonders miteinander multiplizieren und ihr Pro-
dukt vor das eine Wurzelzeichen setzen. Beispiele:

'V'.r.l' . II‘J:‘ ab: ]".-r . 1.’; — - L" — b - hi = ! ad !r:; |
1ff . '-‘I/:I‘J = -Il:"fr:‘r: 2] adh - 3-]‘-";;’-?; = 6a :;fr:‘
‘5 = 1:12 =& : ;1' @ - f’\i'h =15 l,l ‘ashe :
2'1‘."r{ . :'_’r‘ =606 ‘.":J;‘}; 'l'-’ YV M ‘,. =1 .
Ve Ii"r;:rl’ H]q } :—_1_]1

1 2. 1,"2 =0 Va(ya+ 1.-"?; )=a-+y ab
rr-‘-h . h]jq — rxhl_.'.rf[;; ( ]r-"u.-—{— 1 B)( Va—y bl=a —Jrl:l (8 91,)
(Ve +vy) (Ve+vy) =Yz +vy) =e+2yzy+y (§ 186).
8) Division. Sind die Wurzelexponenten im Dividend und
Divisor gleich oder gleich gemacht, so braucht man nur ein Wurzel-
zeichen. Beispiele: |

Y s L | o TSRy 21 1 TG
".b ¥ TR 13) =Y AT Va =] - (_\ ]"'"), &)
' O /€ <
Ly At s I 2y3  vy43_ |
]q_'lT.\ _V.‘I_ t] 1'12— 1}. lj
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312 =3Wh=1 vi=13=1;
/45 —+/20 -'.
75 Vs
213.

Die allgemeine Aufgabe, eine beliebig vielteilige Grifse auf
eine Potenz zu erheben und umgekehrt daraus eine Wurzel zu
ziehen, gehort in die Analysis, wo sie mit Hilfe des Newtonschen

: oder sogenannten binomischen Lehrsatzes sehr leicht gelost wird.
Fiir die Elemente ist es hinreichend, die Regeln anzugeben, nach
welchen man die zweite und dritte Potenz bildet. Fiir die Bildung
der zweiten Potenz ergiebt sich folgendermafsen ein sehr leicht zu
erkennendes Gesetz.

Es moge allgemein a4 b+ c+d+-... eine vielteilige Grolse
bedeuten. Entwickeln wir deren Quadrat zuerst durch wirkliche
Multiplikation, indem wir die einzelnen Produkte, wie angegeben,
mtereinander ordnen, so kommt:

1 b ct+d+e+ ...

LA A Faktoren
a+b4ect+d+e+...
a® -ab 4+ac +ad +ae—+...
ab|4+b2 +be + bd +be +...
aelt+bel+c® + ed +ce + ...

ad |4-bd |+ {Jt{l“—"— d® + de +...
ael+be |+ ce|l+ de -+ e + ...

Aus den je zwei und zwei, als gleich bezeichneten Reihen
ergiebt sich nun die anschauliche, leicht zu behaltende Regel, nach
welcher man das Quadrat einer vielteiligen Grofse gleich aus dem
Giediichtnis niederschreiben kann, niimlich: das Quadrat einer
vielteiligen Grifse besteht aus den Quadraten eines
jeden Teils, und dendoppelten Produkten eines jeden
Teils in jeden nachfolgenden Haben einige Teile das
Minus-Zeichen, so mufs man sich erinnern, dals eine gerade Anzahl
Minus-Zeichen in den zusammentretenden Faktoren, plus, eine un-
gerade Anzahl aber minus giebt, und die Quadrate stets positiv
sind, Beispiele:

(a+b+c)?=a*+b*+ ¢2 - 2ab + 2ac + 2be

(a—b—e)2=a®+ b2+ c? —2ab— 2ac -1 2be
Libsens Arithmetik. 11
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( —bh)i= a2 —if-’-furl—!—u"r"__ gi==rs )= = Y= px = 1

I (1~ a)2=nx? + 2ax 4 a~; (a 2a) —dtaw++4a®;
(—1)—22 —22+1;  (Baz+b)* =9a* 2 + Gaba+-b%;
| )
(1—2)2=1— o o (2™ + @) m L Qg - @ = ;
A Ef ] g ] A 9 s .
(-1 2=224z-143 (yr—vy i) sV LY T Y5
] ¥ o 9 1 Q@
| 22— (a—n)?=a? —(0* —Z2ax—--2~) datx a
b2—a?—¢® +-2ac=0% (a®—+ ¢ —2ac)="b> —(a—¢
b —(a—c)i=|b+(a—c)||b (a—c¢)]
=(b—+4-a —e)(b—a -+ ). :_:f'.‘] )

2) Ebenso konnte man auch zur Bildung des Kubus eine

i | allgemeine Regel aufsuchen. Diese ist jedoch viel zu weitlidufig.
l Muls der Kubus einer vielteiligen Grilse entwickelt werden, so
' bilde man nach dem Vorhergel henden erst das Quadrat und mul-
tipliziere dieses nochmals mit der Basis. In den Elementen wird
selten und nie mehr als der Kubus einer zweiteiligen Grilse ver-
lm*ft und hiefiir ist die Formel § 198 angegeben, bei welcher nur

noch die oben gemachte Bemerkung iiber die gerade und ungerade
Anzahl Minus- Ztu!uu zu beachten ist. Be 1~.1m-ll |

(x4 y) =2o —}—i'.;‘—’f,:- Say® >3 |
(a —b)* =a* —3a*b—+ 3ab2 — b ;
4 (am II_JJ-}:; — gim__ G 2m ;J . Dampn __Jin
_ 214, ':
1 Die Regeln fiir die umgekehrte Aufgabe: aus einer vielteiligen I

Grifse die Quadrat- und Kubikwurzel zu ziehen, folgen unmittel-
bar aus den vorhergehenden. KEin Geiibterer wird jedoch keine
Regeln nitie haben, sondern die Wurzel, wenn sie moglich ist,
gleich auf den ersten Blick erkennen. Selten ist es iibrigens mog-
lich, die Wurzeln auszuziehen. Im allgemeinen kann man es
nur andeuten, indem man das Wurzelzeichen vor die in Klammern
geschlossene mehrteilige Grilse setzt, oder sie mit 'thlouitf‘ne!
l*\l)nm nten schreibt, mit welchen man dann geradeso wie mit ein

teili 1gen W um:_.].glu!nl.n oder Potenzen rechnet.

Um z. B. die Quadratwurzel aus der zweiteiligen Grilse a 40

- 1

anzudeuten, schreibt man: 3/ (¢-+0), oder Va0, oder (a+10)°.
Anfiinger pflegen oft y/ (a-+0) mit ya—+/b zu verwechseln.
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Den orofsen Unterschied zeigen folgende Zahlen - Beispi

Y16+ ¢ 9=17; V25— 16=
) (16 4+ 9)=>: V (25 — 16)=3:
16 -1 9=19; V16 +9

Hinsichtlich der Wurzel-Ausziehung merke man noch: da jede
Potenz einer einteiligen Grolse wieder einteiliz ist, das '._l":'.r[i:ii':it
einer zweiteiligen Grifse aber drei Teile hat, worunter zwei voll-
kommene positive Quadrate, und der Kubus einer zweiteiligen
Grifse vier Teile hat, worunter zwei Kuben sind, so folgt, dals
aus keiner zweiteilicen Grifse eine Quadratwurzel moglich ist, und
dafs die Quadratwurzel aus einer dreiteiligen Grofse, wenn sie
iil_n?l'huu}.-l moglich ist, immer zweiteilig sein muls. [iese beiden
Teile findet man dann leicht aus den beiden Gliedern, welche voll-
kommene Quadrate sind; denn die Wurzeln aus beiden gezogen
und durch das Vorzeichen des dritten Gliedes vereinigt, miissen,
ins Quadrat erhoben, dem vorgegebenen vollkommen ‘leich sein,
wo micht. so ist die Wurzel als irrational zu betrachten. Ein
Gleiches gilt von der Kubikwurzel. Beispiele (vergl. § 324):

Va4 Dy —+ .”: = (2 T—y)-=a21UY;

V922 —6ay+y* = (32 —y) 2 =3 —1;
LS
\) 1
I3

Va2 +4dar+ 2 =Va* + dax +-x*

F P T 5 P - et .8 [y g T 1
Vai+ 2oy —y*=ya 22y —Y l Wurzelgrifsen

(&9
Va2 +4b2=ya*+b* J (8 211.)

Va:—b?= V(e + b) (a—Db)

v (a+ b (a—Db)*2 —(a-+b)(a— hy=a—0b?;
V+y=y& +y):2(x+y)=@+Y)Vz+ Ui

oves I } (28 L ;{J_-g\” + '-'};L“H"’ Lyd) =4 e+9)=a+1;

v (a? - 3axrt oar® il e — 1’." (2 S =ug—unx:
Wurzelgrolsen

Wie die Quadratwurzel aus vielgliedrigen Ausdriicken analog
dem in § 191 gelehrten Verfahren gefunden werden kann, zeigt §324
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Folgende Reduktionen und Form -Veriinderungen verdienen
noch beachtet zu werden:

1) Wenn der Nenner eines Bruchs eine einteilige Wurzel- 4l
gréfse ist, so kann man denselben rational machen, indem man |
Zihler und Nenner mit einer solchen gebrochenen Potenz des I
Nenners multipliziert, wodurch das Wurzelzeichen im Nenner weg-
fallt; z. B.:

‘ # y 5] 2 * ' I.\& 3 6
Yo ;-1_-;_,_ Vo |’J 12779
Q" /9.~ ) z Y e
V2 y2-y2 -
U A &l @b S g
'.__ 3 ==}ty B 1 J_I;th L]
Vb b3 b5
) ) /D a (7] al :
- il s ) 1 b il 3
— =23 =ya; 3 — 1_r{ __?a‘
9 )./ j
Ve yeave ye ya ab
Ya -+ Ya+z:Ye—2 V(e +=)(a—x) Va:—z?
Y _ Va—a -y .”__ T a — O i

9) Ist der Nenner eine zweiteilige Wurzelgrifse, aber nur vom
9ten Grade. so muls man das Vorzeichen von einem Gliede ent-
gegengesetzt nehmen. (§ 91.) Beispiele:

ya + Y (Ya—+vz) (Ya-+ yb) (Ye+vz) (3 ‘@ -lf-'hj

va—vy B ( Ya—y ) ( V"r! — v"f’; T a—>b | !

I il x 11." T —VY) et x| ].',f' =7 ‘f_“ £ ek
VE+YU (Ve +vy) (Ye—vy) z—y ! |
5 | z(a—yx) Tl — ) ‘
at+vyao  (a+yx)(a—yz) a®—z

3) Wurzelgrifsen kann man immer auf einerlei Nenner brin- |

genj z. B.: ‘ ;
4 ax (& + vax) Var — ax ay/ax u
Yaz— — e ¥ ‘. — ) e ;
a—+yax - yax a-yaz’ -

] xs 1 ) S

—— - = ==(1—2%) °*

(1 —a%)2 (1—a2)2 (1—az2)*
1
4) Verschiedene Reduktionen:

} f';,‘”tu"'—.z"‘}__:';_@”.-"{r:—i—.u (a—uzx)

: =3%Va—u;
Yva—4+x YVa+
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,r:—|—yl/:- —y__ l (a —I;.rli.:'—g—f;_;:' > l/ +y
/ T = - 3

x—y ot _U_ "?I_-;’H:("l""-‘.’f’l Ty
(@ —+ )"
(a4 2)" (@42 = (a4-g)m+n; = )i = e el
\a-1—x)'
v Ll m
11 a-+x l:.- "= (a _'i_ ) : ."J:‘: a- 2 = (a4-z)":

m f T
lr!».'}'ll 1 ~i= — ™ _+_ om . M — g —=—gm| 1 — ) k
\ am i ')

3
£
.

i

“Zi /
(Ya+yb) (Ya— yb)=a—10; folglich ist auch:

a—b : a—2Db :
=vya+b; =ya—yb;

.'r."” _— -V'L yva -+ "h
o +-2r—8 atf-Zpfl—4 | (esbl) =4

2?52 +6 of+4det+d4a2+2° (24 2)°

CER1EEEISY 22

@e+2@z+2+1) 242

+ 42

216.

Bei der Berechnung der Potenzen und Wurzeln hat man endlich
noch auf die Vorzeichen derselben zu achten. Die Siitze dariiber,
welche wir absichtlich bis zu Ende dieses Kapitels verschoben
haben, sind folgende fiinf:

1) Von einer positiven Grifse ist jede Potenz wieder positiv,
(—i— a)t=— -1 a".

2) Von einer negativen Grifse aber ist jede gerade Potenz
positiv, jede ungerade negativ; denn eine gerade Anzahl Faktoren
mit dem Minus-Zeichen geben plus, eine ungerade Anzahl aber

minus; z. B.: ;

(—3): =9, denn (=3)!=—3:—3=9;
(' _;S}TSZ_?,-—3--—-—3:'.‘-—:.;:—24;

(—B)he=—8.—B 10

3—9-9=281,

Bedeutet # eine beliebige ganze Zahl, so ist 2n immer eine gerad
und 2n -+ 1 eine ungerade Zahl und daher allgemein:

(— @)= a?: (—a)ntl=—— a1

~71-1 BADISCHE
BLB LANDESBIBLIOTHEK

Baden-Wiirttemberg



Y g (— N4 =106 (—4)° =353

(— gV = { —l ——ll: (—4)% =18;
! )
(! Man muls also a2 wohl von (— a)? =a? unterscheiden,
— a? lies: minus a :lu;ui\mt; (—a)? lies: minus @ 1n8§ quadrat_

Ebenso 1a® lies: ein halb a quadrat; aber (}a)® lies ein halb a

ins quadrat, = ja*.

3) Umgekehrt folgt, dafs jede ungerade Wurzel aus einer
) positiven Girifse nicht anders als positiv, aus einer negativen Grilse

aber nur negativ sein kann; z. B.: y/(48)=+2; y(—08)=—2;
/—97—_9 denn nur (4-2)® giebt wieder 4 8, und nur (—2)*

kann wieder —8 geben &e.

Allgemein :
e
J

4 &
4) Jede gerade Wurzel aus einer positiven Zahl kann
hiernach sowohl negativ als positiv sein, indem sowohl von emer

1
(+ @)=—

negativen als positiven Grofse jede gerade Potenz positiv ist. Da
z. B. (-8)2=(—3)2 =9, so ist umgekehrt y9=+43, lies: plus \
4
| oder minus 3. Ebensoy/4=--2;5 3y t=+2; Y16=14; Y&l = |

denn (4 3)t=(—3)* =4 81.

Allgemein :
an in ‘

}. (=t—)=—="T '|rr'r.l'_

Anmerkung. In den vorher
Beigpielen ist der Einfachheit weg

ehenden und den meisten nachfolgenden
gen nur ein und zwar das obere Vorzeichen |
gegetzt. In der Praxis darf man aber nie vergessen, vor jede ausgezogene
gerade Wurzel, so lange man noch nicht w welches Vorzeichen ihr
zukommt, immer das doppelte Vorzeichen zn setzen. Andere vorliegende

| Umstiinde miizssen dann « entscheiden, ob das obere oder untere Zeichen,

der Natur der Sache gemiils, vorzugsweise gilt, oder ob es gleich y
in welchem Sinne eine Wurzel mit doppeltem Vorzeichen genommen wird.
Stellt sich z. E. im Laufe der Rechnung das Wurzelzeichen mit geradem
]"‘.xpr}lu'uﬂ'u vor f"|=.| ausg — z'llt.‘fill\(li'lll' |'i".|l ]I"]l-" ('l'i!tll'. lJUII‘]IZ‘ 20
darf nur, eben w es weils, das untere Zeichen gemommen werden,
und umgekehrt; z. 1

} .,.-._.r.__.',”-_-zlr.:___,,]:__ =

*5) Endlich kommt noch der Fall vor, dafs sich das Wurzel-
zeichen mit geradem Exponenten vor eine negative Zahlt stellt,

BADISCHE =
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% B.: V—43 3 (i) a; oder, da jede gerade Wurzel das
doppelte Vorzeichen haben mufs, +y/ —4; '—a &. Da nun
aber keine Zahl, sie mdge -+ oder — zum Vorzeichen haben,

auf eine gerade Potenz erhoben, eine negative Zahl geben kann,
so folet sogleich, dals aus einer negativen Zahl eine gerade Wurzel
nicht wirklich gezogen, sondern nur angedeutet werden kann; z. B.:

YV —4d=1—4; Yy —0o= -/ —5; Y/ —a=1—a; denn es ist keine
positive oder negative Zahl denkbar, welche auf die 2te, 4te oder
6te Potenz &ec. erhoben, —4, — 9, —5 &e. geben konnte. Solche
Grifsen-Aunsdriicke, wie / —a, 3 a?, nennt man imaginaire,
(richtizer laterale) Grofsen. (S. § 325 und 326).
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Siehzehntes Buch.

Von der Auflésung der quadratischen Gleichungen.

21%.
7 A _ ; ' )
}‘u‘klii rung. Wenn in einer von Klammern und Nenner
| befreiten Gleichung die daraus zu bestimmende unbekannte Grifse

nur in der ersten Potenz vorkommt, so heilst die Gleichung eine
einfache, oder vom ersten Grade; wenn die unbekannte Grifse
aber in einer hiheren Potenz darin vorkommt, eine hithere alge-
braische Gleichung, deren Grad der hichste Exponent der unbe-
kannten Grifse bestimmt. Ferner heilst eine hohere Gleichung
rein oder verwickelt, je nachdem die unbekannte Grilse nur |
in einerlei oder verschiedenen Potenzen darin enthalten ist. So
sind z. B.:

Zn—=06 | Gleichungen ersten Grades oder ein- I
3 — 7= 14—z | fache Gleichungen.
7t — 0 | reine Gleichungen zweiten Grades oder
22% +-16=$%2® | reine quadratische Gleichungen,
verwickelte oder gemischte qua-
- 16 dratische Gleichungen, weil in diesen

=

22 Dp— i : \

q‘r S Bar Gleichungen die unbekannte Grifse aulser
O — 30 = A . A . .
4 in ihrer zweiten auch noch in der ersten
Potenz darin vorkommt.
i 3 = 27 | reine Gleichungen vom dritten Grade
2’ - W — Tod—_— 233 | oder reine kubische Gleichungen.
Allgemein: " =a |

az™ 4 ban — c—dan | reine Gleichungen vom mten Grade.

| 2 g —1—gp | Verwickelte oder gemischte Glei-

' 7 | chung vom aten Grade.

Die allgemeine Theorie der hiheren Gleichungen gehort in die
Au:'!.]_\,'sm. In den Elementen kommen blofs reine Gleichungen und
aulserdem noch die gemischten quadratischen Gleichungen vor.

218. |
Die Auflisung der reinen quadratischen Gleichungen hat keine
Schwierigkeit, indem man sehr leicht das Quadrat der unbekannten
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Grifse (2?) von Nenner und Koefficienten befreien und mit dem
Vorzeichen -+ auf eine Seite allein schaffen kann und dann nur
auf beiden Seiten die Quadratwurzel auszuziehen braucht. Hat
man niimlich die reine quadratische Gleichung erst auf die allge-
meine Form

¥ = q

reduziert, wo » die unbekannte und g die bekannten oder gegebenen
Grifsen bedeutet, so folgt, wenn man auf beiden Seiten die Wurzel
auszieht :
Vet =y
oder: z=— +1'.-"rj. (% 216, 4.)

Ein Wert, welcher, statt der gesuchten Grifse substituiert, der
Gleichung Geniige leistet, heifst Auflésung oder Wurzel der
Gleichung (§ 100), Die reine quadratisc?m Gleichung hat also
immer zwei gleiche, aber entgegengesetzte Wurzeln, nimlich
g=-+yq und v =—1v/4¢.

1. Aufgabe. Welchen Wert (Werte) hat 2 in folgender
Gleichung :
2x2 — 3=109.

ap

Aufidsung. Man hat gleich: 22°=
o =J6

2=7)/36==>6.
Sowohl ;-6 als —6 leistet, statt x gesetzt, obiger Gleichung Geniige.

2. Aufgabe. Aus folgender Gleichung 2 zu finden:

x2 s 222 . oxp? -
4 + 7 — B =153

Auflésung. Alle Glieder, welche x* enthalten, diesseits, die bekannten
Glieder jenseits gebracht, kommt:

at 2 Sa? :
— — —— =—160.
4 3 6

Mit dem allgemeinen Nenner 12 multipliziert, kommt:

32? — Sx* — 102! = — 12.160.
Die Koefficienten von x? in eine Zahl zusammengezogen:
— 1527 = — 12.160
2.16
1Y = 1'--! B == 128
5 15
gt mithin &=+ /128
i3 also: @=11,318... oder anch: &= —11,313.

3. Aufgabe. Den Wert von = durch die Grolsen a, b, ¢, I,
m, n auszudriicken. Den Zusammenhang aller Grofsen stellt fol-
gende Gleichung dar:

~11-1 BADISCHE
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Aufldsung. Das Unbekannte vom Bekannten getrennt, kommt:

P . G d et el 7

14 ¥ ¥ il m

Jetzt die Gleichung mit mn multipliziert &e.:

(ah — ch
ame=—bma? 4 2enp® =mn
ab h
(o — B - 26m Ja = it
! : miit (ab — ch)
daim b+ Zen)
b4 mn(ab—
iglicn: X i ; -
V clam— b -+ 2en)

4. Aufgabe. Eine Zahl von der Beschaffenheit zu finden,
dafs, wenn man die um 4 vergrilserte Zahl durch 3 dividiert,
dasselbe kommt, als wenn man 3 durch die um 4 verminderte
Zahl dividiert.

Auflosung. Heilst @ die fragliche Zahl, so soll laut Bedingung der
Aufgabe folgende Gleichung stattfinden:

g |- 4 }
I  a—A4 |
| multipliziert mit dem allgemeinen Nenner 3 (x—4), kommt:
| :
(244 (x—4)=9
1

16=1Y

219.

Auf gleiche Weise, wie die reine quadratische, wird auch jede
andere reine Gleichung vom beliebigen nten Grade gelost, indem
man erst die nte Potenz der unbekannten Grofse auf eine Seite
allein bringt, und dann nur auf beiden Seiten die nte Wurzel zieht,
welches, wie wir § 234 zeigen werden, mit Hilfe der Logarithmen
ungemein leicht bewerkstelligt werden kann. Wenn nun auch,
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streng genommen, eine reine Gleichung vom nten Grade immer »
Wurzeln hat, und mithin »# verschiedene Werte, statt der unbe-
stimmten Grofse substituiert, derselben Geniige leisten miissen,*)
so giebt man doch in der Elementar- Arithmetik gewthnlich nur
die reellen Wurzeln an; die iibrigen Wurzeln der reinen Gleichungen,
welche imaginiire (komplexe) Grofsen sind, kinnen nur durch
héhere Mathematik gefunden werden. So
folgender Gleichung:

findet man z. B. aus

136 "
AR S
leicht den reellen Wert von x. Es ist nimlich:
e A 136
Sy B vl
oV =
1%z° 136
35 8
88608
L LT 2T
{8
== \ :_)";‘ .’l
2
S8
Aus: 2°°430z%°=10
; 10
Tt'll{j_‘t". g — =
= 3]
% (10 143
.'—_'.31 &e. (§ 284.)
220.

Gemischte quadratische Gleichungen. Die Auflosung dieser
Art Gleichungen, welche zuerst ein Araber ‘1I\Iohzyuc:(i—l%g]}—}\fusu)
gefunden haben soll, beruht auf emnem kleinen Kunstgriif. Man
kann und mufs ndmlich (indem man alle Glieder, welche das

Quadrat der unbekannten Grolse und ebenso alle Glieder, welche

dod — 2+ 16:=12 =z B. hat die vier Wurzeln
3__ & hat drei Wurzeln, niimlich: 2, —1+4)/—4,
s—4 hat vier Wurzeln, niimlich: /2, —y2,

1,2, —2, 3. Di
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die erste Potenz derselben enthalten, jedes in ein Glied zusammen-

zieht) die gemischten quadratischen Gleichungen immer erst so P
ordnen, dafs sie nur drei Glieder lmbt:n,' und zwar 80, El’u]_:s das Vi
Quadrat der unbekannten Grilse, ohne Nenner und Koefficienten :
und mit dem Vorzeichen -+, voransteht, darauf die unbekannte Grisfse
in der ersten Potenz mit ihrem Koefficienten folgt, und auf der
andern Seite blofs die bekannten oder gegebenen Grifsen stehen,
durch welche z bestimmt werden soll, so dals also die Gleichung
immer folgende Form erhiilt:

P+ pr=q
wo p und ¢ bekannte Grifsen bedeuten, die den Umstiinden nach
positiv oder negativ, ganze oder gebrochene Zahlen sein konnen,
Um z. B. die Gleichung:

{]},
= =272 4 10—3x

104 + &

1]

auf die angegebene Form zu bringen, setzt man zuerst:

S0t ., 2@
i Pl ,—:_%——"».;r— 1
Die Gleichung mit 12 multipliziert:
Or® — 242 4+ 8+ 36r=—1 - 12

152* + 440 ——3

1522 —44x=3

e o 5

s | T

Ebenso Lilst sich die Gleichung:

e ~+d

T m [ n

cr l'"f.l:'" ha ax?

leicht ordnen. Es folgt aus ihr:
ae? bz} ocxr  hax
— - + —d—e
n m 1/ e

maca® —nber® 4+ mede — mnha = mne (d—e¢)

(mac—nbe) 22 4+ m(e? —nh)e=mnc(d —¢)

" m(e2 — uh) mne(d—¢)
/i - . L
¢(ma— ub) ¢ (ma— nb) |
|
221.

Nachdem man nun, um eine gemischte quadratische Gleichung |
anfzulosen, dieselbe erst, wie im vorigen Parugraph:-n gczeigt. auf
die dazu nitige Form :
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B2 pame g i Sy

gebracht hat, betrachte man jetzt die beiden links stehenden Glie-

9 | g 0 a .
der 2° +p.w(=a? -2 - ipz) als das Bruchstick eines Quadrats
und addiere den zur ¥ olTstiimllgI;(‘it fehlenden dritten Teil [welcher
nach § 213 offenbar stets das Quadrat vom halben Koefficienten
A e iy g e 1)
oW, =fl sein mulfs] auf beiden Seiten der
Gleichung (1), so wird dadurch die gesuchte unbekannte Grofse
nicht geiindert.

Aus der Gleichung (1) folgt:

von z, niimlich

Auf der linken Seite steht nun ein vollkommenes Quadrat, *)

. . - .y 0 1] . > rre
aus welchem sich die zweiteilige Wurzel @ {) zichen lilst. Zieht

man also jetzt auf beiden Seiten die Wurzel (welche Operation, so
lange p und ¢ nicht in bestimmten Zahlen gegeben, auf der rechten
Seite blofs angedeutet werden kann [vergl. § 214]), so erhilt man
eine Gleichung ersten Grades. Aus (2) folgt ndmlich:

(§ 216, 4. Anmk.)

hieraus: 2= —

*) Dafs durch die erwiihnte Zulage auf beiden Seiten, die linke Seite
immer ein vollkommenes Quadrat werden mufls, kinnen Anfiinger sich auf
folgende Weise klar machen: da das entwickelte Quadrat einer zweiteiligen
Gridfzse, wovon der erste Teil x heifst, aus dem Quadrate des ersten Teils,
dem doppelten Produkte des ersten und zweiten Teils, und dem Quadrate

des zweiten Teils besteht, z. B. (x+a)? =x* +2ax+a?, so ist klar, dals
der Koefficient von 2 immer das Doppelte vom zweiten Teil der Wurzel

ist. Betrachtet man also die Grofse: z?--2aax als die beiden ersten be-
kannten Teile eines vollstindig zu machenden Quadrats, so muls offenbar
der hinzukommende Teil das Quadrat vom halben Koefficienten von z,
PR

némlich : {3;) =a® sein.

1 9 85 zu einem vollstindigen Quadrate zu machen,
9 zulegen, alsdann hat man z?+ 6z 9=(x13)°.

_ 2.8z zu einem Quadrate zu machen, muls man

mufs man (

Um

(— §)? =(—3)* =9 hinzulegen (die Zulage ist niimlich immer positiv, weil
sie ein Quadrat ist), dann ist x* — 6+ 9 =(x - 3)°

s0(4p)? hinzukommen. Zu r2-3x(=x42.32)

by o o

- 2.1pa mu
' » . f1hn o ; : ab s
2.1x)muls (})? ; z2u z° e a(=x2—2. 20;},} muls

3 zu @ —p(=ax*-

(ab\* . . :
‘2’) hinzukommen &e.
=
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oder auch. indem man die Grilse unter dem Wurzelzeichen auf
gleiche Benennung bringt und aus dem Nenner die Wurzel zieht:

y T 12 - 4y — T Vp® 4+ 4
| e — !-J ,/‘{ / |u|_|-1‘ = £ l’ L 1
: 2 4 2
' 222.
1. Aufgabe. Welche Werte von 2 leisten folgender Gleichung ‘
Geniige?
B2 =830 —40. . .. o004 (1)

Auflosung. Diese Gleichung erst geordnet (§ 220), fiihet auf:

{ 5pt — J0p=—40
a b= —o0.
t?— 6 } 9—5

oder & Bar -8 Louiliiundwan canics )

Auf beiden Seiten die Wurzel gezogen:
p—3=F1.ciiciverrnrransaas

3—1=2,

Die beiden zesuchten Werte von a: sind also: @=3--1=4 und 2=
welche beide, statt 2 gesetzt, der gegebenen Gleichung (1) Geniige leisten,
Dafs dies notwendig sei, fc darans, dals man eine Kette von Schliissen |
auch ricky s durchlaufen kann, und wieder auf die V oraussetzungen |
treffen mufs, von welchen man ausging. Quadriert man beide Seiten der |
Gleichung (4), so folgt die Gleichung (3) &e., man mige dabei das obere |
oder untere Zeichen von + zu Grunde legen. |
Es wiirde ganz auf dasselbe fiihren und folglich tiberflilssig sein, wenn
man such die Wurzel aus der linken Seite der Gleichung (3) mit dem dop-
/ g‘-'!tf.‘ll Vorzeichen schreiben wollte. Denn nimmt man von +(z—3)=1

das untere Zeichen linker Hand, so folgt aus (x—8)=+1 wiederum

¥=8+1.

. 293,
1 \’. 2. Aufgabe. Die Werte von 2 aus folgender Gleichung zu .
g finden:
L'l 21 : 3;?'3
! +10 + —- =2 +10—8z. .. (1)
. 3 7 )

Aufldsung. Diese Gleichung gehiirig geordnet (§ 220), kommt:

5.
1 SR 44 : 3 :
o 15 i i {5 St Sl (2]
99\ 4
Auf beiden Seiten (;:;:I addiert: |
, M (32 22° 38
| M l’lv'.r] ST BT e SRR 2 |

Auf beiden Seiten die Wurzel gezogen, kommt:
[Ty Qe o
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Um rechter Hand die Wurzel wirklich auszuziehen, muls die zweiteilige
Grifse unter dem / Zeichen erst in eine einteilige verwandelt, folglich erst
gleichnamig gemacht werden. (§214.) Da nun:

22 3 o 529 5
152" 15 = 1521 = 5% 50 18f:
92
15
o
23
o003 1

““ =3 und der andere = ==

Der eine Wert von 2 ist also: = is —15

224,

3. Aufgabe. Folgende Gleichung auf # zu reduzieren:

acrx—bex—ab—ec 2z . ... (1)

Auflésung. Diese Gleichung geordnet, giebt:

ctgttela—bler=ab
e -b ; _uh (1)
e ek
- oa=—b 1 ['xr—-h)-' (— b)
X t — === —_ —
e . 2p 4c?
a—b , (a—Db)+4ad
e = -y i

List man die Klammer unter dem Wurzelzeichen, so ist:
(a —b)* +4ab=a? +2ab4-b* =(a+0)?

: + —at(a+t
und folglich: 2 =— a—b L -'-_-E’-_—.b NG

2e 2¢
- : - ! 3 2 = b
Nimmt man das obere Zeichen, so ist der eine Wert von 2= i das
r a - .
untere Zeichen bestimmt den andern Wert von a= = und beiderlei Werte

miissen. als Probe einer fehlerfreien Rechnung, statt @ gesetzt, der Gleichung
(1) Geniige leisten
225.
4. Aufgabe. Ein Vermigen von 16090 «% soll unter eine

o verteilt werden. Wiren zwei

gewisse Anzahl Erben gleichmiifz
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Erben weniger, so wiirde jeder 4000 .4 mehr erhalten; wieviel
Erben sind da?

: 16000 ..

Auflésung. Man setze = Erben, so bekommt jeder = Wiiren nun

16000

zwei Erben weniger, so wiirde jeder erhalten, und da dies um 4000
ger, ] =

grifser sein soll, so hat man:
16000 16000

- = 4000
r—2 x
Die Gleichung durch 4000 dividiert:
4 4
P L L

Mit & (x— 2) multipliziert:

dp = 4a %
I =2
I 2x41="10
g—1=+y9
r=1+4+3
=4

Kime es nur daranf an, einen Wert zu finden, welcher der r.i_rigt_‘“
Gleichung Geniige leistet, so hiitte man auch = —8 =—2 nehmen
kénnen. Da aber hier nach einer Anzahl Personen gefragt wird, und nega-
tive Personen nicht stattfinden konnen, weil es keine positive giebt, so
sicht man den Grund, weshalb hier vorzugsweise das obere Zeichen ge-

nommen werden mufste. (Vergl. § 144, Anmerkung 2.)

226.
5. Aufgabe. Eme Dame wurde um ihr Alter befragt und
sie antwortete: das H3fache meiner Jahre iibertrifft die Zahl 696
um geradesoviel, als das Quadrat meiner Jahre betrigt. Wie alt
war die Dame?

Auflésung. Man setzte @ Jahre, so mufs laut Bedingung folgende
Gleichung stattfinden: ¥

58x = 696 4 x*
2? — 590 =—— 698
: ca. 1 D332 53% P
&< — 00l 1 Z-, = 4 ba6
53 __ V58T —696.4_ +y25

2
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Hier muls aus Hiflichkeit das untere Zeichen genommen werden, *)

227
8. Aufgabe. Eine Linie von ¢=10 cm Linge in zwei solche
Teile zu teilen. dals sich der kleinere Teil zum grifsern verhiilt,
wie der grifsere zur ganzen Liinge.
Auflésung. Sei x der kleinste, mithin a—x der grifste, so mufs, weil
T — 1 " . L .
—— denselben Quotienten geben soll, wie , folgende Gleichung statt-
I i & =

finden: a—ax a

) Wil = — a
aa da?
25

folglich:

: 3T 10 3
n-ri--.'.'..-r[ gl i__-;r[

lich, der Annahme gemiifs, = 03¢

Teil

82..em

82q, und der gril
-10 gegeben ist, x=

Mithin ist der kleinste
a—x=a— 0,382 =10,618a, oder, weil hier a-
md a — x2=6,18... em.

Hier mufste offenbar deshalb das untere Zeichen genommen werden,
weil das obere Zeichen den gesuchten kleinen Teil 2 grifser als die ganze
Linie, und mithin den g m Teil a— x negativ ;_ft.umahf hiitte, welches
beides ungereimt wiir Kiime es aber blofs darauf an, Werte fiir = 2
finden, welche der Gleichung Geniige leisten, oder wiirde die Frage
stellt: die Zahl @ = 10 in zwei Teile zu teilen, welche die erwiihnte Eige
imtt haben, so L,nm man gleichgiilt ; obere oder untere Zeichen ne Imwn
nz sind hier beide Werte von &z irrational und deshalb nur niherungs-

anzugeben.

7. Aufgabe. Welche Werte leisten, statt z substituiert, fol-
gender Gleichung Geniige:

Anfiinger plegen sich dariiber zu w undern ,
zwei Antworten giebt und dies fiir eine Uny rollkommenheit der Au.i.l\ sis zu
halten. Es ist offenbar gerade eine ihrer Vollkommenheiten (und ein grofser

Vorzug vor dafs ihre Resultate ganz allgemein sind, und
dafls sie alle m %ille und Antworten durch einen einzigen Ausdruck
angiebt. ¥

o 12
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8. Aufgabe. Aus folgender Gleichung die durch @, b, ¢ be-
stimmten Werte von # zu finden:

F b bx? ax= :
—ar— = — —bx
a It} b
Aufldsung. Es ist:
1 bax e
(LN N — “i'l'_rl\'f' —
b il i
Multipliziert mit ab:

| a? o? b2 w? — abay 4 abty = abec — b
J (a® —b2)a® abla—bae=be(a—b)
|

ali(a— ) bel(a )

e e e G el T T
” h heo
W L SOV (§91.)
a0 a0 -
ab | ali ‘ a?h® 1 be
et b T 3@ b Ta+bF T a+b
ab Vath? 4 4be (a - D)
¥ ‘,fla(—-:-l"u- 2(a40)
ab+Va*h? 4-4be(a - b)
T f;.r_i_ff:|

230,

Kommt in einer Gleichung die unbekannte Grolse mit einem
gebrochenen Exponenten oder mit dem Wurzelzeichen behaftet vor,
so heilst die Gleichung irrational. Eine irrationale Gleichung lLilst
sich aber manchmal rational machen, wenn man die Wurzelgrifse

i *) Substituiert man die fir # gefundenen Ausdriické in (1), so erhilt

| man als Probe der richtizen Rechnung: (1-+y—4)* =2(1+y—4)—5; denn
lost man die Klammern, so kommt:

1+2)/(—4)—4=212y(—4—5

—8+2)y—d4=—3+2y—4. (Siehe § 325.)
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erst auf eine Seite allein schafft, und dann beide Seiten auf die dem
Wurzelexponenten entgegengesetzte Potenz erhebt. (Wenn man
beide Seiten einer Gleichung ins Quadrat (Kubus &c.) erhebt, so
wird dadurch die unbekannte Grifse ebensowenig geiindert, als
wenn man auf beiden Seiten mit einerlei Zahl multipliziert.) So
folgt z. B. aus der Gleichung:
2 ar=>b+ 1/
ar — 1?) — ‘i— 1—".!‘
Erhebt man jetzt beide Seiten ins Quadrat, so fillt. weil
(T V2)* =w, das Wurzelzeichen weg und man erhiilt dadurch die
rationale Gleichung:

a’z® —2abx 4+ b =z

f—20by—p=—p?2

s UF=2ah) b

B — g

a@* a?
s A-=2abT {|1+_L’c?L'J-’ b2
: 2% =V 44 " a?f
e 1 12ab+ V(1 + 2ab)® —da® b?

A 2a°
 14-2ab+V1-+4ab
5 g —E T

Hat eine Gleichung mehrere irrationale Glieder, so mufs man
das vorhergehende Verfahren wiederholen, und sie nach und nach
rational machen, so folgt z. B. aus der Gleichung:

V2r+7=2+4+v5 —dz
indem man beide Seiten ins Quadrat erhebt und beachtet, dals
allgemein (Y a - b)?=a+0b; und (a4-y/0)? =a®+ b+ 2ayD;

wnd [ayb—c]* =a® (b—¢);
204+ T=—4+45—4p1- 45— 4z
brx—2=4vy5—dx
wiederum quadriert:
3622 — 24

3622 + 402 =176

4 =80 —64x

10 19
Px* - 9 &L= 9
19 9254-9-.19
RS 02
12*
~71-) BADISCHE =
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z=—1, und z= —:

der eine Wert gilt fiir das obere, der andere fiir das untere Vor-
zeichen der gegebenen Gleichung, welche, weil die W urzelexponenten
+ 7=2-+y5—4x.

gerade sind, so zu lesen ist:

231.

Auf gleiche Weise, wie die gemischten quadratischen Gleichungen,
konnen auch alle diejenigen hthern Gleichungen geldst werden,
welche sich auf die Form:

I{:.I_'n‘ '-f_ "U.f""" J— q
bringen lassen, wo nimlich nur zweierlei Potenzen der unbe-
kannten Grofse vorkommen, und zwar so: dals der grifste Expo-
nent gerade 2mal so grofs ist, als der kleinste, indem dann eine
solche Gleichung als eine wirklich quadratische dargestellt werden
kann.

Setzt man niimlich: 2" =z, mithin: z*"=(2")* =2*, so wird
die Gleichung:

a2 - IJ'.{\H. =
wenn man einstweilen 2 statt 2™ und z® statt «*" substituiert, in
folgende quadratische Gleichung verwandelt:

&+ pi=yq
e s e

hieraus: z—
2

und wenn man fiir z dessen Wert 2" wieder zuriicksetzt:
= -pTVp*+4q
2
s m(—m—+vp2 344
mithim: &=y { ! l'l.f ' ﬂl'
W0 auch vor die mte Wurzel, wenn sie gerade ist, das doppelte
Zeichen + gesetzt werden muls, Beispiele:

232.

Aufgabe. Die Zahl 18 in zwei solche Faktoren zu zerlegen, dals
wenn man jeden Faktor quadriert, die Summe dieser Quadrate — 45 ist.
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Aufldsung, Sei 2 der eine, mithin

b i

vy 182 2

&2t 4 : —=—"d5

oy
7t 182 — 45,
&t —d45* = — 394
»
also, indem man @ =z und 2 —22 setzt:
7% — 4524

Je nachdem man von den b
oder zwei ungleiche nimmt, erhiilt
von jedoch, weil die Wurzelgrifse

zweiteilig
Man hat nimlich:

fiir: + ; 2—=6 b 1}\_
Hie: 4 —3 @=3 und EH
fifr: — 5 w=—6 und 1?
Al Sy giete sy und 1‘
233,
Aufgabe. Die Zahl 12 in zwei solche

dals die Differenz der Kuben —37 sei.

der andere Faktor, so hat man:

eiden doppelten Vorzeichen lzwei gleiche
man vier verschiedene Werte fiir z; wo-

Faktoren zu zerlegen,

: =5 L St 12
Auflosung. Sei  der eine und folglich — der andere Faktor, so hat
man:

L S1+y37*+4.1728
=" ;
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mithin __‘.: (

also o= ;--'{‘..1..—.,1 oder anch x= ;'j— 2 3 |
(5] ] 9 o
und I:' _— 11:' =3 oder auch 1H= 1_._‘ =—9 ?
233 a.

* Aufgabe. Man suche z aus folgenden Gleichungen: !

50 . Sr—3 a—V a®—a*

*) 3 3
't dagz— b =Va+ax

Antwort. Man findet aus:

: 2avb
p=—2T4; §) ="
(1) | ( s P 7
; : — 125
(3) 2=—a+V2u®-4+b>; (L) =0 =

234.
Quadratische Gleichungen mit mehreren unbekannten Grifsen.
Sind unter den » Gleichungen mit » unbekannten Grifsen einige
oder auch alle quadratisch, so muls man jede unbekannte Grolse
durch Elimination der iibrigen zu bestimmen suchen. Sind aber
mehr als zwei Gleichungen vorhanden, so ist die Auflisung nur in
besonders giinstigen Fillen moglich.

i 235.

| 1. Aufgabe. Es ist gegeben die Summe zweier Zahlen @ und
| Y, =8, z. B. =10 und ihr Produkt =p, z. B. = 24; wie lassen
sich die beiden Grifsen « und y durch s und p bestimmen?

B | Auflésung. Es

*) Beide Seiten auf die 2Zinte Potenz erhoben (§ 207).

— 20 und setze 2% =2

) Man schreibe die vierte Gleichung so: 29
(§ 231.) ;

fo
e
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Die erste Gleichung mit »
&° - oY == s (2)

hiervon die zweite subtrahiert, kommt:

&=

=8 —p

hieraus: a*

doppelten Zeichen + fiir
@ das obere, so gilt das
. | untere fiir ¥, und so um-

. () l gekehrt,)

"{:]l (Nimmf man von dem

substituiert

2. Aufgabe. Es ist gegeben: die Summe zweier Grifsen und
die Summe ihrer Quadrate, nimlich:

Auflosung. Der kiirzeste Weg ist hier: vom Quadrate der ersten Glei-
chung die zweite zu subtrahieren, dann kommt:

Subtrahiert man (8) von (2), so kommt:

&2 — Qg+ y? —2b— a2

Ans den Gleichungen (4) und (1) erhiilt man (§ 167, Anmerk.):

a+Va2h—a*

237.
3. Aufgabe. Das Produkt p zweier Grofsen und die Summe
ihrer Quadrate @ ist gegeben, nimlich:

Auflosung. Die erste mit 2 multiplizierte Gleichung zur zweiten
addiert und davon subtrahiert, erhiilt man leicht die Summe und Differenz
der beiden gesnchten Grilsen, niimlich:

e T

o — _,_;ﬁ],-"_r.n— O IS b A (4)

BLB BADISCHE =
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und hieraus nach § 167, Anmerkung:

; -4 'l,f:u 4-2p4-Ya—2p =S (s

e :J'
i - 1-"'” +2p+Va—2p e\
.n'lf == 9 e ¢)

oder wenn man die Gleichungen (5) und (6) l]li;llll'il'ﬂ' (% 186):

-

at2p+a—2p+2ya®—4p® at Va 4p?
4 5, 2

4

QL=

=
|
Bl

: !’ und y = ;-‘t 5 f

a+ Va2
folglich ist auch: x=-) { i

4. Aufgabe. Gegeben:

S e e SR [

4x? — 3?} i ——a [ St . 2)

Auflosung. Den Wert von @ aus (1) in (2) substituiert &e., kommt:

: 139 122
y=1, & =2, oder 1 — und 2 =
Y S i Bl i1
|
A 239
: 5. Aufgabe. Gegeben: i‘
= t+ay+y = i (1)
. Yy +ys+22=19......... (2) |.
Vtxr et =13......... (3) '
g Auflésung. Subtrahiere (2) von (1), und (2) von (3) kommt:
i 12 —0
i ; 24y+te=—" ud aty4z=
b . 2 {§ _Ji’
il . i v 12 6
It Aus beiden Gleichungen folgt = oder =2y —z
(| = — xr—1y <

Diesen Wert von o in (3) gesetzt, vom Resultat die Gleichung (2) sub-
% Y -2 . = vt Foa S
] trahiert, kommt: z ="' =, Diesen Wert von : in (2) substituiert kommt :

woraus: (§ 231)
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Achtzehntes Buch.

Von den sogenannten arithmetischen und geometrischen

Progressionen oder Zahlen-Reihen.

I. Arithmetische Progressionen.

240.

Eine jede Reihe von Zahlen, bei welcher ein solches Gesetz
stattfindet. dals durchgehends einerlei Differenzen kommen, wenn
man ein beliebiges Glied vom nic hstfolgenden subtrahiert, heilst
eine arithmetische Reihe oder Progression, und awar eine
steigende oder fallende, je nachdem die folgenden Glieder
immer grosser oder kleiner 'werden. Solche arithmetische Pro-
gressionen sind z, B.:

0,1, 12,58, W E B Tl )
2= 60T 8,19, ]n (2)
& 9 =14, 10,94 a0 et it (3)
8 95 2 —1, —4, —T7....... (4)

Bei der ersten und zweiten steigenden Progression ist die be-
stindige Differenz 1. Bei der dritten ist sie 5; bei der vierten
fallenden Progression — 3,

241.

Ist das Anfangs-Glied einer arithmetischen Pr rogression und
die bestindige Differenz gegeben, so kann man die Reihe leicht
bis zu einem beliebigen Gliede entwickeln: man erhiilt offenbar
das zweite Glied, wenn man die Differenz zum ersten addiert, ferner
das dritte, indem man die Differenz zu dem erhaltenen mwtton
Gliede, oder, was dasselbe ist, die Differenz zweimal zum ersten
addiert u. s, f.; z°B. das hundertste Glied, indem man die Differenz
entweder einmal zum vorhergehenden 11cummdnemv1gstm Gliede
oder 99mal zum m'stvn addie rt

Soll z B. 3 das Anfangs-Glied und 4 die Differenz sein, so
hat man:

BADISCHE
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$+2-4,

oder: 3, 7,

Soll 15 das erste Glied und —5 die Differenz sein, so hat man:

1 .-,J_ _ 4 Hstes Glied
15, 15—5, 15—2-5, 15—8-5...15—19-5...
oder: 15, 10, b, 0, Al - o
242,

Bei eciner arithmetischen Reihe muls man sich folgende fiinf
Grifsen und deren iibliche Bezeichnung merken, niimlich das An-

fangsglied — a, die Differenz —d, das letzte oder Endglied =1
(terminus), die Anzahl der Glieder =mn (uemerus), und endlich die
Summe aller Glieder =s. Jede dieser fiinf Grilsen a, d, § n, s

ist eine bestimmte Funktion von irgend drei der iibrigen, und kann,
wenn letztere in Zahlen gegeben sind, sehr leicht daraus berechnet
werden, ohne dafs man zuvor die ganze Reihe zu entwickeln braucht.
Die praktisch wichtigsten und oft vorkommenden Fragen sind je-
doch nur nach der Grifse eines bestimmten Gliedes und nach der
Summe aller.

Aufgabe. FEine allgcemeine Formel zu finden, nach welcher
man jedes beliebige Glied einer arithmetischen Reihe berechnen
kann, wenn die Stellenzahl » desselben (niimlich das wievielste es
sein soll), das Anfangsglied «, und die Differenz d gegeben ist.

Auflésung. Da das 1ste Glied =a, so ist (§ 241) das 2te
—a-+d; das dritte = a4 2d &e., das nte Glied =a+4 (n—1) d.
Bezeichnet man demnach die Grolse dieses nten Gliedes mit ¢, so
hat man sogleich :

f=a+m—1)d.......... (1)
1) Sucht man z. B. das 21ste Glied der arithmetischen Reihe: 5, 8, 11...,
g0 hat man hier: a=5: d=3: n=2

F—5-1(21—1)3

mithin:"{ =5-420.3—65

2) Wie grofs ist das hundertste Glied der arithmetischen Reihe 10, 81,
63...5 da hier a=10, d=—§ und n=—100, so hat man: '
=104 (100—1)(— )
t=10—165=—155.
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244,

Aufgabe. FEine allgemeine Formel zu finden, nach welcher
man dem ersten und letzten Gliede und der Anzahl der Glieder «

- 4 . . - . ?
n die Summe s einer arithmetischen Reihe berechnen kanmn.

Aufldsung. Betrachtet man die arithmetische Progression aus
4 dem lsten Gliede durch das schrittweise Zulegen (1:‘1‘ Differenz
gebildet, so dals diesem Ursprunge gemiils, ]{Jm folgende Glied
die Differenz einmal mehr, als das niichst vorher: cehende enthilt,
so folgt sogleich, dals je zwei vom Anfange und fm!v gleich weit
abstehende Glieder addiert, einerlei Summe geben miissen, z. B.
das erste und letate, das zweite und vorletzte &e. Schreibt
man z B. die Reihe 1, 3, 5, T, 9, 11, 13, 15, 17, 19 zweimal
untereinander, und zwar einmal in umgekehrter Ordnung, so dals
sich das letzte Glied unter das erste, das vorletzte unter das zweite
stellt &e., und addiert dann je zwei iibereinander stehende Glieder,
s0 kommen lauter gleiche Summen, nimlich:

108, ?}, i ‘.i: 1701350 AbsiliZising
19, 17, 15, 13, o Pt L
20, -2‘}, 20, 20.
Heifst das 1ste Glied a, das letzte £, und die Differenz d, so
ist das zweite Glied a--d, das vm]et/tv —d, das 3te a-2d, das

vorvorletzte i —2d &c., mltlnn. a—+t=a-+d-+-t—d=a+2d-{—2d &e.

Addiert man also das erste und letzte Glied einer arithmetischen ik
Progression und multipliziert die Summe mit der Anzahl der Glie-
der, so erhiilt man die doppelte Summe, folglich durch 2 dividiert,
die einfache Summe der ganzen Reihe. Die gesuchte allgemeine
Summationsformel ist mit]un.

1) Sucht man z B, die Summe der ersten tausend Glieder der soge-
i nannten natiirlichen Zahlenreihe 1, 2, 8....1000; so ist hier a==1, t=1000
= und s ==1000, mithin:

s=(1 +1000). 2220 500500

2) Sueht man die Summe der folgenden /[‘hn. eine arithmetische Reihe
bildenden Zahlen 6, 4, 2, 0, —2, —4, —6, , —10, —12, so hat man
a=6, t=—12, n=10 lmd

i
3= (6—12) 3 =—30.

245.
Da die bei einer cu'Ithmetisch(,n Progression in Betracht kom-
menden finf Gréfsen, a, d, n, ¢, s und deren Zusammenhang in
den beiden Gleichungen:
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t—a+ (n— A T

n
= e M
S=(A1TY 5 voaveers (v )

enthalten sind, indem die Grifsen, weil sie sich auf einerlei Reihe
beziehen, in der einen Gleichung denselben Wert, wie in der an-
dern haben, mithin beide zugleich stattfinden miissen, so ist klar,
dals, wenn von einer arithmetischen Progression irgend drei der
funf Gélsen, a, d, n, t, s gegeben sind, die beiden iibrigen als
unbekannt angesehenen Gréfsen leicht berechnet werden kinnen,
indem zu ihrer Bestimmung die beiden Gleichungen (1) und (2)
vorhanden sind, woraus man die iibrigen Formeln leicht ableiten
kann. Sind nimlich die vier Gréfsen, von welchen drei gegeben
und eine gesucht sein soll, alle in einer der beiden Grund-Formeln
(1), (2) enthalten, so braucht man dieselbe offenbar nur auf die
gesuchte unbekannte zu reduzieren. Sind aber die vier Grofsen in
beide Gleichungen zerstreut, so muls man erst die fiinfte Grolse
eliminieren.
246.

1. Aufgabe. Zwischen 4 und 10 sollen acht Zahlen einge-
schaltet (interpoliert) werden, so dals dann alle zehn Zahlen eine
arithmetische Progression bilden.

Auflosung. Es ist gegeben: =4, =10, n=10 und d gesucht. Alle

vier Grifsen, a, t, n, d sind in der Grundformel % ~+(n—1)d enthalten;
reduziert man diese auf die unbekannte Griifse d, so kommt:

10—4 2

10—1 3

also d =

die fragliche Progression ist mithin:

247.

2. Aufgabe. Auf einem Dache liegen 21 Reihen Ziegel: in
jeder folgenden Reihe einer mehr, im Ganzen 588 Stiick; wieviel
liegen in der ersten Reihe? :

) Am"l{:'lsuug. Gegeben n=21, d=1, s==588, und a gesucht. Diese
vier Grifsen, m, d, s, a sind in keiner der beiden Grundformeln:

f=rq14(n 1) d

S=a 1+ 1) = (=)

:tlly_x‘u enthalten, sondern in beiden zerstreut. Man eliminiert also die fiinfte
Grofse ¢ (am leichtesten, indem man den Wert von # aus (1) in (2) substituiert),
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so erhiilt man eine von ¢ befreite {xfm(,lmnu: welche die vier Grifsen n, d,
s, a enthiilt, und die man also nur auf die unhekannte Grifse ¢ zu redu-
zieren braucht. Setzt man niimlich in (2) statt ¢ die Grifke a4(m—1)d, so

kommt:
1 ] X\ {1
-"ﬁ|'r-r'fi—m—1|rf] 9
25
2 woraus: — =2q-+m—1)d
28 :
2a0= —(n—1)d
5 L 1)d
G= —— 5
588 (21 1) ]
daher: a= e 1—18,
248.

3. Aufgabe. KEs ist von einer arithmetischen Reihe das erste
Glied @=16, die Differenz d=—232, die Summe s= 1600 gegeben.
Wieviel Glieder hat die Reihe?

Auflésung. Die vier : d, s, n, wovon die letzte aus den
ersteren gesucht wird, gind in den beiden Grundformeln:

J---'”':":J'—‘l]I‘rf..........,f:]
== ,.....J\“ a
—t 05 saiiaaleaing e (2]

enthalten. Eliminieren wir also die fiinfte unbekannte und nicht gesuchte
Grifze f, indem wir deren Wert aus (1) in (2) substituieren, so kommt:

¥
§= lrr—l-— a4 (n—1) r.i'i 5

Diese Gleichung muls nun auf die gesuchte unbekannte Grifse n redu-
ziert werden, Man hat (§ 220):

2un+nn—1)d=2s
n2d - 2an — dn=2s

iy |7rr—r?h? Q\

ni d f
d—2a , §/rd—2a\*, 23
i it 1 (~2a )+ d

Folglich n=

82—2.16 l/( —2. 1r; 2.1600

2.92 2.32 « W
2.160
R 2 o,
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249.
4. Aufgabe. Von einer arithmetischen Progression ist das
1ste Glied —«, die Differenz = ¢ und die Summe aller Glieder

—s gegeben; man sucht die Formel fiir das Endglied 1.
Auflssung. Die beiden unbekannten Griifsen #, n der fraglichen Pro-
gregsion sind in den beiden Grundformeln:

t=a+m—1d............

S={a+D5 corrrsecsrerssl2)

zerstrent enthalten. Wir eliminieren also die nicht verlangte unbekannte
Grifse n, indem wir am bequemsten ihren Wert aus (1) ziehen und in (2)
substituieren.

i il
9 = -1
d
2, - j ) —:-rll
mithin: s ={(a4-1). 94
hieraus: §=—1d-+}2ds4(a

II. Geometrische Progressionen.
250,

Eine Zahlenreihe, bei welcher durchgehends ein solches Gesetz
stattfindet, dafs immer gleiche Quotienten kommen, wenn man
mit einem beliebigen Gliede in das niichstfolgende dividiert, heilst
eine geometrische Progression und zwar eine steigende oder
fallende, je nachdem die Glieder immer grifser oder kleiner wer-
den. Der bestindige Quotient heilst hier der Exponent der
Reihe. Geometrische Reihen oder Progressionen sind z. B. fol-
gende:

Bei der 1sten steigenden Progression ist 2 der Exponent, bei
der 2ten fallenden Progression }, bei der 3ten ! der Exponent.
251.

Ist das Anfangs-Glied und der Exponent einer geometrischen
Progression gegeben, so kann man die Reihe leicht bis zu jedem
beliebigen Gliede entwickeln. Man erhilt offenbar das 2te Glied,
indem man das erste mit dem Exponenten multipliziert, ferner das
2te Glied mit dem KExponenten, oder was dasselbe ist, das lte
Glied mit der 2ten Potenz vom Exponenten nmltip]izicrt,.;_"iﬂlt das
3te Glied &e., das 99ste Glied mit dem Exponenten oder das lste
Glied mit der 99sten Potenz vom Exponenten multipliziert, giebt
das 100ste Glied &e.
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Soll z. B. 2 das erste Glied und 3 der Exponent sein, so
kommt die Reihe:

1 2 3 4 o 10tes Glied

1 2 2 & Ul o)

2; 2-3; 2-3%;: 2.33: 9.3¢ 9.3%
oder: 2, 6, 18, 54, [ MRS L

Soll 64 das erste Glied und 1 der Exponent sein, so hat man :

4 - 55 64 (]

oder: 64 82 16

Sowie hei der arithmetischen Reihe, mufs man sich auch bej
der geometrischen Reihe folgende fiinf Grofsen und deren fibliche

Bezeichnung merken, niimlich: das Anfangsglied —a, den Expo-
nenten =e, die Anzahl der Glieder =, das Endglied —¢, und

die Summe aller Glieder —.

Jede dieser fiinf Grilsen ist eine bestimmte Funktion von je
drei der iibrigen, und kann, sobald diese drei in bestimmten Zahlen
gegeben sind, daraus berechnet werden, ohne dals man die Reihe
selbst zu entwickeln braucht. Die wichtigsten Fragen sind jedoch
nach der Grofse eines bestimmten Gliedes und nach der Summe aller.

253.

Aufgabe. Eine allgemeine Formel zu finden, nach welcher
man die Grolse ¢ eines bestimmten Gliedes berechnen kann. wenn
die Stellzahl # desselben, das erste Glied @, und der Exponent ¢
der Progression gegeben sind.

Auflésung. Nach § 251 ist die Reihe:

1 )

a, ag ag*, ag, agh-.--
Man hat also: I=a-e-!

In Worten: Um die Grifse des nten Gliedes einer
geometrischen Progression zu finden, muls man den
Exponenten auf die (mn—1)te Potenz erheben und damit
das erste Glied multiplizieren.

Anmerkung. Ist n sehr grofs, so wird die Berechnung von ¢ durch
Logarithmen ungemein erleichtert. Uberhaupt kommen die Logarithmen
bei Aufgaben iiber geometrische Progressionen schr zu statten, was jedoch

erst im 21. Buche gezeigt werden kann, und his dahin werden wir nur solche
Erliuterungs - Beispiele wiihlen, welche sich ohne Logarithmen berechnen
lassen. 3

Beispiel. Das erste Glied einer geometrischen Progression ist

der
Exponent 2, wie grofs ist das neunte Glied?
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Auflosung. Gegeben a=-, e=2, n=3 und ¢ gesucht.

204.

Aufgabe. Die Summationsformel (das summatorische Glied)
zu finden, nach welcher man aus dem ersten Gliede @, dem Expo-
nenten ¢ und dem letzten Gliede ¢ die Summe der ganzen Pro-
sion berechnen kann.

Die Auflssung beruht auf einem kleinen Kunst-

£
D

Aufidsung, !
grifft. Man bezeichne die Summe der geomet rischen Progression :
@ - qe- ae?-- -+ { mit s, nimlich:

{ i
s=—a-+ ae+ae® 4+ ae* + -+ o e e B
€ £

multipliziere diese Gleichung (1) (in welcher das vorletzte Glied
2 t . . it S
offenbar das vorvorletzte — ist) auf beiden Seiten mit dem Ex-
: o
ponenten e, so kommt:
es= ae-+ ae*+ae’+ae*+ -+ Fit-tle.....(2)

subtrahiert man nun die 1ste Gleichung von der 2ten, so erhilt man:

es—s=—1le-—a
(e—1) 5=t (t
te=—=(3
§= P U St G (5)
In Worten: Um die Summe einer geometrischen

Progression zu finden, mufs man das letzte Glied
mit dem Exponenten multiplizieren, hiervon das
erste Glied subtrahieren und dann durch den um 1
verminderten Exponenten dividieren.

Der fiir s erhaltene Ausdruck findet hinfic Anwendung und ist daher
wohl zu merken. g

Beigpiele. Wie grofs ist die Summe der 1 geometrischen
1 1 1 1 1 1 1 1 M

I‘l'ug,{l'(.‘.".‘}i”]ll 1, O I o L T O B By 317 I0% 4

Auflosung. Gegeben: a=1, =1, §
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Aus den beiden Grundformeln fiir die geometrische Pr

ogression :
e R e T )
fe — L
e = SR (IT)
e—1
miissen nun, wenn irgend drei der Grifsen @, €, n, t, s gegeben sind, die

Formeln fiir die beiden iibrigen auf #ihnliche Weise, wie im § 245 gezeigt,

abgeleitet werden. Einige auf geometrische Reihen fithrende A ufgaben lassen
sich vermittelst L. garithmen lsen, andere fithren auf hihere verwickelte
Gleichungen, deren Auflésung die hihere Analysis lehrt.

256.
Auch Buchstaben-Ausdriicke, welche geometrische P
bilden, kénnen nach Formel II sehr kurz in eine Summ
gezogen werden. So sicht man z B, gleicl
Grilse :

rogressionen
e zusammen-
1, dals die vielteilige
b+ be—4bz? 4 ped 4-hat 1 ... b1

e geometrische Progression bildet, wo % das erste, hgn—1

€ d das
letzte Glied und z der Fx ponent ist.

Substituiert man also diese
- L = - = te — (1 3
Grolsen statt @, ¢ und ¢ in die Formel s— {2 8O ist:
' e—

b(en—1)

z2—1
g e"—1 1—en

7 T i

e R

~ 4 b -l—=

—z—1 142 |
‘7‘-2 a8 ) ‘-..;4 : h a1 .u}r +1
- R e — ol == -
y F.Z ] y +?-_4 T y;; : yu—l (x__y}yrt—]

Labsens Arithmetik.
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Neunzehntes Buch.

Von den Logarithmen.

257. ,

Erst als man an Logarithmen dachte und vollstiindige Tafeln
fiir sie berechnete, wurde die praktische Arithmetik zur Vollkommen-
heit gebracht. Rechnungen, die noch zu Keplers Zeiten ganze
Tage und Wochen erforderten, oder die man gar, wegen uniiber-
steiglicher praktischer Schwierigkeiten, zum grofsen Nachteil der
Wissenschaft und des biirgerlichen Wohls ganz aufgeben mulste, |
kinnen jetzt mit Hilfe der Logarithmen in wenig Minuten, selbst |
von einem Anfinger der Mathematik gemacht werden. Und nicht

l i ganz unpassend sagt daher ein Englinder: die Logarithmen sind ‘
| 1 der Arithmetik das, was die Dampfmaschine in der Mechanik ist. :
' Um nur zuvor einen ungefiihren Begriff von dieser dHusserst !

wichtigen und schonen Erfindung zu geben und deren praktischen
Nutzen fiihlbar zu machen, wollen wir einmal von einer ganz be- ‘
| liehigen Zahl, z. B. von 2, mehrere von 0 an aufeinander folgende

Potenzen entwickeln: 1=2"; 2=213; 4=2%; 8=23; 16=21% &e. [
und dann, der bessern Ubersicht wegen, diese Potenzen samt den
| dazu gehorigen Exponenten, durch einen Strich getrennt, so neben- I

einander stellen, dafs die Potenzen voran und die zugehbrigen HKx-
ponenten gleich daneben stehen. Die Basis 2 und das Gleichheits-
f zeichen lassen wir der Einfachheit wegen aus, und schreiben also
| statt 1=2°, 128 =27 &e., kirzer: 1|0} 128|7 &e.

Potenzensystem. |

: | Potenzen Exponenten | Potenzen | Exponenten Potenzen | Exponenten
1 0 512 4] 18
2 1 1024 10 19
' 4 2 2048 11 1048576 20
8 3 4096 12 2007152 21
16 ! 8192 13 4194304 22
i 32 5 16384 14 8388608 23
64 6 32768 15 16777216 24
128 7 65536 16 : - |
256 8 131072 17
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258.

Erinnert man sich nun der vier allgemeinen Regeln der Potenzen-
rechnung, nimlich:

a”-ar=qgmtn, . . (1)
(!J-‘
e W e T S U2)
a” - . e
(§ 204 bis 208)
(G — g .. e )
plami=anit,. o (4)

so tithren diese unmittelbar auf den Nutzen eines solchen Potenzen-
systems. Die Addition und Subtraktion ausgenommen, konnen
néimlich alle iibrigen Operationen an den in der ersten Spalte ste-
henden Zahlen in die niichst verwandten kiirzern Operationen, an
den daneben stechenden Exponenten verwandelt werden, nimlich
die Multiplikation in eine Addition, die Division in eine Subtraktion,
die Potenzierung in eine Multiplikation und endlich die Wurzel-
ausziehung in eine einfache Division. Diese bedeutenden Vorteile
kiinnen wir schon durch vorstehendes, obgleich noch hiichst unvoll-
kommenes, Potenzensystem erliiutern. Beispiele:
1) Sind zwei oder mehrere Zahlen, z. B. 128 und 512, mit-
einander zu multiplizieren, so suche man diese Faktoren in der
ersten Spalte, unter der Uberschrift Potenzen, auf und addiere nur I
die daneben stehenden Exponenten; alsdann ist die zur Summe
der Exponenten gehirige Zahl das gesuchte Produkt. Man hat
niimlich aus der Tafel:

Expon. von 128=7
Expon. von 512=9
Potenz zum Expon. 16=065536
Der Grund hievon ist leicht einzusehen. Alle Zahlen, welche
in der ersten Spalte stehen, sind Potenzen von einerlei Basis,
Es ist niimlich in unserm Beispiele :

s .

Mithin: 128 -512=27:2 (§ 204), folglich mufs ‘auch
die neben dem Exponenten 16=(2)!® stehende Zahl (5536=
8 128 - 512 sein.

2) Sind zwel in der ersten Spalte stehende Zahlen durch ein-

ander zu dividieren, so subtrahiere man nur den Exponenten des

Divisors von dem des Dividend, suche den Rest unter der [Jber-

schrift Exponenten auf, so ist die dazu gehorige Zahl der gesichte

Quotient. So findet man z B.: 1

i I
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“?‘U"‘?l;’g_q]l@
T s

&

Es ist nimlich: Expon. von 2097152 =21
E - 256= B

Potenz zum Expon, 13 =8192

{

2007152 93 i ok |

denn : s — =98 =808 (8 209.) |
256 28 1

3) Um eine in der ersten Spalte stehende Zahl auf eine Po-
1 tenz zu erheben. braucht man nur den daneben stehenden Expo-
nenten mit dem nenen zu multiplizieren, so findet man neben dem
Produkte in der zweiten Spalte die gesuchte Potenz in der ersten.
So ist z B. 16 =1048576. Man hat niimlich:

I'Z.‘Ll)(un_ 16 =4
B

Potenz zum Expon. 20=1048576

H denn: 16=2%; mithin: 16°=(24)*=2%". (§ 207.)
L]

4) Soll aus einer in der ersten Spalte stechenden Zahl eine

Wurzel gezogen werden, so braucht man nur den zugehirigen

; Exponenten durch den Wurzelexponenten zu dividieren und die

neben dem Quotienten gefundene Zahl als die verlangte Wurzel |
herauszuschreiben. So findet man z. B.:

il 12097152 =
Expon. von 2097152 =21
f Potenz zum i‘fx}u(m. (21 =)o =8
| denn: 2097152 =221

folglich /2007152 — /22

269,

i So praktisch brauchbar aber ein Potenzsystem, wie das vor-
i stehende, in einigen Fiillen schon sein miochte, so wiirde es doch
wegen der grolsen Liicken in seiner jetzigen Unvollkommenheit
von hichst beschriinktem Gebrauche bleiben. Wollte man z. B.
mit den zwischen 2 und 4, 4 und 8, 8 und 16 &ec. fallenden Zahlen
rechnen, so wiirde das Potenzsystem die erwiihnten Rechnungs-
vorteile nicht gewiihren konnen, weil diese Zahlen und deren Ex-
ponenten nicht darin enthalten sind.

Wiirden aber diese Zahlen noch eingeschaltet und die dazu
geborigen Exponenten berechnet und eingetragen, so wiirde auch
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das System gleich eine allgemeine praktische Brauchbarkeit haben
und man hiitte dann ein sogenanntes Logarithmen-System. In der
Kunstsprache wird niimlich ein solches vollstiin diges Potenzen-
System  Logarithmen - System genannt, die Zahlen in der ersten
Spalte heilsen schlechthin Zahlen (Numeri) und ihre Begleiter,
die Exponenten, heilsen hier Logarithmen. * Wir haben also fiir
eine und dieselbe Sache zweierlei Benennungen, denn im wesent-
lichen sind die Kunstwirter: Grundzahl oder Basis; Potenzen,
Numeri; Exponenten, Logarithmen gleichbedeutend.

Das Bediirfnis, ein solches Logarithmen- System zu haben,
frith gefithlt und gedulsert worden. Allein keiner wollte sich der Berech-
nung der den eingeschalteten Zahlen zugehirigen Logarithmen unterziehen.
indem, wie § 262 zeigen wird, dieses, nach der Elementar- Arithmetik eine
unsiiglich mithsame, die Kriifte eines Privatmannes weit iibersteigende Arbeit
ist. Wir kinnen uns daher Gliick wiinschen, dals diese wahre Riesenarbeit
unserer nicht mehr harrt, indem wir jetzt mit Logarithmen-Systemen reich-
lich versorgt sind. Die besten und vollstiindicsten Logarithmen von 7 Deci-
malstellen sind die nun in 2. Auflage vorhandenen Bruhn s schen (Preis: 3 .4),
die besten stelligen die von Wittstein und Schlimileh.

ist schon

Die ILogarithmen wurden im Anfange des 17. Jahrhunderts von Byrg,
einem Deutschen, und Napier, einem Schottliinder, erfunden, Doy refe
aber, der die Anfertigung vollstindiger Logarithmen-Tafeln ernstlich unter-
nahm und mit 8 Gehilfen ein ganzes Jahr darauf verwandte, war Hen ry
Briggs, ein Schottlinder,

260,

Es ist offenbar ganz willkiirlich, auf welcher Basis ein Loga-
rithmensystem errichtet wird. Ist das System einmal fertig, so
braucht man die Basis gar nicht weiter zu kennen. In der kleinen
Tatel § 257 wurde die Zahl 2 als Basis angenommen. Man hiitte
aber statt dessen auch jede andere Zahl nehmen konnen. und das
danach entstandene System wiirde ganz dieselben Dienste geleistet
haben. Aus diesem Grunde, weil nimlich die Wahl der Basis
willkiirlich ist, hat Briggs, bedeutender Rechnungsvorteile wegen,
die Grundzahl 10 unsers Zahlensystems auch als Grundzahl seimes
Logarithmensystems angenommen,

Dieses System wird allgemein gebraucht, weshalb man es auch
das allgemeine, oder nach seinem Begriinder, das Briggs’sche, '
oder auch das kiinstliche System nennt. Es giebt nimlich noch
ein anderes, sogenanntes natiirliches System, welches zwar fir die
Praxis nicht so bequem ist, aber unmittelbar aus der hohern Ana-
lysis hervorgeht und in der hohern Mathematik besonders wichtig ist.
© In der Voraussetzung, dals der Anflinger ein Briggs’sches
System, z, B. das Bruhns’sche, zur Hand habe, wollen wir nun
dasselbe nither erkliren. Denn wenn auch den meisten Logarithmen-
Tafeln eine vollkommene Theorie und Gebrauchs - Anweisung vor-
gedruckt ist, so giebt es doch einige Punkte, welche dem Anfinger
teils nicht deutlich genug sind, teils nicht genug beachtet werden.
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Wer aber Logarithmentafeln mit dem grofstmoglichsten Nutzen
_ und Sicherheit gebrauchen will, der muls sich die etwas kiinstliche
: Einrichtut®z derselben, wo ein enger Raum so viel umfafst, wohl
merken, und ein- fiir allemal gesagt, sich eine tiichtige Fertig-
keit im Gebrauch derselben erwerben.

261.

Die gebriuchlichsten Logarithmentafeln enthalten die Loga-
! vithmen aller 1- bis 5ziffrigen Zahlen und zwar bis auf 7 Decimalen
¢ berechnet. welches fiir gewthnliche Praxis vollkommen geniigt,
| Der Anfang sieht so aus:

Numerus Logarithmen | Numerns | Logarithmen
1 0,0000000 10 1,000t D00

2 0,3010300 99 1,995635
3 | 0,4771213 100 2,0000000
o 4 0,6020600 999 2,9995655
5 (0,6989700 1000 3.0000000
\ G 0,7781513 9999 3,9999566

welches also, nach § 257, andeutet, dals 1=10°;
i $010¢ 100000
2 -—100:80108 —](T00000 — F.- 1080103,
ii ;.;_:]”n_;T?l‘_’]:: &t',; ]l'l_—]“!; l”']:ll'-_:

| Die Briggs’schen Logarithmen sind niimlich nichts weiter, als
j die Exponenten derjenigen Potenzen, anf welche die Grundzahl 10
I erhoben werden mufs, um die neben den Logarithmen stehenden
! Zahlen hervorzubringen, Das Gleichheitszeichen und die Basis 10
unter jedem Logarithmus mufs man sich hinzudenken. Hiernach
ist also 0 der Logarithmus von 1 (denn keine andere, als die Ote
Potenz von der Grundzahl, kann die Einheit geben); von 2 ist
0,3010300, von 10 ist 1 der Logarithmus (denn keine andere, als
die l1ste Potenz von der Grundzahl, kann die Grundzahl wieder-
geben), Man hat demnach in Zeichen: log. von 1=0, oder kurz:

log. 1= 0,0000000; log, 10=1,0000000;
| = 2=0,3010300; - 99=1,9956352

e,
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262.

Die hthere Analysis bietet Mittel dar, nach welchen ein ge-
iibter Rechner die Logarithmen stets in sehr kurzer Zeit berechnen
kann. Da wir aber diese Vorkenntnisse nicht voraussetzen diirfen,
so miissen wir uns begniigen, hier nur das miithsame Elementar-
Verfahren geschichtlich zu erwiihnen, nach welchem Briggs, zu
dessen Zeiten die neuere, vollkommenere Mathematik noch nicht
erfunden war, die Logarithmen berechnet haben soll.

Um z B. den Logarithmus von 5 zu finden, verfuhr man
folgendermalsen:

Da 5, als Potenz von 10 betrachtet, zwischen 10° und 10!
fillt, indem 10° <5 und 101> 5 ist, so versuche man, ob viel-

Z R + 1 1 4 e

leicht 10 auf die —— =1te Potenz erhoben, die Zahl 5 giebt.
- 1 0y c vy Oy O O 4 . - .1 -

Man hat nun 10 —=+/10=238,1622776601- - - - - Folglich ist 107<75;

der log. 5 liegt daher zwischen den schon engern Grenzen % und 1,

1
indem 107 <5 und 10'>>5. Auf diese Weise kann man die
Grenzen immer enger zusammenziehen, indem man nach und nach
die halbe Summe des kleinern und gréfsern Exponenten, zwischen
welche der gesuchte fillt, auf’ die Probe nimmt und mithin nie eine
hohere Wurzel als die zweite zu ziehen notig hat. FErhebt man 10
. ¥+1 . .
auf die 2 g Potenz, so kommt (§ 210):
3 _;’.:_V:,- 5 ST s . L ]
10% =10*"" V{10! - 10?)=1/10 - (3,1622. ) = 5,6234132: -
ferner:

1 3
1 i+ 5 B Y 1%
10°<5 | also 10 * =105 =/ 10f =y (10 - 10%)
1085 | —y/(5,623- - )(3,1622 - - ) = 4,216965034--
5 "+’I 11 ¢ B 3y
105<5| 10 = =101t —y/(10% - 10%)

104>5 ’ =1/ (4,2169 - - ) (5,623 - - ) = 4,869675252 -
11 11 3
1_:..}{‘: /' ] 1 |i+.|, 11 P
Plio v —y(0tt . 10t) =35,232001--
104>5 [ &e.
Nachdem man dies Verfahren etwa 22mal wiederholt hatte,
fand man endlich:

2031685

1041943048 =5 (genauer: = 5,00000086- )

Mithin ist nitherungsweise: log. 5=2{31698 oder wenn man,
deg, Einfachheit wegen, und weil dann bequemer damit zu rechnen
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ist, den Bruch in einen Decimalbruch verwandelt. bis auf 7 Deci-
malen genau:
log. 5=0,6989700..

Theoretisch genau lassen sich die Logarithmen nicht berechnen, weil
sie sogenannte irrationale Zahlen sind, deren Decimalen, gleich denen einer
irrationalen Wurzel, bis ins Unendliche fortlaufen.

Usspriinglich sind die Logarithmen auf mehr Decimalen berechnet wor-
den. Diese werden aber, ihrer Unbequemlichkeit wegen, hichst selten und
nur bei den allerfeinsten Reechnungen gebraucht. Die Logarithmen mit
7 Decimalen sind fiir die alltiigliche Praxis mehr als hinreichend. Wer sehr
viele numerische Rechnungen zu machen hat, kann sich neben den sieben-
ziffrigen Logarithmen auch noch der kleinern fiinfziffrigen Logarithmen
bedienen. Diese sind bequemer, wenn auch nicht in allen, doch in vielen
Fillen ausreichend.

263.
Hiitten alle Logarithmen nach dem eben erwiihnten miih-
samen Verfahren berechnet werden miissen, so wiirde die Arbeit
sicher unterblieben sein, und auf die Hilfe der neueren Analysis

gewartet haben. Dies war aber nicht nétig. Man brauchte auf

diese Weise hiochstens nur die Logarithmen der ersten Primzahlen
zu berechnen, woraus dann die iibrigen durch eine leichte Addition
und Multiplikation gefunden werden. Denn alle Zahlen lassen sich
in Primzahlen, als deren Faktoren, auflssen. Kennt man aber die
Logarithmen mehrerer Faktoren, so hat man auch, durch unmittel-
bare Addition derselben, den Logarithmus ihres Produkts. Addiert
man z. B. die Logarithmen von 2 und 3, so hat man den log. von 6.
Der Grund ist leicht einzusehen, denn setzt man der Kiirze wegen
log. 2=a log. 8=¥, so ist 2=10" und 3= 10, mithin: 2-3—
102108 =107+,

Anmerkung. Macht man jedoch die Vergleichung mit den Tafeln.
indem man z B. log. 2 und log. 3 wirklich addiert, um zu sehen. ob d
Summe mit log. 6 iibereinstimmt, so mufs man hierbei, wie iiberhaupt bei
allen logarithmischen Rechnungen, folgende Bemerkungen wohl beachten :
Bei der Berechnung der Logarithmen-Tafeln wurden mehr als 7 Decimalen
gebraucht. Von diesen Decimalen sind die 7 ersten dergestalt eingetragen,
dafs die Tte Decimale um 1 vergriofsert wurde, wenn die darauff mde 8te
Decimale iiber 5 war. Aus dieser Ursache kann also die Richtigkeit der
letzten Decimale nicht verbiirgt werden. Diese Abweichung von der
Richtigkeit kann daher, wenn auch fiir gewhnliche Praxis jmmer unschiid-
lich, denmoch wiihrend der Rechnung betriichtlicher werden und aueh noch
auf die der letzten Ziffer voransgehenden Stellen Einflufs haben. Addiert
man niimlich viele Logarithmen oder multipliz
Zahl, so mufs das Resultat, wenn die letzte D
zu grofs werden, und wenn die letzte Decimale nicht zu grols war, wegen
Vernac gung des Beitrags, den die 8te und 9te Decimale eben
hiitten, zu klein werden. In solchen Fillen kénnen also die letzten Deci-
malen der Logarithmen von der Wahrheit abweichen. Dividiert man aher

iese Logarithmen wieder, so verhiilt sich die Sache umgekehrt, indem der
ge Fehler der letzten Ziffer mit dividiert, und folglich wieder kleiner wird.

t sie mit einer groflser
cimale zu grols war, aucl

264.
Weil die 1ste Potenz von 10 die kleinste zweiziffrige, die 2te
Potenz die kleinste dreiziffrige, die Ste Potenz die kleinste vier-
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ziffrige Zahl giebt &ec., so miissen im Briggs’schen System (als not-
wendige Folge der Grundzahl 10) die Logarithmen ‘aller zwischen
1 und 10 fallenden Zahlen grolser als 0 und kleiner als 1, mithin
echte Briiche, die Logarithmen aller zwischen 10 und 100 fallen-
den Zahlen aber>1 und <2, mithin gemischte Zahlen sein. Die
ganze Zahl, welche ein Logarithmus enthiilt, heilst die K ennziffe T
und der angehiingte Decimalbruch die Mantisse desselben. Es ist
ferner klar, dals im Briges’sechen Systeme die Logarithmen aller
Zahlen, welche keine ganzzahligen Potenzen von 10 sind, gemischte
Zahlen sind, und dals die Ke nnziffer eines Logarithmus
immer eine Einheit weniger zihlen muls, als die zu-
gehdrige Zahl Ziffern hat. '

Fiir alle einziffrigen Zahlen ist 0 die Kennziffer der zugehbrigen
Logarithmen, fiir alle zweiziffricen Zahlen 1, fiir dreiziffrige 2 Ke.

Da man also aus der Anzahl Ziffern einer Zahl zugleich auch
die Kennziffer des zugehorigen Logarithmus weils, so konnten des-
halb auch, zur Ersparung des Raums, die Kennziffern der Loga-
rithmen aus den Tafeln wegbleiben, und dies ist der erwiihnte Vor-
teil, weshalb Briggs die Zahl 10 als Grundzahl angenommen hat.
Fir alle Zahlen von 1000 an, findet man daher blols die Mantisse
der zugehdrigen Logarithmen; die Kennziffer muls der Rechner
selber hinzufiigen. Hiernach hat man aus den Tafeln (von Bruhns)
mit Zusetzung der Kennziffern :

log. 4571 =3,6600112:
log. 4577 = 3,6605809
&C,

265.

Da die Logarithmen mehrerer Faktoren addiert, den Loga-
rithmus ihres Produkts geben, und ferner die Logarithmen aller
einfachen Rangzahlen ganze Zahlen, also blofse Kennziffern sind,
deren Mantissen =0, niimlich: log. 10=1; log. 100=2: log.
1000=3 &c., so ist klar, dafs wenn man eine Zahl mit 10, 100,
1000 &e. multipliziert, die Mantisse ihres Logarithmus deshalb noch
immer dieselbe bleibt und blofs die Kennziffor sich dndert. Kennt
man z. B, den Logarithmus von 2, so kennt man auch die Loga-
rithmen von 20=2-10, von 200=2 - 100 & Aus dem Loga-
rithmus von 47 hat man gleich mit gehoriger Verinderung der
Kennziffer auch die Logarithmen von 470, 4700, 47000 &e. Man
hat z B. aus den Tafeln:*)

# Aufser den nur stérenden Kennziffern hiitten also auch alle 1-, 2-
und Sziffrigen Zahlen und deren Logarithmen aus den Tafeln wegbleiben
konnen, da man beim Riickwiirtsaufschlagen der Zahlen zu gegebenen Lo-
garithmen diese ersten Seiten doch nicht gebrauchen kann. "Die Tafeln

BADISCHE
LANDESBIBLIOTHEK

Baden-Wiirttemberg



BADISCHE
LANDESBIBLIOTHEK

Jog. 9—0,3010300; log. 47=1,6720979
4 90 —1.3010300 - 470 = 2,6720979
. 200 — 2,3010300; = 1700 = 3,6720979
z 2000 = 3,3010300; = 47000 — 4,6720979

200000 = 5,3010300; = 47000000 =7,6720979
&e.
266.

Da nun umgekehrt der Logarithmus eines Quotienten (also
auch von einem Bruche, den man als eine angedeutete Division
betrachten kann) erhalten wird, wenn man den Logarithmus des
Divisors von dem des Dividend subtrahiert, so folgt sowohl hieraus,
als aus § 265, dafs, wenn man eine Zahl durch 10, 100, 1000 &e.
dividiert, die Kennziffer des Logarithmus jener Zahl mm so viele
Einheiten kleiner wird, als die einfache Rangzahl Nullen hat, die
Mantisse aber unverindert bleibt. So ist z. B.:

log. 4571- _3 6600112 und folglich
log. 4811—=26600112
log. 42732 =1,6600112

l“:i.i'--lhlrl 12

10*

denn es ist z. B. 4%% =10268012 =

267.

Aus vorstehendem Paragraphen ergiebt sich nun von selber
die Regel, wie man zu einer ganzen Zahl mit angehiingtem Decimal-
bruch den zugehorigen Logarithmus findet: Man setze nimlich die,
zu der ganzen Zahl gehorige, Kennziffer und schlage dann den
Logarithmus auf, als wenn das, die ganze Zahl und Bruch trennende,
Decimalzeichen gar nicht da stinde. So ist z. B. 4
4871 —4571 &c., daher:

log. 457,1 =2,6600112
log. 45,71 =1,6600112
log. 4,571 =10,6600112

brauchten erst mit den 5ziffrigen Zahlen anzufangen, denn will man z. E.
den Logarithmus von 2, 20 oder 200 haben, so findet man diesen mit Vor-
setzung der gehirigen Kennziffer neben 20000. Ebenso findet man die
Logarithmen von 17, 170, neben 17000, von &3, 830, neben 83000 &e.

Die ersten Seiten der Logarithmentafeln gewiihren aber in den Fillen
eine Bequemlichkeit, wenn man zu gleicher Zeit die Logarithmen mehrerer
1- bis 3ziffrigen Zahlen aufschlagen muls, indem man diese dann ohne vieles
Bliittern nahe beieinander findet.
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268.

Um den zu einer ganzen Zahl mit angehiingtem gewthnlichen
Bruche, z. B. den zu 36} gehtrenden Logarithmus zu finden, kann
man auf zweierlei Weise verfahren, Entweder man verwandele den
gewshnlichen Bruch erst in einen Decimalbruch und suche dann
den Logarithmus nach der vorigen Regel, oder man richte die
gemischte Zahl ein, und subtrahiere dann den Logarithmus des
Nenners von dem des Zihlers, Da z. B. 363=236,75 oder auch
36§ =141, so ist auch:

log. 363 = log. 36,75=log. 14
log. 86,75 =1,5652573; log. 147=2,1673173
..... 4 =10.6020600

log. 141—1,5652573

269.

Um die zu echten Briichen gehirigen Logarithmen und deren
Kennziffer aus den Tafeln entnehmen zu kinnen, iiberlege man erst
Folgendes: s ist 10° =1, folglich mufs der Exponent der Basis
10 offenbar kleiner als 0 sein, wenn der Wert der Potenz wvon 10
kleiner als 1, also ein echter Bruch sein soll. So ist z. B. 10! =,
107* =147 (s. § 205). Mithin miissen die Logarithmen aller echten
Briiche notwendig negativ sein, und zwar je kleiner der echte Bruch,
je grofser die absolute Zahl des dazu gehorigen negativen Loga-
rithmus. *)

Den zu einem echten Decimalbruch (d. i. ein solcher, der keine
Ganzen bei sich hat) gehorenden negativen Logarithmus wiirde
man nach § 266 erhalten, indem man den Decimalbruch mit unter-
gelegtem Nenner schriebe und dann den Logarithmus des Zithlers
von dem des Nenners subtrahierte, Es wiire z. B.:

Weil “}“ﬁﬁ'l' =y :-’I'l: .11“'1
und log. 564=2,7512791
log. 10000 = 4,0000000

log. 0,0564 = — 1,2487209
1027612781
= — —]10%75127981-4 —]()-1:2487209_

S

denn: &8

*) Wire ein Bruch iiber alle Vorstellung klein, oder wie man wohl zu
sagen pflegt, unendlich klein, so miilste sein negativer Logarithmus un -
endlich grofs sein. Eine Grifse, die unendlich grofs und nicht mehr
durch Zahlen auszudriicken ist, pfleet man durch das Zeichen oo und eine
unendlich kleine Grilse, deren Unterschied von 0 nicht mehr anzugeben ist,

durch das Zeichen 1 anzudeuten, Dieser Vorstellung zufolge wiire also
& ] €

AT =5 — 0= l Daher: log. 0=—co (inf. neg.).
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Wird aber ein negativer Logarithmus nicht als das Endresultat
einer Rechnung betrachtet, soll er vielmehr zu andern Logarithmen
addiert, davon subtrahiert oder die ihm zugehorige Zahl aufge-
schlagen werden, so ist mit einem negativen Logarithmus viel
|)1ll|[!;||]e v zu rechnen, wenn man ihn erst in eine -ni{lu zweiteilige
Grifse verwandelt, wovon der eine " 11! ein positiver echter Decimal-
bruch (also die Mantisse) und der andere negative Teil eine ganze
Zahl ist, die ersterem positiven Teil als negative Kennziffer mit dem
Minus-Zeichen angehiingt wird. Auf diese Form ist ein negativer
Logarithmus leicht zu bringen, indem man ihm nur eine solche
Zahl mit dem -+ und — Zeichen hinzufiigt, dals der negative
Logarithmus mit dem ihm hinzugefiigten positiven Teil vereint,
einen echten positiven Decimalbruch giebt. So wird z. B. aus

iﬂg_ 0,0564 — — 1.2487209

indem wir 2 addieren und subtrahieren, wodurch die Grilse des
Logarithmus nicht geiindert wird:

log. 0,0564=2—1,2487209 — 2

zieht man nun die beiden ersten Teile der dreiteiligen Grifse in
eine Zahl zusammen, so erhiilt der negative Logarithmus die be-
quemere Form, wo er 0 zur positiven Kennziffer mit posi
tiver Mantisse, und angehiingt. eine ganze Zahl als negative
Kennziffer hat, nimlich:

log. 0,0564=0,7512791 —2

271.

Weil der Nenner eines echten Decimalbruchs die Einheit mit
gerade so viel ,-|ngz’ir'iltl"t= n Nullen ist, als der Bruch Decimalstellen

enthilt: 0,564 = ; 0,0564 =504 &c., so ist leicht einzusehen,
dals die I\I-Imzlﬁnl vom Logarithmus des Nenners um ein, zwei,
drei - - Einheiten grifser ist, als die Kennziffer vom Logarithmus
des Zihle !‘~‘ je u:wi:rltm dessen erste i.mhutlinhs Ziffer Zehntel,
Hundertel, Tausendtel - - - angiebt, oder was dasselbe ist, ein, zwei,

drei - -+ Nullen vor sich hat,

Hieraus ergiebt sich nun eine leichte Regel, nach welcher man
den negativen Logarithmus eines echten Decimalbruchs gleich in
der ]JHEH{‘I]H’II‘H Form aus den Tafeln erhalten kann, \I.m suche
nimlich den Logarithmus zu einem echten Decimalbruch gerade so,
als wenn das Decimalzeichen gar nicht da stinde, setze aber im
Logarithmus 0 als positive und zugleich eine negative Kennziffer
von so vielen I'Zinlu-itcn, als der ersten geltenden Ziffer des Deci-
malbruchs Nullen voranstehen (die vor dem Decimalzeichen
stehende Null mitgerechnet). Man hat z. B.:
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log. 0,564 =0,7512791 —1

<o 0,0564=10,7512791 —2

.o 0,00564 —0,7512791 — 3

also unmittelbar aus lg.
abgeleitet.

Der Logarithmus vom Ziihler 564 hat nim

lich 2 zur Kenn-
ziffer, der zu subtrahierende Logarithmus vom Nenner des ersten
Bruchs hat 3 zur Kennziffer. Zwei Einheiten werden hiervon ge-
tilgt und dafs noch eine Einheit zu subtrahieren bleibt, ist (der
bequemen Form wegen) angedeutet,

964 =2,7512791 (oder lg. 5,64=10,7512791)

272,
Um den negativen Logarithmus eines gewohnlichen echten
Bruches zu finden, kann man den gewohnlichen Bruch erst in

einen Decimalbruch verwandeln und dann nach vorhergehender
Regel verfahren. So findet man z. B. 15 = 0,4375, daher:
I()g. -1':.;'—_-10{5- U,J,:i?.f;-:(b,&l”ti?%l —1
Oftmals ist es aber bequemer, den Logarithmus des Nenners
von dem des Zihlers, wie folgendes Beispiel zeigt, zu subtrahieren :
41 1
log. 7=0,8450980
... 16=1,2041200
log. +%=10,6409780 — 1 (§ 263, Amkg.)
Es mulste hier, um log. 7, gleich in der bequemern Tafel-
form, nimlich mit 0 zur positiven Kennziffer und mit positiver
Mantisse zu erhalten, zum Logarithmus des Zihlers, um den des
Nenners subtrahieren zu kinnen, eine Einheit addiert und subtra-
hiert werden, was dessen Grofse nicht dndert,

“benso findet man log. # und log. 1%11; nimlich:

+1 = 4-3 -3
log. 3=10,4771213 log. 11=1,0413927

SEen ?5_0,845_1_'}98_0 oo 41Tl = 3,6786094 _
log. $=10,6320233 — : log. +31,.—0,3627833 — 3.

Anmerkung. Ohne den Wert eines Logarithmus zn
man, wenn es die Umstiinde erfordern, die p
gleichzeitig um eine beliebige Zahl grofser oc

dindern, k‘amu
ositive und negative Kennziffer
er kleiner machen. - So ist z, B.:

log. $=0,6320238 —1— 5,6320283 — 6 —3,6320233 — 4 &e.
208

Nachdem nun zuvor gezeigt worden, was beim Aufschlagen
der Logarithmen zu ganzen, gebrochenen und gemischten Zahlen
hinsichtlich der Kennziffer zu beachten ist, und dals die Logarithmen
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zu allen ein- bis vierziffrigen Zahlen unmittelbar in der mit 0 be- .
zeichneten Spalte gefunden werden, wollen wir nun die weitere :
Einrichtung der T7ziffrigen Logarithmentafeln erliutern und zuerst |
zeigen, wie man mittelst der neun folzenden Spalten, welche 1, 2,
g...0 zur Uberschrift und Unterschrift haben., die Logarithmen
aller 5ziffricen, und dann mittelst der beiden letzten Spalten P. P.
(Partes proportionales oder Proportionalteile) auch die Logarithmen
aller 6- und 7ziffrigen Zahlen findet.

1) Als man die Logarithmen berechnete, ergab sich, dals im
allcemeinen die drei crsten Decimalen der Mantisse aller fiinf-
ziffrigen, nur in der letzten Ziffer verschiedenen Zahlen, vollkommen |
gleich sind. Man fand z B.:

log. 1267 =3,102 7766

- 12670=4,102 T766 |
- 12671 =4,102 8109 !
- 12672=4,102 3452 |

= 1267 L1002 8794

= 12674=4,102 9187

L 12675 =4,102 9430
I = ]_2'}?[‘;—:-1.!|.-: l'\-}r_Jv
. 19677—4.10s 0165 !
- 12678 =4,103 0507 !
- 12679=—=4,10s 0850

Dieser Bemerkung zufolge wurde folgende bequeme und raum-
ersparende Einrichfung der Tafeln getroffen: Da die Mantissen der
Logarithmen von 1267 und 12670 vollkommen gleich sein miissen,
i (8 265) so brauchen beide nur ein gemeinschaftliches Fach. Folgt
(i aber auf die vierziffrize Zahl 1267 statt 0 eine andere fiinfte Zifter,
- so sindern sich deshalb blofs die vier letzten Decimalen der Man-
tisse: und diese vier Decimalen brauchten daher nur in dieselbe
Querzeile, auf welcher die vier ersten Ziffern der fiinfziffrigen Zahl
stehen, und zwar in die Spalte, welche die finfte Ziffer zur Uber-
schrift hat, besonders eingetragen zu werden. Auf die Fille, wo
I sich aufser den vier letzten Decimalen auch noch die vorhergehende
il dritte geiindert hat, ist durch einen Strich iiber der viertletzten
(sieche oben 0) aufmerksam gemacht.

Haben irgend vier Decimalstellen ein solches Merkzeichen bei
sich, so haben es natiirlich alle folgenden in derselben Reihe.
Hieraus folgt also die Regel: E

92) Um den zu einer fiinfziffrigen Zahl gehtrenden Logarith-
mus (Mantisse) zu finden, setze man erst die gehorige K ennziffer,
suche dann die 4 ersten Ziffern der vorgegebenen Zahl in der
ersten Spalte (&) und nehme gleich daneben, in der mit 0 bezeich-
neten Spalte, die drei ersten Decimalen der Mantisse, die vier fol-

BADISCHE 5
LANDESBIBLIOTHEK 25
Baden-Wiirttemberg



207

genden Decimalen aber in derselben Querzeile aus derjenigen Spalte,
welche die finfte Ziffer der gegebenen Zahl zur Uberschrift hat.
Ist die viertletzte Decimale mit einem Strich versehen, so muls
man die vorhergehende dritte um eine Einheit grofser nehmen.
Wird die finfziffrige Zahl eiimal oder wiederholt mit 10 multipli-
ziert oder dividiert, so éindert sich blofs die Kennziffer. Beispiele:

log, 22035=4,3431131 log. 78,164 =1,8930068
= 3,2035=10,3431131 = 781640 = 5,8930068
= 33829 =4,5292802 = 0,049097 =0,6910550 — 2

- 338.87=2530033 = 1,1011 =0,0418268

Wenn man die Logarithmen mehrerer aufeinander folgenden
bziffrigen Zahlen von einander subtrahiert, so findet man, dafs die
Differenzen nur in den drei letzten Decimalen erscheinen und fiir
kleine Zwischenriume einander gleich sind; z. B.

log. 28740 =4,375 4807
- 23741 =4,375 4990 1%°
- 28742=4,515 5173 1*°
= 23748=4 s7s 5356 1°°
= 2:{?;14:_1,‘_.'?_-' ')")39 183

= 23745=—4375 5722 '3*

Man sieht also, dals fiir kleine Zwischenriiume die Mantissen
der 5zifirigen Zahlen der 5Sten Ziffer proportional wachsen.

Wiichst z. B. die Zahl 23740 um eine Einheit, so wachsen
die 3 letzten Decimalen ihres Logarithmus um die einmalige Diffe-
renz 183; wiichst die Zahl 23740 um 2, 8, 4 Einheiten, so mufs
man die Differenz 183, 2- 3-, 4mal zu den letzten Decimalen
ihres Logarithmus addieren &ec.

Da nun diese verhiltnismé(sige Zunahme der letzten
Decimalen der Mantisse fiir Zwischenriiume stattfindet, welche um
mehrere ganze Einheiten von einander entfernt sind, so mufs sie um-
somehr auch da stattfinden, wo der Sprung nur durch Bruchteile,
wie 45, %, 1 1oy &c. geht. Wiichst z. B. die Zahl 23743 nur
um den Bruch %, % -+ 144 &c., so werden auch die letzten Deci-
malen der Mantisse ihres Logarithmus nur um &, & vy der
Differenz, niimlich um %;-183; %-183 &c. wachsen. Aus der
Mantisse des Logarithmus von 23743 und der Differenz vom niichst-
folgenden kann man also auch die Logarithmen von 237438 —
23743,8; 23743,85; 23743,859, mithin auch von den um 10-
100-, 1000mal so grofsen Zahlen 237438 —10-23743 &, ; 2374385 —
100-23743.85; finden, indem die Decimalen ihrer Mantissen die-
selben sind, und nur die Kennziffern sich éindern. Man hat z. B.:
log. 23748 = 4,3755356.
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Addiert man nun zu den letzten Decimalen der Mantisse

| dieses Logarithmus den 10ten Teil der Differenz 183, 8mal, niimlich:
183 =28-(18,3) = 146,4 = 140

so kommt: log. 23743,8 =4,3755502

; mithin (§ 265): log. 237438 =5,3755502
} ' Addiert man den 100sten Teil der Differenz 183, 85mal, niimlich :
|r £ - 188=155,55= 1.3!-.‘
i so kommt: log. 23743,85 =4,3755512
i also: log. 2374385 =06,3755512 I
ae.

In den neuern T7ziffrigen Logarithmentafeln wird aber dieses
Berechnen der Proportionalteile durch die mit P. P. iiberschriebene
Spalte sehr erleichtert, indem die 2te die besagte Differenz 183 und
zugleich den Anteil fiir jede sechste, vorliufig als Zehntel betrachtete

‘ Ziffer im voraus berechnet enthiilt, woraus sich der Zuwachs fiir
die folgende 7te und 8te Ziffer, die man vorliufig als Hundertel
und Tausendtel ansehen kann, leicht ableiten lifst.

Um nimlich den Logarithmus einer 6- bis 8ziffrigen Zahl
aufzuschlagen, setze man erst die gehorige Kennziffer und suche
die Mantisse des Logarithmus vorliufig nur zu den fiinf ersten
Ziffern der vorgegebenen Zahl; sehe zu, in welchem Fache die
Differenz dieser Mantisse von der niichstfolgenden ausgesetzt ist
(indem man in Gedanken blols die letzte Decimale der erstern von
der letzten der zweiten subtrahiert), suche in der ersten Spalte
dieses Faches die sechste Ziffer der gegebenen Zahl und nehme
den daneben stehenden Anteil von der Differenz; suche ferner die
siebente und achte Ziffer wieder in der ersten Spalte und nehme
fiir die siebente Ziffer den zehnten, fiir die achte aber den hundert-
sten Teil des daneben stehenden Proportionalteils und addiere alles.

So findet man z. B.:

log. 23748850 =7,3755513.
Es ist niimlich:
'1"'\‘;'{1"“:" 1 H'{:( Lhu_:_'i :-:G'I' '1"'}":""' Jl'\'::}'='[h‘n ; 15{:{ + llﬁ " '1':-|~I 153 '+—1 ll-n'l "J.;‘u 3 ]'83’
In der Spalte P. P. findet man nun:
i - 183 =146,4
75 -183=01,5 also {4 -91,5=9,15
£y - 183 =164,7 also {1 - 164,7=1,647,

daher:
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log. 23748859 =7,3755356

Znwachs wegen der sechsten Ziffer (8) «----- 146,4
Co = E = 2 = l"n ----- D1s
TIE-FI' v - e = - [."I.J‘ l‘,;,_-.
log. 23743859=17,3755513
Ebenso: log. 237,43859=2,3755513
Ebenso findet man: log, 1275,8073 —3,1057851
niimlich: log. )
Zuwachs wegen der sechsten Ziffer (0)-----+---0.0
o = 5 - siebenten - (7) 923
L = = = achten sl Byl siscias 1,02

log. 1275,8078=23,1057851

275,

Um kurz anzudeuten, dafs umgekehrt die, einem Logarithmus
zugehorige Zahl (Numerus) aufgeschlagen werden soll, wollen wir vor
den Logarithmus das Zeichen num lg (gelesen: ,numerus logarithmi®)
setzen. Da z. B. log. 2=10,3010300, so wiire nach Festsetzung
obiger Bezeichnung umgekehrt:

num lg 0,3010300=2,

N3

Die Regeln, nach welchen man riickwiirts wieder die zZuge-
gebenen Logarithmen gehorigen Zahlen findet, ergeben sich aus
dem Vorhergehenden. (S. Note & 265.)

1) Man suche allemal die drei ersten Decimalen der
gegebenen Mantisse in der mit 0 bezeichneten Spalte, die vier an-
dern Decimalen der Mantisse aber in einer der mit 0. 1, 2.--9
bezeichneten Spalten; entweder in derselben Querzeile, in welcher
die drei ersten stehen, oder tiefer, oder auch, aber dann nur eine
Zeile hoher, in welchem Falle ein Strich iiber der viertletzten De-
cimale steht. Findet man nun die vier letzten Decimalen der
Mantisse in einer der zehn Spalten ganz genau enthalten, so schreibe
man die in ihrer Querzeile in der Spalte N stehende vierziffrige
Zahl heraus, fiige derselben aber noch als fiinfte Ziffer diejenige
Zahl hinzu, in deren Spalte die vier letzten Decimalen des Loga-
rithmus genan stehen. Von der herausgeschriebenen fiinfziffrigen
Zahl schneide man endlich noch (von vorne gezihlt) als die Ganzen
darstellend, eine Ziffer mehr ab, als die Kennziffer des Logarithmus
Einheiten hat, hat aber der Logarithmus eine negative Kennziffer,
so muls man der herausgeschriebenen fiinfziffrigen Zahl gerade so

Liibx
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vicle Nullen vorsetzen, als die negative Kennziffer Einheiten hat,
und dann hinter die erste Null das Decimalzeichen setzen. Zur
deutlicheren Einsicht und Einitbung dieser legeln Jassen wir hier
erst einige Beispiele in abwechselnder Ordnung folgen. Man hat
zy Bt

log. 22035 313 wum 1y 4,3431131 = 22035
log. 666,42 =2,8287480;  num lg 3,8237480 = 6664,2

RT70700

30843 num g 6,9430343 =

1.'_1(_!;_ H‘_TT“T — (), 04
log. 0,02904 =0,9680344—1; num 1g 0,9680344 — 3==0,0092904

H

log. 0,051001 =10,7075787—2; num lg 0,0010411 =1,0024

9) Um endlich zu einem gegebenen Logarithmus, der nicht
genau in den Tafeln enthalten ist, die zugehirige Zahl aufzuschlagen,
verfahre man nach folgender Regel: Man suche die drei ersten
Decimalen der Mantisse in der mit 0 bezeichneten Spalte, und zu
den vier letzten Decimalen die vier niichst kleinern in einer der
mit 0.1---9 bezeichneten Spalten und schreibe die hierzu gehibrige
fiinfziffrige Zahl heraus. Subtrahiere die gefundenen vier niichst
kleinern Decimalen von den gegebenen vier letzten und suche den
Rest in der zweiten Spalte des mit P. P. bezeichneten Faches;
findet man hier den Rest genau, so ist die links dabei stehende
Ziffer die sechste der gesuchten Zahl, findet man den Rest aber
nicht genau, so setze man die neben dem niichst kleinern Pro-
portionalteil stehende Ziffer . als die sechste, subtrahiere diesen
niichst kleinern Rest von dem grofsern, multipliziere diesen neuen
Rest mit 10 und setze die neben dem, diesem Produkte am niich-
sten kommenden Proportionalteil stehende Ziffer als die siebente
der gesuchten Zahl. Die achte Ziffer Lifst sich durch siebenziffrige
Logarithmentafeln im allgemeinen nicht mehr bestimmen und muls
deshalb. wenn die Kennziffer es erfordert, durch eine Null ergiinzt
werden.

So findet man z. E.:
num lg 7,3755512 = 23743850
denn der niichst kleinere log. ist = 7,3755356

und die dazu gehorige Zahl — 23743000

Rest 156,0
der niichst kleinere Proportionalteil = 146, 4 die 6te Ziffer hierzu=2>5
Rest 156.0 — 146,4 = 9,6 multipliziert mit 10, = 96,0
niichster Proportionalteil = 91,53 also die Tte Ziffer=>5
12 = 23743850

512 =23743.85

mithin: sum lg 7,37555

Ebenso: num lg 4,37:
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Diese Regel folgt unmittelbar aus der vorhergehenden. Man
schlie(se nimlich so: Wiire die Differenz statt 156, 183 gewesen,
so wiirde die zu dem niichst kleinern Logarithmus herausgeschrie-
bene Zahl um eine Einheit grifser geworden sein: mithin nach
der Regel de tri: 183 geben 1, wieviel 1569 :

88 —1(),85.

Antwort. 1
276.

Die Logarithmen der aufeinander folgenden 8ziffrigen Zahlen
weichen erst in der 8ten, 9ten und ferneren, aufserhalb der 7ziffii-
gen Tafeln liegenden Decimale voneinander ab. Man kann also
auch nur zu 7ziffrigen Zahlen die Logarithmen genau finden,
Grilsere Zahlen kommen in ernsthafter Praxis hichst selten vor.

Beispiele zur U bung:
1) log. 370978 —
3011459

693482

2) num lg 3 82.98
o
;

) log. 8689836 1390116
4) num lg 6,9720151
5) log. 200.36084

6) num lg 0,0692746 =1,172937

7) log. 0,07787009 =—=0.8913707—2
&) num g 0,0911392 — 3
9) log. 4,501000895 =0,6533091
10) nam lg 0,0901392 —1.230664

Anmerkung. Wie man mit 3-, 5- und 10ziffrigen Logarithmen-Tafeln
iihrt, ergiebt sich aus der vorigen Theorie von selbst.  Wer iiberhaupt
Einrichtang und den Gebrauch der Logarithmen-Tafeln versteht, der
lernt auch die Einrichtung jeder andern mathematischen Tafel bald kennen,

die
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Zwanzigstes Buch.

Zusammenstellung der Regeln iiber den Gebrauch der

Logarithmen. Erliuterung durch Beispiele, welche ohne

Logarithmen nur mit grofser Miihe, teils gar nicht geltst
werden konnen. Verschiedene Bemerkungen d&ec.

2
I

17.

[st ein Produkt zu entwickeln, so addiere man die Loga-
yithmen der Faktoren: die Summe ist dann der Logarithmus des
sesuchten Produkts, welches man also in den Tafeln aufschlagen
kann (§ 258, 1). Auch Buchstaben- Ausdriicke lassen sich nach
dieser Regel, in logarithmischen Formen entwickelt, darstellen. Ist
z. B.:

r— abe
wo a, b, ¢ Faktoren und # deren Produkt bedeutet, so ist allgemein:
lu.'-’.', 2= .lu_;;', a-+ ]-J_'_"‘. b ;—LJ:. (

Beispiel. Man suche z aus folgender Gleichung:

r=2823 1305 - & - (2.40067) (0.0067925)

logarithmische Entwickelung:

log, 823 — 2,9153998
1305 =3.1156105
log. 8=... 0,4285714=10,63292131 1
4 J
2 40067 =0.380%18 -::
. 0.0067925 =(1.8320296 — 3
log. z="7,8753956 —4

oder log. =23,8753956 (§ 272, Anmkg.)

mithin: &= 7505,776

BADISCHE
LANDESBIBLIOTHEK

Baden-Wiirttemberg



278,

Um zwei Zahlen durcheinander zu dividieren, subtrahiere
man den Logarithmus des Divisors vom Logarithmus des Dividend 3
der Rest ist der Logarithmus des gesuchten Quotienten, den man
also blofs aus den Tafeln abzuschreiben braucht. (8 258, 2.)

Ist z. B.:

a
=
b
wo @ den Dividend, » den Divisor und 2 den Quotienten bedeutet,
so ist, auf beiden Seiten die Logarithmen genommen, allgemein :
log. 2=log. a—log. bh.
Beispiel. Man suche z aus folgender Gleichung:
25,0085
T — -
123,0409
Aufiésung. Logarithmisch:

log. 25,0085=1
- 7128.0409-
It’J;__'_'A 2—=05453355—13
also: 2=10,003510229
Besteht der Dividend oder Divisor oder auch beide aus Fak-
toren, so kann man die Logarithmen von beiden erst besonders
suchen und dann subtrahieren, Wire z. B, :

3980008
—3.8526653

abe

= de
so ist: log. 2=log. (abc) — log. (de)
oder: log. : 3. a+log.b+log. ¢ — (log. d-log.¢)
oder: log. « g. a+log.b+log.c —log. d—log.¢)

Beispiel. Man suche z aus folgender Gleichung :
___0,035689-6,083769
34,595-0,0050602
Aufiéeung. Logarithmisch:

Zihler: Nenner:
log. 0,035689=0,5525344 —2 log. 34,595—1,5390133
. 6,083769 =10,7841727 .« . 0,0050602=0,7041677 — 3
0,3367071 — 1 0,2431810 — 1

0,3367071 — 1

(,2431810—1
log. = 10,0935261
z=1,240298
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279.

Wenn (wie im vorhergehenden Beispicle) mehrere Log: writhmen addiert
und von der Summe ein oder mehrere subtrahiert werden miissen, 8o kann
man in dem Fall, wo die zu subtrahierenden Logarithmen genau in den
Tafeln enthalten sind, und also nicht erst durch Hilfe der I]H!Inlhll]llh’l‘]ﬂ
gesucht zn werden brauchen, die Arbeit manchmal abkiirzen, wenn man,
statt Logarithmen zu subtrahieren, iln--- dekadischen Ergiinzungen addiert
und dann wieder von der Summe der Kennziffer so viele Zehner i
als dekadische Ergiinzungen addiert sind. Die dekadische Ergiinzung (d.
eines genau in der Tafel enthaltenen Logarithmus, d. h. das, was ithm an
10 fehlt, erhiilt man sehr leicht, indem man, mit der Kennziffer angefangen,

jede Ziffer des Logarithmus gleich aus der Tafel von 9, und die letzte von

10 (in Gedanken) anbtrahiert. Der Grund dieses kleinen, namentlich bei tri-
sonometrischen Rechnungen hiinfiz zu be nulnnnlrn \IJl'ii|- ist leicht ein-
zusehen, Denn, ob man einen I,m,:.nuhmu_ subtra
Zeichen addiert, nachdem man seine Kennzi
und verkleinert hat, das ist einerlei. Wi

zu subtrahieren, oder, was dasselbe ist, hat man:
2.3056707 =10+ 10
_10
mithin — 2,3056707 =1,6943
Ob man also 2 3056707 oder die dekadische Ergiinzung 7,694 )3 —10

addiert, das ist einerlei.

Anstatt aber die dekadischen Ergiinzungen zu benutzen (No. 1), kann
man auch eben so gut die zu subtrahierénden Logarithmen mit umgekehrtem
Vorzeichen unter die zu addierenden schreiben, und bei niger Ubung be
derlei Operationen zt 'h verrichten (No. 2). Anfiinger michten aber besser
thun, stets wie im § 278 zu verfahren,

0.035689 - 6,08

?.ha‘.','_;'|_=\ll||.'_||||'.l.lj
9
log.

d. E. log. 10

log. 4-8—10

og, a==U0Ut
w==1,240208,
280,

Um eine Zahl auf eine Potenz zu erheben, muls man den
Logarithmus der Zahl mit dem Potfenz-kxponenten 1 tiplizieren,
S0 er llfl]t man den Logarithmus der Potenz. Man hat zum Beispiel

(§ 258, 3):
log. a* =log. anan=log. a log. @t -+ log. a—+log. ¢
also: log.a!=4log.a ;
allgemein: log. " =mnlog. a

ebenso : " = xlog. a
Man suche 2 aus foleenden Gleichu

1) 2=1(1.3504
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Auflosung. Logarithmisch:

log. 1,3504=10,1304624
3]

2600248

2600248

lt'lg_ 2=28701723
also z="741,6052
2) :(;_;_!;;:Jl_u
log. 200 =2,3010300
... 331=25198280 (§ 272)
0,7812020 —1
10
7,8120200 — 10
log. 2=0,8120200 —3

mithin 2 = 0.006486643

281.

Um aus einer Zahl eine Wurzel zu ziehen, braucht man nur
den Logarithmus der Zahl durch den Wurzelexponenten zu divi-
dieren; der Quotient ist dann der Logarithmus der gesuchten Wurzel.
Es ist niimlich (§ 258, 4):

5 1
log. ya=log. a® =1 log. a;
allcemein: log. o : log. a.
) S n 5

Beispiele:

e o )
1 ) X o T
log. ),3010300

log_n_-_ 2=10.0430043
also z=1,104089

Hat man aus einem echten Bruche eine Wurzel zu ziehen,
also dessen negativen Logarithmus durch eine Zahl zu dividieren,
so mufs man (damit der negative Logarithmus die zum Aufsuchen
des ihm zugehtrigen Decimalbruchs bequeme Form behilt, §270)
zur positiven und negativen Kennziffer erst so viele Einheiten
addieren, dals sich die negative Kennziffer durch den Wurzelexpo-
nenten ohne Rest teilen Lilst. So findet man z. E.:
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e ]. 00,0375

log., 0.08375=10,5740513—2

— 3.5740315 5]

Il“;."- 2=0,7148063 |

also m=0.5185687

1% DR

Kommen in einer logarithmisch zu entwickelnden Grilse Fak-
toren oder Divisoren vor, welche Potenzen sind, so muls man
natiirlich von allen Wurzeln der verschiedenen Potenzen die Loga-
rithmen besonders nehmen und mit ihren Exponenten multiplizieren,

wie es folzende Beispiele andeuten:

R — aaabl = a® h2

].{J;_:. oy — In_‘_", il —f—- lr;l-_'_', a1+ 1!1;’_;, a=r ]t},‘.{. b -1 Ir);_-'. /]

i kiirzer: log. =3log. a+2log. b
2) mw=ambhr
lor. »=—mlog ] lor, b4+ nloe. ¢
0g, r=mlog, & n10g. 0--N10gZ. (
m oy,
9 r=a } bt = gt hm
| 1l ]
! log, a= log. - log. b
= n 4 nt
1 ' 983,

Unmittelbar kann man nur dann ein Produkt mit Logarithmen
berechnen, wenn die Faktoren einteilige Grifsen sind. Viel-
teilige Faktoren muls man als einteilige betrachten, oder wenn die
. einzelnen Teile Zahlen sind, zuvor in einteilige Grifsen zu-
! sammenziehen, und daher jeden Teil, der eine Potenz oder Wurzel-
1 j(se ist, erst besonders mit Logarithmen berechnen. Sei z. B.:

1) x=a™(a-+ b)"
so ist: log. z=mlog. a+nlog. (a-+b)

| 5) g (@ + b™*(a—+b)

E : (a—1)"

log, w=nlog. (@ b")+log.(a—+b) —nlog.(a—1)
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log. 3=0,4771213
- - +1144=3,0584260

I‘_'.-il-‘rl':‘.i.‘.:'-’; :} (§ 281)

0,4837391 — 1

V 55y = 0,8046064 subtrahiert von

= (),46875 - -

0,1641436 =

; _-ll"ri ._:"_;

+14 — 14
— V1) =0,2152240 — 1

log. ,,-;11,144_7:%-‘415:1 —1:

also 2= ),886506

284,

Da wir mittelst Logarithmen jede Wurzel von beliebigem
Grade auszichen konnen, so ist es jetzt auch leicht, alle reine
hiohere Gleichungen zu lésen. Wiirde z. E. aus folgender reinen
Gleichung vom 11ten Grade z gesucht (§ 219):

e i_J:.‘_ﬂ_I]_ + HBE’-'-‘I
=5,549

- —4,16175

(i~ 1

11
r=v—4,16175 (§ 216, 3)
log. 4,16175=0,6192760 (n)
) == =
log. #=0,0562978(n)
@=—1,138407.

Anmerkung. Durch das dem Logarithmus angehiingte (1) deutet man
an, dafs die zu ihm gehorige Zahl mit dem Minus-Zeichen (negativ) ge-
nommen werden mufs. Da die Logarithmen von ganzen Zahlen positiv,
von ‘echten Briichen negativ sind, so ist klar, dafs man in den Tafeln
zu negativen Zahlen keine Logarithmen finden kann. Um also mittelst der
Logarithmen negative Zahlen miteinander zu multiplizieren, dividieren, po-
tenzieren &c., muls man diese Zahlen withrend der Rechnung mit Logarithmen
als positiv nehmen und dann vor das Resultat wieder das gehorige Vor-
zeichen setzen.

285.

Mit Hilfe der Logarithmen ist es nun oftmals auch leicht, die
in einer Gleichung enthaltene unbekannte Grofse selbst dann zu
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1 als Exponent vorkommt. Wiirde z. E. ge-
erhoben werden muls, um die
man den unbekannten Ex-

finden, wenn sie aucl
fract, auf welche Potenz die Zahl 2
Zahl 64 hervorzubringen, so ist, wenn
ponenten vorliufig mit z bezeichnet:
—— 04
Auf beiden Seiten die Logarithmen genommen, kommt (§ 280):
T |ng_ — l.)g_ 64
Auf beiden Seiten durch den Koefficienten von a dividiert,
kommt:

. __!n)g. 64 1,8061800
— loz. 2 0.3010300
also 2=~0.

. (4 —log 2.

. log.64 . 2 B :
Anmerkung. Man muls ]J' '_j nicht verwechseln mit log. %*

subtrahieren,

Im letztern Fall hat man zwei Logarithmen voneinander zu
im erstern aber wirklich durcheinander zu dividieren. Hier kann man aber
auch, wenn es bequemer ist, die Logarithmen als gewihnliche Zahlen be-
trachten und den logarithmischen Quotienten wieder durch Logarithmen
berechnen, indem man nach § 278 Logarithmen von Logarithmen nehmend,
den des Divisors von dem des Dividend subtrahiert und zu dem neuen Lo-
garithmus die Zahl aufsch
92) Allgemein wenn:

L

go 15t = lo

3) amalm—%=ck—=.d.
i Tokt, b el — ) log. ars{k— ) log. o+log. 4
am 1.\'|_|_-‘_ a -l

omlog. « — 5 log. b 4 log.c =klog. ¢~ log.d

a(m llJ_‘_',.fr -1 log. ¢
Ilog. ¢ 4 log.d — log. b

m [”.'—’:' - ]-._‘;, e — 1log. I

236.
* 1. Aufgabe. Man suche # aus der Gleichung:

a- " —h-e2=d.
i

Auflssung. Setzt man einstweilen ¢* =g, folglich ¢"™

8o ist: : .
az® —bz=d

und hieraus (§ 231):
-fJJ :-\ .I"J: . !H[;

2a
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me

b+Vvb zii—_-imf

2a

g —

: |th'; +Vh? -+ -i.r.qf)'

3 ]

amlog. e = log
Y ety

> ey

L i - I|)c:'_ |,
mlog.e ° 2a

*2. Aufgabe. Man suche # aus der Gleichung:

1

a*+——b=10

4 g
Aufissung. Man findet leicht (mit a* multipliziert und a*—g¢
gesetzt, § 231):

log. [ (b+V b2 —4)].

7]

xr==

log. a

287

3. Aufgabe. Zwischen 2 und 8 sollen vier Glieder so einge-
schaltet (interpoliert) werden, dals dann alle sechs Glieder eine
geometrische Progression bilden.

Aufisung. Gegeben a=2; {=8; n=—06 und ¢ gesucht.
Aus t=ae'—! (§ 253) folgt:
n—1 ¢
=
v a

¥ log. t—log.a  log.8 —log. 2
n—I1 6—1
I".—:'I,:;l',‘-'ﬂ:'-"{.

Die Reihe ist also:

2, 2:(1,319--), 2-(1,319---)%, 2:(1,319---)3, 2:(1,819--.)4, 8,
288.

4. Aufgabe. Sissa, der Erfinder des Schachspiels, wurde von
déem indischen Konig Scheran aufgefordert, sich fiir seine Erfin-
dung eine konigliche Belohnung zu wiihlen. Sissa erbat sich darauf
die Summe der Weizenkorner, welche herauskommt, wenn das
erste Feld des Schachbretts mit 1 Korn, das zweite mit 2. das
dritte mit 4 und so, nach dieser Progression, alle 64 Felder durch,
besetzt werden; niimlich: 1 4+24+4-+8-+16--- +263, Wie grofs
i:‘it i'!iL’ gianl_’ HL[H!III(!?

Auflosung. Gegeben a=1, e=2, {=2%% und s gesucht (§ 254).
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Nahe genug s- , folglich .":.r»‘:f"--i"_r_."_'.

5= 18446750000000000000.
Die Summe betriigt also fiber 18 Trill. Genauer ist sie 18446744073709551615.
i letzten Ziffern konnen mittelst Logarithmen nicht gefunden werden, da
iiber alle Vorstellung grofse Zahl die Grenzen der Tafeln iiberschreitet.
[rillionen Kiorner kimnte die ganze Erde, wenn auch alles feste Land
besiit wiirde, selbst bei den ergiebigsten Ernten, nicht in 70 Jahren auf-

bringen.
289,

5, Aufgabe. Ein Weinfals hilt @ z B. 100 Liter Wein, hier
von werden b z B. 1 Liter abgezapft und ebensoviel Wasser wie-
der zugegossen. Nachdem sich Wasser und Wein vollkommen
gemischt haben, werden von der Mischung abermals b Liter ab-
gezapft und der Mangel wieder durch & Liter Wasser ergiinat.
Wenn nun dieses n z B. 20mal geschieht, wieviel Wein ist dann
noch in der Mischung enthalten?

Auflésung. Um hier leichter auf den Ansatz zu kommen, iiberlege
man die Sache so: Wird von 100 Liter Wein 1 Liter, d. h. der 100te Teil,
abgezapft, und durch Wasser ergiinzt, so bleiben noch 99 Liter Wein im
Fasse. Wird von der wiederum 100 Liter haltenden Mischung 1 Liter, d. i.
der 100te Teil, abgezapft, so muls doch von jedem Liter der Mischung der
100te Teil. mithin 54, .99 Liter Wein und 1, Liter Wasser abilie(sen, denn
soviel mal mehr Wein als Wasser im Fasse ist, soviel mal mehr mufs auch
von ersterem abfliefsen. Nach dem zweiten Abzapfen bleibt also noch
99 — 1y .99 Wein (und 1 — }; . 1 Wasser) zuriick. Nach abermaliger Er-
ginzung und Abzapfung fliefst von jeder Sorte wieder der 100te Teil ab.
Mithin bleibt nach Jn‘r dritten Abzapfung noch (99— {4 99)— {7 (99 1-99)

. = ; . . a s . S
reiner Wein &e, Allgemein: wird von o Liter Wein 4 Liter, d. i. mal
= i
: . : b : b i ;
so viel abgezapft, so bleiben noch . a=a— b Liter Wein zuriick. Nach

(i

" k X 5 b 7
der Fiillung wieder » Liter von der Mischung, also — (a— b) Liter Wein ab-

(L
S b t(a—B—bla—b) (a—b)® ..
gezapft, bleiben noch (¢ —b)— (o~ b)=""" X 2T Titer
Ll a a
e ) 2 : 32 Bl DY
Wein zuriick, nach der dritten Abzapfung bleibt T T e UL gt
— X i e (1]
{e— 6 i . (a—by _ )
; nach der vierten Abzapfung &e. Heilst also @ der Rest des
-

Weines, welcher nach der nten Abzapfung noch im F: oder in der
Mischung ist, so hat man allgemein:

(it — b))

an=1
0g. L= ]i-f_“.ha—:":)—h.’ —1) log. a.
z: B. =103 b=1; n=20
=20 log. 99—19 log. 100

a ==81,790

man log.
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Einundzwanzigstes Buch.

Zinseszinsen- Rechnung,

290,

Wenn die Zinsen eines Kapitals, so wie sie fillig sind, gleich
wieder als neues Kapital anderweitig auf Zinsen gegeben, oder
was dasselbe ist, gleich zum Kapital geschlagen, und also im fol-
genden Zeitraum mit verzinset werden, so sagt man, das Kapital
stehe auf Zinseszinsen.

Dals ein solches Zinseszinsen tragendes Kapital sehr schnell
anwachsen mufs, und mit der Zeit jede beliebige Grisfse erreichen
kann, ist vorauszusehen. Giebt man z E. nur 100 £ zu 5%, ein
Jahr aut Zinsen, so hat man nach Verlauf dieses Jahrs an Kapital
und Zinsen 100+ 299.5—105 .4 zu fordern, und kann also, wenn
man heides aufs neue zu denselben Prozenten stehen lifst, einen
Wechsel auf 105 .4, ebenso nach Verlauf des 2ten Jahrs einen
Wechsel auf 1054 105.5—1 104 A4, am Ende des 3ten Jahrs auf
1101 4~ Ijl'n—— 1153% A4 ausgestellt, verlangen &e.

Fille dieser Art kommen im gemeinen Leben tiglich vor,
namentlich im Finanz-, merkantilischen und ékonomischen Fache:
bei allen Versorgungs- Anstalten, Tontinen, Witwen-, Waisen-,
Leibrenten-, Central-, Lebensversicherungs- und Dienstboten-Kassen,
Leihbanken und allen andern offentlichen Fonds, deren verniinftige
Einrichtung und gewissenhafte Verwaltung die Kenntnisse der
Zinseszinsen-Rechnung, als deren Grundlage, voraussetat,

291.

Aufgabe. Bezeichnet man ein Zinseszinsen tragendes Kapital
allgemein durch a, die jihrlichen Prozente durch p, die Zeit, wiih-
rend welcher es steht (in Jahren ausgedriickt), durch %, und den
erreichten Anwachs (Accumulation), niimlich Grundkapital und Zinses-
zingen, durch A, so ist offenbar jede der vier Grilsen A, a, p, n
eine bestimmte Funktion von den drei iibrigen. Um nun einen
klaren Begriff von dem Zusammenhang dieser vier Grofsen zu er-
halten, sollen die Gleichungen fiir dieselben gefunden werden.
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’_II' Auflssung, Man suche zuerst die Funktion fiir A, woraus
1 gsich dann die andern durch Reduktion leicht ableiten lassen.

Nach Verlauf des ersten Jahrs wird das Grundkapital a zu:

a . X e
a -+ l““,pr a(14:5), d. h. man erhiilt den Anwachs des Kapitals

¥

« am Ende des ersten Jahrs, wenn man es mit der Grilse 1 4 “’“ |
multipliziert. Mit Anfang des 2ten Jahrs wird nun das neue Kapital

a (1 -+ ) belegt, mithin ist dessen Anwachs am Ende des zweiten :
Jahrs. indem man den vorhergehenden Schlufs wiederholt und noch-
mals mit 1 4 -5 multipliziert, =a(1 -+ £.)%, denn das mit Anfang
des 2ten Jahres schon auf @ (14 7, angewachsene Grundkapital
wird. mit den Zinsen, am Ende des 2ten Jahrs zu:

N L [ I. _:'_ I-I!I“..I ; _
= ] (Y oy e B AT ety o
a(l 100/ T 100 P a(l- 100/ 1 w00l — ¢ (14 100/
am Ende des dritten Jahrs =a(1 4 5;)* ; allgemein am Ende des

nten Jahrs=a (1 4+-L-)». Mithin ist:

[ . A=a(l- "

Setzen wir der Einfachheit wegen:

ist z=1,04; fir

Nimmt man auf beiden Seiten der obigen Gleichung die
Logarithmen, so findet man folgende vier Formeln: :

log. A=log. a-t+nlog.2........ (1)
ir]_‘_r, {::ll_rl_ﬂ;_ A—n lﬂ}_{'_ e
) log. A —log. a

: log. ' (3)

1

~ log.A—log. a
n=— e i

'3“-’

| b @ |
: 1. Aufgabe. Wie grofs wird das Kapital von 6000 .4, wenn |
| es 16 Jahre zu 5°, Zinseszinsen steht?

I Au‘f'lijs.suug. Gegeben a=6000; n=16; 2=1,05 und A gesucht. Mit-
hin nach Formel (1): &

BADISCHE =
LANDESBIBLIOTHEK 3=
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A—a. 2

log. #=0,0211893

Anmerkung. Subtrahierf man das
Grundkapital von dem Anwachs A, so
erhiilt man den Betrag der aufgelaufenen

Zingeszinsen. log

log. A — 4,1171801
A=13097 (nahe)
293

2. Aufgabe. Wie grofs muls das Kapital sein, welches zu
40, Zinseszinsen belegt, in 10 Jahren auf 300 .#% anwiichst?

Auflésung. Gegeben :=1,04; n=10; A=300 und « gesucht. Aus
der Formel A=qnz" »
A

=

o = r. A — Rilog, 2

Anmerkung. Der hier gefundene f:;: ‘; _}:)h 1 ?ﬂ;;gf‘i log.

Wert von a=202.669 .# heilst der auf = : 1

10 Jahre mit 4%, diskontierte Wert
von 300 .4,

294,
8. Aufgabe. Ein Kapital von 900 .4 ist mit seinen Zinses-
zinsen in 12 Jahren auf 1100 .# angewachsen. Zu wie viel Prozent
war es bele;

Auflésung. Es ist hier g en: A=1100; a=900; n=12 und p
gesucht. Man suche erst z=1-1

der Grundformel A =gazn folgt:

oy woraus dann p leicht zn finden. Aus

o ok, A—log.a
)
log. A =3,0413927
. a=2,9542495
2

"~ 0.087150

= (.0072
2=1,01686=1,017 (nahe)
] 4+2—1,017

100

p= 1 T? 0/,

BADISCHE
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205.
Wie lange mufs das Kapital von 600 4 zu

4. Aufgabe.
stehen. um auf 800 .# zu kommen?

59/, Zinseszinsen

Auflésung. Gegeben a=~600; —1,05; A=800 und 2 gesucht. Aus

der Grundformel A =a:" folgt:

l"];_':. ,-"‘\ ||]_! (a
n=
log. 2
log. A = 2,9030000

ey 1
]

a=2,7T781513

0,1249387

log. 2=0,0211893
n=>5.39 - .- Jahre.
290,

MrPs

Forstrevier verbes
y 100, also um 2%;

1. Aufgabe. Ein zu 2000 chm @
gich jiihrlich um den 50sten Teil, d.i. 2 cbm :
grofls wird es bei stetem Zuwachs nach 20 Jahren sein?

Antwort. 29719 ebm.

9. Aufgabe. Nach der Sindflut sollen nur 3 Paar Menschen gelebt
haben, deren Fortpflanzung vermige ihres hohen Alters in 200 Jahren eine
Million Ki-\]rk‘l' ziihlte. Wie viel Prozent oder den wievie Teil betrug
die jihrliche Zunahme?

Antwort. 619 oder den 16ten Teil beinahe.
Wie

vols ist der gegenwiirtige Wert eines erst nach
15 Jahren fillig Kapitals von 1000 .4 oder. was dasselbe ist: Jr—_n!:_mli
ist genbtigt, eine, nach 15 Jahren anzutretende E aft, an Wert
1000 #. gleich zu verkaufen; wieviel kann ihm jetzt dafiir gegeben werden,
2y g{-l‘rv]nu-l T

Antwort. Man mufs den Wert von 1000 4 auf 15 Jahre diskontieren,
d. h. ein Kapital @ suchen, welches nach 15 Jahren mit 5%, Zinseszi
auf 1000 % anwiichst. Man findet (nach Formel 2) a=—431,017 .

4. Aufgabe. Ein Wucherer leihet jemandem 500 % und Iif
einen nach 2% Jahren ohne Zinsen zahlbaren Wechsel auf 700 .4 ausstellen
Wie viel Prozent hat dieser jiihrlich genommen?

Antwort. Uber 149,

5. Aufgabe. Wieviel hiitte ein zu Christi Geburt zu 5%, belegter
Pfennig bis 1884 eintragen kimnen?
A=log. 14 1884 log. 1,05=1884 (0,0211893.....). Die
206. ... gehi Zahl miilste mit 40 Ziffern geschrie-
ben werden. Sie bet t mehr als )9 Sextillionen, welche Anzahl Pfennige
in reines (Gold umgesetat und gesechmolzen, eine Kugel geben wiirde, die
941 Millionen mal so grofs als die Erde wiire.

3. Aufgabe

Antwort, log
zu dem log. A

ital von 6000 %
halbjihrlich

ofs wird ein zu 5%, belegtes Kaj
g )

6. Aufgabe. Wie
fihrlicher Zinszahlung, d. h. § =24

in 10 Jahren, mit halbj
gerechnet?

. Antwort. Weil hier ausdriicklich halbjiihrliche Zinszahlung bedungen
ist. so muls man en halbes Jahr als Zeit- Einheit betrachten und mithin
20 Jahre statt 10, und § b

_ statt 59, rechnen, alsdann findet man: 9331,7 /%

Baden-Wiirttemberg
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* Wenn jemand ein Kapital, z. B. 100 %, zu 6°, jahrlich
) e : 2 :
zu zahlenden Zinsen verleiht, das Kapital aber schon nach einem
Vierteljahre wieder kiindigt, so kann er nach Recht und Billigkeit
offenbar nicht $=1,5 .4 vierteljiihrliche Zinsen und also auch nicht

an Kapital samt vierteljiihrlichen Zinsen 100 (1,015)=101,5 .#
fordern. Weil niimlich ‘die Zinsen und also auch die Zinseszinsen

jahrlich oder alle vier Vierteljahre
muls man hier offenbar das Viertel

zu zahlen bedungen sind, so

jahr als Zeit-Einheit betrachten,

und daher solche vierteljiihrliche Prozente annehmen, welche in

4 Vierteljahren das Kapital 100 %
zinsen auf die bedungenen 106 .4

>
vierteljihrlichen Zinsen #, so muls sein: 100-( 1+

o
100)
lichen Prozente z—1.467.

Hieraus folgt: 1

mit den vierteljihrlichen Zinses-

bringen, Nennt man also die
T i 3
— 106,

100/

4
=11,06 =1,01467, und die vierteljihr-

Wer also jihrlich 69, zu zahlen schuldig ist, braucht fiir ein
Vierteljahr nicht 1,5, sondern nur 1,467 o zu entrichten,
Diese Untersuchung bestitigt zugleich die vollige Allgemein-

heit der § 291 gefundenen Formel:

A =ag"; sie gilt niimlich auch

fur die Fille, wo n eine gemischte oder gebrochene Zahl ist,

Beispiel. Jemand giebt 1 =20000 fl. auf Zins

zinsen zu 5% jihrlich;

wieviel kann er nach 127/: Jahren guriickfordern ?

Antwort. Es ist:

04,1 1l

Hiitte man aber den Anwachs erst

den ferneren Anwa

. 20000+4-12%a log, 1,05

fiir 12 ganze Jahre zu 5%, und dann
hs in dem folgenden halben Jahre statt za 100 () 1,05—1),

zu §%o berechnen wollen, so wiirde der Fehler hier freilich nur 11 fl., fiir
in grifseres Kapital aber mehr betragen haben.

a0

Aufgabe. In wieviel Jahren kann ein Kapital, @, zu dem

Zinsfulse z belegt, mmal, z. B. 2,

5, 4mal so grofs werden?

Auflosung. Man setze n Jahre, so wird das Kapital @ zu

az", da nun dieses = ma sein soll.

80 hat man :

a2 =ma

oder auf beiden Seiten durch den gemeinschaftlichen Faktor «

dividiert :

Libsens Arithmetik.

BADISCHE
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2926

dals die gesuchte Zeit », in welcher das
Kapital a auf das mfache wachsen suu, eine i'ylul_m- K uuk_t_m_u von
und also von der Grilse des Kapitals a vollig un-
In derselben Zeit, in welcher sich ein Kapital von
muls sich auch jedes andere zu demselben

Man sieht also,

abhingig ist.
100 % verdoppelt,
Prozent belegte Kapital verdoppeln.

ypelt sich ein Kapital, wenn es

‘Beispiele. 1) In wieviel Jahren \u-niu1 ]
egt 18t ¢

50/, und in wieviel, wenn es zu 4% be

zu -
Antwort. Hier ist m==2 und z=1,05
log. 2 (.3010300 4
R=loz. 1,06 0,0211893 =

Zu 5% belegt, fillt also die Verdoppelung zwischen 14 und 15, mithin
das Vierfache zwischen 28 und 29 Jahre &e. Zu 4% belegt, fiillt die Ver-
doppelung zwischen 17 und 18 Jahre &c. Zu 3% nach 253.4. . Jahren,

ates hat sich in den leizten 39 Jahren

9) Die Bevilkerung eines Sta
verdoppelt. Wieviel Prozent betrigt die jihrliche Zunahme?

Antwort. Gegeben m=2; n==59 und # gesucht. Aus der Gleichung:

sn=gn folgt:

n log. z==log. m
log. m  0,3010300 SIS Ol
Z ;
log. s=— = —().007T7T187
o Rl . a0 ]
i (3 1
— 1,017
mithin: p=1,79.

Also beinahe 1#%o, d. i. reichlich der H5ste Teil.

294,

Aufgabe. Ein Kapital, a, wird aufser den Zinseszinsen noch
jithrlich um eine hestimmte Summe, b, vergrofsert, die am Ende
eines jeden Jahrs, das letzte mitgerechnet, zugelegt wird. Es soll
eine unktion fiir den hiernach in » Jahren entstehenden Anwachs
A. nach dem Zinsfuls z gerechnet, gefunden werden.

Auflssung. Das Kapital ¢ wird am Ende des nten Jahrs zu
die erste Zulage steht ein Jahr weniger, also n—1 Jahr auf
szinsen und ihr Anwachs ist folglich=5-2"""; die zweite Zu-
lage steht nur % —2 Jahre auf Zinseszinsen und wird also=~0-2"">;
die dritte Zulage wird =b-z"—%; die vorletate Zulage triigt nur
ein Jahr Zinsen: die letzte Zulage triigt gar keine Zinsen. Be-
geichnen wir also die Summe simtlicher angewachsener Kapitale
mit A, so ist am Ende des nmten Jahrs:

A=as + b1 + b 240> - bz+b.

Baden-Wiirttemberg




Dieser Ausdruck liifst sich aber noch bedeutend zusammenziehen.
Die Glieder, welche auf das erste (ag*) folgen, bilden offenbar eine
geometrische Progression, bei welcher, riickwiirts gelesen, b das
erste Glied, # der Exponent, bz"—! das letzte Glied und mithin die

i, 1 ] " \

: hat—l.g — b b — b b(e—1) . e

Summe aller = — - = - ) ist. (§ 256.)
z—1 z2—1 z2—1

Setzen wir also statt der Progression ihre Summe, so erhiilt man

die folgende, weit einfachere Formel, und die daraus abgeleiteten :

Ji- F
A =gz -"r-J[_.__II].,.. (I
A b(z"—1) (2)
o —_— TR o S 2
# an 2 (z—1) s
ol |,-\—rez"_'1£:—1] IIIIIIIIIII (s)
g — 1]
”__-_lug‘.i.-\tz'—ljl_——hf—l_{_}g.’_uu—IJ_—M’:‘J ____ (o)

oz, 2

Anmerkung. Auf z Lifst sich die Gleichung nicht reduzieren, weil
diese Reduktion auf eine verwickelte hihere Gleichung fithrt. (§ 217.)

300,

Ist die jihrliche Zulage dem anfinglichen Grundkapital gleich,
s0 lilst sich die obige Formel (1), indem wir darin =g setzen
und beide Glieder auf einerlei Benennung bringen, noch mehr zu-
sammenziehen, Es ist dann:

A= : W (1)
A(z—1) ;
== T3 = et e el (A R S \2)
P ]
o log. Af(z—1)+a] —log.a
ntl== e k)
301,

Wird aber, statt der jihrlichen Zulage 5, am Ende eines jeden
der # Jahre eine gleiche Summe & weggenommen, und die Grofse

*) Es folgt néimlich aus (1): A(z—1)=a(z—1).27+bzn — b und hieraus:
A(z— 1) 'i"f’ .—:.r{(__' —_ _'[}-i-.lrr_|,_3r'

15*
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des am Ende des nten Jahres vorhandenen Kapitals durch A be-
zeichnet, so hat man am Ende des: B

Isten Jahrs: az—b,

9ten Jahrs: (az—b)z—b=az>—bz—Db

Sten Jahrs: az® —bz®—bz—Db

10ten Jahrs: ag!® — bg® —bs® —..—bz—0b
Allgemein, am Ende des nten Jahrs:
A—az* — (b 4 b2 4 b3 4+ b+ b)

Oder kiirzer, indem man die in Klammern stehende Progression
summiert :

bh(z"—1)

A=—gsP— ————" (aasssvercns {
A a ; 1 )
L A | bz —1) (2)

g 2 _'_..:“i;: s at ey 2
 (ag"—A)(z—1) (3)

D=r—— " dasssssnenas 3

a—1

log. [A (z — 1) — b] —log.[a (z—1) — b] :

n= ' .. (4)
log. =

Ist der jihrliche Abzug b kleiner als die jihrlichen einfachen
Zinsen des Grundkapitals, so mufs der Anwachs A offenbar immer
grifser werden. Ist aber der jihrliche Abzug grilser als die jithr-
lichen Zinsen, so mufs der Anwachs A immer kleiner, also endlich
einmal 0, und von da an, wenn der Abtrag noch fortdauert, ent-
gegengesetzt werden, und mithin das gegenseitige Verhiiltnis des
Gliubigers und Schuldners umkehren. i

S02.

Soll durch den jahrlichen Abtrag b das Grundkapital @ samt
den Zinseszinsen in 7 Jahren gerade getilgt werden, so muls in
Formel (1) des vorhergehenden Paragraphen, A=0, niimlich die
beiden Glieder der rechten Seite einander gleich sein, daher:

b(z2—1)

Nach dieser Gleichung kann man, wenn von den vier Grilsen
a, b, n, 7 drei gegeben sind, die vierte finden (8299, Anm.). Es
ist némlich:

b (2"
S

n(z
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303.
1. Aufgabe. Wie grols wird ein zu 59, Zinseszinsen auf
25 Jahre belegtes Kapital von 5000 .4, wenn noch am Ende eines
jeden der 25 Jahre 200 .4 zugelegt werden ?
Antwort. 26477 4. Man hat niimlich (§ 299):
b(a»—1)%)

A=az T
l{}L";. = {'.“..]1 1893 l%:-_;;l':,'){_‘n -
2:? [’.r_:,‘_nl!lll!: _-3—=1.|;']
1059465 b=200; n = 25.
423786
llig. %% =(),5207325 log, 225 —( ),5297325
225 =3 386355 log. a = 3,6989700
(225 —1)=2,386355 *) 49287025
log. (+2% —1)=10,3777350 az*® = 16031,77
log. b=2.3010300
2,6787650 _
log.(z—1) =0,6989700 — 2 az2% = 16931.77
3,.9797050 2 0545.49
(e*—1) . .
b= — 954542 A —26477.10

204,

2. Aufgabe. Es werden 5500 # zu 419, Zinseszinsen an-
gelegt, wie grofs bleibt der Rest nach 30 Jahren, wenn mit Ende
eines jeden Jahrs 300 £ weggenommen werden ?

Antwort. 2297 .#. Man hat niimlich:

A e o b(e"—1) Gegeben:
i z—1 a=>5500; z=1,045
log. 2=0,0191163 b=2300: =230,
; 30
=1(),5734890 .
230 =—38,74532 log. 2" = 0,5734890
250 __1—29 74530 log. a = 3,7403627
Y7 —l=4g,(400Z - = : L
_ 4,3138517
rreh =2 I.TTI-JI:-'S az*" = 20599,26
. a : (230
2,9157143 e ) 1830213
log. (# —1)=10,6532125 — 2 Cadland i
4,2625018 A =229713
g4l —1)
b - =18302,13
z—1

*) Die zweiteiligen Grisfsen (:—1) und (:#»—1) miissen, ehe man ihre Loga-
rithmen nehmen kann, erst in einteilige zusammengezogen werden, (§ 283.)

~71-) BADISCHE
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305.
3. Aufgabe. Wie grols muls der jihrliche Abtrag b sein, da-

mit von dem auf 10 Jahre zu 2§ %, !(—‘1(_"'[("11 Kapital von huim Mo

noch 1000 % iibrig bleiben?

Antwort. 596, %, Es ist nimlich (§ 304):

A (2—1) Gegeben:
b= (az"— # ].3"—'] A=—1000; 2=1.,025:
a=00MN): n= 10,
3 = 210 —1 2800859
10 log. 2=0,1072390 210 _ 1= (),2800859
3 =3 ol
1{!:‘.“ il 'j'_ll J]- i“g' (az! 3.8248100
sleld 3] Ulld _____ (5 — ]l.—-:”‘:‘;',IT',!.II\l\_-j
ag'' = 71]8“.‘-;]]4 ] .5.;:>T:H In
3 A=1000 !U;.‘f. (2105 1]‘-“-”‘17:"!'.—]
as**—A =06680,514 loz. b —2,7754587
b= 596, }1}1
306.

4. Aufgabe. Auf ein zu 5%, Zinseszinsen ste shendes ha%ntal
von 30000 % werden jihrlich 3500 4 abgetragen; in wieviel Jahren
wird dadurch das Kapital getilgt sein?

Antwort, 11} Jahr (beinahe).

Man hat niimlich (§ 302): (Gegeben:

log. b — log.[b—a(z— 1)] a=30000; b=23500; ==1,05.

n=— = log [0;_:, b —3.5440680
o005 log.[b—a(z—1)|= 3,3010300
a= 30000 (),2430380
alz—1D=1500 }:'J;::, -=10,0211893

H=23500 0,2430380 -

7 n= e =]11i

h —a (22— 1)=2000 0,0211893
307.

5. Aufgabe. Jemand hat 25 Jahre hindurch ein jihrliches Ein-
kommen von 200 .% (z. B. Nielsbrauch, Rente, Aktie &c.) zu be-
ziehen, 1Ll er aber ein Geschiift anfangen will, so entschliefst er
sich, seine 2hjihrige Rente zu V(ll\dlli(l"l Wieviel kann ihm jetzt
dafiir gegeben werde :n, wenn die Zinsen 3§ %/, betragen?

Antwort. 3208,64 .#.

Aufiésung. Hier wird ein Kapital o gesucht, welches samt seinen
Zinseszinsen in 25 Jahren durch den jihrlichen Abtrag von 200 getilgt
ist. Diesen gegenwiirtigen Wert der 25jihrigen Rente “indet man also nach
der Formel 2, § 302.

BadenWmﬁembe:g
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b=200; z=—1,0375; n=2=2>5,

—l'n;

log. :=0,0159881} log.(22* —1)=0,1790247 ; log. 2**=0,3997025

25 b =2.3010300 --(>—1)=0,5740313—2

799405 24800547 0,9737338—2
310762 2 4800547

“‘;.;5;”7'[,2_.-} 0,9737338 —2
z20=2 510166 log. a=3,5063209
11]_;'111'!11‘!“ e ,r_'.'“‘\lll ..
>—1=0.0375
08,

6. Aufgabe. Um eine Witwenpension von Ijz'iin']icll b=200 %
zu kaufen, zahlt jemand an die Witwen - Kasse jihrlich a=50 /.
Wenn nun aber der Mann erst nach n=20 mul die Frau schon
m=—28 Jahren spiiter stirbt, wieviel hat dann die Witwen - Kasse
gewonnen oder verloren, wenn beiderseits nach dem Zinsfulse
z=1,04 gerechnet wird ?

Auflssung. Werden die Zahlungen beiderseits mit Anfang eines jeden
Jahrs geleistet, und der Schlufs der Rechnung erst nach dem verflossenen
- mten Jahr gemacht, so steht die erste Einlage n-m Jahre und ist also
an Wert = az""": die 2te Einlage steht ein Jahr weniger und ist also
t —a" "1 &e. Die letzte Einlage steht nur m -1 Jahr und ist also
az wert. Ebenso ist der Wert der ersten Pension & nach wm Jahren
", der letzten =hz. Mithin ist:

A=gaz" T L g g +az® =2 LasmTl (b - v™ i +..4-b2)

Beide Progressionen summiert, kommt:

azvtm . ”;m---l ™

LR 1) b (z™ — 1)
9
Den ersten Teil des Zihlers hiitte man auch kiirzer so finden kinnen:
Die n Einlagen betragen, weil sie mit Anfang eines jeden Jahrs bezahlt
[_.N e 1"

- (5= / . » .
werden, am Ende des nten Jahrs = ; dieses Kapital steht nun
z—1
rI__ir.——J "—1)
aber noch m Jahre und wird = 5 . Die obige Formel kann
auch so geschrieben werden:
_-\=|ﬂ' m —1}——!}[”'-- l]l > 1

Fiir den oben angegebenen Fall, wo a=50; b=200; n=20; m=8;
2=1,04, hiitte also die Witwen-Kasse einen Vorteil von A=202 ..

Ebenso findet man leicht die Formeln fiir die Fille, wo die Zahlungen
halbjiihrlich oder am Ende des Jahrs geleistet, oder wo die Einlagen mit

BADISCHE
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Anfang, die Pension aber mit Ende des Jahrs entrichtet werden &c. Auch
andere in dieser Art vorkommende juristische, politische, staatswissenschaft-
liche und dergleichen Fragen wird man nach dem Vorhergehenden beant-
worten kinnen, und w n beschliefsen daher dieses Kapitel mit ein paar
schwerern Aufgaben fiir Geiibtere.

S04,

Aufgabe. Wie grols ist der bare Wert a einer # jihrigen
Rente, welche durch eine geometrische Progression liuft, deren
erstes (lied » und deren Exponent e ist; wo zllm am Ende des
ersten Jahrs die Rente §, am Ende des zweiten Jahrs die Rente be,
am Ende des dritten Jahrs die Rente he2&c., am Ende des nten
Jahrs hen—1 gehoben wird, und die Rente mnhm von Jahr zu Jahr
in dem Verhilinis 1:¢ wachsen oder abnehmen mulfs, je nach-

J/:_'v e
dem ¢ = 1 ist.
S

Auflésung. Es ist am Ende des niten Jahrs der Wert der:

Isten Rente=0:
9ten Rente=be.2" =

n— 1ten Rente=—0De""=
nten Rente=he" !
Der fiir alle Renten mit Anfang des ersten Jahrs gezahlte bare Wert
a wird nach nJahren zu ez, Mithin mufs sein:

' =0.2""" - be. B0 L bR ML b TR s b L

Die zweite Seite dieser (ileichung bildet eine geometrische Progression,

1 e € - v ]
wo b1 das erste, be" " das letzte Glied, — der Exponent, und deren
£ 3
be" -1 . Ira_'"_l B 7
3 - - " i -~ LI - Vs .
Bumme mithin (§ 256) = = 1st.
¢ i 1
-1
Man hat also kiirzer:
) be” —Db
a2 =

b,
und q=-" : -

310.

Aufgabe. Wie grols ist der bare Wert der durch nJahre
nach der arithmetischen Progression b, 2b, 30, 45, - nb fortlaufen-
den Rente, wo also am hndf‘ des ersten Jahrs 5, und in jedem
to}grr_ulen Jahr b mehr, als im niichst vorhergehenden, _l_’,e]u_)h‘_‘n
wird ? /

Baden-Wiirttemberg




233
Auflésung. Heilst a der genwilrtice Wert, so ist:
e —p 1l 9p . " 435 _;_-—."._i__ oot (M —1) bz 4-nb.

Diese, aus einer arithmetischen und geometrischen Progression zusammen
gesetzte Reihe lifst sich in ebenso viele geometr
egen, als Glieder vorh:

ische Progressionen zer-
inden sind und dann Summieren, wenn man zuvor
Jedes Glied in so viele Teile zerlegt, als der davorstehende numerische
Koefficient Einheiten hat. Es ist niimlich:
M patt—E L i BT =pn B pm- 4 B3 g
Mithin :
b1 gy L L T L)
<47 ——.l?r_"_{~i—"’ Y 'l-l-_ 1)
4 DM L pan—4 1)
z { )
L at—d (e
L 4 )
15 )
as"— + i)
=
+ & -’_:_.?,:;_ g g (n—2)
S O S —1)
e pd L e (n)
Jede Que

sihe bildet eine ge

ometrische Progression, deren
1st, und es ist die Summe der Reihe:

Exponent 2

o & 2 2 — b_ a1 —1
z—1 —1

3) (o R Sy

(8), = =

Setzt man also in obige
80 ist:

Gleichung statt der » Reihen ihre Summen,

it b o | b o B | b £l & " \
as ey 111—2--_| (= = - R e —l_r-i-:-_-i-{,-hl_.-
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2tz —(1-4-1+-- —:-'i.-}

Diese Summe der in Klammern stehenden Reihe 14+1-41+-.... ist=mn,
die Summe der andern geome-

weil n Glieder (Einheiten) vorhanden sind,

M

trischen Reihe ist =- L

Qubstituiert man diese Summen, SO kommt:

Mithin ist:
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Anhang.

Anmerkungen und Ergiinzungen.

511,

Zu § 1. Man mutmalst, dafs zu unserm, allgemein iiblichen Verfahren,
mit zehn Wortern alle Zahlen zu benennen, die zehn Finger Veranl ssung
ben haben. Mit Gewilsheit kann man aber dieses nicht behaupten, da
es urspriinglich ganz willkiirlich war, und man die Zahlen auch ebensogut
mit mehr iJ'JtI’ weniger Grundwirtern hiitte benennen kimnen. So hitte
man z. E. s nur bis vier zu zihlen brauchen, und dann, statt fiir
die auf vi de Zahl ein neues Wort zu ersinnen, eins und vier,
oder kiirze vier sagen kimmen, dann zweivier, dreivier, viervier oder
zweimal vier; ferner eins und zweimal vier &e. Die Wiorter eing und
zweimalvier, zwei und zweimalvier &e. hiitte man dann auch wie £ 1. durch
Auslassung der Silbe ,mal* und Veriinderung der Silbe vier in kiirzere ver-
wandeln kinnen. — Nach Aristoteles’ Berichten hat es ein thrakisches Volk
gegeben, welches aut diese Weise ziihlte. Noch jetzt soll ein zehnfingeriges
Volk, die Jalofs, in der Nachbarschaft des Se ls wohnen, w elches zur
Benennung der Zahlen nur fimf Grundworter raucht, und so zihlt:

g

len,  wiard, niet, guyanet, rumnu quiron ben, r’jf-f-fn’er nierd,
(ein) (zwei) (drei) (vier) (fiinf) (Hinf und eins) (fiinf und zwei)

Mehreres hieriiber, sowie iiber die Zahlzeichen der Rimer, Griechen,
Hebriier und anderer Viilker sehe man in Montucla, histoire des Mathé-
matiques. Tom I, pag. 45 et 375 und Kliigel's Mathem. Wirterbuch
5. Teil, pag. 1166 u. f.

312,

Zu§ 6. 1) Dals man statt 10 auch jede andere beliebige Menge Einheiten
als (11‘Limlz hl eines Zahlensystems annehmen kann, und dann nach dem-
selben einfachen Gesetz zur Dars ellung aller Zahlen nicht mehr Ziffern
braucht, die gewiihlte Grundzahl Einheiten hat, ist klar. Hiitte man
z. B. die Ubereinkunft getroffen, vier zur Grundzahl eines Zahlens ystems
machen, mithin diese Grundzahl vier als Einheit ersten Ranges und also
* soleche Einheiten ersten I.auma d. 1. sechzehn als eine neue Einheit
en Ranges anzusehen u. f,_. 80 hiitte man auch nur die vier Ziffern
. 3, 0 nitig gehabt, um d.lmll‘ in dem hiernach entstehenden Zahlen-
system, die sr}r-vu.nmt{‘ Tetradik, alle moglichen Zahlen zu bezeichnen. In
diesem System ist also jede Einheit ciner links stehenden Ziffer nal so
grofs, als die Einheit der nichst rechts stehenden Ziffer; weil niimlich Jje
vier Einheiten irgend eines Ranges eine Einheit niichst hthern Ranges
machen, so mufs man vier als Einheit ersten ]{elllj:""\- durch 10 bezeichnen,
fiinf durch 11; sechs, sieben, 13; acht, als zwei Einheiten ersten Ranges,
durch 20; neun, 21: {H 23: zwolf, 30: fiinfze hn, 33; sechzehn, als vier
}m}u iten ersten Ranges oder eine Einheit zweiten Ranges durch 100;
siebzehn 101 u. s f.

Ebenso l.mr_» man auch zwei als Grundzahl nehmen und nach dem
achen Gesetz, dafs je zwei Einheiten irgend eines Ranges eine Einheit
15t hitheren l{,mws*a wachen sollen, blofs mit den beiden Ziffern 1 und 0
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alle Zahlen bezeichnen konnen, niimlich: eins, 1; zwei als Einheit ersten
Ranges durch 10; drei, 113 vier. als zwei Einheiten ersten oder eine Ein-
heit zweiten Ranges, durch 100; fiinf 101; sechs 110; sieben 111; acht, als
swei Einheiten zweiten oder eine Einheit dritten Ranges, durch 1000; neun,
10013 zehn, 1010 u, s. f. Dieses System, die sogenannte Dyadik, sollen vor
Zeiten die Chinesen gebraucht, statt des Stellzeichens 0 aber emen CQuer-
strich (— ) gesetzt haben. Aufser einem praktischen Nutzen dieses Systems
zur Entdeckung merkwiirdiger Eigenschaften der Zahlen und deren Teilbar-
keit. wollte Leibnitz noch darin ein treues Bild der Sehipfung finden und
suchte durch Erklirung desselben und durch Vermittelung des Jesuiten
Grimaldi, Priisidenten des mathematischen Tribunals in China, die Chinesen
sum Ubertritt zur christlichen Religion zn bewegen.

Gleicherweise hiitte man auch die Zahl zwo1f zur Grundzahl machen
und fiir die beiden Zahlen zehn und elf noch zwei einfache Zeichen, wie
und 8, einfilhren kimnen. Hiernach wiirde man also schreiben:

Einheit ersten Ranges) 10; dreizehn 11;
20 u. 8 f Es ist noch gar nicht lange,
'ges System, die Duodekadil:, statt der
aus dem theoretischen Grunde, weil
es zwo If Apostel gegeben hat; s aber ans dem praktischen Grunde,
weil die Zahl 12 mehr Faktoren als die Zahl zehn hat, welches beim Rechnen
bedentende Vorteile gewiihren sollte. Sei es nun, dafs die Mathematiker
diesen praktischen Nutzen, oder die Wichtigkeit jenes frommen (rundes
nicht begreifen kimnen, sie haben beides nicht beherzigt und nichts zur Aus-
fithrung jener Verbesserung beigetragen. Man sieht also, dals unendlich
viele Zahlensysteme moglich sind, und es in der That zu verwundemn, dafls
nicht die alten Griechen und namentlich Archimedes, der geistreichste Mathe-
matiker unter ihnen, auf die wichtige Erfindung eines solchen Zahlensystems
gekommen ist. Der Vergleichung wegen wollen wir hier einige Systeme
nebeneinander stellen: .

etwa o
neun, 9; zehn «; elf g; zwilf (als
dreiundzwanzig 1 3; vierundzwanzi
als man ernstlich darauf dachte, d
Del:adil, einzufiihren, und zwar zuer

e
2y = 2 = - 5= =
£ e i (s e - o e =
g R s R = | &e
-4 - = vy -~ - = ~
=* o= = = — = = =
~ =~ ~ ~ ~ = = =
~
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
w| 2| 2 2 2 2 2 2 2 2 2
11} | 3 S 3 3 3 3 ) 3 ]

100 __1.1 10 4 1 4 4 4 4 4 4
101 12 11 10 5 5 5 5 5 Bitith
1.1\%; 201 12 | 11 10 6 6 6 6 6 G

(I B GGl C i e I W (R T
10000 22120 113 12 | 11 | 10 8 8 8| 8
1001100 | 21 | 14 13 |12 | 11| 0| 9| 9| 9

1010/101 (22 [ 20 | 14 |18 |12 |11 | 0| « | @
1011102 28 |21 (15 14 (13|12 | 11| w | B
1100( 110/ 30 22 20 |15 14 | 13 | 12 | 11 10

2) Die Frage, welches von allen Zahlensystemen wohl das beste sei,
lassen wir dahin gestellt sein. Jedes ist praktisch brauchbar. Uns muls
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aber schon aus dem haltbaren Grunde die Dekadik das beste sein, weil es
in der_zivilisierten Welt iiberall gebraucht wird, und wir darnach zu schrei-
ben einmal gewohnt sind. Ubrigens macht es auch nur die Ungewohntheit,
wenn man nicht in allen Systemen gleich fertig schreiben und rechnen
kann. — Soviel ist indessen klar, je grofser die Grundzahl eines Zahlen-
systems, je grifser das dazu erforderliche Einmaleins, je schwerer, aber je
schneller ist auch danach zu rechnen und umgekehrt. Die Chinesen in
ihrer Kindheit brauchten zu ihrer Dyadik gar kein Einmaleins.

3) Nichts ist leichter, als eine Zahl, welche in einem beliebigen System
geschrieben ist, in ein anderes zu iibersetzen. Soll z. E. die tetradise ze-
bildete Zahl 210232, dekadisch geschrieben werden, so braucht man nur jede
Ziffer mit dem Wert ihrer Einheit, d. h. g0 oft mit 4 zu multiplizieren, als
ihr Rang es angiebt. Die erste rechts stehende Ziffer ist vom Oten R:
und stellt also blofse Einheiten dar, die zweite Ziffer ist aber vom ersten
: :, Wo also jede Einheit 4 Einheiten in der Dekadik gilt, die dritte
st vom zweiten Rar und jede Einheit gilt hier also 4.4 —16. Mit-
bene Zahl 210232 dekadisch ausgedriickt = 2350,

0 =
Ebenso findet man:
Diyadil, Dekadik

101011 = 43

1) Soll umgekehrt eine dekadisch gebildete Zahl, z B. 2850. in die
Tetradik iibertragen werden, so mufs man die vorgegebene Zahl wiederholt
lurch die Grundzahl 4 dividieren: der erste Quotient giebt die Anzahl Ein-
iten vom ersten Range, und der erste Rest die Anzahl Einheiten vom
1 Range; der zweite Quotient giebt die Anzahl Einheiten vom zweiten
und der zweite Rest die vom ersten Range &c.: z B.:

(1) 3692 @ 43 21105]2]1
==L ]2 i 0 0 R 0 T A WO

0 in der Dekadik — 210232 in der Tetradik

48 - - - =101011 » - Dyadik

5) Der Mechanismus der vier Spezies ist in allen Systemen gleich. Bei
der Addition in der Tetradik z. B. braucht man nur fiir je vier Einheiten
einer Reihe eine Einheit in die niichst folgende zn fibertragen &e., wie fol-
gende }'If_r'l.‘-'flit'h'- zci;_;'r.'u:

Dyadik. Tetradik, Duwodekeacdil,
Addition: 10101001 501202

1111001 133112
Summe: 100100010 1100320
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Subtraktion: 100100010

1111001 /
Rest: 10101001 133112 167359«
Multiplikation: 10111 2 930e
1011 485
10111 25926
10111 ] @
10111¢ 11210 DB
11111101 1230132 4039a46
IJ_.I;.rrr.l'.f,-"_ Tetradil:.
Division: Quotient:
10111 | 11111101 | 1011 2302 | 1230132 | 213
10111 11210
100010 10313
10111 2302
10111 20112
10111 20112

6) Wenn eine Zahl nur mit zweierlei Ziffern gesc hrieben wird, so ist
leicht zu erkennen, durch welche, mit denselben luniun Ziffern geschriebe
Zahlen sie teilbar ist. So sieht man z. B. gle ich, dafs die Zahl 959
durch 95 und 9595 teilbar ist. Weil nun in der Dyadik alle Zahlen
der Subtraktion darin entstehenden Reste) mit denselben beiden
Ziffern 1 und 0 geschrieben werden, so begreift man, weshalb Leibnitz
dieses System zur Entdeckung der Teilbarkeit der Zahlen geeigneter 1|1|ll
Man sieht z. B., ¢ die Zahl 100100100100 dureh 100, 1001, 10, 11 ¢
teilbar ein mufs, Wird also eine Zahl in die Dyadik ibersetzt, so sind

’ :toren leichter zu erkennen. So i 5. ‘die Zahl 381393 dyad
--'.n. ben 111101101000001 und ein geiibter Blick sight nun sogleich.
dafs sie durch 111, = 7; 1101, = 13; 10001, 17; 10011, = 19 teilbar ist
(S. Lamberts mathem. Schriften.)

die bei

t

Yu § 10. Der in § 10 angefiihrte Satz: dafs man die beiden Faktoren
eines Produkts miteinander verwechseln darf, Lifst =ich folgendermalsen
beweisen: Ob man den Faktor b selbst oder jede darin enthaltene Einheit
amal setzt. das ist einerlei. Ebenso ist es einerlei, ob man die .,:1}1--*5_
amal, oder a einmal nimmf, ¢.1=1.a=a. Setzt man nun jede in b ent
haltene Einheit amal, so hat man offenbar a selbst, fmal g
niimlich, wenn man & in Einheiten auflost: a.b=a(1+1+

a=o+a ﬂ—E-.,.-sz.H.

Beispiel: 4.5—=4.(14+14+14+1+1)=(44444--444)=5.4

Dieser Satz ist ganz allgemein und Lifst sich auf beliebig viele Fak-
toren ausdehnen, indem man nach dem Schlufs von #» auf n-+1 von zwei
Faktoren auf drei, von drei auf vier schliefst &c. Es ist z. B. a.be=a.ch=
be.a—ch.a, wo nach dem vorhergehenden Satz blofs zwei Faktoren, erst-
lich  und ¢, dann be und o verwechselt sind. Nun ist aber auch ab.¢=a. be;
denn ob man ¢ erst dmal und dann diese 4 gleichen Summanden wie 1[ r amal,
oder ob man ¢ gleich abmal setzt, das ist einerlei, indem man in beiden
Fillen ab gleiche Summanden (c) erhillt. Ebenso ist be. a- — /s enr, mithin ale=
aeh = cal = cha=bac = bea &e.

314.

Zu § 24. 1) Die Zahlen 2 umi 5 sind in 10, mithin 2.2=4 und ¢

in 10.10=100: 2.2.2—% und 5.5.5—125 in 1000 ohne Rest enthalten.
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Um nun zu beweisen, dals eine Zahl, z. B. 276, durch 2 teilbar sein mufs,
weil ihre letzte Ziffer es ist, denke man sich diese letzte Ziffer davon ge-
trennt und die Zahl als eine zweiteilige geschrieben, niimlich 276 =270
6=27.10-4-6. Weil nun der letzte Teil 6 ve rmige Voraussetzung und der
erste Teil 27.10 w egen des Faktors 10 durch 2 tmlh'u ist, :u) |11L|I- es auch
276 :0'.‘"' 27.10 h

die Summe 27.10-46=276 sein (§ 21); weil = — 4 =

2 2 2
27.5+4+3. Ebenso ist der Beweis fiir 5; und fiir 2.2 —4: 2.2—8§ &r

wenn man die beiden letzten, drei letzten Ziffern &c. trennt., W. m] % i_llle
beiden letzten Ziffern der Zahl 1484 durch 4 teilbar sind, so ist es auch die
ganze Zahl; denn

1484 140084 14100 , 84 675 67045 67.10, 5

7 RS e i 5 5 5 v

2) Eine jede Zahl lilst sich immer so zerlegen, dals jede Ziffer mit
einem Faktor von so vielen 9 multipliziert ist, als noch Ziffern folgen, und
dafs der eine Teil die Quersumme aller Ziffern ist: z. B.:

6453 =6.999+4.99+5.94(6-+4+51-3)
-_—.|'.,9',s',|_1_4,‘,_au.i_s,,}p_|_].-<

Es ist niimlich:
6453 — 6000 4-400 4 504-3=6.10004-4.1004-5.104-35
ferner, da: 1000=999 +1; 100=994+1 &e.

6000=6(99941)=6.999 -6 § 19)
400= 4(9941)=4.99+4
0= 50+1= 5.9+45

D ==t 5] = ]

6453=6.999-4+4.9945.9-4-18

Ist also die Quersumme der Zahl 6453 durch 3 oder 9 teilbar, so sind
es auch die Glieder auf der rechten Seite dieser Gleichung und folglich
auch die Zahl, als deren Summe:

6453 6.99944.994-5.94- (6441 543 ’J
' 9
:';i_-i

Zu § 29. Nach der § 29 gegebenen Regel findet man 24 als den grifsten
gemeinschaftlichen Fakt tor von 72 und 168.

Dafs nun die nach dieser Regel 168|72|24
gefundene Zahl 24 wirklich ein gemein- h 36 k
schaftlicher Faktor und zwar der mog- a 79 7
lichst griifste ist, ist am leichtesten ein-
zusehen, wenn man die beiden Zahlen 72 72
72 und 168 durch Linien dargestellt P d é a

denkt. Liilst man niimlich eine beliebig

lange le[» die Einheit bedeuten, so stellt eine 72mal so lange Linie ab die
Zahl 72 und ebenso ¢g die Zahl 168 dar. Ist nun (nachdem ad auf cg zwei-
mal .ll)gv»[ tzt worden), der erste Rest eg—24, irgend wievielmal ohne
Rest in a/ enthalten, so milst er auch ed, de und eg (sich selbst) und folg-
lich auch eg=168. Ein grifseres Mals, wie etwa hk=36, welches in ab
folglich auch in ¢d und de enthalten wiire, kann nicht in der kleinern Linie
eg und folglich auch nicht ohne Rest in ¢g=168 enthalten sein.
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vorstehenden Beispiel ging die Division schon beim zweiten Male
ie Schliisse bleiben aber offenbar dieselben, wenn sie weiter fortgesetzt

316.
Zm 88 28, 52, 182

Lehrsatz. Wenn p eine Primzahl und ¢ und 4 zwei ganz beliebige
Zahlen bedeuten, welche jedoch einzeln nicht dureh p (ohne Rest) teilbar
sind, so kann auch ihr Produkt .5 nicht durch p teilbar sein.

1. Beweis. Wenn eine Zahl, @, durch eine Primzahl, p, ohne Rest
teilbar ist, so mufs die Zahl a, in ihre einfachen Faktorem zerlegt, not-
wendig den einfachen Faktor p enthalten.

Wenn also zwei (oder auch mehrere) Zahlen, @, &, einzeln genommen
durch eine Primzahl, », nicht teilbar sind, so kann es auch ihr Produkt
a.b nicht sein. Denn da in diesem Falle weder a noch b, in einfache Fak-
toren zerl den Primfaktor p enthiilt, so kann auch die Multiplikation
ihrer Primfaktoren unmiglich den Primfaktor p in ihr Produkt hineinbringen,
weil aus der Multiplikation mehrer Primzahlen immer eine zusammengesetzte
Zahl entsteht. Hieraus folgt ferner (weil eine zusammengesetzte Zahl, a,

gleich dem Produkt aus allen ihren Primzahlen ist eine i, a,
nicht auf verschiedene Weise in Primzahlen zerlegt werden kann.
2 Beweis. Sind beide Faktoren ¢ und & grisfser als p, so dividiere
man erst einen von ihnen, # durch p, bezeichne den ganzen Quotienten mit
und den Rest, der notwendig kleiner als p ist, mit r. Es sei niimlich
= — oder: - =P -+
p P 2
und folglich (auf beiden Seiten mit multipliziert
P
JI’-”J i
=M~ —— v ssma s anren e (1)
1 P
ab . -
eine nze Zahl sein, s0
P

weil ma eine ganze Zahl ist, notwendig auch eine ganze Zahl,

ar durch p teilbar sein. Um die Unm zu zeigen, dividiere
jetzt p durch r, setze den ganzen Quotienten =’ und den Rest=r" KEs
seil niimlich:

i
FLOREch Sty s
folglich (mit multipliziert):
)
P i} ar!
a=n -+ =
' &
Wiir . 11 ar sl DT i
dre nun ar durch p teilbar, mithin eine ganze Zahl, so milste
p

- ar . : . 1
notwendig auch eine ganze Zahl sein, weil der Betrag der rechten Seite

gleich einer :_';il]!Z({TI Zahl a sein muls,

Dafs aber auch @' nicht durch p teilbar sein kann, wird ebenso wie
von «ar bewiesen, indem man p iilll'i_‘S1 ¢ dividiert, den Quotienten mit m"
und den Rest mit ¢ bezeichnet &e. Man sieht alzo, dals durch Wieder-
holung dieses Schlusses der jedesmal bleibende Rest », v, r'% v

C : ) I et e «s s YOI
welehen keiner in p (weil p ene Primzahl) enthalten ist, immer kleiner und
znletzt = 1 werden mufs. Wiire also al durch p teilbar, so miifste auch
ar, ar'y ar' ......a.1, mithin o selbst durch p teilbar sein, was gegen die
Voraussetzung ist, h:
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Ist keiner der drei Faktoren @, &, ¢ durch die Primzahl p teilbar, so
ist es auch ihr Produkt alc micht. Denn nach dem Vorhergehenden ist es
@, nicht und wenn man gb—A setzt, auch A.c—ate nicht &e. Dieser
fiir die Arithmetik wichtige Lehrsatz giebt den Schlissel zu vielen andern.

317.
Zu § Nach dem vorhergehenden Paragraphen ist, aufser 5 und 2,
keine Primzahl, wie 3. 7 &e lso auch kein Vielfaches derselben, wie 2.3

y
4.7 &e., kurz keine sich nicht in lauter Faktoren 2 und 5 auflsen
lifst, in 10, also auch nicht in 10.10 oder 100, 1000 &e. ohne Rest ent-
halten. Daraus folgt also, dafs kein Bruch, dessen Zihler und Nenner Prim-
zahlen gegeneinander sind . genau durch einen Decimalbruch dargestellt
werden kann, wenn sein Nenner gich nicht in lauter Faktoren, wie 2 und
5, auflosen lifst. Dafs dann aber die Decimalen immer in derselben Folge
periodisch) wiederkehren miissen, ist leicht zu begreifen. Verwandelt man
z. E. den Bruch ! in einen Decimalbruch, indem man mit 7 iu 1000...
dividiert, so ist klar. dafs, da keiner von den aufeinander folgenden Resten
7 sein kann, eine von den £ Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6 als Rest kommen mu
hiichstens kinnen also nur sechs verschiedene Reste stattfinden, dann muls
notwendig einer derselben zum zweitenmale und somit auch dieselben
Decimalen wiederkehren. Was aber von ¢ gilt, gilt auch von jedem Viel-

&e. So ist z. B.:

=0,142857142. .

=—0,42857142. . .

dafs wegen der hichstmiglichen Anzahl Reste die
Perioden der Decimalbriiche mindesteus eine Zift veniger haben miissen,
als der Nenner des sie ex ceugenden Bruches Einheiten hat, [Jm aber aus
einem gegebenen Nenner im voraus die Anzahl der periodischen Decimalen
bestimmen zu kinnen, mufs man sich mit § 166 angefithrten merkwiirdigen
und lehrreichen Werke vertraut machen, So giebt z. B. jeder Bruch von

Man sieht sogleich

der Form - " periodische Decimalen, niimlich:

10 —

1 : 1 1
=1~ ¢ =% ==~

s =0,0101. .. &e.

318

[st ein periodischer Decimalbruch gegeben, so kann man leicht den ge-
dhnlichen Bruch finden, aus welchem Jjener entstanden ist. Man setze
ilich den periodischen Bruch — s und mulfipliziere diese Gleichung mit
emer solchen Rangzahl, dafls die Perioden iibereinander zu stehen kommen,
und subtrahiere alsdann die erste Gleichung von der zweiten, so werden
die iibereinander stehenden gleichen Perioden getilet und man’ erhiilt eine

endliche Grifse. So findet man z, B.:

0,1515. ., — g
8= 0,1515... s=(),321521. ..
100s=15,1515. . .. 1000s=521,321821...

e 9995 — 321

Fingt die Periode nicht h hinter dem Decimalzeichen an, so mufls
man letzteres erst so weit vorriicken: z. B.:

ens Arithmetik,
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= 0,25300800. . . s=  2,64242...
10s= 264242...
10005 =2642,4242. ..

100s=  25,300200...
100000 & = 25300,3003

999005 =

319.
irzeste Form gebrachten
ben: denn lisst man den

Zu § 182. Keine Potenz eines auf seine k
kann ecine reine ganze Zahl g
9

Faktoren auf, § = 5, s0 sieht man, dafs, wenn nicht

Bruches, wie z. B
Nenner in einfache

| der Zihler

yen, wie 9.9,9.9.9 &
ll"lll‘." von

, also auc h nach § 316 keine 1'1;[5 nz d

ahl 2 ohne Rest teilbar ist, auch dure h kein Vielf

teilbar sein kann.
ite Warzel aus eimer ganzen Zahl N nicht in ganzen Zahlen
1 B yach, auch durch keinen Brucl

moglich, so kann sie, dem stren

;;x-n;n[-l;u-l_f-:J_-:t‘-]H werden. Denn wiire ein solcher Bruch - denkbar, so
! 5

. . I i gelir T a8 % & J y
i Y N=— und mithin | ) N sein, d. h. es miifste der Bruch - mmal
Ji ] = _ ! A

anze Zahl N geben, was nach § 316

! mit selhst Illllhll]l’l‘]l eine reine g
‘ unm h ist. Die Decimalen der irrationalen Wurze ] miissen folglich ohne
| Aufhéren und wegen § 318 ohne Perioden ins Unendliche fortlanfen.

Y20
Theorie des Positiven und Negativen.

Zum zehnten Buche. (8§ 74 —79.)

hier zuvor bemerken, dafs die Theorie der Gleichungen

getzten Grolsen ¢ hrt hat, und ¢
n mufs, ebenfalls durch Anwen-
gefunden sind. Erst spiter wurde
r diese. schon durch die Gleichun-
nnten Positiven und Negativen,
sen Begriffe des Gegen-
her diese so abgeleitete

Wir miissen
zuerst auf den Begriff’ der ent
die Regeln, wie man mit denselb
dung der Gleichungen auf wirkliche
sur Bestiticung und richtigern Erkli
gen kennen gelernte Theorie des
auch unabhiingig von den Gleichungen, aus ||a|n 1:
satzes abgeleitet. Der Natur der 8 y muls
Theorie hichst abstrakt werden und erkiinstelt scheinen. Vollkommene
Klarheit kann sie erst nach und nach durch verschiedene pri 1I‘T‘-{]ll' Erli
terungen erlanzen, und dafs daher dieser Paragr: iph von einem Anfiinger

| schon vollkommen verstanden werden sollte, ist unmiglich, aber auch (zur
Aufmunterung gesagt) gar nicht notwendi Denn die Richtigkeit der hier
aus dem 1J|r_\l_~11- Begrifte des Gegensatzes abgeleiteten R In folgt ganz
von selbst und auf die ;m.-:u-h:mln_lt«r: Weise aus dem, was iiber Gleie hnn"l'n
: t ist. und man braucht daher diesen Paragraph nur vergle u_hun_'__':\\l'v“ﬂ
zu lesen.

v Addition in grilserer Allge-

1. Addition. Fassen wir den Begriff
| er Teile zu einem

meinheit als die g mehrerer zusamm
Ganzen, bei ( Bildung man auf die Einstimmi it und den Wider-
‘!f"'il seiner " Riicksicht nehmen muls, so ist l\%n s wenn alle Teile
eingtimmie sind, die Summe in demselben ne. wie die einzelnen Teile,
genommen werden 1 also dasselbe Vorzeichen haben muls. Sind aber die
einzelnen wsetzt. o muls man die Summe der positiven, und

Teile
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ebenso die der negativen Teile besonds
durch einen ebenso grofsen Teil der g n und das Ubrigbleibende
im Sinne der grifsern Summe, also mit dem Llnu wesentlich zukommenden
Vorzeichen m-huu.’u. Dals man eine solche ulm;_: gebliebene Grifse, obeleich
sie im engern ne ein wirklicher Rest ist, dennoch s als den wirkl
Betrag aller kurzweg Summe, oder, be stimmter prochen alg
braische Summe, sowie das Vereinigen der Teile, ch dabei ein
wirkliches Subtrahieren stattfindet, addieren ;uim lrebraisch ad-
dieren nennt, und, dem allgemeinen Begriff nennen muls, kann
keine Dunkelheit verursachen. Man merke s dals der 3
Ganze grofser als jeder seiner Teile, nur timn

dann die kleinere Summe

zhen
B~

2. Subtraltion. Durch mancherlei Umstinde, und namentlich durch die
Stellu einer Aufgabe, sowie durch das Umformen der X
veranlalst, konnen Fille vorkommen, wo man entgeg ;
einander subtrahieren mufs, oder wo der Subtrahend :
ihm einstimmige Minuend und wo also die Subtraktion im
eine wirkliche Wegnahme des Subtrahend vom Minuend.
m-u'u man mmmr. lbar nur eine kleinere Gi von
] sern subtrahieren kann. Um aber dennoch den Gs
nung nicht aufzubalten und alle vorkommende Fiille, der Forderung ¢
folgerecht zu behandeln, richtiz zu deuten, und die nach dem engeren Be-
rriff Iln Subtraktion etwa ¢ |1rinnli-1n{1 n Ungereimtheiten zu heben, brauchen
: ) ff nur im allgem rn Sinn zu nehmen, niimlich subtra-
hieren il liejenige Gréflse finden, um \\w];;'.- der Sub-
trahend vom \! inuend verschieden i rilse, welche mit
dem Subtrahend vereinigt, den Minuend giebt. Griifse ist dann der
gesuchte wirkliche Unterschied (algebraische Differ und man erhilt sie
oftenbar, wenn man das Vorze iuu des )\nlnlmhe >nd umkehrt und ]JIH cmim
zam Minuend (algebraisch) .|nllJ|-1= Diese leicht zu beh alten

1

nz alleemein, wie foleende Bei ispiele, we || |!|r alle versc
stellen,
Minuend 48 —8 —8 =+ 5 —2 —2 +2
Subtrah L2 —2 +2 —2 8 +-8 8
l J 1) i—) ) =) — ==
Differenz: --6 == -10 -10 6 +6 10 —+10
Dafs di gefundenen Differenzen (eben weil sie aus zwei Teilen. dem

Minuend und dem Umgekehrten, dem Subtrahend /:1-‘imu1‘11=~|‘
sind), zu den “lll.ll]‘lhilulxn addiert, die Minuenden notwendig wiedes
miissen, ist klar. ist also ganz einerlei, ob man eine Griflse
subtrahiert oder mit umgekehrtem Zeichen \tthlnmt Durch
Hilfe der Gleichungen kann man die Richtigkeit di Regel auch folgender-
malten anschaunlich machen: Man denk: *h niimlich den Subtrahend ein-
mal so wie er ist, und einmal mit umgekehrtem 7% ]||n zum Minuend ge-
legt, so ist dadurch nur die Form, aber nicht die Grifse des Minuend oe-
dilLl[i[‘ und wenn man alsdann von dem so umgeformten Minuend den Teil
ve t (subtrahiert), welcher dem “-uhhalrvml gleich ist, so muls der wahre
Unterschied bleiben. Es ist z. E. (vergl., § 128):

setzt
then

Minuend :
Subtrah. —2= -2

Differenz: 10=-4-8-
Nimmt man niimlich auf der rechten Seite —2 (zwei n
man auf der linken Seite--2 zulegen, wei
in wiirde. Ebenso

ative Ein-
sonst die
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subtr. 4-2= -2
—1 -T) =g
10=—=8—2 ~fofmm=—

Die Regel fiber den Einflufs der Vorzeichen bei der
Multiplikation entge ngesetzter G sfeen lifst sich leicht aus dem Begrift
des Gegensatzes ableiten. Haben beide Faktoren einerlei Vorzeichen, so ist
das iu.ululu allemal positiv, negativ aber, wenn die Faktoren verschiedene
\ ichen haben. Mit anderen Worten: gleiche Zeic hen geben plus,
iche Zeichen geben minus.
ntlich b wicht hier blofs der F:
» entgegengesetzie (negative ) G
cht, sact blofs wie oft, sein Vorze ichen aber, in welel
etzt werden w-[l Nimmt man eine positive Grifse ent-
B. -8 einmal entgegengesetzt genommen,

t nommen, giebt 16 &e., daher

3. Multiplikation.

Il erbrtert zu we srden, wo der Multi-
e ist. Der Multiplikator ohme Vor-
iem Sinn

iplikand
go wird sie neg rativ,
8 zweimal entg

2.8 16 &
» wieder im en
go wird
']li

a2

T es

mt Inan ":JTJ!' ."('hi’ll an F;('}I ent-
etzten Sinne, also das Entgegen-
der positiv, z. B. —8 einmal ent-

riebt
i WK

s1e
weimal entgegengresetzt genomimen 16 &e.,

—16 &ec. Nimmt man aber eine entgegen-
wie sie i also nicht entgegeng zt, so erhdlt
zweimal renommen, das Doppelte &e., niamlich 1.—8
— oder | = 16. 1!1!]!*—-1 st 2.8 oder
|- 8=- o Tn den beiden letzten Fillen brancht man dem Vor-
zeichen () des \I:l..mln wtors eigentlich keine hesondere Bedeutung unter-
ichen. d. h. ohne andere Beziehung, als

¢
man die Gr

wler 2 )

zulegen, mlh m er hier ochne Vorz
blofse Multiplikationszahl ge sbraucht werden kann.

Beispiele:
Multiplikand -9
Multiplikator —-

Prod. 27

kann alle

der Multiplikation vor-
kommen kiénnen, wo niimlich die shrochene, posi ive und
negative Zahlen sind, in folgenden Hf zusammenfassen:
multiplizieren heilst, mit einer Grofse, dem Multiplikand,
ebenso verfahren, wie man mit der Einheit verfuhr, als man
den Multiplikator daraus bildete.”) In #.5 wurde zur Bildung
Multiplikators 4, der vierte Teil der Einheit enommen, folglich mi
auch der vierte Teil von £, niimlich %, nommen werden; daher
i : wurde die Kinheit Bildung des Multiplika-
cesetzt, folglich mufs auch 8 dreimal entgegen-

) : = — 24, Eber
-4=—12 &e.

Anmerkung. Man

1" c
tore dreimal entgeger
her

ke b 4
i. Division. Die Reg nl fiir die Division entgegenges
fiir die Multiplikation, auch lautet sie ebenso: haben
Iimmm- und Divisor gleiche Zeichen, so ist der Quotient positiv, negativ
er, wenn !\n idend und Divisor ungleiche Vorzeichen haben. Mit andern
Worten : eichen geben plus, ung viche geben minus.
Der Quotient m-\:il nlich g0 beschatfen gein, ¢ mit dem Divisor
multipliziert, den Dividend wiedergiebt. So ist z B.:

tzter Grilsen folgt

on selbst aus de

ithmetik und in
ationale und ima-

findet sich in Thibaut's
Sie palst aber nicht auf ir

Cauch

giniire
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weil 4. —2=—=__8§

Zu § 92. Aus der Multiplikation zweier vielteiligen Grifsen ergiebt
sich ganz von selbst noch ein anderes Verfahren, nach welchem man die
Division zweier vielteiligen Grifsen oftmals leichter bewirken kann, als
durch die § 92 gezeigte Faktorenzerlegung. Multipliziert man z. B. Sae— $he
mit Tax+4 #bx, nimlich :

Sac —3be l

ke I Faktoren
iax -4 e ] ¢
Iater— L abex
1 dabexr — J‘_.I.l';'lf_-ﬂ'
I5aen - 3 aber 6 b2 e

so ist klar, dals das erhaltene Produkt durch jeden der beiden Faktoren
teilbar sein mufs.

Wiire nun umgekehrt die Aufgabe gegeben: die Grisfse: r—2abex
—+%b%ca (deren Ursprung wir jetzt nicht wissen wollen , durch 5ac— 2he zu
dividieren, so ist l‘i]lll‘l.ll:ﬁf{'llll__ dals (weil der Dividend mehr Glieder. als
der Divisor enthiilt) der etwa miigliche Quotient notwendig vielteiliz sein,
und dals eins seiner Teile so beschaffen sein mufs. dafs er, mit dem ganzen
Divisor multipl

o o

rt, ein Produkt giebt, von welchem wenigstens ein Glied
einem Gliede des Dividend gleich ist. Hierdurch ist also die tegel, nach
welcher man verfahren muls, um den etwa méglichen Quotienten zu finden,
gegeben: Man dividiere niimlich mit einem Teil des Divisors, z B. mit dem
Isten (5ac) in einen dazu passenden Teil des Dividend, z B. in den lIsten

4 5 350w \ : i
(35a°cw), setze den Quom:ntun( & =7ax | als den einen Teil des ge-

suchten Quotienten, multipliziere mit ihm den ganzen Divisor und subtra-
hiere das Produkt vom Dividend. Dasselbe Verfahren auf das iibrig geblie-
bene Stiick des Dividend angewandt, giebt den 2ten Teil des Quotienten &e..
wie folgendes Beispiel zeigt:

sac—3be | 85atcr —Zabex — 50 =Tax+thae

35ater— '_{‘ abex

4abea — Slbtex
dabep— i bicx
Es ist niimlich, indem man das erste Mal mit 5ac in 35a%cx dividiert,
3oaex

der Quotient =~ = Tax. Im ersten Gliede des Restes ist 5ac offen-
C
dabex
bar =% — 4}rmal enthalten.
oIc

Anmerkung 1. Hiitte man, statt in das lste Glied, in das 2te oder 3te
Glied des Dividend mit 5ac dividieren wollen, so wiirde der entstandene
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.sen, mithin nicht so einfach ¢

gew
3 Hrl]]nlr!j_': der Glieder des I}I\i-

Quotient mit einem Bruche behattet
| gefallen sein, Hie { nun, ¢
dend nicht gleichgiltig is Man 1
immer erst ordnen, dafs die Glie litl in ln ||ii n entwed
oder fallends 1 otenzen einer und derselben Buchstabeng
Die Notwel dieser Ordnung folgt auns der Multiplikation zweier 8o
I

ga-u;'ell'.vi-.-n

Im vorstehenden |;r‘ir~]:i|-]|- waren
Potenzen von g geordnet, niimlich: a®, @', ¢ 1
Divisor, oder auch nach steigenden Potenzen von 0, niimlich :
[Thune vollziehe man mde angedentete Divisionen:

aktoren.

- nach den fallen-
nd und al, a®
ho, b, bA

1
aen

v der geometrischen Reihe:

das erste, "1 das letzte Glied und — der Exponent ist,

unmittelbar auf den Satz:

ohne Rest

Man hat

|'J.’.
wech o fiir eir
rten Divisionsr

ohne Rest teilbar, wenn

a4 p" ist auch durch

Wenn zwel i.u ¥ a und b dasselbe Ver-
zwei andere Grofsen ¢ und d, mithin a durch
lei Quotienten geben, so kann man aus
welche man ZWel :‘il'il"ll_:'-']h'il'|"
Gleichung bilden:

||_l|]nl.
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247
(i} {
T

Eine solche Gleichung zwischen zwei gleichen Verhiiltnis
der alten Kunstsprache eine Proportion und pflegt man dic
wie oben, auch so zu schreiben:*)

n heifst in
selbe , statt

arh=¢:d

Man li « verhiilt sich zu , wie ¢ zu d, d. h. a ist ebenso oft in &
enthalten, als ¢ in d. Die Griéfse @ heilst hior das Iste, ) das 2te, ¢ das 3te
und d das 4te Glied; ferner @ und d die beiden i m, b und ¢ die bei-
den mittlern oder inmern Glieder der Proportion. Es verhiilt sich z. B. 2
ebenso zu 4, wie 3 zu 6 und die vier Zahlen 2. 4; 3. 6 geben daher fol
gende Proportion, 2:4 ) oder =41

Sind die beiden mittlern Glieder einander
heifst die Proportion eine stetige und die Grifse b heifst dann die mitt-
lere Proportionale oder das geometrische Mittel zwischen den
beiden #ulsern Gliedern ¢ und d. Es verhilt sich z. B. 8 ebenso zu 6, wie

’, und diese Zahlen 3, 6; 6, 12 bilden daher die stetize Proportion
2, wo also 6 die mittlere Proportionale zwischen 3 und 12 ist.

Sind die vier Glieder einer 1-’1'0})"1'{'10:1 unbenannte oder gleichbenannte
Zahlen, so kimnen aus derselben mehrere Folgerungen gezogen werden,
worliber man sich, weil dieselben (namentlich in der G
inden, folgende Siitze merken miee:

In jeder Proportion ist das Produkt der beiden mittlern Glieder rleich
dem Produkt der beiden Hufsern Glieder. In Zeichen: 3

ich, wie in a:bh=0:d, so

cometrie) Anwendung

wenn a:b=e¢:d:

so ist auch ad=be,

5 fl [ 3 ¥ 2 3 idnete y
Beweis, Aus — = : folet, auf beiden Seiten mit fid multipliziert : ad=he.
il P

Ist also ein Glied in einer Proportion unbekannt, so kann man dasselbe
icht berechnen. Fragt man z. B., wie grols = sein mufs, damit folgende
Proportion 3:5=9:2 stattfindet, so hat man. vermoge des eben erkliirten
Satzes, dals das Produkt der fiufsern Glieder dem Produkt der mittlern

9 .
, mithin 2= — Wiire:

gleich sein mufs: 8o =

o

8:2=9:15; so0 ist 9r—45 und z=—>5;
19=0:15; so0 ist 152=45 und x=3;

are=nhc: 80 ist br=qaec und p=—-

Hiernach findet man auch die mittlere Proportionale zwischen zwei
benen Griifsen, wenn man aus dem Produkt derselben die Quadrat-
sel zieht.

Unser sel. Lehrer Thibaut erklirte mit Recht die ganze Lehre von
n Proportionen und namentlich diese undeutliche Schreibart a:he—p-:d fiir
ne schidliche. Wir haben sie deshalb auch in den Anhang verwiesen.
Viele Mathematiker sehreiben schon lange die Proportion in der vorstehen-

e

(i
1/ ad"

den deutlicheren Form einer Gleichur r, niimlich:
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Sucht man z E. zu 3 und 12; 5 und 2; a und & die mittleren Proportio-
nalen, so hat man:

| 3:w=x112; woraus z*=>356, mithin +=-=16
Bep=—1:2: = = 1[", = r=1} ”)_-!-3‘162“_
az:o=x:0; - 2 =ab, s r=1y ab.

Die Aufgabe, eine Grilse ana chstetiger Proportion zu teilen,
verlangt: a in zwei solche Teile zu zerlegen, dals sich der kleinere Teil
sum grifsern verhiilt, wie der grofsere zur ganzen Grifse. (Siehe § 227

2) In jeder Proportion kann man die Glieder der Verhiltnisse umkehren.
Ist niimlich:

1 arh=c:d; I:: = :{. : 16:8= '-Z"'Z‘j;
b (| = F
so ist auch b:a=d:c; —— 3:15=4:20.
it c

3) In jeder Proportion verhilt sich auch das erste Glied zum dritten,
wie das zweite zum vierten. Ist niimlich:

a ¢
a:b=c:d; i T3 3:6=9:18:
) o
|r| g0 ist auch: a:e=h:d; P o f; . 3:9="6:18.
(4 f

4) In jeder Proportion verhiilt sich die Summe oder Difterenz der bei-
den ersten Glieder zum ersten oder zweiten, wie die Summe oder Differenz
der beiden letzten Glieder zum dritten oder vierten Gliede. In Zeichen, wenn:

a:bh=¢c:d; 8:2=
g0 ist atb:a=c+td:e; 10:2—15
atbh:h=c+d:d: 6:2=— 9:8.
4] it [ 5
Beweis. Aus i folet:
'] (

it [ atb f d
1= +1 -

b d odern, d
] b d 11 14 ¢
ferner: +1= +1 oder fromt .

(s C o C
atb et+d
oder = ;

(L) [

323.

Wenn mehrere Verhiiltnisse einander gleich sind, so verhiilt sich die
{ Summe aller ersten Glieder zur Summe aller zweiten ebenso, wie jedes erste
Glied zum zweiten. In Zeichen, wenn

i A rau=B:l=C:e=D:d=E:¢ &e.

so ist auch A+B4+C+D4E...: atbtctd+e...—A:a=DB:b &
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Beweis. Bezeichnet man den gemeinschaftlichen Exponenten der gleichen
Verhiiltnisse durch e, d. i. die Zahl, welche angiebt, wieviel mal so grofs
oder so klein jedes vorhergehende Glied als das folgende ist, so hat man
aus der nachstehenden ersten Reihe Gleichungen die zweite und daraus
durch Addition die dritte, niimlich : 3

- — A=gqge;
a

B

= B=be;
B -

— =g 2 C=ce:
p

)
II, =€; I'J=Jw:

A+B+CHD+.+4...—aefbe-ce +de. ..

A—;—]‘}---l:,',—]—)—;—,+...'——iH—;-hj—('-—j—(F—i—-...}:
.-'L,—B+C—;-D+..,_ S S
ur—-:—arJJl—[,'-:i—rJ s a D e

Wenn also mehrere Briiche einander gleich sind, so ist auch jeder dem
Bruche gleich, dessen Ziihler und Nenner aus der Summe jener Ziihler und

Nenner gebildet ist. Fs ist z. B.:

324,

Zu § 214. Hitte man aus einem vielteiligen Gr
dratwurzel zu ziehen, so miifste man, wie sich aus der Bildung eines Quadrats
ergiebt, ganz nach derselben Regel verfahren, nach welcher man die Quadrat-
wurzel aus einer Zahl zieht, d. h. nach der Formel a®4-2ab4b2 (§ 191).
Dasselbe gilt von der Kubikwurzel. So findet man z. B.:

senausdruck eine Qua-

yldat — 1200% 4-200%0° — 30a%z 4 25a44) — -
a? =44

0y — Bax) — 12a2® 4 294242
2ab + 1*=—12a2% |- 9a2at

2a

422 — Gaw, 5a%) 200 — 300 L 25a
2ab + b?= 20a®2®* — 30a®

325.

Zu § 216. Alle Grijfsenausdriicke, wie V—4; Y—a; y—a, wo sich
néimlich das Wurzelzeichen mit geradem Ex ponenten voreine negative
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| lementen vorkommen, aber nament-
» Wichti it erhalten, indem sie

7Zahl stellt, und die selbst schon in den
lich erst in der hihern Mathematik §
dort ].Hlmm,n.“ die ohne ihren (Gebrauch sehr miihsam und verwickelt
werden miissten, ungemein vere infachen, Mathematiker nn-
migliche Grilsen, andere, welche diese Benennu unpassend finden,
innh-t-n nur keine wirkliche Whurzelausziehung in ||.-tullllu1|-n Zahlen miglich
_ die Grofsen selbst aber vorhanden 1|1|n1 mithin mi 1d, nennen sie
eingebildete (imaginiire) Gro[sen, im Geg crensatz d mannten
i h H'aé('!lll‘. tl-h' .}!: e 1
ausgedriickt werd

iennen eini

timmten Zahlen

die Grifsen ' selbst 11ni|t unmo
rundes Dreieck, ein hilzernes Lis
18t i.|u1 um. nichts besser. Denn einge bildet
und der Wirklichkeit stattfin
sen fithrt, sie

in Gedanken
a nun aber
in Hllllml-'u n,

L.if.',

f mehr besagte Gi
lich vorkommen, so ist anch di
- i indir
nusziehung

sondern v
passend. Die Ausflucht, das
selbst. sondern nur auf die
beziehen, wird auch niemand
sich einen viereckigen Kreis und ¢
oben der Fiihigkeit miifete doch die \\l'r/nl in Zahlen imaginiert

Soll diese neue Art Gri igentiimlicl Namen haben, so ist
iihlte Benennung: laterale ( sehr passend, indem
hat.

{,Jhlku 1L
ckeit hat,
mnen, denn mit
werden.

von (Fauss
Sinn und

die
dies

(rifsen
ll:llir-li[".]l'lx.l" #zu nehmen.
amen haben, kann man doch
mit d

aber genii

Fiir die E
fiir blofze Re
Denn ohne dals
mit ihmen ebenso gut und
genannten reellen Grilsen
wird erleichfert, wenn man die ne
zuvor in zwei Faktoren zerlegt, y 1
aber mit umgekehrtem Vorze 11lu-n und der andere Faktor
rodem Faktor besonders andemtet. (§ 211.)

einen ei

ben Re wie

|"l||\11]|_;

rechnen. Die
rative

r dem
ktor die

alsdann die Wurzel aus

So B { —4(— 1); daher:

y— 4= 4 ( l_|..—"_]|'-"-—l: \ -".":—lfli ]l—l)]

V—o=Y" 5(—1)=vy5 | ES a=vya(—1)=va v—1.

Jede laterale Grisl immer als ein Produkt
wovon der eine eine reelle G » und der andere 1 —1 ist,
nnd man braucht sich daher nur zu merken, wie mi
slche man als eine besondere Art Einheit 1..\ Al
nm mit jedem Vielfachen derzelben, go wie mit allen G

et wird,
ten, welche

aus reellen und lateralen Grifsen zunsammengesetzt sind, rechnen zu kinnen.

Die laterale Griflse j— 1 pflegt Gaunss der Kiirze weg zu be-
ichnen, nnd y—1=-1zu s

Man merke sich zuvor die n und ungeraden Potenzen von y—1,

giebt, Man hat:

wonach sich alles Andere von sel

im Anh

*) Mehr dariiber sehe man
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(V—1)t=y—1;
V=1 =yY(—D(D=y(=1)t=—1; (§216, Anmerk.)
oder (Y—1)=[(—DP=(—1)t=—1;
V=1 =@F—-1D*y—1=(—Dy—1l=—y—1;
V—D*=H—-1)2({F—1)2=(—1)(—1)=1;
oder (Y—1Ip=[(—DpP=(—1)2=1;
V—=1)P=@F—-Dty—1=1y—1=y—1.
Man sieht also, dals von y—1 die erste Potenz =p/— 1; die 2te,
=—1; die 8te, = —13/— 1; die 4te, —1: von wo an sich dieselben Re-

sultate wiederholen. Bedeutet also % eine beliebige ganze Zahl, 0 und 1
nicht ausgenommen, so ist allgemein :

f‘l,'-—l'l"“:T; i'“‘-‘=1;

(Y=Lt +i—_1: pepaac— s

(Y—1pr+1=v—1; j4ntl—j.

(3 et 3/ : jdn+8—_ §
326.

Beispiele:

) y—148y—1+y—1=5 v—1;
V—4+yY—9=2y—143y—1=5y—1;
V—a+vy—b—y—c={a+yb—ye)y—1;

oV — 4d—y—a®=2ay— 1 —ay—1 =ay—1.
2) Y—ay—b=vya y—1-Yby/—1=—+/ab; (5 216)

V—3- y—12= y/36=—06. (§ 216, Anmerk.)

a) Jeder ans reellen und lateralen Grifsen zusammengesetzte Ausdruck
st eine komplexe Grifse. Eine solche ist z B, 2 -8y —1. Be-
zeichnet man den reellen Teil allgemein durch @ und den Faktor von '—1
durch b, so kann jede komplexe Griifse immer auf die Form a+by—1
oder a4 bi gebracht werden. Beispiele :
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3) 446y —1+4y—16+2=6+10y—1;
3+43y—9—3—2y- 4=0+45y—1=5y—1;
a+by—1+a—by—1=2a.

4) (a+by—1)(a—by— 1)=a?*+ b3; (§ 91,

(a+ by— 1_)‘-’-——1:52—1:9—{—2(1?;1/— 1; (§ 186.)

(@ — h}/—-] ok = b2 —2aby—1;

(z+a+by—1)(z+a—by—D=(@@+a)" + b2.
b) In der Analysis wird gezeigt, dals man sowohl aus der positiven als
negativen Einheit und mithin aus jeder Grifse so viele verschiedene Wurzeln
desselben Grades ziehen kann, als man will; so giebt es z. B. drei ver-
schiedene Grofsen, welche auf die 3te Potenz erhoben # geben; vier verschie-
dene Grifsen, deren 4te Potenz 1 geben &e., welches hier jedoch nur bei-
liufig bemerkt sein soll. Man hat niimlich:

(8=

(+2)* =8

3

(—14y—8)*=(—1)*+3(—1)*y—3+3(—=1) (¥ —3)*+(—3)
=_148y—3+9—3y—3=8; (§ 213 2)

(—1—y—8)*=—1—3y—3+43V—3+9=8;

3
daher Y8=2; =— 14+y—3; = 1—vy—3;
]-1__!_. =N — 3 1}".—].]‘ = == Y — 1}1 ==
4
daher 1',""] =1 : p— | : :1’;"—] - e -F-" . | .
o ¥y =1 6y—1 —y—1
)} e =1l = = —13
2 -'/ -1 1 3'1/—1 = —:T-]/‘——l 11
v—9 3y —l_]I ay—1 a
y—4 2y—1 % by—1 b
y—1 v 1-y—1 =10, o ik
A a(a—y—b) __a*—ayby—1,
a—i '1/-“(! "~ (a+ 1/—-31 ) (a—y/—b) g a®+b ¥

a+by—1_ (a+by—1)(a+by—1) a2 —b2 -+ 2aby—1

a—by—1 (a -Z)y’—]l[fr—i—fq.-"--]]_ a4 b2
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Wenn man eine zweiteilige Zahlengrilfse von der Form Vatyb
ins Quadrat erhebt, so ist einleuchtend, dafs man (im allgemeinen) wieder
eine zweiteilige Zahlengriifse von der Form A+yB erhalten mufs, niimlich

einen rationalen und einen irrationalen Teil. Es ist z B.:

(V2+y3)* =5+2y6 =5+ y24
y3)*=8—2y/15=8 —+/60

(5

Mithin mufs auch umgekehrt die Quadratwurzel aus einer Zahlengriifse
von der Form A-+yB, sich allemal durch eine Grifse von der Form Vatyb
darstellen lassen, wovon den Umstinden nach, eins der beiden Teile auch
rational sein kann. Die Regel, nach welcher man diese Wurzel findet, er-
giebt sich leicht. Man setze niimlich:

V6 +v24) =z + Yy
so folgt: S+ Y24 =z~ y—+ 2y/ay
Jetzt bestimme man & und y so, dafs die rationalen und irrationalen

Teile auf beiden Seiten der letzten Gleichung einander gleich werden. Man
setze niimlich:

(1) z+y=>5 x® 2oy +y* =25

hieraus:

(2) 2ymy=vy24 4oy =24
durch Addition: x® —2xy+ gt —1
folglich: (8) z—y==1

Aus (1) und (3) folgt: =23 und y=—2; mithin
V(64 y24) =34 y/2,
Um y/(Taty—>b) z. B. y/(—3 419 —16) zu finden, setze man:

V(=3+y—=16)=ya+y —y

hieraus: — 8+ /—16 =& —y+ 2y/— ay
(1) T—y=—3 &*—2xy-y:=9

(2) 2y—ay=7y—16 4oy —16

* + 2y +y? — 25

(s) z+y=-+5

Aus (1) und (3) folgt: #=1; y=4; mithin:
V(=3+y—16)=1+42y/—1.

328

= Algebraische Ausdriicke in Bruchform kénnen in hesondern Fillen,
wenn man statt der allgemeinen Grifsenzeichen ihre Zahlenwerte substituiert,
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eben, den man nicht mit 0 verwechseln oder als bedeutungs-

den Ausdrnck
los iibersehen darf.

Um zuvor zu
dann im allgemeinen

auch besondere Bedentung hat,
bla+-b)

. dafs der Ausdruck § wirklich entstehen kann, und
ir jede besondere Substitution, welche ihn erzeugt,
multipliziere man einmal Zihler und Nenner

des algebraischen Ausdrucks mit a—>b, wodurch der Wert desselben

nicht geiindert ist.

bla-+-b) bla+b)a—Db)
‘o o ala—Db)

bla--b) hla®—b%)

oder : - y
a ala—D0)

merlei Resultat
tuiert werden.

Beide, nur an Form verschiedene, Ausdriicke
wenn darin statt der Buchstaben beliebige

geben, £
: . (e ) O TR
Qetzen wir z. B. a=4, b=2, so01st- =5 1 7 =3, Setzt man
a it ]
. bi(a+ ) - b I_rr: 4.0 v
aber a==1 —4, go ist: — =8 und = = 0, Nimmt man
i ala—10) 4.0

L &g,

der andere wiede
se Zustiinde von o und b (hier

) y :
den an sich unbestimmten

5,
Man

niimlich immer, wenn a=~>) der Bruch

0 giebt der erste Ausdruck 10,
t also nicht allein, dafs fiir gewi
bia®

=

ale—Hh)
Ausdruck § giebt, sondern auch, dals der Wert desselben von a und § ab-
hiingt. Fiir a=5, b=>5, ist z B. 4=10; fir a =6 &e.
Fiir den vorliegenden Fall kénute man freilich die Ursache, welche den
bia® —b®)

Ausdruck 21
S ala—0)

macht, fortschaffen, indem man diesen Ausdruck

h (w4 D)

s wre 5 v . rres o/ » -
durch Division mit dem Nenner in den Zihler aut reduziert. FEine

ist aber nicht immer moglich, und dann mufs man die
ks ¢ durch unmittelbare Schliisse suchen, oder den-

solche Reduktion

Bedeutung des Ausdr

selben aut andere Weise
In der héhern Mathematik kommt der Ausdruck § sehr oft vor

giebt es aber auch Mittel, die Bedeutung desselben nach gewissen Regeln zn

finden. Fiir die Elemente geniigt es vollkommen, darauf aufmerksam gemacht

zu haben, dafs der Ausdruck & bald diese, bald jene Bedeutung haben kann.
Die Summationsformel fiir geometrische Progressionen ist:

dort

alen —1)
S ==
e—1

Fiir den Fall, wo der Exponent e=—1 (und folglich die Reihe selbst
wire, deren Summe offenbar — na ist), giebt die Substitution

g ba- el
in obige Formel:

a(l*—1) =
= =4 ="na

8=
1—1
V(B4a)—

a
3 I . o y
Der Ausdruck fithrt auf 9, wenn man a==1 setzt; dals aber

fiir a=1, $==2) sein muls, ist leicht einzusehen, wenn man Zihler und
Nenner des obigen Ausdrucks mit /(8 «)--3 multipliziert, niimlich:

[VB+a)—3]l[YyE+a)+3] a—1

(@*—1)[y(B+a)+3)] (@—1D[yB+a) +
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Mithin ist:

Vi84+a) —3 1

a®—1 (@a+1)[y(8+a)+3

unwillkii
der Geist, am Korpe
und al jene \..Jm it

. denn wenn .ni:ril
pine lmm zen h i, nieht mnulw hinaus kann,
auch nicht auf einen Augenblick deutlich zu
doch dadur die m undene Phantasie nicht
zit machen, und den Geist auch mit iiber-
Kein Mensch kann sich z. E. die Zeit.
.‘IL“ “”"l'l'“]ll']l l"lI]U‘ I‘:r]ih') I.ll_‘“!\l'H.

aufhalten, eine
sinnlichen Vorst
oder den alles um

1 nun alle 1
[ nendlick
|||'|11 =20

ien Untersuchungen, mit welche n du Vor-
h wverbunden ist, in di
unter ihnen einige Fi “wele |1|'
» Weise behande In lassen, und da diese I 'al[i gerade bei An-

i : Mathematik (Mechanik und Geometrie) statt-
finden, welche, weil s vorkommen, in die Elemente aufgenommen
sind, und sich doch nicht jeder, der die Mathematik anwenden mufls, in den
hohern Teilen derselben gleich zurechtfinden kann, so mézen dit“ai'l‘l]cl”)
so wie um demjenigen, der die Wissenschaft lieb gewonnen hat und nach
erhaltener Weihe in ihr ntliches Heiligtum und ihren wahven Gejst
einzudringen wiinscht, einen Wink zu geben, einige, wenn auch gleich nicht

auf element
w l\mllm o de

hierher 1 Betrachtungen, noch zu gute gehalten werde Mit dem
Bekenntnis , dafls die gegebenen Erliiuterungsbeispiele und Vergleichungen

er im voraus um Nachsicht und Nach-
hilfe bitten. Was einmal rein r Art ist, kann nur vom Geiste, nicht
mit den Hinden gefalst werden. B th"]‘-llllllll]ll'l Sachen g alle Be-
schreibung betteln, fillt nur zu leicht in logische Kreise und [.-:J,r.. eimtheiten,
macht das zu Erklirende eher dunkeler, als klar. Nicht auf das muls man
sehen, was ausgedriickt ist, sondern auf das, was man hat ausdriicken
wollen. Dies fiir den Schiiler, der da handgreifliche Erklirungen und
Beispiele verlangt, wo die Natur der Sache sie nicht gestattet.

ein wenig hinken, wollen wir den I

-l..

Betrachfen wir einmal folgende geometrische Progression:

1

Tt g

lar, dafs mit dem Fortschreiten dieser Reihe ihre Glieder immer
kleiner und kleiner werden, und man daher 5 so grofs annehmen kann, dafs
1 : i
= kleiner ist, als jede namhafte oder angebbare Griilse.

Summiert man nach § 254 einige der ersten Glieder dieser Reihe, so
zeigt sich, dals es beinahe einerlei ist, ob man Millionen oder Billionen
Glieder summiert. In beiden len kommt die Summe der Einheit sehr
nahe. Wieviel Glieder man aber auch Zusamment chnen wollte, nie kann
die Summe die Einheit erreichen, noch viel weniger daviiber hinaus kommen.

i

Dic
malsen |

dem Anfinger befremdende, Behauptung 1

folgender-
ht darthun.  Nimmt man ein beliebig weit hinaus

ztes ntes
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_als das letzte, =o betriigt die Summe bis zu

Glied der Reihe, 1

I
: - : 5 te—a 1l
diesem Gliede nach der allgemeinen Summationsformel : s = 1 worn
=
fiir gepenwiirtigen Fall, a=1, ¢=1, t =5 zu scizen st (§

oder, indem man Zihler und Nenner 1

der Einheit so

Man
‘-|1 (1e

nahe gebrs

it also, dafls s nie g
t werden kann, dals der Unterschied k

o

angebbare Grilse, denn je g

| 3 s
, kleiner der zu subtrahierende Teil .

iser n,

T =e»

Nun fragen wir aber: wie weit muls man die Progression

1. ia i ; . s , ot ML
laufen lassen, oder wie grofs mufs man sich n denken, damt 3 und
] - o)

jener Unterschied im voraus so klein wird, dals hernach keine kleinere
Grifse mehr angegeben werden kann?

se denken mag, so kann
noch eine

Antwort. Wie klein man sich auch eine G
man doch, weil eine wirkliche Grofse angebbar gein muls, immer

s - ; .
kleinere denken. Um also 5 im voraus so klein zu machen, ¢ dessen
=
Amnahme wieder iiberboten werden kann,
bleibt nichts anderes iibrig, als den Sprung ins U {liche zn machen: di
ist aber dann ein wirkliches Non-plus-ultra, denn » es hier ein Jenseits,
80 | in Unendliches und umgekehrt. Man wird also gezwungen,
1

5 (00), also 5=

Kleinheit durch keine abermalige

)8 €F

- anzunehmen, und mithin die Reihe

dafs » unendlich grof

selbst ohne Ende zu denken; demnn eins fi notwendig aus dem andern.
So lange namlich die Glieder einer Reihe noch immer kleiner gedacht werden
kimnen . ist in der That die Reihe selbst (nimlich die Zahl ihrer Glieder)
auch noch micht wirklich unendlich gedacht. Der Gedanke eines unendlich
Grofsen ist in jedem Fall eine angestrengte Handlung des Geistes, die nie-
mals zum Schlusse kommt, mithin kein bestimmte sondern endloser, nicht
dies driickt schon das Wort unendlich selbst aus.

he 1 i h die Zabl

ihrer Glieder) auf einen Augenblick wirklich unendlich grofs denken kinnte
(oder gedacht annimmt), mit dieser Vorstellung dann notwendig die Vors
stellung dafs ihr letztes Glied wirklich unendlich klein
und der Gedanke, dafs es noch eine wirkliche (angebbare) Grilse
habe, dann nicht mehr ich ist. Denkt man sich also » unendlich
orofs. g0 muls die Reihe selbst ins Unendliche fortlanfen, uwnd ihre, immer
am die Hilfte abnehmenden Glieder zuletzt wirklich unteilbar werden.

Gegen diese letzte Behauptung pflegt sich aber die gew ihnliche Fassungs-
kraft lange zu striinben.

geschlozsener Gedanke

Dennoch ist klar, dafs, wenn man die Re =
on

verbunden
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Anstoss fiillt aber r
als cine bestimmte Men
, die nicht 1
test, dals das Unendliche n
ist, 50 wird man ai
Reihe 1
nommen, auf
lichen kleiner a
heit we

wenn man sich das oo nicht als pine
+ Einheiten, sondern als eine Unzahl
't werden kann., Hiilt man diese Vorstellung
shreiten, mithin nicht zu ve
die Glieder der unendlich

werden im Unend-
ver, die ihrer Klein-
eoteilt werden

; jec
m nicht mehr

nic

keine wirkliche man aber des Anhalts wegen. und
r den Faden der Untersuchuneen ankni pfen zu kénnen, den im [Unend
erreichten Znsty 1cl :'}II;"J‘ solchen lmmer ll\l"l. 181 werdenden G i
als etwas Wirkliches einbildet. und um nur die Rechnung

viten, mit

seineunendlichkleine

bezeichnet, dieselbe im Vortr: :

schwindende, unteil
B reben ‘.'i]li'j' IJiI'JI
will, die es aber nicht ist) und dann des Begriffs und der

fse, Differential, Fluxion &o..

nennt (v
3 :bbaren Sache, die ecine Grifse

d. h. Aj

sein oder

Form lz) von der absoluten Null unterscheidet, wird man

Wir kinnen indessen diese Sache hier ni
‘hon zu Anfan Par aphen erwiihnt, in die
: 1erauf miissen lenjenigen verweisen, der
egierde und Sinn fiir d: e fiihlt, 1 p Erliinterung Beispiele
och Platz finden. indem auf eine anschauliche Weise

T einer stets geometrischen Heihe nicht
¢, sondern zuletzt wirklieh unteilbar werden, und daher

Jene unendlich kleine ( sen Grolse,

ein f.'.-u|:l]||n'|ui‘|l1'_-' j.~'|._ de

il, nicht mehr me

1) Man denke sich «
dieser Zeit w i ilfte,
den Hiilfte wiederum die Hiilfte, oc

etzt wer s,
eines Menschen als Finheit. Von
verlebt, dann von der iibrig  bleiben-
vom Ganzen u. s. f. ins Unendliche,

d doech erst

nimlich: 1,1, 1 1 - Wer nun aber a

P muls auch b s

1 wirklich sterben, mithin seine Lebey
man auch zne a das letzte
wirklich unteilbare

80 wiirde ja, w

then, ¢

1 (Grenz
1blick) ist. Denn wi
lelsende) Grifse ist, wovon kein Teil fiber prungen oder ausg
:n kann, noch ein R zum Nachsitzen bleiben.

Alle wirklichen Gréfsen stimmen dain miteinander iiberein, d: jede
aus mehreren gleichartizen Teilen besteht, mithin teilbar gein mufls, weil man
sie sonst nicht mit ciner gleicharticen und wirklichen Grilse, als bestimmten
und vbaren Mafsstab ausmessen. oder in Zahlen auflosen und mithin
auch keinen bestimmten Begriff von deren Quantum haben kénnte.

Da nun aber der letzte Ausenblic
einheit nicht mehr in bestimmte Teile au

(ein Hauch,
1 die Zeit eine

e d1es nie

lassen

st werden kann, so begreift

, WENnn

eine solehe unteilbare oder unendlich kleine G

Vorstellung existieren, und nicht mit 0 verwechselt
werden soll, doech nicht mit endlichen oder wirklichen (3 en verglichen
werden kannj dafs ein solches Gedankending etwas unpassend noch Griifse
genannt wird, wird der entsehnldigen. her fiir diese iibersinnliche Vor-
stellung keinen bessern Ausdruck weils,

man auch,

sie auch noch in dq

W

rebbare Zeit m Daug
aber (die Augenblicklic

Anfang und Ende haben. Ein
hat keine angebbare Dauer:

17
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. vorkommende Redensart: eine

Hiernach ist also klar, dafs die hi
Grifse kann I\]u iner werden als |l'll! neebbare Grifse, ganzad
ne G 3 mu[ im Unendlichen wirklich unte I”JH werden.
lieder von der Reihe % - summiert werden, je kleiner
d, um welchen die “'IIIHI:I' von 1 abweicht. Da nun dieses
vhl der Glieder ‘1||:|||1 kleiner wird, und also im Un
jede ang rebbare Gro werden mufg, so ist klar, dals
welehe jene Summe ht zu iiberschreiten

selbe ‘l“i, als:

Je mehr G
wird der Unterschie
Unterschied mit der 2
endlichen kleiner,

1 nicht blofs die Grenze -nln

vermag, sondern in aller Strenge wirk {ich die Summe der --:||rr.|-1| unend-

lichen Reihe ist, denn weil dann in 8 1 55 das Glied , % unteilbar und
.\|>_'.l| sieht also, li eine Sache

_ Null zu achten ist, so hat man s 1.
in einem Sinne unendlich und in einem andern wieder endlich sein kann.
Die Reihe 1-}-4-...1n infinitum ist unendlich in bezng aunf d Zahl ihrer

<elben dennoch eine endliche G
or Reihe noch, dals jedes Glied s
fi f enden:

Glieder, aber der Betrag
Merkwiirdig ist bei
grofs ist, als die Summe allex

1l I
2 § I "Er
) 1
i T o

esereimtheit zu finden, dals,
ist. als das niichst folgende:

Anfiinger gl Iuh. n pun aber d
weil jedes vorhe y (Glied zweimal so
welehes doeh O sein soll, zweimal genommen dem

auch letzte

vorletzten gleich sein miisse und so herauf bis zu Anfang, wo alle Glieder
sn 0 wiirden. Wer dlltl dermalsen phi u|\hh|r mit sich selbst im
Widerspruch, indem er Lu||1 U 1||1n he beim Ende und eine absolute

"nde hat, so kann auch von

Null "=1l| st zn haben. \\ die Reihe
ginem letzten Gliede nicht du'— Rede verhiilt sich vergleichur
weige, wie mit einem Kreise, der kein wirkliches Ende hat. Soll ex’s habe
50 mufs man es erst hineinlegen. Ebenso mit der Reihe, sie hat kein

wirkliches Ende; man mufs es fir den Augenblick annehmen, daher ~

{weil nicht angebbar) = 0 setzen und dann bedenken, dals die Reibe schon

mit den vorletzten Gliedern expiriert.
Auch alle iibrigen fallenden, unendlichen, geome trischen Reihen kimnen

summiert werden. Man hat z. B.:

Hl 1
SR e
L3 ] 1
T4 S U S

findet man den Wert des ins Un-
6. . .— %, nimlich:

2) Nach der § 318 g
endliche fortlaufenden periodischen Decimal-Bruehs 0,

Anfang und Ende sind oleichzeitig, und deshalb die Augenblicklichkeit un-
teilbar. Obwohl nun, wegen dieser Unteilbarkeit, dem Auge mblick auch
keine Grofse (Quantum, d. h. ein bestimmtes Verhiltnis zu einem endlichen
M abe) zuerkannt werden kann, so ist doch gew dafs in unserm Be
wulstsein etwas haftet, was von dem absoluten Nichts (Null) verschieden ist.
Kein Menseh kann sich eine Dauer als den Verfluls von lauter Nichtsen,
wohl aber als den Verfluls von lauter unteilbaren und unzihligen Augen
blicken denken. 3
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259
5 U.ob f1)
1005 = 36.8¢ 3]
995 = 36
| i

Obgleich durch das Resultat von der Rie
tiberzeugt, so pfegen doch ]\cmru
gehen und Ursache und W
Einwendu
Gleichung, v
geworden sei,

ceit dieser Regel vollkommen
alle nthalben auf den Grund
sheinbar riindete
stellen in der 2ten
1 , um zwei Glieder kiirzer
Differenz beider Reihen Deci
0 sein kinne, weil, wenn auch erstere ins
lliche letztere doc || noch zvy Glieder davon entfernt sei,
Dies ist aber w r ein Fehlse I,luls. der von den Fesseln des
iihrt, welcher o .1| Phantasie nicht n kann und immer wieder in
ie Schranken zuriickfiillt. Wie kénnte wohl der Ubergang vom Endlichen
sum Unendlichen durch zwei Schritte chehen? Die vermeintlichen bei-
len Glieder, um welche die ecine Reihe tiefer ins Unendliche gehen soll,
Das Unendliche kann durch keine endliche Griifse verarofsert oder
1. Beide Reihen Decimalen ;.‘e-lwn ins Unendliche (ohne
und daher gleich weit. (oo
g r die Sache v schaulich machen und die
;i g ans der ersten <*|s-r]n|. lasgen, indem man der ersten Reihe
Decimalen zwei Glieder vorsetzt, oder 36 Ganze dazu addiert, indem wirklich

#zi machen, d

e \"_nrrl'iu_-i{un_-'_' d

Hlil‘llin die

und 100s
mithin: 99 = 36 —

=36,3636. ...,
36,0000.....

|-|>-‘1| tl‘l'-i"".i' noch von einer andern Seite zu beleuchten,
s Bruchs ( 6.... wie eine geometrische Reihe
nlich die Perioden als Glieder einer solchen Reihe
fo das erste Glied, {§, der Exponent, und die Anzahl

wollen
'-II:||r:|ir'I'-'JI.
betrachten, wo dann

der Glieder = ist, und daher ein letztes Glied J = 0 annehmen. Es ist:
5 =10,3636...= ++ I =
1
215 o 0— 3
mithin: g =% -— : — 4 =4

Unter dem Titel ,mathematische Sophismen® hat Herr Viola eine kleine
Sammlung von Trugschliissen, jedoch ohne Aufdeckung d selben, heraus
gegeben (Wien 1850). Dazu aufe gefordert, wollen wir hier ein paar der
verfiinglichsten derselben nachweisen.

Zuerst beweist Herr Viola folgendermaflsen, dafs 4 grifser, als 12 ist:
Es ist offenbar: 4+ T>45
addiert: —8——8
wLie o
multipliziert: doe 4
| 12
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iitzen , welehe Viola, als unumstifslich, vorausschickt
h addiert,

ater den Grunds

3 Gleiche

liisse haut, wie z 7 Gleichern

und worauf er seine
_-_-iu-'l..' Gleiches &co ¢.., kommt auch de
addiert ,
Summand genommen wi

Dieser e Datz

r.owo d

 Uneleiches und zwar dort das

. nur fiir den spe
durech Addition
slben  Vorzeichen

ilta aus der

oder Subtraktion gezogene neune Ungleichheit gt

hat, Beispiel (1).

Kehren die Vorzeicher

en umgedrel sultats

1 beider:

ane G 'll\1'|'_‘:'.||'-||.'.|I|:.|I'.
en Sinn mehr, weil
ichartige Grifsen
ten mehr

chen hat

Kleiner, nur

iechaftswiorter (§ 144,
- kein Vorzeichen
] r als |-|'.-I:1i\'!'.
ichung von Ver-
Person A Schulden he
der Person A noch v
3 - kann die Mathematik nicht
Eine Grofse, kleiner als Null, ist nnmnigh

en, dafls alle Zahlen einander gleich sind.

Aus der

beiden Seiten «

st die Gle
- Null ist,

: 1 eine Null

damit vor-
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L—2=19 und
2 ] 9 2)
23— 22 Q.9
9 e
I o
o Ha 11
(& {2 )
& — z)

( st falsch. Setzt man in (1) statt 2 und » ihre, keines
{ rasuchten, sondern im voraus bestimmten Werte, o sicht man
die Wurzel linker Hand positiv — 4. rechter Hand aber negativ
Die Gleichung (2) ist also richtiz geschrieben: = (z—
Wie 4 &=9 (§ 216, Anmrk Der Grundsatz: Gleiches el
delt it Gleiches, ist richtig.” Umgekehrt kann man aber mnicht
en, die :h behandelt, Gleiches geben, auch immer gleich
= folgt nicht, dafs {a gleich — @ ist.

dals
ist.
), Wworaus
ch hehan-
m;
en,

widerlegen, dafls es Gleichun

Schliefslich wollen wir noch die ih'lt.‘lﬂ!h[ll]ll
3 keine Wurzeln haben. Es

gen mit ein ebt, die
heifst es;

s

4 folglich (§ 230)

Dieser Wert von leistet der gestellten Forderung nicht Geniige.
Woran liegt das? Antwort: weil hier etwas ganz Unmigliches gefordert
wird und weil man aus falschen Voraussetzungen. wie z. B. B=15 keine

Wahrheiten folgern kann, Denn heve man anfing zu rechnen, konnte
man schon sehen, dafs die aufpestellte Voraussetzung (Gleichung) falsch ist.

Erstlich kann offenbar 2 keine positive Zahl, grifcer als 4, sein, weil dann
schon Vo — 1 Vi — 4 ist. Zweitens kann 2 auch nicht kleiner als 4, oder
kleiner als 1, oder negativ sein, weil eine laterale Git se nicht einer komplexen
oder einer reellen Grifse ich sein kann. Aus demselben Grunde kann @
auch keine laterale und auch keine komplexe Gri sein. Aber, frigt man,
woher kommt es denn, dafs die Rechnung doch den Wert von o — 5 giebt?
Wir haben schon bemerkt, dals Grifsen, die rleich behandelt, auf Gleiches
fithren, nicht immer gleich sind. Nimmt man von dem doppelten Vor
seichen der Wurzel das untere 5 216, Anmrkg.), so wird aus der Ungleich-

eit eine mégliche Gleichheit, niimlich :

die ganz so behandelt 45— giebt. Es ist bei arithmetischen Clperationen
mmmer zu beachten, dafs die mathematischen Zeichen nicht dazu dienen
sollen, um daraus, in gedankenlogem Spiele, Wahrheiten abzuleiten, sondern
wie die Buchstaben nutzen, um das als miglich und wahr Erkannte dem
Papier anzuvertranen, ;

Pierer'sche Hofbuchdruckerei, Stephan Geib
I
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Im Verlage von Friedr. Brandstetter in Leipzig 1 ist ferner erschienen:

Liibsen, H. B., Ausfiihrliches Lehrbuch der Analysis zum Selbst-
unterricht unsl mit Riicksicht auf die Zwecke des ; praktischen Lebens.
Siebente, verbesserte Auflage. gr. &. (204 8) 3,60 M.

. Einleitung in die Infinitesimal-Rechnung zum Selbstunter-

richt. Mit Riicksicht auf das Notwendigste und Wichtigste, Mit 53

Figuren im Text. Sechste, vorbesserte Auflage. gr. 8 (360 S) 8 M.

_ Ausfiihrliches Lehrbuch der Elementar geometrie. KEbene
Zum Selbstunterricht, mit Riicksicht auf die

und Lm perliche Geometr ie.

Toweecke des pri aktizschen Lebens. Mit 193 i iguren im Text. Fanfund-
1 swanzigste, verbesserte Auflage. £ 8. ) 3 M.
1l _ Ausfiihrliches Lehrbuch der Tngonomvtnc Zum Selbst-
mmm:ln mit Riicksicht auf die Zwecke des prak tischen Lebens. Mit
(105 S.) 240 M.

58 Figuren im Text. Dreizehnte Auflage. gr. ©

, Ausfiihrliches Lehrbuch der analyhschen mivr hﬂheren
2 N¢ ] y und
{ M.

[i('.ulﬂt’!lrll,‘ Zum Selbstunterricht, mit Riie sksicht anf das
Wichtigste. Mit 122 Figuren im Text. Elfte Aufl. gr.

. Einleitung in die Mechanik. Zum Selbstunterricht, mit
ke des praktis t|1|1| [ebens. Mit 162 Figuren

|| Riic |\:-li|T auf die Zwec
im Text. Vierte Auflage. gr. 8. (309 8.) 6,50 M.
Ferner:
Schurig, Rich., Lehrbuch der Arithmetik zum Gebrauche an
hranstalten und beim Selbststudium. L Teil.

piederen tnd hoheren L
nrechnen). Zugleich ein Handbuch fiis

Spezielle Zahlenlehre
Volksschullehrer. gr. 8. 36 8. 3,60.

e g_hu_ (das B
sabinre chnen) un I -I r III T 1 die Algebra nl.hsl

ihrer Anmntlnnq auf die tm.l‘\sm nk

Lobe, Dr. M., S'xmmlung von Aufgfthen aus der Arithmetik.
Fiir Gymnasien, Realschulen u. hishere Biirgerschulen. Zweite Aufl, 3 Hefte.

Heft I: Grundrechnungen mit ganzen, unhenannten und gleichbenannten

Zahlen. — Grundrechnung mit nngleichbenannten Zahlen. 5'4 Bog.
eeh. 75 PL
Heft II: Rechnungen mit Decimalzahlen.
Briichen. 5'= Bog. geh. 80 Pf.
¥ Heft III: Prozentrechnung. — Verteilungs- und Mischungsrechnung.
| Verhiiltnisse und Proportionen. 13/y Bog. geh. 75 Pf.
, Auflosungen zu den ,Autzaben aus der Arithmetik®.
Heft 1—3. 8'a Bog. geh. 1 M.

Rechnungen mit g remeinen
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