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Zweiter Teil.

Allgemeine Arithmetik.

(Buchstabenrechnung und Algebra).

Zehntes Buch.

Rechnung mit allgemeinen Grifsenzeichen.

(Sogenannte Buchstabenrechnung,)

(4.

Das Rechnen mit alleemeinen Zahlen (Buchstaben) setzt zu-
néichst die Bekanntschaft mit den entgegengesetzten Grifsen (§ 74
bis 79) voraus, mit denen wir uns daher vor allen Dingen zu be-
schiiftigen haben.

Wenn mehrere Grifsen addiert, und von der Summe mehrere
andere Grofsen subtrahiert werden sollen, so kann man diese zn
machenden Rechnungen kurz dadurch andeuten, dafs man simtliche
Grofsen nacheinander hinschreibt, vor jede der zu addierenden
Grofsen aber das - Zeichen, und vor jede zu subtrahierende
Grifse das — Zeichen setzt. 3

Sollen z. E. die Zahlen 9 und 12 addiert, und wvon ihrer
Summe die Zahlen 5, 3 und 2 subtrahiert werden, so kann man
diese Forderung so andeuten: :

+94+12—5—8—2

und dieser aus mehreren Teilen bestehende Grifsenausdruck ist
also nicht so zu verstehen, als ob 2 von 3 oder 3 von 5 subtra-
hiert werden soll, sondern dals die Summe aller mit dem —Zeichen
behafteten Teile von der Summe der Teile, welche das + Zeichen
fithren, subtrahiert werden soll.

Dies wohl bemerkt, kann auch eine andere beliebige Folge
der Teile eines mehrteiligen Grifsenausdrucks auf den Betrag
desselben (insofern man ihn wirklich berechnen wollte) keinen
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Tinfluls haben. Man schreibt indessen eine vielteilige Grifse ge-
| wohnlich so, dafs ein Teil mit dem - Zeichen voransteht, indem
I man dann dieses voranstehende - Zeichen (als sich von selbst
verstehend). der Einfachheit wegen, weglisst. Nur wenn ein Teil
mit dem — Zeichen voransteht, darf dies Zeichen nicht fehlen,
Vorstehenden Grifsenausdruck kann man also, ohne seinen wirk-
lichen Betrag (=11) dadurch zu veriindern, auch so schreiben:

| 12 4 5 .
0 3 i
—5 2

In jedem vielteiligen Grifsenausdruck nennt man die Teile
von verschiedenen Vorzeichen entgegengesetzte Grolsen, und
zwar die, welche mit dem -+ Zeichen behaftet sind, kurzweg positive

(divekte) und die, welche das Zeichen fiihren, negative (inverse)
I (Grifsen. Ebenso heilsen die Zeichen +~ und entgegengesetzte

Vorzeichen, und eins das umgekehrte des andern. Jedes Vor-
zeichen gehort immer zu dem Teil, vor dem es steht.

76. _

Addition entgegengesetzter Grolsen. Will man den

Betrag einer vielteiligen Grifse (die Summe von positiven und nega-

tiven Zahlen) berechnen, so sind folgende Fille zu beriicksichtigen:

} 1) Alle Teile haben einerlei Vorzeichen (sind alle positiv oder

alle negativ), alsdann addiere man sie unmittelbar, und gebe der
Summe dasselbe Vorzeichen. So ist z. B.:

6+44+3=18
NEF S ner R

2) Die Teile haben verschiedene Vorzeichen, alsdann suche
| ' man die Summe der positiven und ebenso die Summe der nega-
tiven, jede besonders, und tilge die kleinere Summe durch einen
ebenso grofsen Teil der grifseren, d.h. man ziehe die kleinere
. Summe von der grifseren ab, und lasse dem Rest dasjenige Vor-
. zeichen, welches die grifsere Summe hat. g

= : S
Einen solchen Rest (der den Umstinden nach posiliv oder
A negativ sein kann) nennt man den Betrag, oder auch wohl alge-
l:rm«rl:_v Summe der vielteiligen Griilse.

Wiren die Summen der posi
Grifse

‘ iven und negativen Teile an
S gleich, so ist in diesem Fall der }'%vl.r;l;:f der vielteiligen
Grifse =0, denn das zwei zusammengehirige gleiche, aber ent-
regengesetate Grifsen sich tilgen, ist klar. So ist z. B.:
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Subtraktion entgegengesetzter Grafsen. Soll
4 — 10~ 7von 9subtrahiert werden, soschreibt man 9 — (4—10+7).
Um eine solche Subtraktion zu berechnen, 18st man die Parenthese
auf und bildet aus der Subtraktionsaufgabe eine Additionsaufgabe,
indem man die in der Parenthese befindlichen positiven Zahlen in
negative, die negativen in positive verwandelt. In vorstehender
Aufeabe ist also 4, d.i. 44, in —4, —10 in +10, 47 in —17
zu verwandeln, um dieselbe in die Additionsaufgabe 9 — 4 4-10 — 7=
19 —11=58 zu verwandeln. Die Subtraktion mufs niimlich richtig
sein. wenn der Rest zum Subtrahend addiert, den Minuend giebt,
folglich mufs z B. 9 — (44 —10)=9 — 4+ 10 richtig sein,

weil Rest 9 — 4 - 10 und Subtrahend -+ 4 — 10 addiert:
9 —44104+4—-10=1Y giebt und diese Zahl dem Minuend
wirklich gleich ist. Soll — 7 + 2 um — 18 4 25 — 6 wer-

mindert werden, so erhilt man — 742 —(— 13+ 25 —6)=
— 74+24+18—254+6=21 —32=—11.

78.

Multiplikation entgegengesetzter Grolsen. Es ist
4+ 7 -+ 8 offenbar = 7 - 3 =21 = - 21
— 743, d.i, —7, Smal genommen =—T7—7—7=—21;
daher auch +3 - — 7= —21;
—7.—-9? Da +7-—83=—21, so muls —7-—3 das
entgegengesetzte Produkt, also -+ 21 geben.
Hieraus folgt die Regel: Gleiche Zeichen geben + (plus),
ungleiche: — (minus).
Beispiele. —H:— 2=
et e
oLk
8-4=
— 6 - - 120,

Division entgegengesetater Grofsen. Auch hier gilt
die in der Multiplikation gegebene Regel: Gleiche Zeichen geben +,

5 I
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ungleiche: — : denn z. B. P 3, weil +3-—4=—12
ist (siehe § 11).
Bl 3 _.'_F'_:%_.. ‘5__]1
Beispiele. S, ey Es
-_s__—S _____:'w‘:_]l
6 -6 0 1
+ 2 2
T R T i
5.—7 -—85 £
—» = 9 - 17

Anmerkung. Wer sich eingehender iiber die I{s.‘n!!nmng mit
positiven und negativen Grilsen unterrichten will, mag hier zu-
niichst § 320 (s. Anhang) nachlesen,

a0,

FEinleitung in die Buchstabenrechnung. Manche wverwickelte
Rechnungen lassen sich oftmals bedeutend vereinfachen, wenn man
die vorzunehmenden Operationen, wie Addition, Subtraktion, Mul-
tiplikation &ec. nicht gleich vollzieht, sondern vermittelst der Zeichen
=+ &e, vorher erst andeutet, weil man dann alle zu vollziehen-
den Rechnungen auf einmal vor Augen hat, die stattfindenden Ab-
kiirzungen und Zusammenziehungen, die Vorteile, welche gemein-
schaftliche Faktoren gewiihren &ec., sowie auch die Fille. wo sich
widerstreitende Grofsen gegenseitig tilgen und mithin als iiberfliissig
ausgelassen werden kénnen u. m. dergl. leichter gewahren und be-

nutzen kann. Ein paar Beispiele werden dies erliutern :

Erstes Beispiel. Welche Grifse kommt heraus, wenn man
die halbe Summe und die halbe Differenz der beiden Briiche: 1578
und - addiert?

Auflssung, Deuten wir die zu mac hende Rechnung vor-
linfie nur an, so bedeutet £218 L die "ﬁammn .mul Tithin
! 45) 1lu halbe Summe mu] al:fnm die
halbe ]hlh-un/ der beiden Briiche. shen

den Ausdruck :

1(4218

welcher alle zu mlf.lunfi mn Rechnungen vor Augen legt, Statt sie
nun aber gleich zu vollziehen, iiberlece man erst, ob sich der
Ausdruck (etwa durch Auflsung der Klammern &c.) nicht noch
etwas zusammenzichen und auf einen leichter zu berechnenden
Ausdruck zurtickfithren (reduzieren) Lifst.
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Die Klammern aufgelost, lifst sich obiger Ausdruck auch so
schreiben (§ 19):
bl a2

e

ST N

Hier sicht man nun gleich, dals die vorliegende vierteilige
Grifse zwel gleiche einstimmige und zwei gleiche widerstreitende
Teile enthiilt. ILetztere beiden, niimlich der 2te und 4te Teil,
tilgen sich gegenseitic und kénnen daher, als auf das Resultat
keinen Einfluls habend, ganz ausgelassen werden. Erstere beiden
Teile, ndmlich der 1ste und 3te, lassen sich leicht in ein Glied zu-
sammenziehen; denn eine und dieselbe Grifse ein halb mal und noch
ein halb mal nehmen, ist soviel als die ganze Grilse einmal neh-
men. Mithin reduziert sich der obige Ausdruck auf ein einziges
Glied 4 welches das gesuchte, ohne Rechnung, durch eine
blolse Reduktion erhaltene Resultat ist.

=13

¥ .1 . 454
% N (o

5

Ein anderer sehr naheliegender Gedanke, uns bei Reduktionen,
wie die vorhergehende, noch grofsere Vorteile zu wverschaffen, ist
folgender: da wir beim Reduzieren der Grifsenausdriicke auf ein-
fachere, die Teile der Grofsen ganz unveriindert lassen, sie gleich-
gam nur hin- und herschieben, kleine Zusammenfassungen und
Auslassungen vornehmen, gleiche Faktoren gegeneinander auf-
heben &e., s0o kionnen wir hinsichtlich der klareren Ubersicht, des
schnellern und bequemern Schreibens, dadurch offenbar einen be-
deutenden Vorteil erlangen, wenn man statt der Grilsen, an wel-
chen Rechnungen vollzogen werden sollen, vorliufiz und bis zu
Ende der Reduktion einfachere, leichter zu schreibende und zu
unterscheidende Zeichen als Stellvertreter setzt. Mit diesen Stell-
vertretern kann man dann, vermittelst der Zeichen -, — &e., die
zu machenden Rechnungen ebenfalls andeuten und die etwa mig-
lichen Reduktionen vollziehen und dann am Ende der Reduktion,
statt der gebrauchten einfachen Zeichen, die Werte, welche sie ver-
treten haben, wieder zuriicksetzen.

Was fiir einfache Zeichen man dieserhalb gebrauchen will, ist
offenbar ganz willkiirlich. Da wir jedoch, vermige der Gewohn-
heit, die Buchstaben schnell nennen, schreiben und unterscheiden
Jkinnen, so sind sie auch zu Stellvertretern der Griolsen am be-
quemsten.

Zur Erlinterung wollen wir wieder das vorhergehende Beispiel
nehmen, wo die halbe Summe und halbe Differenz der beiden
Grifsen 437 und %%% zusammengelegt werden soll, und der
Kiirze wegen fiir die erste Grofse einen beliebigen Buchstaben,
z. B. a, und fiir die andere Grifse einen andern, z. B. b, setzen,
A=b die
S :

a

alsdann deutet a -+ b die Summe, mithin } (a + b) oder

1 ; a—b .. g
halbe Summe und ebenso } (a—b) oder —;— die halbe Differenz
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der beiden, einstweilen durch a und b vertretenen Grifsen an, und 91
der Ausdruck:
a+b a—b

g eves B
stellt, wie vorhin, alle Rechnungen dar, welche die Aufgabe zn
machen verlangt. Statt nun aber diese angedeutetermafsen gleich
zu vollziehen, indem man fiir die Buchstaben ihre Werte wieder
zuriicksetzt, versuche man erst den Ausdruck auf einen einfachern
zu reduzieren. Offenbar kann man ihn auch so schretben (§ 20):

a b a b
gtetz 2
|
! . ] b b ] a R i
. Hier wird nun - - durch o5 getilgt, -+ - ist soviel
\ als a. Mithin reduziert sich der ganze Ausdruck } (a+b)+ & (a—h)
| auf die einteilige Grilse a, wofiir der Wert $§21%, als das gesuchte
‘ Resultat, zuriickgesetzt werden muls.
| 81.
. (
\ ! Zweites Beispiel. Ein Fulsgiinger ist mit stets gleich blei-
I |1 bender Geschwindigkeit von einem Orte, O, nach einem andern
. Orte, W, gegangen. Er ging vormittags 8 Uhr 4 Minuten 59 Se-
N kunden von O ab, und kam nachmittags 3 Uhr 57 Minuten 48 Se-
" kunden in W an, Man friigt nach dem Stande der Uhr, als er

gerade die Mitte seines Weges erreichte.

Aufibsung. Die Hilfte der auf den ganzen Weg verwandten
| Zeit zur Vormittagszeit addiert, giebt den fraglichen Stand der Uhr.
i | Um aber erst die auf den ganzen Weg verwandte Zeit zu erhalten,

’ miissen wir, weil die Uhr nur bis 12 in einem fortzihlt, erst die
Vormittagszeit von 12 subtrahieren, um die bis 12 verflossene Zeit
zu erhalten, und diese dann zur Nachmittagszeit addieren, von der
Summe die Hélfte nehmen und zur Vormittagszeit hinzulegen, wie
es folgende Rechnung zeigt: i %

| (9] : W
i 8h 4/ 59" b 57° 48"
; 128 () 0
Vormittagszeit — 8t 4/ 59
die bis 12" verflossene Zeit — 3t 55° 1“
; Nachmittagszeit = 3t 57' 48
' Auf den ganzen Weg verflossene Zeit — 70 59/ 4%
Auf die Hiilfte des Weges verflossene Zeit = 8 56° 241
Hierzu die Vormittagszeit — 8b 4/ 50~
Stand der Uhr = !
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Sekunden nach

Folglich hatte der Fulsgiinger 1 Minute 23}
12 Uhr dlc Mitte seines Weges erreicht.

Dasselbe Resultat kann man aber folgendermalfsen viel kiirzer
erhalten.

Deuten wir die oben gleich vollzogenen Rechnungen vo: !lmhb
nur an, indem wir zugleich, des leichtern Se shreibens wegen, fiir die
Grilse der gegebenen Vnrmltt agszeit einstweilen das nmhwhv Zeichen
a und fiir d:o Nachmittagszeit dm- Zeichen b substituieren, so kiinnen
wir durch 12—a die I_m 12 Uhr, durch 12—a-+b die auf den

2 o
= L l die auf die Hilfte des

2
Weges verflossene Zeit kurz andeuten. Wird hierzu wieder die
\' Oll't'littdu‘:l(‘lt gerechnet, so erhalten wir fiir den fraglichen Stand
der Uhr den Ausdruck:

ganzen Weg und mithin durch

Dieser Ausdruck lifst sich noch etwas wre{nt'aa,lwn wenn wir
ihn auf einerlei Nenner bringen. Statt der ohne Nenner stehenden
9

=8
9

Grofse a, kann man auch setzen, und mithin den obigen Aus-
drucle so schreiben:

12—a-+0b  2a
o G reererereas (2)

9

oder, was offenbar dasselbe ist:

In dem Zihler dieses Ausdrucks befinden sich jetzt zwei ent-

"tgelleLt/t{‘ Grolsen. nimlich — a und - 2a. Nun ist aber
o 2a — — a -+ a-+a=a. Setzen wir also a, statt — a4 2a,
g0 lifst sich der Obl"t' Ausdruck noch einfacher so schreiben:
12 4+a+b X
_2 .................. 4

Alle vier verschiedenen Ausdriicke miissen offenbar einerlei
Resultat geben, wenn man statt der Buchstabengrifsen die numeri-
rischen Werte derselben substituiert. Der letzte Ausdruck, der sich
nicht weiter reduzieren lifst, ist aber fiir die numerische Rechnung
am bequemsten. Nach seiner Vorschrift br -aucht man nur, um die
fragliche Zeit zu Ll‘ll'\lt[ n, die gegebenen Vormittags - und Nach-
mittags-Zeiten zu 12 zu addieren, und von der Summe die Hilfte
zu nehmen, Fiir die vorliegende Aufgabe ist nimlich:

BADISCHE
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Nach dieser Vorbereitung wird r]i‘l‘ Iu]m nde Par: wr'i}:h dem
Anfiinger hoffentlich verstindlicher werden, ihm doch wenigstens
einen ungeflihren Begriff von dem eigentlichen Sinn und Zweck
der sogenannten Buchstabenrechnung geben, und dadurch das
Fremdartige und Dunkle, welches dieser Teil der Mathematik fiir
Antiinger hat, entfernen.

82

Begriff der Buchstabenrechnung. 1) Wenn eine Grilse aus
andern berechnet werden soll, so ist offenbar die Hauptsache, dals
man erst iiberlege, wie gerechnet werden muls, das Rechnen selbst
ist das wenigste. Um nun die Aufmerksamkeit nicht durch Neben-
sachen zu stéren, wie durch addieren, multiplizieren &e., was bis
zuletzt aufgeschoben werden kann, suche man den Gang, den die
Rechnung nimmt, moglichst kurz darzustellen, indem man alle vor-
zunehmenden Operationen vorliufiz blofs andeutet, und des be-
quemern Schreibens wegen, fiir die Hauptgrilsen einstweilen ein-
fache Zeichen (Buchstaben) als Stellvertreter setzt. Dies ist offen-
bar das beste Mittel, bei verwickelten Untersuchungen den Lauf
der Gedanken zu verfolgen und eine Kette von Schliissen schnell
zui bezeichnen.

2) Die Art und Weise, wie 1?114' Aufgabe gelist wird, beruht
auf Vernunftschliissen, die fiir alle Aufzaben derselben Art immer
dieselben sind und nicht von der ‘-tuls- der Data abhingen. So
12+a-+b

3
nach welchem wir die dort gesuchte Zeit berechneten. auch zugleich
fiir jeden andern Fall derselben Art, wo also nicht die Aufgabe,

gilt z. E. der vorhin gefundene Buchstaben-Ausdruck :

ot 0 ; : 2+a-+b
sondern nur die Data veréindert sind, und daher ist durch 5
die allgemeine Regel (Formel) bezeichnet , ‘nach welcher wir aus

den hier alleemein durch « und & angedeuteten Vormittags- und
Nachmittags- Zeiten, sobald sie nur in bestimmten Zahlen gegeben
werden, die fragliche Zeit immer luu ht find (n ]\mm: n. Wiirde z. B.
gesagt, der Fulsginger sei um 9 Uhr von abgegangen und um
3 Uhr in W 111'*{’1\011!1!): n und nach der Zeit gefragt, als er die Mitte

i]_:_'

E : 12+a-b
Weges erreichte, so braucht man in den Ausdruck =

nur Y statt @, und 3 statt b, zu setzen. Man sieht also. dafs die
Buchstaben keine bestimmte Werte haben. sondern bald dies, bald
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3) Endlich dienen auch die Buchstaben, als Grifsenzeichen,
zur Abkiirzung des Vortrags, sowohl des schriftlichen als miind-
lichen; deshalb werden auch, um nicht durch Zahlen und die sieben
Species Raum und Zeit unnitig auszufiillen, in der Theorie die
Untersuchungen gleich allgemein durchgefiihrt, die Grifsen durch
Buchstaben bezeichnet, die damit vorzunehmenden Rechnungen
blofs angedeutet und dann die etwa moglichen, gleich niiher zu
erliuternden Reduktionen vollzogen. Wer eine allgemein gestellte
Aufgabe losen kann, der kann es auch in jedem besondern Fall,
(wo die Data in bestimmten Zahlen gegeben werden) und umge-
kehrt, denn die Schliisse sind ja in beiden Fillen dieselben. Die
allgemeine Auflisung unterscheidet sich von der besondern blofs
dadurch, dals sie, weil die Grifse der Data unbestimmi gelassen
ist, die damit vorzunechmenden Rechnungen blofs andeuten kann,
die erhaltenen Ausdriicke jedoch, nach den Regeln der Buchstaben-
rechnung, gleich auf die bequemste Form reduziert. Die allgemeine
Auflésung ist aber immer belehrender, indem sie allgemeine Be-
griffe giebt, Ursache und Wirkung vor Augen legt, welche in der
speziellen Auflisu nicht so deutlich hervortreten kionnen, weil
durch die Vereinigung der Zahlen die Anschauung der Art und
Weise, wie dieselben eigentlich wirken und sich miteinander ver-
binden, verloren geht.

Geht man von einer richticen Vorstellung aus, so muls man
dies Kapitel itber die Buchstabenrechnung als das allerleichteste in
der ganzen Mathematik finden, wenn auch die Reduktionen selbst
ein wenig Aufmerksamkeit und mechanische Fertigkeit verlangen.
Man bemerke nur noch, dals das sogenannte Buchstabenrechnen
kein wirkliches (numerisches) Rechnen, sondern nur ein andeuten-
des Rechnen, ein wissenschaftliches Zusammenstellen, Zergliedern,
Zusammenziehen (Reduzieren) der durch DBuchstaben vertretenen
Grofsen ist. Die Buchstabenrechnung stellt zu dem Ende ver-
schiedene Grifsen-Ausdriicke auf und lehrt das Verfahren, wie man
dieselben auf kiirzere reduzieren kann, oder auch ihre Form so
zu verindern, dals dadurch Reduktionen moglich werden. Die
iiblichen Gebriiuche bei der Buchstabenrechnung und die sich iibri-
gens von selbst ergebenden leichten Regeln sind in folgenden
Paragraphen enthalten.

84,

Weil es dem Auge gefilliger ist, so pflegt man hinsichtlich
der Aufeinanderfolge mehrerer Buchstaben manchmal die alphabe-
tische Ordnung zu beobachten. Soll z B. die Addition der durch
¢, a, b vertretenen Grijfsen angedeutet werden, so schreibt man
statt ¢ - a -+ b licher a0+ ¢.

Baden-Wiirttemberg



85.
il Um die Multiplikation mehrerer Buchstaben - Grilsen anzu-
I deuten, setzt man die Faktoren unmittelbar nebeneinander und
| zwar ohne Multiplikationszeichen, welches hier entbehrlich ist.
Sollen z. B. die Grolsen b, a, @ miteinander multipliziert werden, |
schreibt man statt @ - b -2 kurz abz. Ebenso 3 mit @ und mit y |

multipliziert = 3ay. ]
Ist eine Buchstaben-Gréfse mit einer Zahl zu multiplizieren, | _
€0 setzt man den numerischen Faktor, hier Koefficient genannt, .

immer voran. Soll z B. @ mit 3 multipliziert werden, so schreibt
man 3a, und 3 ist hier der Koefficient von a. In faz ist  der

1 4ab : y 0 e
Koefficient von az. In ——— (d.i. 4 - ab)ist# der Koefficient von ab.
5 : ;
Den Koefficienten 1 schreibt man nicht, weil 1-8=28 ist;
[/

man schreibt daher statt 1-@; 1-abe kwz a, abe. In = ist
o U

mithin der Koefficient 2, denn — 5 = = * .
: 3 B J,a -'rJ

86. "

Buchstaben - Ausdriicke heilsen gleichartig, wenn sie aus
denselben Buchstaben und auf dieselbe Weise gebildet sind,

wobei aber die Koefficienten verschieden sein konnen. So sind z. B. I
2ab, — 2ab, 12ab gleichartig. Ebenso 3aaz, 2baax &ec.; die

Ausdriicke ab, a- b, 3abe, 2abb hingegen sind ungleichartig.

Addition. Es ist 7T+ 7+ 7=23 - 7, daher auch a+ a-+a=3a.
Da nun 3a—+2a=—a-+ a+ a4 a + a= Ha, so ergiebt sich hieraus
die Regel: Man schreibt die zu addierenden Grofsen mit ihrem
Vorzeichen in beliebiger Folge nacheinander hin, indem man die
etwa gleichartigen Teile durch (algebr.) Addition ihrer Koeffi-

cienten in eine Summe zusammenzieht Folglich 72z — 102 = —3a,
denn es ist 7T—10=—3: abec+ 6abe=1 - abe -+ 6abe=Tabe;
=1 Tax; 2ab+ 3ax + ab =3ab + 3ax; a—da= 4.

Ebenso verfihrt man, wenn die in eine Summe zu bringenden
Buchstabengrifsen vielteilige sind, indem man sie nacheinander
zt und dann die gleichartigen Teile, welche man, der leich-
tern Ubersicht wegen, auch erst untereinander stellen kann, in eins :

zusammenzieht. Sollen z. E. die Grilsen Saz — 3be; 2aaz — 33 .r
. — bax + T3 6bc — 4ax addiert werden, so hat man:
B8azx — 3bc -+ 2aax—3 — Sax— T4 6be —dar= 2aax— ax +3be+-4

oder untereinander geordnet:

BADISCHE
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+ 2aqax — 3
7 AR S5 7
dax + 6be
Summe: — az -+ 3be + 2aax + 4

Um sich noch in anderer Weise von der Richtigkeit einer Reduktion
durch Beispiele zu iiberzeugen, mogen Anfinger, sowohl in die gegebenen,
als durch Reduktion darans abgeleiteten Ausdriicke, statt der Buchstaben
ganz beliebige Zahlen setzen, und zusehen, ob beide einerlei Resunltat geben
(5 928).

38.

Subtraktion. Man addiere, wie es im 77. Satze gelehrt worden
ist, den Subtrahend mit umgekehrtem Vorzeichen algebraisch zum
Minuend, und ziehe die etwa gleichartigen Teile in eins zusammen
(§ 77). Soll z. B. 2a von 6a subtrahiert werden, so hat man
6a— 2a = 4a. Ebenso ist 2ax von Gaz subtrahiert: 6az—2az — 4ax;
b von a subtrahiert, giebt a—b5b. Will man blofs andeuten, dals
eine vielteilige Grifse von einer andern, einteiligen oder vielteiligen
Griifse subtrahiert werden soll, so mufs man den vielteiligen Sub-
trahend in Klammern schliefsen, und mithin beim Auflésen der
Klammer alle in derselben stehenden Vorzeichen umkehren; z. B.
y — a von x subtrahiert giebt:

r—(y—a)=x—Yy -+ da.
2ab -+ 6be — 4z von 2ab — 3be giebt angedeuntet:
2ab — 3be — (2ab -+ 6bc — 4x).
Dieser Ausdruck ist, wenn man die Klammern auflost:
— 2ab — 3bec — 2ab — 6be + 42 = 42 — Ybe.
—_ Ebenso ist:
a+b—(a—b=a+b—a+b=2b

Sind Minuend und Subtrahend vielteilig, so kann man sie auch
erst geordnet untereinander stellen und die Aufgabe dann in eine
= Additionsaufgabe verwandeln, indem man die Zeichen des

Subtrahend (der zweiten Zeile) in die entgegengesetzten verwandelt,
denn nach § 77 heilst +4 und — 10 subtrahieren soviel als - —4
2 und - 10 addieren.

Von: 2ab — 3be von: 2ax — 6bz 4+ 7

subtr.: 2ab -+ 6he — 4x; subtr.: 6az — 3by — 3

(=) (=) *) =) &)y )
Differenz: — 9b¢ + 4z; — daz — 6bz + 3by + 10.

Addiert man den Rest zum Subtrahend, so mufs, als Probe
der richtigen Rechnung, der Minuend wieder kommen.
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Multiplikation. Erster Fall. Sind die Faktoren einteilige
Gréfsen, so stelle man sie, alphabetisch geordnet, nebeneinander,
und multipliziere nur die etwaigen numerischen Faktoren (Koeffi-
cienten) miteinander (§ 320), z B. 2a mit 35 multipliziert, giebt
{ 2a-8b=2-83:ab=6ab. FEbenso ist:

3ab . bac = 1baabce; 1Tz - 31
2ab - l.r.rf,',.r' = : Sabx - :‘_“J_.r' = Qabbxx:
! abe | : 2abe
. ba: 1b - de=———:
¥ abx 2 amn
2ax - 'er.l e — - Zam ¢ 4in=— H
A S e : 4
Zweiter Fall Ist der eine Faktor einteilig, der andere
vielteilig, so muls man, um die Multiplikation blofs anzudeuten,
den vielteiligen Faktor in Klammern schliefsen. Zuweilen ist es
aber (Behuf einer Reduktion) erforderlich, die Klammern aufzultisen,
und dann muls man (nach § 19 und § 78) mit dem einteiligen
Faktor jeden Teil des wvielteiligen multiplizieren. Soll z. B. die
Grilse a-+b— ¢ mit @ multipliziert werden, so ist a(a-+b—e¢)= ]
_ aa-t+ab—ac. KEbenso ist:
i‘ 2a(b —3¢)=2ab — Gar
3ab(Tab — 3az+1)=21aabb — 9 aabx - 3ab |
\ (9ar— 1 ;
| 'i—_—‘-nl’,r_'-i UI:'-:-l-i-‘-a_.l'-;v- 5:-6=254 1 e |
4+ 1)b=ab-L+b;
Qaqc — Uf’;-;--ruf,l — r-—;—,a‘l:‘_{rg.r-—rafa —_—rh") — A = (L = (I L ‘

lg - She—

) - T}',u — ii::.rrl"r_f —_ ._\.";.l"J_j,‘ = J

J Ty ——llf.f'_rlf-—.f_:

FHat hierbei der einteilige Faktor ein Minuszeichen, so sind
gleichfalls die Regeln des § 78 anzuwenden. Z. B.:

a+T7T—3(a—20-+4)="7?

Hier ist zu multiplizieren : } mit + a- 3a,
—3 mit — 26 = 6d. i
3 mt +4 =—12,
folglich erhiilt man a7 —3a--6b —12=65—2a—5.
~ Dritter Fall, Sind beide Faktoren vielteilig, so multipli-
ziere man mit jedem Teil des einen (am bequemsten des kiirzesten)
Faktors jeden Teil des andern, und ziehe im entstehenden Pro-
dukte die etwa gleichnamigen Teile in eins zusammen. Man kann,
der leichtern Ubersicht wegen, die Faktoren auch erst unter einander
stellen und wie No. 1, 3 zeigt, verfahren.
Es ist iibrigens gleichgultig, mit welchem Teil des Multipli- ;
kators man zuerst multipliziert, Soll z. B. die Grifse a4 b — ¢ mit
: a h_ multipliziert werden, so ist, indem man die Grifse a—-b — ¢ k
oder jeden Teil derselben gmal und dann —b&mal nimmt

(a—b)(a+b—e)=aa+ ab — ac— ab —bb +he=aa— ac bb+be.
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a-+b --l I a - flr_l @ — e'zl
2 a—b a—b at+b
aq+ab—ac aa+ab 5 ae—ab
—ab —bb 4 be — ab—bb ~+ab—10bb
aa— M} — ae — he (T = hb ada —-_{i,.rh

Ebenso findet man:

(a+b)(a+ b)=aa+ ab-+ ab 4+ bb = aq -+ 2ab + bb
(a—b)(a—b)=aa— ab — ab+ bb = aa — 2ab + bb
(+1)(y—1)=ay —xz+y—1

(Baz — 4by) (bbz -+ 1) yabax 4 3ax — 20 bbay — 4by
(fz—{y) Br —fy— ) =220 — FHlay —2z+ Hyy+ 'Fy.

1

Faktorenzerlegung. Ebenso oft als die vorhergehenden Anf-
gaben, eine vielteilige Grofse mit einer andern zu mulliplizieren,
kommt der umgekehrte Fall vor: eine vielteilige Griifse in Faktoren

! zu zerlegen, und da gerade hierin der Hauptschliissel zu den Re-

= duktionen liegt, so miissen Anfiinger sich darin einige Fertigkeit
erwerben. Allgemeine Regeln lassen sich aber hierzu micht geben.
Ein wenig Umsicht und Ubung ist erforderlich., Folgende Beispiele
werden imndessen zeigen, wie man dabei zu verfahren hat.

Multipliziert man die Grilse 3a—4¢-2 mit 3ab, so erhilt
man Yaab—12abc+6ab. Kime nun umgekehrt in einer Rech-
nung der Grilsen-Ausdruck 9aab —12abe+6ab vor, so wiirde
ein nur wenig geiibter Blick gleich wahrnehmen, dafs alle Teile
dieser Grolse erstlich den numerischen Faktor 3 gemeinschaftlich
haben, weil alle Teile durch 3 ohne Rest teilbar sind, aufserdem
aber noch den literalen Fakior ab, weil auch dieser in allen Glie-
dern vorkommt. Man kann also diesen Ausdruck als ein unent-
wickeltes Produkt darstellen, oder in Faktoren zerlegen, wenn man
den, allen Teilen gemeinschaftlichen, Faktor 8 al heraushebt und
vor die in Klammer geschlossene Summe der eigentiimlichen Fak-
toren 3a—4 ¢+ 2 setzt. Es ist nidmlich auf die einfachste Form
reduziert :

9aab—12abec+6ab=3ab(Ba—4c+2)

Ebenso kann der Ausdruck zz - 2y in Faktoren zerlegt wer-
den, wenn man den, beiden Teilen gemeinschaftlichen Faktor
heraussetzt; es ist nimlich z2+ zy==a(z-+y). Anfinger pflegen
gewthnlich bei folgenden Fiillen, wo der eine eigentiimliche Faktor 1
ist, Schwierigkeiten zu machen: yz4+y=y z+y:-1=yz-+1);
& —ar=x(1— 2); 2+ ma—+ nz= (1 +m+ n)z. Von der Richtig-

_ keit einer Faktorenzerfillung kann man sich leicht iiberzeugen,
= wenn man die Faktoren wieder miteinander multipliziert. Beispiele:
3ab+8arx=3a(b+z); 2Rn—4R=2R(n—2);

") BADISCHE =
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ah . bh h a+b
y—yz=y(1—2); ,,{ S S TR +b)=h- 9 |

Glied mit einem Minuszeichen versehen, so denke
h dem Minuszeichen eine Klammer., Z. B.:
bie4-d—e).

Ist das 1.
man sich zuvor nae
a—be—bd+ be=a— (be+bd- be) = -

| Dafs hier die Zeichen in der Klammer entgegengesetzt werden, f
erkliirt sich leicht aus der Multiplikation des Ausdrucks —b (¢4 d—e). ,

— hax + 3D (22 — Yy

5ax— by -+ 6bz = oax — 30 (y—22)
Durch die Zerlegung in Faktoren lifst sich ein Grofsenausdruck
oftmals sehr zusammenziehen und vereinfachen. So haben in dem
folgenden Ausdruck die beiden ersten Glieder den Faktor ac, die
.’ beiden folgenden Glieder den Faktor be gemeinschaftlich &e., hebt
man diese heraus, so ist:
abe — ace — bbe -+ bee 4+ abd acd — bbd + bed
—ac(b—c)—be(h — :'J—i-{!;fff':—r_':l — bd (b )
Hier haben alle Teile den zweiteiligen Faktor b — ¢ gemein-
schaftlich. setzt man diesen wieder heraus, so ist der vorstehende

Ausdruck
— (b —¢) ! aec—be —+ wa'v— bed I.

ll =(b—c)lcla—b)+d(a— b)) |
—(b—¢)|[(a—D)(c+d)] |
=(a—b)(b—e(c+d)

| 91.
Wern man eine Grifse mit sich selbst multipliziert, so nennt

man (aus geometrischen Griinden) das entstehende Produkt das |

4 Quadrat dieser Grofse; so ist z. B. 8-8 oder 64 das Quadrat

;fl von 8; von b5 ist das Quadrat 253 die Quadrate von 1, 2, 1, 4, £, &e.

sind 1, 4, 1, 1, +%; das Quadrat von a ist aa (lies: a-quadrat).
y TR ST .
Das Quadrat von - ist ] (lies: ,ein viertel a-quadrat‘ oder

,a-quadrat durch 4%). Dies beachtet, merke man sich folgende
zwei wichtige Sitze:

1) Die Summe zweier Grifsen (a4 b) mit der Diffe- |
renz derselben (a—»b) multipliziert, giebt die Differenz
ihrer Quadrate, Man hat niimlich durch wirkliche Multiplikation |

(a4+b)(a—b)=aa-+ab — ab—bb= - et — DD |

Nach diesem Satze ktnnen wir also das Produkt aus der Summe
und Differenz zweier Grofsen gleich aus dem Gediichtnis nieder-

schreiben. Beispiele:
; (a+ 2)(a—a)=aaq —xx}; (a+1)(a - 1)=aa—1
: y l -
(1421 —2)=1—az; Qa4+ 1b)(2a—1b)=4aa— J;J

: BADISCHE o
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9) Wenn also umgekehrt die Differenz der Quadrate zweier
Grolsen vorkommt, wie aa—bb; bb —yy &e., so kann man diese
jedesmal in zwei Faktoren (Summe und Differenz) aufltsen. So
ist z. E.

o — z2=—(x-+2)(x—2); 22—1=(4+1)(z—1)

ar—aa=(x+a)lx—a); 1 —azx=(14+2z)(1—=z)

bb ( b\ ¢ b

daa — ——=—|(2a+ -
\ 3

9 ; /
57 - 57 — 43 - 43 = (57 + 43) (57 — 43)=100- 14

92.

Division. Die Division kann im allgemeinen nur angedeutet
werden, wodurch man Grofsen-Ausdriicke in Bruchform erhiilt.

1] # (i ?
Ist z. B. @ durch b zu dividieren, so schreibt man: — (gelesen:
k)

. s 2ax
_a durch b%), ebenso 2ax durch 3by dividiert: 5 a-b durch

by 1

AT a1
a — b dividiert: '
a—b

1) Haben aber Dividend und Divisor Faktoren gemeinschaft-
lich. so kann man diese gegeneinander ausstreichen, weil der Quo-
tient von der Grifse derselben unabhingig ist. So ist z. E. (§§ 22,

23, 38):

ac 2abe  2a 2abz 2  Babb 3Badb
— = = —1 — _—
e 3be 3 ' 3aabz  3a’ 4be ¢
P zy T a b ¢+ b a-Fe—d
== =1z — — =13 — L
3 Gy 6 a b ' a+b atc—d
(d+b)(a—Db) 113 ab(a—+b) a m(a—+b) a-+b
—d4-b: - L= —= |
a—> . 2b(a-+b) 2" m(a—+ ¢) a-+ ¢

- 9) Ist der Dividend eine vielteilige, der Divisor eine einteilige
Girisfse, so kann man mit dem Divisor in-jeden Teil des Dividend
dividieren (& 20). Es ist z. E.:

a-b—c. @ ;b ¢

T Sedicadoand
8abb — 10ax AL Babb 10ax =4 D
2ab o Dl gk e

3) Sind beide, Dividend und Divisor, vielteilige Grolsen, so
kann die Division in zweierlei Weise ausgefithrt werden:

a) durch Faktorenzerlegung tiir den Fall, dals sich die Faktoren
heben. Der Ausdruck wird alsdann wesentlich vereinfacht. Z. B.:

B e
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rechnen (siche die
ganz nach den Rege

so braucht man nur ihre Zihler algebraisch
trahieren und der Summe oder Differenz
Nenner wieder unterzuschreiben.

LANDESBIBLIOTHEK

ab—ax a(b—zx) a

E}lfj .l'lJ,r_' = bib x) b

ar -+ xa ela+x) a+2z
3ha _;.'_;'_.f'{:_'u ) —a) ] .-".”a -
4 — y(l—y) fog: |
E'.b_.:_; - 3byy N 3by(l—y) 3b
aec— bexr — ez cla— bz — 72) 7] bz g
Obcz —ce  cz(9b—1)  2(9b—1)
baa — 3ab 3a (2a b) a
120 — Ghe e be (2a — B) e D¢
Ao — 3ha —ar x(4a—8b— 4 ] chir T
Sayz — 6bys — 2xyz A 2yz(4a—38b—uz) 2z
@y—~+ly—av—iv yla—+t) — v(a-+-1) Yy —v)(a+t) y—wv
az+t2—2au—2tu  z(a-—1)— Qula-tt) | ¢—2u) (a—-1)
(a4 b)(a+b) (a+b)(a-b) a+b
ac — bb _:n—'—Mm—L; TR
B e S A alx—-1) T

I—ze (1 +2)(1l—2) 1—z
mz—m - m(z—1) z—1 (—1)(z—1) ]l — ¢
i -m‘:,rﬁmf'l-—IJ,rl-::.]—.e.f-__l llll-—‘.lflr :_a;---l

b) Durch die

genannte Partialdivision (siche & 32

Briiche. Hat man mit Grilsen- Ausdriicken in

ein und Grundsiitzen der allecemeinen
rechnung behandelt,

Q
Y3,

1. Addition und Subtralktion. Haben die 1

Do st z B, (8§ 492):

G B et 7 b

(§ 91,

Bruchform zu
ichstehenden §§ 93 und 94), so werden

riiche einerlei Nenner,
zu addieren oder sub-
den gemeinschaftlichen

Baden-Wiirttemberg



a+b a—b a+b—(a—b)

2 5] 3 5 . L 2
ac — J';_fjr cx | L:_‘,‘ ac -+ ¢x cla—+ x) -+ a
ac Hige Foae ac = ae i 17
@ : Y a1y

1
. -+ — (8§ 91, 2)
ac—yy ac—yy (a+yle—y a—y* 4

Haben die Briiche nicht einerlei Nenner, so pflegt man sie,
der Gleichformigkeit wegen, oftmals auf einerlei Nenner zu bringen,
obgleich dadurch die Ausdriicke nicht immer vereinfacht werden.

: . s i a ¢ Sy =

Um z. B. die beiden Briiche ) und i auf einerlei Nenner

) ¢

zu bringen, multipliziere man Z#hler und Nenner des ersten Bruchs

o : S T a. .\ ad ¢ be
mit ¢, des andern mit . Es ist niimlich: —— = und —,
b b i (m’
]';l:i.‘_é].l‘lf:f e:
e ad be ad-+be
fa ! rlll = ;_'rrnl ; r’.*r.'" =57 ?}r'j‘l
i gL ighe S !
- = - - . = )
[/ b b b 3 NS
12—a+ b 12—a+b+2a 124+a-+b
5 == 2 — 5

8a+6b Ga—2b 3(Ba-+6b)—4(6a—2b) 13b

{ 25 12 6
@ a+b aed+bla-t+b)
RERET Tk bed
a  a+b  aa—bb—ab acd+ab4+-bb+aa—bb—ab a(ed+a)
L e T I bed R E= Y T
az a(z+1) z a
a— = — =

gL P T

i am — an ane an

m- n m-+n T omn

94,

2. Multiplikation und Division. Um zwel Briiche mit einander
zu multiplizieren, mullipliziere man wie gewdohnlich, Zihler mit
Zihler und Nenner mit Nenner. Soll ein Bruch durch einen an-
dern dividiert werden, so braucht man nur mit dem umgekehrten
Divisor zu multiplizieren. (§§ 44, 47.) Beispiele:

@ e ac g ge

..... = 3
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| a i ad

| = e —
N b d be [/ be I
a G a b
] X =1 e _—
| b b b a
| . Syl 1 62 2 2 |
i 8mn. —— =bnz — = —
4my r 2 32 X {

Sam 1dmzx __ Sam Gac __2aqa |
be © Bae = be 15mze bzx !
| 2ax 202 _ 2ax 8 be =
3 "3be 3 Z2ax
n nid L na
m --m +n—+p m +n-+p

a-+x ar-+xx a+x xla x) i
a—x ar—xx a r xla+2x) i
95.

I Folgende Buchstaben-Ausdriicke wird ein Geiibterer allein zu
it reduzieren wissen :
” 1) a+2b—5+4a;: 2) a—(+b); 3) a—(—b); 4) —a-—Db;

5) —a-—1; 6) a-5--4; 7) 3a-4b-3¢c; 8) {ax-3by; l
| z . a — (1 |
| 9) $lz-3x -3 0 5 ; 2 _ |
J ) gtz -3 10) 5 11) e 12)E= 7

—a @ x 2a

13) L 1) =<2 5 . B
i D=3, ) = 15) = 16) 5
1l B . A e Gabb
| 17) - 18) —; 19) H'j"m; 00) S, !
_ @ 2z Qaxy 4be !
: il Loy 2
|} a1) & ; Y. 99) a - 3,{: 93 -..:;m':b: 94) a 5 b .
] CaTy a—y {aab’ a x

2’1] ax -+ Bazx - —Bax -+ S5bx; 26) sy — iay + ay;

27) 2((.1.‘-~5{;y —16—(ax 164+5by); 28) (a+b)(a-++b):

-(—8atz+14bzz); 30) (ax 4 by) (ax — by):

31) (a+b+4¢)(a-+b—c¢): 32) |( = At J e IE
y LT IR T T T 3/!
S £ m - |
| 33) baab—12abec+ 3ab; 34) z+ma--nx -+ pz; |
ar m n . w T3 a—3x P
. 35) SR 36) 0.9 a ; 37) aa—bb ! |
: e ol a i e el e b
| oo @aa—bb . . ’ I . o .
38) =l 39) 1+ ya : 40) 20y — dhy |
a-r-o Sabx -+ Sbhar -It-‘.‘i'-rj I ]_Hf,\z,__—;';‘
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at+zx  a-t+x gt a 2v
41) - e 492) - : 43) _:—-’ ;
3 3 /i z oy
= 14ax o @ — X ag — T
44) Tazx: ——; 45) : :
aby o+ x ar -+ xx
6 ¢ (b—e) bla—e - 100a —+ ap ,-/] ALp
) - - . - =i =i o i i
2 2 100 \& =100
18) %+ be be+ xz 49) 16a —5b 124 —2b
48) — : 49) - =
az az 4h 3b ?
(Y + ¢ et b x
i _[_ e 51)
o o/ aec
e =
b
an ; xr—da
1 — o 4+
Se rr o 1 —+ ax
02) 93) - g
1 a alrx—a)
1=
1 xa 1 + ax
poak bl m(bn—a)] n—m Nl
*54) la— | - + mb |:
4! n— m Jx
|y 90— 2
o > aa r— e
aa — I
53 — - Fo
aa -+ xx

(@ —

Man findet:
ab;

abzy
5

BADISCHE
BLB LANDESBIBLIOTHEK

1) (az— bx)

———~t¢| (@ —x)
Tr—a | i ;
Ep
alb+c—a)
1) 2(a+0)—5; 2) a—b;

5) a; 6) 2ab;

; 1
9) 2lwz; 10) ; .'
A

14) 1;

(3

(a—2x) ) aa -+ ax

2(aa — xx)

3) a+0b;

7) 8abe;
a
1), — b

Baden-Wiirttemberg



a-+b S - ap\ B 2
NS 25) 5bx — az = (5b — a) x; 26) fay; |
&2

97) ax — 10by; ; 28) aa -+ 2ab -+ bb;
atz  19bzs -
21‘.“ 11atx =% | bzs : 30) aarz — "r“{"."j.” . ||

3 15

o - T i
31) aa -+ 2ab 4+ bb—cec; 32) '_; 'i.'if
33) 3ab (2a —4e+ 1); 34) (1+m-t+n-+p)x;
| xa|: ; 36) 1; 37) a4 b;
DG
- i el
38 b: 39) == 40 g
G e=2a  3ba ' %
s (i £5f
41) & (a + z); 42) “ : 43) ..

2aa’
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