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308 XXXX . Gleichungen des vierten Grades .

7. X ◻aXxKx 19 8. Xx 75x - 250

9. X5 ＋ 10x 13 2 0 10 . x Æ◻ 126x ＋L 559

11. x ◻ 144x ＋ 728 12 . x3 — 126x ＋ 124120

13 . 7R* Æν ? ĩ⁊̃ ＋ 5 14 . 9xRx5 16x ＋ 15 0

15 . 9Rx3 73x 60 2 0 16 . 17R5 33x² ＋ 112 0

17 . 6x5 ＋ 5x² 2 0 18 . 10R³ — 8 & 50

19. Xx＋ Nx2＋ 27Xx ＋ 26 = 20 . — 2˙—r IIi

21 . &3 8x ? ＋ 19XR 20 = 0 22 . X3 — 9xR 2 — 2x ＋101◻ 0

23 . 8X*3 — 18x*2² ＋ 17X 62 =- 0

24 . 385 ＋ 18x * ＋ 67x 914

25 . 10x5 — 26x² ＋ 13X ＋ 10 2 0

26 . 9 &5 — 45x² ＋L 34x ＋E 37 2 0

27 . 28 — 21x & ＋ 74x 85 2 0

28 . 18x5 36R² ＋ 9Xx ＋ 8 2 0

N—. 12K3 — 52 x2 ＋ 23xX ＋ 42 0

„ 20x5 — 90x 2 ＋ 126X 532 0

4x5 60x² ＋ 309x ＋ 500 C0.0

XXXIX .

Gleichungen des vierten Grades .

Die Gleichungen des vierten Grades , welche ſich als quadratiſche

Gleichungen löſen laſſen , ſind ſchon im 25 . Abſchnitt in großer Anzahl

vorgekommen . Ihre Auflöſung hat keine Schwierigkeit .

Gleichungen des vierten Grades , welche eine rationale Wurzel

haben , laſſen nach Ausſcheidung dieſer Wurzel , die nach dem 37 . Ab⸗

ſchnitt leicht aufzufinden iſt , noch eine kubiſche Gleichung übrig . Dieſe

hat man dann weiter nach dem vorigen Abſchnitt zu löſen , um auch die

drei andern Wurzeln der Gleichung des vierten Grades zu erhalten . —

Hat die Gleichung des vierten Grades zwei rationale Wurzeln ,

ſo ſcheidet man dieſe aus , und es bleibt nur noch eine quadratiſche
Gleichung zu löſen übrig . — In beiden Fällen ſind keine beſonderen

Betrachtungen nöthig ; das im 37 . und 38 . Abſchnitt Geſagte genügt

vollſtändig zur Auflöſung .
Die folgenden Gleichungen 1 . —22 . ſind von der genannten Art .

Sie haben mindeſtens entweder eine , oder zwei rationale Wurzeln .
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Dieſe ſind nach dem 37 . Abſchnitt zu ermitteln und auch die
Wurzeln aufzuſuchen .

1 1 . Xx. —3x — 34xꝛ ＋L 18X ＋ 168 00
5 — 2. X. ＋ 4xà 6xK2 ＋ 24x 722 0

XI ＋ 4x “ —11x ? — 12x ＋ 90 0

Xx. 13x² ＋ 48x 60 00
5. Xx. — 6x ＋ 24Xx 16 2

6. X ＋ 3x5 52x 60x ＋ 288 0

7. X4 ＋ 7x 13x2 — 175x 300 0

8. Xx — 17x5 ＋ 95X * 2 — 199x & ＋ 120 2 0

9. x ＋ 193 ＋ 123X2 ＋ 305X * ＋ 200 ◻ 0

10 . X. — 2x — 72 ＋ 19X 10 2 0

11. x ＋ 5x3 ＋ 12x2 ＋. 52xR 402 0

12 . X — 9x3 ＋ 20x2 — 13x ＋ 622 0
13 . X — 17R ＋-E X ＋＋202 0

14. 2 * 4 13xX5 ＋ 16x² 9x ＋ 20 0

15 . 3x . — 8x5 36x2 ＋ 25 2 0

16. 6X — X — 8x2 — 14xX ＋ 12

17 . 6x . 13x5 ＋ 20x² — 37Xx ＋E242 0

18 . 6 * — x — 49x ＋ 55 * ꝛ 50 0

19 . 10x4 ＋E 17x5 16x² ＋E 2x 202 0

20 . 12 x* ＋ 5x5 23X2 — ↄ5K ＋ 6 2 0

21 . 26x —108 x5 ＋ 323x² 241x ＋ 60 0

22 . 36x * — 72x * — 31x² ＋ 67x ＋⁰ 30 0

Um eine Gleichung des vierten Grades allgemein aufzulöſen ,
muß man ſie auf eine kubiſche Gleichung zurückführen . Mit Hülfe der

Wurzeln dieſer Gleichung , welche man die Reſolvente der gegebenen
Gleichung nennt , hat man dann die Wurzeln der gegebenen Gleichung
zu beſtimmen .

Iſt die Gleichung des vierten Grades

(I) ax ＋ 4bxà ＋ 6Cx2 ＋ 4dx ＋e 0

gegeben , ſo löſt man die reducirte kubiſche Gleichung

( 2) 4t5 ( ae 4bd ＋ 302 ) t ace ＋2bed ad ? bꝛe - α =

nach t auf . Mittelſt der Wurzeln dieſer Gleichung , welche t, , tz und

tz heißen mögen , beſtimmt man

( 3) Nů. Æbi - acTat , N. =bE - ac＋TFat , N = /bi ac Tat ;
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Dann hat man als die geſuchten Wurzeln der gegebenen Gleichung
des 4. Grades ( 1)

* ( Eb＋TN . ＋N .＋N/)8

* = Eb＋ NI — N. N. )
45

X4 Y 4e2 b = Nε . . N N. )

* Eb - N. N , N, )

Erſter Fall . Die kubiſche Reſolvente ( 2) hat drei
reelle Wurzeln . Dann hat die Gleichung des 4. Grades entweder
vier reelle Wurzeln , oder vier imaginäre , oder zwei imaginäre und zwei
gleiche reelle . Da diet reell ſind , ſo ſind die N entweder reell oder rein

imaginär , jenachdem der Radikand poſitiv oder negativ wird . Ein N

muß immer reell ſein . Sind alle drei N reell , ſo hat die Gleichung des
4. Grades , wie man aus ( 4) erſieht , vier reelle Wurzeln . Iſt ein N
rell und zwei Nrein imaginär und ungleich , oder ſind zwei N reell und
ein N rein imaginär , ſo hat die Gleichung des 4. Grades vier ima⸗
ginäre Wurzeln , wie man aus den Löſungen ( 4) ebenfalls leicht über⸗
ſieht . Iſt aber ein N reell und ſind zwei Nrein imaginär und gleich ,
wo alſo die kubiſche Reſolvente ( 2) unter den drei reellen Wurzeln
zwei gleiche haben muß , ſo hat die Gleichung des 4. Grades zwei
imaginäre Wurzeln und zwei gleiche reelle . — Die Rechnung hat in
dieſem Falle gar keine Schwierigkeiten . Bei der kubiſchen Gleichung (2)
wird , wenn nicht wenigſtens eine Wurzel rational iſt , die trigono⸗
metriſche Löſung anzuwenden ſein .

Zweiter Fall . Die kubiſche Reſolvente hat eine reelle
und zwei imaginäre Wurzeln . Dann hat die Gleichung des
4. Grades zwei reelle und zwei imaginäre Wurzeln . Es iſt bei der
kubiſchen Gleichung , falls die eine Wurzel nicht rational iſt , die Car⸗
daniſche Löſung anzuwenden . Dieſe Wurzeln werden alſo die Form haben

„ e eeee
Da ein Nreell ſein muß , ſo muß es nach dieſer Bezeichnung N. ſein .
Dann müſſen N. und Ns von der Form ſein

. . . . „rNFNFNFNFNFNFYYAYAYY
N. Æ N. VA = N

Hier haben die imaginären Größen unter der Wurzel ihr Unangenehmes .
Es muß der imaginäre Theil vom reellen geſondert werden . Indem
man die Summe der Ouadrate und das Produkt von Nz und Nz
bildet , erhält man aus der Combination dieſer Größen

N. ＋ N. /2A αι
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N. — N. — i K

Beſtimmt man jetzt den Winkel 9 ſo , daß

B 73
659
wird , ſo hat man

8 5 1 3 —N. ＋ Nʒ coS d

5
Nz ＋ Nz 25in 297 —

6068. 0

Iſt A poſitiv , ſo wird N. ＋ Nz reell und Nz — Nz rein ima⸗
1392 8 7 f τ τ 3 88 3 N5

ginär . Iſt A negativ , ſo wird N: ＋ Tz rein imaginär und N. — Nz
reell . Um d zu beſtimmen , iſt es genügend , in (§) für A nur den

3 8 U 9 9

poſitiven Werth zu nehmen .
Da die N Quadratwurzeln ſind , ſo können ſie auch ebenſo gut

das entgegengeſetzte Zeichen haben . Man muß unterſuchen , ob die

Bedingung XI x2 XIXI erfüllt wird . Wird dieſe nicht erfüllt , ſo

muß man ein N oder alle drei ( zwei hat keinen Einfluß ) mit dem

entgegengeſetzten Zeichen nehmen . Iſt b in ( 1 ) gleich Null , ſo iſt das

Kriterium XI XàXIX . ◻ ＋für die Zeichen der N bedeutungslos ; es

8 4 d 4.
muß ( XI ＋ XI) Xx‚XI ＋ ＋ x ) XIxà2ͤÄ — ſtimmen , wo

für imaginäre Wurzeln Xx1 und Xz, wie X3 und X. als conjugirt
anzuſehen ſind .

Um das oben Geſagte zu beweiſen , zerlegt man die gegebene
Gleichung des 4. Grades in die Differenz zweier Quadrate . Man

multiplizirt die Gleichung ( 1 ) mit à und zerlegt

( 7 a2ꝛxl ＋E Aabxs ＋EG6acxꝰ ＋ 4a dx ＋ae O0 in

(8) ( a xꝛ ＋ 2bx ＋e＋T2t ) ? ( 2NXx ＋ M) ² Æ O,
wo die Größen t , N und Mvorläufig noch unbeſtimmt ſind . Aus der

Vergleichung der Koefficienten von ( 7) und ( 8) ergiebt ſich

( 9 % NVVb a ( e =t ) ( 10 ) MVοσυ 2ꝗ9 ) 7 — ae

( I ) MNÆ b ( e A 2t ) ad

Die Gleichung für t wird demnach :

[ bꝛ — a ( e t ) ( e ＋ 2t ) 2 — ae ] [ b ( e ＋ 2t ) — adl -

Entwickelt man , ſo erhält man die oben in ( 2) angegebene kubiſche

Gleichung . Sie erſcheint in reducirter Form . — Iſt t beſtimmt , und
ſomit auch N und M, wie aus ( 9) und ( 10 ) folgt , ſo läßt ſich die

linke Seite der Gleichung ( 8) in zwei Faktoren zerlegen :

( axꝛ ＋ 2bx ＋A＋T 2t ) — NXx ＋E M) und

( a xꝛ ＋ 2bx ＋E ＋T 2t ) ＋ ENXx ＋ M)
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Mitbin zerfällt die gegebene Gleichung des 4. Grades in die zwei
quadratiſchen

( 12 ) ax ? ＋ 2 ( b N) x＋ ＋＋ 2t — M O

( 13 ax ? ＋ 2 ( b＋E NXx ＋＋YAt＋M O
Sind x1 und xz die Wurzeln von ( 12) , und xI und X. die von (13) ,
ſo hat man in Folge der Bedeutung der Koefficienten

( 4 % x. ＋ X. — ( b— N) , ＋Tx , -= % ftf
Da aber N drei Werthe hat , welche den drei Werthen von t entſprechen ,
ſo ſchließen die Gleichungen ( 14) drei Paare von Gleichungen ein :

2
(6 N. ) 4 2. 6(5 πν)

23 2
XI ＋ xXz ο = N ) X2 ＋ X 5

60 ( ‚ο◻Ær N. )

2 7 2 ＋—5 13 ( ο = Nz ) x2 ＋ Xx²
e= ＋ Nz)

Aus der Combination dieſer 6 Gleichungen ergeben ſich leicht die oben
in (4) angegebenen Formeln für die Wurzeln XI, Xz, Xxg3und X.

Die Gleichung des 4. Grades kann 4reelle , 2 reelle und 2 imagi⸗
näre , oder 4 imaginäre Wurzeln haben . In jedem dieſer Fälle muß ſich
die linke Seite mindeſtens auf eine Art in zwei quadratiſche Faktoren
mit reellen Koefficienten zerlegen laſſen . — Hat die Gleichung des
4. Grades 4 reelle Wurzeln , ſo muß ſie ſich auf dreifache Weiſe in zwei
quadratiſche Faktoren mit reellen Koefficienten zerlegen laſſen . Es muß
drei N und drei t , und folglich auch drei M geben , wie aus ( 11)
folgt , durch welche die Zerlegung ( 12) und ( 13) bewerkſtelligt werden
kann . Die kubiſche Reſolvente hat drei reelle Wurzeln , und ihnen ent⸗
ſprechend ſind N. , N, und N; ebenfalls reell . — Hat die Gleichung des
4. Grades 4 imaginäre Wurzeln , oder 2 reelle und 2 imaginäre , ſo
iſt nur eine Zerlegung derſelben in zwei quadratiſche mit reellen Koef⸗
ficienten denkbar , dieſe aber muß immer möglich ſein und kann nur
wegen ( 12) und ( 13) durch ein reelles t und ein dem entſprechendes
relles N und M bewirkt werden . — Hat daher die kubiſche Reſol⸗
vente drei reelle Wurzeln , ſo muß unter dieſen immer eine ſein , welche
ein reelles N und wegen ( 11) auch ein reelles M liefert . Hat die
kubiſche Reſolvente nur eine reelle Wurzel , ſo muß dieſer reellen Wurzel
auch ein reelles T entſprechen ; denn nur ſo kann eine Zerlegung in
zwei quadratiſche Faktoren mit reellen Koefficienten entſtehen .

Hat man eine reducirte Gleichung des 4. Grades , für welche alſob
Oiſt , ſo wird die kubiſche Reſolvente

( E—t ) ( ae — ( ＋ 2t ) ?) a dꝰ und

Naſ ( t - )
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Iſt der Koefficient von Xs durch 4 theilbar und die Koefficienten der
Gleichung klein , ſo thut man meiſtens ebenſo gut , die gegebene Gleichung
in eine reducirte zu verwandeln und dieſe zunächſt zu löſen .

Die folgenden Gleichungen des 4. Grades 1 . —38 . laſſen min⸗
deſtens eine rationale Zerlegung in zwei quadratiſche Faktoren zu.
Die kubiſche Reſolvente hat daher wenigſtens eine rationale Wurzel ,
läßt ſich alſo auf einfache Weiſe löſen ; die Darſtellung der N geſchieht
ohne beſondere Hülfsmittel , und die Auffindung der Wurzeln der ge⸗
gebenen Gleichung verurſacht daher keine erheblichen Schwierigkeiten .
Wenn ſich auch manche von den Gleichungen ohne die oben erörterte
Methode löſen laſſen ( wenn ſie eine rationale Wurzel haben) , ſo ſoll
dieſelbe doch der Uebung wegen bei allen Gleichungen angewendet werden .

1. Xx. — 4x5 ＋ 20x 25 0

2. Xx
— 2X5 Eᷣ·＋ 22 =

3. X — 4x = ＋ 6x ? ＋ 12x 15 2 0

4. X&4 6x* ＋ 12R — 14x ＋ 3 0

5. X — 4x5 ＋ 3x2 ＋ A4x 42 0

6. Xx. — 4x5 ＋ 9x2 8&X ＋ 14 O

7. Xx
— 12x ＋＋ 51x² — 88X ＋ 48

8. x — 8xR3 ＋E 4x2 ＋½ 24x 21 0

9. x4 8x ＋E 8X2 ＋ 40x 32 0

10 . X — 12 x*5 ＋ 47X2 — 72x ＋ 36 0

11 . X — 16x5 ＋ 70x ? 60x 88 0

12 . X — 37xR2 — 24x ＋L 180 2 00
13 . x — 6x5 ＋ 17x*2 — 24x ＋ 18 0

14 . X 8x5 ＋ 21X2 34xX ＋ 20 0

15. Xx4 — 6x3 ＋ 16xX2 — 20xX/ ＋ 12 2 00
16. X4 ＋ 8x5 7X2² 50x ＋ 48 2 0

17 . x . — 12x5 ＋ 43xX
2 — 42Xx ＋ 10 0

18 . x4 6xX5 ＋ 13x ? — 30xX ＋ 40 2

19 . X ＋E x5 14x2 — 2X ＋L 24 2 0

20 . x — 3x5 — 5x² ＋ 29R 30 0

21 . X — 6x³ ＋E 3x ? ＋ 26x· 24 0

22 . X. — 2x*5 — 10x ? ＋ 6xK ＋ 45 0

23 . Xx .＋ 1IXW ＋ 35X*2 ＋E13Xx 60 0

24 . X. — 3x5³ — 5x2 ＋ 29K 30 2 0

25 . X — 1IX ＋ 47R * 97R ＋ 842 0
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26 . X4 — 9x *5 5xK2 ＋ 153x — 140 0

27 . X 13x ＋ 11x ? ＋ 337xX — 840 0

28 . 4X4 — 8x5 ＋E 5x : — SK· ＋⁰ 1 0

29 . 4x4 — 12x5 ＋ 31x2 — 60x ＋ 55 2 0

30 . 4X “ — 16x5 ＋ 15x5 ＋E 5Xx 7 2· 0

31 . 9 &1 ＋ 15 — 143x ? ＋ 4I1x ＋ 30 2 = 0

32 . 16Xx4 — 48x5 ＋E 80x ? — 60x ＋ 27 2 0

33 . 16xX1. — 80x3 ＋ 136xR — 108x ＋ 45 =2ͥ

34 . 16x4 — 32 x5 — 32 x ? ＋ 40x ＋E 15 0

35 . 16xX4 — 96x ＋ 184x ? — 152x ＋ 45 0

36 . 36X4 — 72 x5 ＋LE23R 2 ＋E SXx 32 0

37 . 36x . — 36x5 — 73x² ＋＋E81Xx 182 0

38 . 36X*4 — 348 Xx5 ＋E 1231x2 — 1886x ＋ 1058 0

Die folgenden Gleichungen laſſen keine rationale Zerlegung in

quadratiſche Faktoren zu, liefern mithin eine kubiſche Reſolvente , welche
keine rationale Wurzeln hat . Die kubiſche Gleichung muß nach der

Cardaniſchen Formel oder trigonometriſch gelöſt werden . Die Dar⸗

ſtellung der N iſt dann in der oben angegebenen Weiſe zu beſchaffen .

1. Xx. — 4x3 ＋ 12 0
2. Xx. — 24x ＋L37 0

3. 3x . — 5x5 ν 31
＋. 7 „ 1000 0
5. X — 4x5 ＋ 6R²

6. Xx. — 8xX5 ＋ AX 7 . 0

7. Xx
— 12x2 — 16x ＋ 412 0

8. 3xà — 2x —& ＋ 20 2 0

9. 22 ⏑ 230
10 . 5Xͤ 3x2 14Xx 100

11 . 7X1 —8x ＋ 24x ? 4x ＋ 37 2 0

12 . 3x — 2R — 21x * A4Xx ＋ 11 =

13 . 2 * — 3x5 7Xx ＋ SX ＋T 212 0

14 . 5 * 7R — 30X2 ＋ 8&X ＋ 28 0

15. 7K L 8R 12 5 160 im

16 . 1IX＋ 7 * —44X* 8X* 4 230 1

17. 8SX — 62X 4 1622 — 172x * 4 63 0 9*
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