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304 XXXVIII . Kubiſche Gleichungen .

49 . Wie heißen die Wurzeln der kubiſchen Gleichung &5 — Zaxꝛ

＋3bX - C , wenn dieſelbe zwei gleiche Wurzeln hat , und welcher
Bedingung müſſen in dieſem Falle die Koefficienten der Gleichung
genügen ?

50 . Welche Wurzeln hat die kubiſche Gleichung X5 —ax ? Æbx
— ⸗= , wenn man weiß , daß eine Wurzel gleich der Summe der
beiden andern iſt , und welcher Bedingung müſſen in dieſem Falle die

Koefficienten der Gleichung genügen ?
51 . Wie heißen die Wurzeln der kubiſchen Gleichung XD — ax ?

＋ bx - C=Æ=O, wenn zwei Wurzeln reziprok ſind , und welcher Be⸗

dingung müſſen in dieſem Falle die Koefficienten der Gleichung genügen ?
52 . Wie heißen die Wurzeln der Gleichung des Aten Grades

xI ＋E 4axs ＋ 6bxꝛꝰ ＋ 4CcXx ＋ dÆ , wenn die Summe zweier
Wurzeln gleich der Summe der beiden andern iſt , und welcher Be⸗

dingung müſſen in dieſem Falle die Koefficienten der Gleichung genügen ?
53 . Welchen Bedingungen müſſen die Koefficienten der Gleichung

des 4. Grades X. ＋E 4ax ＋ 6bx ? ＋ 4CXx ＋ dÆ genügen , wenn
zwei Wurzeln die reziproken Werthe der beiden andern ſind , und wie

heißen in dieſem Falle die Wurzeln ?

XXVXVVIII .

Kubiſche Gleichungen .

Reine kubiſche Gleichungen , in welchen die Unbekannte nur in
der dritten Potenz vorkommt , welche alſo von der Form Xx5 a ſind ,
kubiſche Gleichungen mit einer ausgezeichneten Wurzel , inſonderheit
ſolche mit einer Wurzel 0, und die ſymmetriſchen kubiſchen Gleichungen
von der Form axs bxꝛ ＋bx＋a Oſind ſchon oben im 25 . Ab⸗
ſchnitt behandelt worden . Die Auflöſung dieſer Arten von kubiſchen
Gleichungen erforderte keine beſonderen Hülfsmittel .

Auch die kubiſchen Gleichungen mit einer rationalen Wurzel laſſen
ſich nach dem vorigen Abſchnitt leicht löſen . Die folgenden Gleichungen
haben wenigſtens eine rationale Wurzel . Es ſollen alle Wurzeln der⸗
ſelben angegeben werden .

1) X5 dAd4x＋X＋ 6 2
2) X — G6kxð2 ＋ IIX 6 2 0

3 ) X ＋ 8R2 ＋ 5Xx 502 0

4 ) XxS ＋½ 2 * — 23 & ＋ 6 0

5 ) X — A4xXK — 15x 42

6 ) X3 — 4X2 ＋EXx 4 = 0

7 ) x³ 5R ＋ SX 620

—
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8) * ◻A ·n IE 0
9 ) X —25R * 2＋ 24 * ‚10

10 6x³ — 29R2 45 — 53x

11 ) 70 ＋ 7IXx Æ◻A ‘ RGxX5

Gehört eine kubiſche Gleichung nicht unter die oben angegebenenArten und hat ſie keine rationale Wurzel , ſo ſind andere Betrachtungenzur Auflöſung nöthig . Man geht in dieſem Falle immer von der re⸗ducirten kubiſchen Gleichung aus . Hat eine gegebene kubiſche Gleichungdie reducirte Form nicht , ſo muß man derſelben erſt dieſe Form geben.Hat das erſte Glied einen oefficienten , ſo dividirt man die Gleichungdurch denſelben . Ob dieKoefficienten ſonſt ganze Zahlen oder Brüche ſind ,iſt gleichgültig . Man nimmt an , daß die kubiſche Gleichung auf die Form
*

Æ◻οppR＋ᷓ
gebracht iſt , wo P und qꝗbeliebige reelle Zahlen ſind , ganze oder ge⸗brochene, poſitive oder negative .

A. Cardaniſche Löſung .
Iſt die kubiſche Gleichung

* = pbxA4
gegeben , ſo iſt die Cardaniſche Löſung

„ NrIß
Um auf dieſem Wege alle drei Wurzeln der gegebenen Gleichungzu finden , hat man , wenn die reellen Werthe der Kubitwurzeln

00 13 NεÆ
geſetzt werden ,

Iſt 12, d. h. 9 27 b5 poſitiv , was immer der Fall iſt , wenn pin
der Gleichung ( 1) negativ iſt , alſo in der Gleichung * — PX＋ꝗ = 0 ,ſo hat die Gleichung eine reelle und zwei imaginäre Wurzeln⸗) . 3Iſt re 0, ſo erhält man drei reelle Wurzeln , von denen zwei ein⸗

) Die Cardaniſche Löſung hat den Uebelſtand, daß ſie die rationaleWurzel,wenn die Gleichung eine ſolche hat , nur ſelten in rationaler Formliefert. Damitdies geſchieht , muß nach den Ermittelungen von E. Liebrecht die kubiſcheGleichung die Form x& — zmnx m' ＋n⸗ haben , wo m und n beliebigerationale Größen ſein tönnen . Die Cardaniſche Formel liefert dann = m IEu .Bardey , Autgabenſammlung 20
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ander gleich ſind . Eine der gleichen Wurzeln muß dann dem abſoluten

Werthe nach halb ſo groß ſein als die ungleiche , aber das entgegen⸗

geſetzte Zeichen haben . — Iſt re negativ , alſo r ſelbſt imaginär , ſo

erſcheinen alle drei Wurzeln nach der Cardaniſchen Löſung in imagi⸗

närer Form , obwohl gerade in dieſem Falle alle drei Wurzeln reell

ſind . Dieſen Fall nennt man den irreduciblen Fall , weil man bis

jetzt kein Mittel gefunden hat , algebraiſch die imaginäre Form auf eine

reelle zu reduciren .
Die folgenden Gleichungen haben wenigſtens eine rationale Wurzel

und ſind der Art , daß die Cardaniſche Löſung dieſe Wurzel auch in

rationaler Form liefert . Es ſollen alle drei Wurzeln mit Hülfe der

Cardaniſchen Löſung aufgeſucht werden .

1) n = ãx ＋2 2 ) X Æ 36xX ＋T91
3) X* &ĩ 28 4 ) X ＋ 9xR ＋ 26 00

5 ) X —18x 35 6) X5 72X 280 0

Die folgenden Gleichungen haben eine reelle rationale oder irra⸗

tionale Wurzel . Die Cardaniſche Löſung liefert jedoch auch die rationale

Wurzel in irrationaler Form . In dieſem Falle müſſen die Quadrat⸗

und Kubikwurzeln ordentlich berechnet werden , da man ſich oft lange ver⸗

geblich abmühen kann , die irrationale Form auf eine rationale zu bringen .

899⁰αε 7
9) * ＋5 * 4 = O 10) 0 ◻εσ AixX̃ ＋ 15

11) 0 ＋ 7X 82 O 12 ) X ◻26XR ＋60
Die folgenden Gleichungen haben ebenfalls eine reelle rationale oder

irrationale Wurzel , müſſen aber erſt mehr oder weniger umgeformt
werden , um die Cardaniſche Löſung auf ſie anwenden zu können .

13) 4 — Xx 62 0 14) 7X** ＋ 3x 100 0

15) 15x ＋ 13xR 2⸗2 0 16) 111R 5 ＋ ꝗ4
17) X3 - 3XxX＋ A4X4 = 0 18) 5 * ＋ 10x ＋ 7Xx 2 = 0

19) 38 ＋ 13X * ＋ 11X 14 0

20 ) 28 X* — 126x ＋ 195X & — 13920

B. Die trigonometriſche Löſung .

Die trigonometriſche Löſung tritt ein im irreduciblen Fall , wenn

alſo q — 27b5 negativ iſt . Iſt die kubiſche Gleichung

(1) SPR ＋ 9

gegeben , ſo beſtimmt man den Winkel ꝙ aus

( 2) sin 30I ,
574b
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was in dieſem Falle immer möglich iſt , da 2 — 27 b5 O, mithin339
[ iſt . Iſt ꝙ gefunden , ſo ſind die drei Wurzeln der ge⸗PAb

gebenen Gleichung

8 ) VSPp . sin ꝙ, 45 sin ( 60 —
GY),

X* ◻υευννpο. sin ( 60 ＋ ꝙ)
Für die Gleichung Xo = pXx d erhalten die drei Wurzeln die

entgegengeſetzten Zeichen . — Aus der Löſung iſt zu erſehen , daß die
Gleichung in dieſem Falle drei reelle Wurzeln hat . — Der FallX* ◻ = ·ppx Jg gehört nicht hierher , gehört zur Cardaniſchen Löſung .Folgende kubiſche Gleichungen haben drei reelle Wurzeln , theils
rationale , theils irrationale . Die Wurzeln ſollen nach der trigono⸗
metriſchen Löſung aufgeſucht werden . Iſt die Gleichung nicht in der
reducirten Form gegeben , ſo muß ſie erſt auf dieſe Form gebracht werden .

1) X —- 7K 622= 0 2 * 2 4
3) X5 19x & ＋ 302 0
5) 4x —13Xx ＋ 6 0 6) 30 * —61x2 ＋ 36 0
7) SX * R＋ 12 A4Rx 12 0 8) 2 * XK —l3x＋ 3020

9) 27X5 54x2 ＋ 25X ＋F1 0

C. Kubiſche Gleichungen mit berſchiedener Löſung .
Um eine kubiſche Gleichung , deren Auflöſung nicht nach dem

25 . Abſchnitt leicht in die Augen fällt , zu löſen , wird man erſt unterſuchen ,ob ſie eine rationale Wurzel hat , wo dann die Auflöſung weiter keine
Schwierigkeiten macht . Hat ſie keine rationale Wurzel , ſo muß man ſie
auf die redueirte Form xσ οÆð ＋ꝗ bringen , wenn ſie dieſe nicht ſchon hat .
Darnach iſt das Zeichen von qꝛ — 27 b5 zu beſtimmen . Iſt es T , ſo hat
man die Cardaniſche Löſung anzuwenden ; iſt es —, die trigonometriſche .

Um eine rationale Wurzel leichter aufzufinden , iſt es meiſtens zweck⸗
mäßig , nach S . 301 , 23 erſt die Grenzen feſtzuſtellen , zwiſchen welchendie reelle Wurzel liegt . Hat die Gleichung xEaxꝰ ＋ bx＋ESÆ0
zwiſchen m und n eine reelle Wurzel , liegt aber zwiſchen m und u kein
Faktor von e, ſo kann die Wurzel , welche zwiſchen mund n liegt , nur
irrational ſein . Durch Einſetzen von ＋E , 10, 1,0 , —1 , —10 , —0o
für x, erkennt man auch leicht , ob die Gleichung nur eine reelle
Wurzel hat , oder drei

= 318 22152

3. X ＋ 41Xx 1000 4. xB 61x ＋ 180 0
5 2368 20 6. 90 344

20·
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7. X ◻aXxKx 19 8. Xx 75x - 250

9. X5 ＋ 10x 13 2 0 10 . x Æ◻ 126x ＋L 559

11. x ◻ 144x ＋ 728 12 . x3 — 126x ＋ 124120

13 . 7R* Æν ? ĩ⁊̃ ＋ 5 14 . 9xRx5 16x ＋ 15 0

15 . 9Rx3 73x 60 2 0 16 . 17R5 33x² ＋ 112 0

17 . 6x5 ＋ 5x² 2 0 18 . 10R³ — 8 & 50

19. Xx＋ Nx2＋ 27Xx ＋ 26 = 20 . — 2˙—r IIi

21 . &3 8x ? ＋ 19XR 20 = 0 22 . X3 — 9xR 2 — 2x ＋101◻ 0

23 . 8X*3 — 18x*2² ＋ 17X 62 =- 0

24 . 385 ＋ 18x * ＋ 67x 914

25 . 10x5 — 26x² ＋ 13X ＋ 10 2 0

26 . 9 &5 — 45x² ＋L 34x ＋E 37 2 0

27 . 28 — 21x & ＋ 74x 85 2 0

28 . 18x5 36R² ＋ 9Xx ＋ 8 2 0

N—. 12K3 — 52 x2 ＋ 23xX ＋ 42 0

„ 20x5 — 90x 2 ＋ 126X 532 0

4x5 60x² ＋ 309x ＋ 500 C0.0

XXXIX .

Gleichungen des vierten Grades .

Die Gleichungen des vierten Grades , welche ſich als quadratiſche

Gleichungen löſen laſſen , ſind ſchon im 25 . Abſchnitt in großer Anzahl

vorgekommen . Ihre Auflöſung hat keine Schwierigkeit .

Gleichungen des vierten Grades , welche eine rationale Wurzel

haben , laſſen nach Ausſcheidung dieſer Wurzel , die nach dem 37 . Ab⸗

ſchnitt leicht aufzufinden iſt , noch eine kubiſche Gleichung übrig . Dieſe

hat man dann weiter nach dem vorigen Abſchnitt zu löſen , um auch die

drei andern Wurzeln der Gleichung des vierten Grades zu erhalten . —

Hat die Gleichung des vierten Grades zwei rationale Wurzeln ,

ſo ſcheidet man dieſe aus , und es bleibt nur noch eine quadratiſche
Gleichung zu löſen übrig . — In beiden Fällen ſind keine beſonderen

Betrachtungen nöthig ; das im 37 . und 38 . Abſchnitt Geſagte genügt

vollſtändig zur Auflöſung .
Die folgenden Gleichungen 1 . —22 . ſind von der genannten Art .

Sie haben mindeſtens entweder eine , oder zwei rationale Wurzeln .
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