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Erster Teil.
Ebene Geometrie,

Erstes Buch.

Yon den geraden Linien besonders, von der Ebene
und vom Kreise vorliufig die Erklirungen.

1.

Erklarung. Eine gerade Linie
istdiejenige, welche nicht aus
ihrer Lage kommt, wenn sie
sich um zwei in ihr liegenden
festen Punkte (z. B. um ihre
Endpunkte) dreht.*)

Erlauterung. Zwischen zwei Punkten A und B sind offen-
bar unzihlig viele Linien moglich, z, B. die von 4 iiber F
nach B, oder die von 4 durch G nach B gehende. Stellt
man sich nun vor: alle diese Linien drehten sich um die beiden
als fest gedachten Endpunkte 4 und B, so dals sie in andere
Lagen, z. B. nach halber Umdrehung in die punktierte kommen,
so lifst sich noch .eine solche von A nach B gehende Linie
denken, welche bei dieser Umdrehung nicht aus ihrer Lage

*) 8o horten wir einmal Ganfs bei der Erklirung des Fernrohrs und
dessen richtigem Gebrauche den Begriff der geraden Linie festsetzen. Diese
Erklarung ist theoretisch fruchtbar, wie die gleich daraus folgenden Siitze
zeigen; aufserdem ist das angegebene Merkmal praktisch wichtig, =z B.
bei der Justierung eines Fernrohrs, richtigen Bohrung eines Cylinders ete.
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Umdrehungsachse bildet, in welcher also
ruhen. (Man breche ein Stick Papier,
srade Linie.)

kommt, gleichsam die
alle Punkte, wie C, D,
so ist der entstehende Bruch [Falze] eine g

2.

Erklarungen. Eine gerade Linie ( eine
Gerade) nennt und bezeichnet man
durch zwei an ihre Endpunkte gesetzte
Buchstaben (Ziffern). Will man auch
den Lauf der Linie andeuten und gich
dieselbe durch die fortschreitende Bewegung des einen Endpunkts
gegen den andern hin, beschrieben denken, so schreibt man
desjenigen Punktes Buchstaben voran, von dem die Bewegung
ausgeht. So bedeutet z. B. AB oder nach der neuern Bezeich-
nung (Carnot) AB, die von 4 nach B gehende gerade Linie, und
oder BA dieselbe Linie in umgekehrter Richtung.
len Linien von verschiedenen Richtungen zu-
heifst eine gebrochene Linie (AGB

eben so BA
Fin aus gerac
sammengesetzter Zug
in vorletzter Figur oder die 2. Linie in vorstehender Figur).
welcher also kein Teil

Eine stetig gebrochene Linie, in
in vor-

gerade ist, heilst eine krumme Linie (die 3. Linie
stehender Figur).

%in aus geraden und krummen Linien bestehender Zug
heilst eine gemischte Linie (die 4. Linie in vorstehender Figur).
Statt gerade Linie, sagt man gewdhnlich kurzweg: Linie.

3.

Lehrsatz. Durch zwei Punkte
A und B ist nur eine einzige
gerade Linie mbglich.

Beweig. Dies folgt aus dem § 1 fest-
gesetzten Begriff der gera den Linie.
Zufolee der dort gegebenen Erliuterung kann es zwischen
A und B offenbar nur eine einzige solche Reihe wvon Punkten
geben; die nicht aus ihrer Lage kommen, indem man die
ganze Figur (in Gedanken) um die beiden festen Endpunkte
A, B dreht.

Zusatz. Hieraus folgt noch eine andere, jedoch nicht
eigenttimliche Eigenschaft der geraden Linie. Wird nimlich
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eine gerade Linie 4B so umgelegt (um ihre Mitte € in der
Bildfliiche herumgedreht), dafs das Ende A nach B und
daftr B nach 4 und folglich # nach o kommt, so muls
notwendig (weil zwischen zwei Punkten nur eine gerade
Linie maglich ist) die gerade Linie in ihrer Jjetzigen umge-

en Lage mit der vorigen genau zusammenfallen und mithin
Jede gerade Linie an der einen Seite genau so heschaffen

wie an der andern.

Aufgabe. Zu untersuchen, ob
die Seite a? eines zum Zichen
gerader Linien dienenden Lineals
auch wirklich gerade ist,

Auﬂésuug, Man ziehe lings
der zu priifenden Kante ab eine Linie so fein :

mdglich ;
lege hierauf das Lineal um (drehe es in der Jildfliche um
die Mitte m), so dals @ nach und b nach g, mithin ¢ nach
¢’ und d nach @ kommt, Schliefst dann dieselbe Kante des
Lineals sowohl in dieser Lage als auch, wenn es jetzt Lings
der gezogenen Linic fortgeschoben wird, an dieselbe immer
g genau an, so ist das Lincal richtig,

Erklirung., FEine Fliche ist und
heifst eben oder eine Ebene, wenn
eine gerade Linie, die zwei be-
liehige Punkte mit jhr gemein hat,
auch mit allen ihren itbrigen Punkten
darin enthalten ist: oder mit andern Worten: eine Fliche
heifst eben, wenn man von jedem ihrer Punkte aus, nach
allen Richtungen gerade Linien in derselben zichen kann.

Es sei hier noch ein fiir allemal daran erinnert, dafs im
ersten Teile der Geometrie nur solche Figuren betrachtet
werden, die ganz in einer ebenen Fliche (Ebene) liegen,
wofiir das Papier oder die Tafel, worauf sie gezeichnet sind,
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stets angenommen wird, Eine dreieckige Figur z. B., welche
auf einer krummen Fliche, etwa auf einer Kugelfliche ge-
zeichnet ist, gehort also nicht zur ebenen, sondern zur kirper-

lichen Geometrie.

! 6.

Aufgabe. Wie kann man erkennen, ob eine Fliche eben
oder eine Ebene ist, |

Auflosung. Man passe ein richtiges Lineal an verschie-
denen Stellen auf die zu priifende Ebene und sehe zu, ob |
die Kante des Lineals mit allen ihren Punkten genau an-
schlielst. (§ 5.)

Anmerkung. Aulser diesem einfachen Priiffungsmittel giebt (
es noch viel schirfere. Vollkommen ebene Flichen existieren
itbrigens nur in Gedanken. Der feinern Technik wird es
schon als Meisterstiick angerechnet, wenn sie eine Fliche nur
von der Grofse eines Kartenblattes so eben liefert, dals sie
die erwiihnten strengern Priifungsmittel vertragen kann. Unsere
gewohnlichen Tische, Spiegelgliser ete. werden meistens fiir
eben gehalten, strenge untersucht, finden sich aber immer Er- |
hshungen und Kriimmungen darauf.

i

Lehrsatz. Durch zwei Punkte
A, B,istdieLage und Richtung
derdadurch gehenden ge raden
Linie AB, nimlich der Lauf

A e B

ihrer geradlinigen Verlingerungen (die man sich,
nach beiden Seiten hin, bis ins Unendliche denken
kann), vollkommen bestimmt.

Beweis. Man stelle sich vor, die Bildebene werde, wie
in § 1, um die beiden fosten Punkte 4, B gebrochen, s0
entsteht in der ganzen unendlichen Ausdehnung der Bild-
! ebene nur eine und eben deshalb durch die beiden Punkte
A. B bestimmte Linie (Falze), welche in ihrer ganzen un-
endlichien Ausdehnung das § 1 erwihnte Merkmal hat. Es
ist also micht moglich, eine gerade Linie auf ve rschiedene

' Weise geradlinig verlingert zu denken.
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Lehrsatz. Wenn zwei gerade
Linien zwei Punkte gemein
haben, so bilden sie nur eine
einzige gerade Linie.

Beweis. Die beiden Linien AB,
CD schneiden sich in dem Punkte s,
den sie also gemeinschaftlich haben.
Stellt man sich nun vor, die Linie CD drehe sich um den
gemeinschaftlichen Punkt m, so dals noch ein zweiter Punkt
#‘, der Linie CD, mit einem Punkt #» der Linie AB zu-
sammenfillt, so haben dann die beiden Linien zwei Punkte
m und » gemein. Durch diese beiden Punkte ist aber nur
eine gerade Linie moglich (§ 3) und die geradlinige Ver-
lingerung derselben vollkommen bestimmt (§ 7). Mithin
miissen auch zwei gerade Linien, wenn sie zwei Punkte ge-
mein haben, in ihrer ganzen unendlichen Ausdehnung zu-
sammenfallen, mithin nur eine einzige gerade Linie bilden.

9

7,

Lehrsatz. Wenn in einer Reihe
yon Panktend, 2, 8 4 = je
drei auf einander folgende in
gerader Linie sind, so liegen

sie alle zusammen in einer geraden Linie (in
einerlei Richtung).

Beweis. Enrstlich haben die beiden geraden Linien 123 und
234 zwei Punkte, 2 und 3, gemein und bilden folglich eine
einzige gerade Linie 1234 (§ 8); dann haben wieder die beiden
geraden Linien 1234 und 345 die zwei Punkte 3 und 4 gemein,
und bilden mithin wieder eine gerade Linie ete.

Ob eine Reihe von Punkten in gerader Linie liegen, wiirde
man praktisch dadurch ermitteln kénnen, indem man ein Lineal
(Schnur) an die Punkte legt, und, wenn es zur Zeit nur iiber
drei hinausreicht, an der ganzen Reihe fortschiebt und acht-
giebt, ob die ganze Reihe oder je drei unmittelbar auf ein-
ander folgende genau anliegen. Hierauf beruht auch das Ver-
fahren, mittelst eines kurzen Lineals eine gerade Linie beliebig
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weit zu verlingern, indem man nur darauf achtet, dafs jeder

folgende Zug mit dem vorhergehenden zwei Punkte gemein hat.

10.

Erklarung. Unter Entfernung (Abstand) zweier Punkte
versteht man die Linge der sie verbindenden geraden
Linie.

Ist also der Weg zwischen zwei Punkten nicht gerade
(geht er z. B. iiber einen Berg), so muls man die Liinge
desselben nicht mit der Entfernung (Abstand) der beiden
Punkte verwechseln.

ikl
Von den, die gerade Linie betreffenden Lehrsiitzen wollen

wir nun schliefslich noch einige praktische Anwendungen auf
das Feldmessen machen, und uns zu dem Ende auf ein ebenes

freies Feld versetzt denken. Wie man in hiigeligen und durch- 4
schnittenen Gegenden zu verfahren hat, kann erst in der ]
korperlichen Greometrie gelehrt werden. Aus dem hichst ein-
fachen Apparate, welcher zur Feldmelskunst erforderlich ist,
entlehnen wir vorliufig nur einige runde Stangen, so-
cenannte Melsstibe. Diese sind etwa 3 cm dick, 2'f
bis 8 m lang; an einem Ende, um sie leichter in den
harten Boden stecken zu kinnen, mit eisernen Spitzen ver- D
sehen, und um sie besser aus der Ferne wahrnehmen zu
konnen, halbmeterweise abwechselnd, rot und weils mit Olfarbe e
angestrichen, In Ermangelung solcher Stibe sind fiir den '

Privatmann auch andere Stibe, wenn sie nur ziemlich gleiche ]
Dicke haben, gut genug. E

Angenommen nun, es seien (siche folgende Figur) mehre
solcher Mefsstibe vertikal*) und so in die Erde gesteckt,

dals eine gerade Linie, welche die heiden #ufsersten beriihrt,
auch alle mittlern beriihrt, so wiirden sie auch alle in einerlei
Richtung stehen. Ob dies wirklich der Fall ist, giecht man

*) Vertikal heifst diejenige Richtung, welche ein freifallender Korper
einschliigt oder ein frei und ruhig hingendes Lot (Senkblei, d. i. ein
Faden mit einer daran hingenden kleinen Kugel) angiebt. Fiir den hier
angegebenen Zweck wird jedoch, ohne Hilfe eines Senkbleies, die ver-
tikale Stellung der Mefsstibe stets mur nach dem Augenmafse genau

genug bewirkt
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aber (nach ein paar Stunden Uhung} sehr leicht, indem man
nur hinter einen der beiden fulsersten Melsstibe tretend, an
beiden Seiten hinsieht (visiert). Fiir Kurzsichtige, oder wenn
die Reihe der Stiibe zu lang ist, wird ein Fernrohr notwendig.

12

Aufgabe. Auf dem
Felde stehen zwei Mels-
stibe, 1 und 2. Zwischen
dieselben soll ein dritter,
3, 80 eingesteckt werden,
dals er mit 1 und 2 in
einerlei Richtung steht.

Auflosung. Man mufs erst die Linie 12 verlingern und
deshalb in 4 eine Mefsstange so einstecken, dafs beim Visieren
4,2, 1 in einerlei Richtung erscheinen, alsdann richte man,
mit der dritten Mefsstange zwischen 1 und 2 tretend, diese
dritte so ein, dafs auch 3, 2, 4 in einerlei Richtung er-
scheinen. Ist dies der Fall, so haben die beiden geraden Linien
421 und 324 zwei Punkte, 2 und 4, gemein, und bilden mit-
hin eine einzige gerade Linie, (§ 8)%).

Anmerkung. Zwei Personen brauchen hierzu weniger Zeit.
Die eine (4) tritt dann in die Verlingerung von 12 und
lilst, auf gegebene Winke, den Gehilfen die dritte Mefs-
stange mit ausgestrecktem Arm, so lange hin und her riicken,
bis sie die Stibe 1, 8, 2 in ecinerlei Richtung erblickt, worauf
dann der Gehilfe, nach erhaltenem Winke, die dritte Mels-
stange fest einsteckt,

Nachdem erst drei Punkte in einer Linie durch Mefsstibe
bezeichnet sind, kann eine einzige Person leicht noch mehrere
Zwischenpunkte durch eingesteckte Melsstiibe bezeichnen,

Soll eine so ausgesteckte Linie ganz zur Anschauung ge-
bracht werden, um darnach etwa eine Mauer, einen Damm ete.
aufzuftihren, ‘so kann man von einem Punkt zum andern eine

Schnur spannen und lings derselben eine kleine Furche in
den Boden reilsen.

gen sich dies Verfahren praktisch erliutern und sich

eren iiben, indem sie auf einen Tisch Stecknadeln einstecken,

ibsens Elementar-Geometrie, 2
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Aufgabe, Zwischen zwei gegebenen Punkten, 1 und 4,
zwei andere Punkte durch Mefsstibe zu bezeichnen, so dals
alle vier in einerlei Richtung sind. Es wird hier der Fall an-

genommen, dals man wohl zwischen die Punkte 1 und 4,

jedoch nicht hinter dieselben treten kann %)
Auflosung. Zwei Personen (2 und 3) richten sich durch
dals ;‘!L_'i\:]lztj'.itig 2,3, 4 und

Visieren gegenseitig so ein,
3 9, 1 in gerader Linie sind, welches auf gegenseitiges Zu-
Herriicken leicht bewirkt wird.

winken, nach einigem Hin- und
34 und 321 zwei

Ist dies aber der Fall, so haben beide Linien 2

Punkte, 2 und 3, gemein und folglich einerlei Richtung. (§ 8.)
Soll eine Person dies allein thun, so braucht sie nur,

wegen des oftern Hintretens von einem der beiden Stibe, 2

und 3, zum andern, mehr Zeit. Nachdem aber diese beiden

Zwischenpunkte gefunden sind, konnen leicht noch mehrere

bezeichnet werden.

Aufgabe. Von 1 nach 6 soll iber zwei Berge eine Bahn,
Chaussee 'ete. gefihrt, oder diesclbe nach gerader Richtung

#) Der Antinger mige zum bessern Verstindnis dieser Aufgabe einen
Tiseh mitten ins Zimmer stellen und aunf diesen zwei Stecknadeln (2) und
(3) so einzustecken suchen, dafs sie mit den beiden gegeniiber liegenden

Kanten (1) und (4) des Zimmers in einerlei Richtung si id.
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durchgegraben und deshalb, um den Arbeitern Richtpunkte
zu geben, diese Richtung RIIS“'E’atGLLt werden. Hs wird an-
genommen, dals man von jedem Berge aus nur das zuniichst
stehende Signal sehen kann.

Auﬁasung Auf jeden Berg treten zwei Personen und richten
sich, wie in vorhergehender Aufgabe, durch Visieren so ein.
J‘tla zu gleicher Zeit, 123, 234, 345, 456, gerade Linien sind.
Ist dies der Fall mld lenkt man sich diese vier Linien an den

verlingerten Stitben heruntergleitend, so miissen sie notwendig
alle (weil dann jede folgende Linie mit der vorhergehenden
zwei Punkte gemein bekommt) aunf die durch 1 und G gehende
gerade Linie fallen und mithin die iiber beide Berge gehende
gerade Richtung oder den Durchschnitt bezeichnen. Mehre
Zywischenpunkte sind nun leicht aufzufinden.

Aufga.be. Fs soll von 1 nach 4 ein unterirdischer Gang
(Tunnel) unter einem Berge hindurch gefithrt werden und die
Arbeit an beiden Enden (Eingang und Ausgang) zugleich
beginnen. Was ist zu thun, damit die Minierer in ecinerlei
Richtung arbeiten und auf einander stofsen?

Auflosung. Auf dem Berge werden erst zwei Stiibe, 2 und
3, mit 1 und 4 in einerlei Richtung eingesteckt (nach § 13):
alsdann imuh 5 1111:1 6 in dieselbe Richtung gebracht, so dals
erst 1, 2, 3 und 2, 3, 4, dann 5, 1, 2 und 6, 4, 8 in einerlei
LJLhtun; sind , rLum haben die beiden Linien 5123 und
2346 zwei Punkte gemein und das Verlangte wird zustande
gebracht, wenn die Arbeit nach den durch 1, 5 und 4, 6 be-
stimmten Richtungen ausgefithrt wird, Auf ihnliche Weise
liefse sich auch ein Tunnel unter einem Flusse hindurch fithren.
Es wiire allerdings noch méglich, dafs die beiden Linien 51
und 64 itber und unter einander weggingen, wie sich aber
auch dies leicht vermeiden lifst, lehrt spiter § 213,

0 %

BADISCHE
LANDESBIBLIOTHEK

Baden-Wiirttemberg



BAl
BLB DISCHE

=y’ LANDESBIBLIOTHEK

Aufgabe. Eine auf ebenem Felde ausgesteckte Linie AB
auszumessen,

Verfahren. Zu solchen unmittelbaren Lingenmessungen
gebraucht man ein 20 (oder 25) m langes Stahlbandmals,
welches in Centimeter eingeteilt ist. Durch die Endringe des-
selben werden, um sie bequemer fortziehen und anspannen zu
konnen, 1 bis 1'/; m lange Stibe (Kettenstiibe) gesteckt,
welche gleich den Melsstangen eiserne Spitzen haben. Ein
paar Stifte verhiiten das Abgleiten der Ringe. Zum blofsen
Privatgebrauch kann auch eine hanfene Schnur dienen.

Zwei Personen, I und II, ziehen nun dieses Bandmals.
No. I zieht zuerst den in A stehenden Mefsstab aus, steckt
an dessen Stelle ihren Kettenstab und richtet darauf durch
Winke No. II, welche das Bandmals straff anzieht, so ein,
dals die beiden Kettenstiibe und die in B stehende Melsstange
in einerlei Richtung sind. Hierauf ziehen beide Kettenzieher
die Kettenstiibe wieder aus, No, I richtet die Melsstange in A
wieder auf, No. IL bezeichnet die Stelle, wo ihr Kettenstab
stand, mit einem kleinen Merkzeichen (Zihl- oder Markier-
stiibe, auch Sticken, deren sie ein Dutzend in einem Kécher
mit sich fithrt) und geht nun, das Bandmals nach sich
schleppend, vorwiirts, bis die ihr folgende No. I an die be-
zeichnete Stelle kommt, und an die Stelle des Merkzeichens
ihren Kettenstab steckt. Nach diesem Kettenstabe und nach
der in A wieder aufgerichteten Melsstange kann No. II sich
jetzt selbst einrichten. Diese zweite Stelle wird wieder mit
einem Merkzeichen bezeichnet u. 5. w. — So viele Merkzeichen
No. T einsammelt, so viele ganze Bandlingen hilt die aus-

oemessene Linie. Ein iibrig ‘bleibendes Stiick wird mit einem

Teile des Bandmalses ausgemessen.
Fine nicht zu grolse Liinge kann auch mit einem soge-

nannten Dreimeterstock ausgemessen werden, In sehr vielen
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Fillen geniigt es auch, zu manchen militirischen Zwecken
z. B., eine Linge durch Abschreiten oder durch blofse
Schiitzung nach dem Augenmals zu messen, wozu dann aber
eine grofse Ubung erforderlich ist, Um sich im Zihlen der
Schritte nicht zu irren, kann man sich eines Schrittzihlers
(in Form einer Taschenuhr) bedienen. Die Lingen krummer
Linien und Wege werden oft auch mit einem eigenen , blth
den Kriimmungen anschliefsenden W egemesser gemessen, d,
ein Rad von 2 bis 2!, m im Umfange. Stand der \TulI
punkt o unten und ist das Rad auf der krummen Linie so weit
fortgeschoben, bis der Nullpunkt wiederum unten steht, so ist
offenbar die Liinge dieses durchlaufenen Stiicks der krummen
Linie gleich dem Umfange des Rades. In der Regel befindet
sich an einem solchen Wegemesser eine Art U hr, und man
kann darnach, aus der Stellung der Zeiger, die Linge des vom
Rade duwrchlaufenen Weges unmittelbar ablesen, Jeder Uhr-
macher kann an einen Wagen, dessen Achsen in ihrer Nabe
nicht zu viel Spielraum haben, einen solchen etwa 25 Mark
kostenden Mechanismus leicht anbringen.
17,

Erklarungen, 1) Eine nach allen Richtungen hin begrenzte
Fliche heilst Figur, Dieselbe ist eine geradlinige oder krumm-
linige oder gemischtlinige, je nachdem sie von geraden oder
krummen oder gemh(’htm Linien begrenzt ist (z. B. Dreieck,
Kreis, Halbkreis).

2) Der von den Grenzen einer Figur eingeschlossene Teil
der (unendlichen) Ebene heilst Inhalt oder Flicheninhalt.

3) Der Kreis ist eine ebene Figur, von
einer krummen Linie so begrenzt, dafs alle
ihre Punkte, wie 4, @, H. .. von einem
innerhalb liegenden Punkt C, den man
Mittelpunkt oder Centrum nennt.
gleich weit entfernt sind.

4) Die den Kreis begrenzende krumme Linie heifst Kreis-
Linie oder auch Peripherie (U ‘mfang) und die davon ein-
geschlossene Fliche, Kreis oder Kreisflache, ,Kreis* wird
wohl auch fiir ,Kreislinie gebraucht; aus dem Zusammen-
hange ergiebt sich aber alsdann, ob die Kreisfliiche oder die
Peripherie (Kreislinie) gemeint ist.

5) Jede vom Mittelpunkt € bis an die Peripherie gehende
Linie, wie CA, CD, . . heifst Radius oder auch Halbmesser.

BADISCHE
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6) Sehne (Chorde) heifst jede irgend zwei Punkte der
| Peripherie verbindende Gerade; z B. GH.

7) Durchmesser (Diameter) heifst die durch den Mittel-
punkt gehende Sehne, z. B. 4 B.

8) Es folgt aus dem Begriffe des Kreises, dafs alle Radien
desselben einander gleich und ebenso, dals alle Durchmesser ein-
ander gleich und jeder derselben doppelt so grofs als ein Radius ist.

0) Jeder Teil der Kreislinie heilst ein Bogen (Arcus)j
z. B. GH oder arc GH.

Den Kreis kann man sich enstanden denken, indem der
Radius A desselben sich um den Mittelpunkt C dreht, alsdann
beschreibt der Endpunkt A die in sich zurticklaufende Kreislinie.

18.

Erklarung, Wenn zwei Figuren so beschaffen sind, dals,
wenn man sie (in Gedanken) auf einander legt, sie genau mit
einander zusammenfallen, so sagt man: siedecken sich oder

sie sind kongruent. Figuren sind gleich, wenn sie gleichen
Fliicheninhalt haben. So kann z. B. ein Kreis einem Dreieck gleich
sein. Das Zeichen der (leichheit (der g‘li‘il‘[tf'n Grilse 18t =,
das Zeichen der Kongruenz (der Gleichheit nach Grolse) und
Geestalt) . Es ist klar, dafs, wenn zwei Figuren sich genau
decken (kongruent sind), sie dann notwendig auch vollkommen
gleich sind. Der Nachweis der Deckung (Kongruenz) zweier
Figuren wird hiiufig angewandt, um die Gleichheit derselben
zu beweisen. Als Erliiuterungsbeispiel moge folgender Satz dienen,
19,

Lehrsatz. Ein Kreis wird durch
einen beliebig gezogenen Durch-
messer AB halbiert, d. h, in zwei
gleiche Hilften geteilt.

Beweis. Man denke sich den obern
Teil ADB aus der Bildebene herausge-
schnitten, und (indem man ihn um den
Durchmesser AB, wic um eine Achse gedreht denkt) auf den
. untern Teil AEB gelegt, so miissen, weil dem Begriffe des
8 | Kreises zufolge, alle Punkte der Peripherie gleich weit vom
' Mittelpunkt C entfernt sind, notwendig auch alle Punkte des
obern Bogens ADB auf den untern AEB fallen, folglich decken
sich beide Teile (Halbkreise), sind also kongruent und jeder
die Hilfte des Ganzen.
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Zweites Buch.
Von den Winkeln.

0.

{ 4]

Erklﬁrung‘ Wenn von einem Punkte zwei gerade (un-
endliche) Linien (Strahlen) nach verschiedenen Richtungen
ausgehen, so sagt man: sie seien gegen einander geneigt und
bilden einen Winkel mit einander, und man versteht daher
unter Winkel immer die Neigung - zweier geraden Linien
*) Die beiden, einen Winkel bildenden Linien,
wie BA, BC, heilsen die Schenkel und der Punkt B, in
welchem sie zusammenstofsen, der Scheitel (Spitze, Scheitel-
punkt) des Winkels.

gegen einander.

Einen Winkel nennt und be-
zeichnet man entweder blofs durch
den am Scheitel stehenden Buch-
staben, oder, wenn mehrere an
einerlei Scheitel liegen und dadurch
Verwechselung entstehen konnte,
durch einen in die Offnung der
e Schenkel gesetzten Buchstaben,
oder auch durch drei Buchstaben, indem man den am Scheitel
stehenden zwischen die an den Schenkeln stehenden schreibt.
Als Winkelzeichen benutzt man ~ oder 7. Manche legen
auch eine gebrochene Linie iiber die den Winkel bezeichnenden
Bu('hsml{-;n. So bedeutet z. B. ,,Winkel B, ~ B, 4 B, ]’;:
ABC, CBA den Winkel bei B, ebenso: #n, KHL, LHK den
Winkel, den die beiden Linien HK und HI bilden.

Die Grifse eines Winkels hingt allein von der Neigung
(Offnung) seiner Schenkel ab, die Linge der Schenkel ist
ganz gleichgiiltig. Denkt man den Winkel ¢ so auf B gelegt,
dals der Scheitel ¢ auf B, der Schenkel ¢f in die Richtung
BC kommt, und es fillt dann der Schenkel ed auf B4, so
gind die Winkel B und ¢ gleich grofs, obgleich ihre Schenkel

verschiedene Linge haben.

*) Denkt man sich unter ,,Winkel" den Teil der (unendlichen)
Ebene, der zwischen zwei von einem Punkte ausgehenden Strahlen ent-
halten ist, so lifst sich die Gleichheit der korrespondierenden Winkel

streng beweisen (Paralleltheorie von Rich. Schurig).
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Einen Winkel kann man sich durch Bewegung entstanden
denken. Der Schenkel BA z. B. habe anfangs auf dem Schenkel
BC gelegen, sich dann um den Scheitel B gedreht, so ent-
steht sogleich ein Winkel, der mit fortgesetzter Drehung immer
grofser wird.

21,

Aufgabe. An die Linie
GH im Punkte G einen
Winkel zu tragen, der
einem gegebenen Winkel
B gleich ist.

Auflisung, Aus dem
Scheitel B des gegebenen Winkels beschreibe man zwischen
den Schenkeln desselben, mit einem beliebigen Radius BD
einen Bogen DE, und mit demselben Radius BD aus dem
neuen Scheitel G einen Bogen KL, denke die Sehne DE
gezogen und beschreibe mit derselben als Radius aus K einen
Bogen mm, der den Bogen KL in einem Punkte F' schneidet,
und ziehe dann nur die Linie GF, so ist der Winkel G
— Winkel B. Denn denkt man sich die Winkel gehorig auf
einander gelegt, so fallen die mit demselben Radius BD be-
schriebenen Bégen DE, KL und ebenso die mit demselben
Radius DE beschricbenen Bégen pg, mn und, wie leicht ein-

zusehen (wenn man die Bogen zu ganzen Kreisen vollendet

denkt), auch deren Durchschnittspunkte F und F auf einander;

die Winkel decken sich also und sind folglich gleich, 2 ¢ = £ B.
22.

Erklarungen: 1) Liegen die Schenkel
eines Winkels in entgegengesetzter Richtung,
bilden sie also eine einzige gerade Linie,
so heifst der Winkel ein gestreckter
oder flacher; z. B. DEBC,

2) Der rechte Winkel ist die Hiilfte
des gestreckten. Ist also ¢ die Hiilfte des Winkels =~ DBC, so
ist ~ a ein Rechter. Den rechten Winkel bezeichnet man mit

R. Die beiden Geraden, welche einen rechten Winkel bilden,
stehen perpendikuliir (senkrecht, lotrecht, normal, vertikal*)

*) nVertikal* bedeutet urspriinglich die Richtung des freien Falles
(s. § 11, Anmerkung).
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auf einander. ,AB steht senkrecht auf DC* kiirzt man
durch ,AB L OD“ ab. B ist der Fulspunkt des Perpen-
dikels (der Senkrechten) AB. Aus vorstehenden Erklirungen
folgt, dals in einem Punkt B der Linie DC nur ein Perpen-
dikel AB moglich ist, und dafs daher alle rechte Winkel not-
wendig gleich sind (sich decken miissen)

Man breche ein Stiick Papier und dann nochmals, so dals
das eine Ende des ersten Bruches auf das andere filllt, so hat man
einen rechten Winkel und zwei auf einander senkrechte Linien.

3) Winkel, die kleiner als ein gestreckter, also kleiner,
als zwei Rechte sind, heilsen konkave (hohle oder aus-
springende). Die konkaven Winkel sind entweder rechte oder
spitze oder stumpfe. Spitz ist ein Winkel, wenn er kleiner
ist als ein rechter, z. B. ~ b in der Fig. zu § 23, stumpf,
wenn er grifser ist als ein rechter, z. B. 2 ¢ in der Fig. zu
§ 28. Zwei Linien, die einen spitzen oder stumpfen Winkel
bilden, heifsen schrig oder schief gegen einander. Spitze
und stumpfe Winkel nennt man daher auch schiefe.

4) Der konvexe (iiberstumpfe, erhabene, einspringende
Winkel ist grofser als ein gestreckter (== 2 h)

5) Der Winkel, welcher durch eine volle U mdrehung ent-
standen ist, also — 4 R ist, heilst ein voller oder kompleter.

23.

Erklarung. Zwei Winkel, welche
einen Schenkel gemein haben und deren
beiden andern Schenkel eine gerade
Linie bilden, heifsen Nebenwinkel.

Von zwei Nebenwinkeln, @ und 3,
kann man sich den einen entstanden denken, indem man den
Schenkel des andern riickwiirts verliingert. Anfiinger miissen
sich den Begriff Nebenwinkel genau merken. Bei zwei
blofs an einander liegenden Winkeln, wie m und 2 in § 20,
die auch einen Schenkel HK gemein haben, bilden die beiden
dulsern Schenkel HG', HL keine gerade Linie, wie es bei
Nebenwinkeln sein mulfs,

Ein rechter Winkel ist also auch seinem Nebenwinkel
gleich, und umgekehrt: Sind zwei Nebenwinkel einander gleich,
s0 ist jeder ein Rechter.
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Aufgabe. Zu untersuchen, ob die
Schenkel eines sogenannten Winkel-
hakens (oder Dreiecks), dessen man
sich bedient, um rechte Winkel zu
zeichnen und Perpendikel zu ziehen,

auch genau rechtwinklig auf einander stehen.

Auflosung. Man ziehe eine gerade Linie DH, lege an die-
selbe den einen Schenkel BC des Winkelhakens und ziehe
lings des andern 4B eine gerade Linie, Wire nun der Winkel
ABC genau ein rechter, so miilfste er seinem Nebenwinkel
ABD gleich sein; ob er dies ist, wiirde sich gleich zeigen,
indem man den Winkelhaken nur hineinpalst.

oF

1

Winkelmafs. So wie man, um Linien
zu messen, verschiedene Liingen-Einheiten
(Meter, Centimeter, Millimeter) gebraucht,
g0 ist man auch, um Winkel zu messen,
iiber folgende drei Winkel-Einheiten iiber-
eingekommen.

Man denkt sich den rechten Winkel
in 90 kleinere gleiche Winkel geteilt,
welche man Grade (%) nennt. Sei =~ DBC

ein solcher, deren neunzig an einander liegend den rechten
Winkel 4 BCgenau ausfiillen, niimlich = DBC==1°, so ist dieser
Winkel die grifste Winkel-Einheit. Diese denkt man ferner
in 60 gleiche (ihrer Kleinheit wegen aber auf dem Papier
nicht darstellbare) Winkel geteilt, welche man Minuten ()
nennt, so dafs also 1 Grad = 60 Minuten, in Zeichen 1° — 60,
Den Winkel von einer Minute denkt man sich wiederum in
60 gleiche Winkel geteilt, welche Sekunden (”) heilsen, so
dafs also 1’ = 60”. Hiernach ist also der rechte Winkel niimlich:
R = 90° = 5400° = 324 000".
' Es geniigt hier, sich diese weit gehende Teilung des
rechten Winkels nur in Gedanken vorzustellen, Gehorigen
Orts kann man sich iiberzeugen, dals es einem geschickten
. Mechanikus mittelst einer Teilmaschine und einer kiinstlichen
‘ Vorrichtung (Mikrometer, Nonius) miglich ist, diese feine
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mit dem man, bei gehoriger Handhabung desselben, die
Winkel bis auf die Sekunde genau messen kann.

Gesetzt nun, es sei in dem Winkel H die erste Einheit,
niimlich 1 Grad, 36 mal, in dem itberschiissigen Teil die zweite
Winkel-Einheit, niimlich 1 Minute, 40 mal, und in dem jetzt
noch iibrig bleibenden Teil des Winkels H die dritte Einheit,
néimlich eine Sekunde, noch 20 mal enthalten, so betriige die
Grifse des Winkels H, 36 Grad 40 Minuten und 20 Sekunden,
oder kiirzer in Zeichen: .~ H = 869 40° 20".

Winkelmesser. Der Kreis dient uns nicht allein als Hilfs-
linie, um Winkel zu zeichnen, sondern gehtrig dazu einge-
richtet, auch als Instrument, vermittelst dessen man einen
Winkel messen und seine Gréfse in Graden, Minuten und
Sekunden angeben kann.

Man denke sich den Durchmesser AB eines Kreises gezo-
gen, wodurch derselbe halbiert ist (§ 19). Auf dem Durch-
messer denke man sich im Mittelpunkt C' das Perpendikel DC
errichtet, so teilt dieses den Halbkreis wieder in zwei gleiche
Teile arc 4D = are DB; denn denkt man sich die beiden rechten
Winkel ACD und DCB zur Deckung gebracht, so miissen
sich auch die Bogen 4D und DB decken, weil alle ihre Punkte
gleich weit vom Mittelpunkt entfernt sind. Die Bégen AD
und DB sind also gleich und jeder ein Viertelkreis (Quadrant).
Denkt man sich nun jeden der beiden rechten Winkel in 00
gleiche Winkel (Winkelgrade) geteilt, so wiirden die Teilungs-
linien offenbar auch jeden der beiden Viertelkreise in 90, mit.
hin den Halbkreis in 180 gleiche Bogen (Bogengrade) teilen
(§ 18). Wiirde nun umgekehrt der Halbkreis erst in 180
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gleiche Bogen geteilt (welches einem geschickten Mechanismus
1 mittelst einer Teilmaschine desto leichter sein muls, je grofser
der Halbkreis ist, weil dann die Teilpunkte weiter auseinander
liegen und deutlicher hervortreten) und dann von diesen Teil-
punkten nach dem Mittelpunkte C' gerade Linien gezogen, 80
wiren dadurch 180 an einander liegende gleiche Winkel-Grade
versinnlicht.

In manchem Besteck findet sich ein solcher eingeteilter
metall ener Halbkreis, oder vielmehr nur dessen ausgeschnittener
Rand, wo man sich dann die Teilstriche bis zum Mittelpunkt
verlingert denkt. Der Gebrauch eines solchen Winkelmessers
(Transporteurs) ist nun einfach folgender:

Um z B. den Winkel ECB zu messen, lege man das
Instrument so: dafs sein Mittelpunkt auf den Scheitel C und
sein Nullpunkt auf einen Schenkel CB des zu messenden
Winkels fillt, alsdann sehe man zu, wie viele Grade der
andere Schenkel C'E abschneidet, indem man halbe bis viertel
Grade nach dem Augenmals schiitzt. Nach Andentung der
Figur wire z. B. Winkel ECB = 43° 50,

Anmerkung. Dieser eben beschriebene, etwa 6 bis 15 em
im Durchmesser haltende und nur bis auf Grade (seltener
halbe Grade) geteilte Winkelmesser wird nur gebraucht, um
Winkel in Zeichnungen oder Rissen zu messen und aufzutragen
und gewihrt fiir solche Zwecke eine hinreichende Genauigkeit,
Die § 25 erwiihnten, besonders fiir die Geodiisie und Astronomic
erforderlichen feineren Winkelmesser sind ganze Kreisc von
40 cm bis 1 m und daritber im Durchmesser mit einem um
den Mittelpunkt drehbaren Fernrohr. Die Teilstriche sind hier
so fein, dafs man sic nur mit einem Vergrifserungsglase
deutlich sehen und ablesen kann. Nach den hohen Preisen
derselben, von 300 bis zu 10000 Mark und dariiber, kann
man mutmalsen, welche Geduld und Geschicklichkeit die Ver-
fertigung solcher Instrumente erfordert.

217.
Aufgabe. Die Anzahl Grade und
Minuten, welche ein beliebig gegebener
Winkel C enthiilt, blofs mit Hilfe eines
Zirkels und wenigstens eben so genau
zu bestimmen, als es mit den gewthn-
lichen Winkelmessern moglich ist.
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e Auflosung. Mit einem miglichst grofsen Radius CA be-
schreibe man zwischen den Schenkeln des gegebenen Winkels
C einen Bogen 4B, den man zu einem ganzen Kreise voll-
endet. Hierauf untersuche man, wie oft der Bogen AR (indem
man dessen Sehne 4B in den Zirkel nimmt) in der ganzen
Peripherie enthalten ist, und dividiere mit der gefundenen Zahl
in 360°% Wire z. B, arc AB 7! g mal in der ganzen Peri-
pherie enthalten, so wire .~ 0 — '—?:HE = 480
2

28.

Lehrsatz. Zwei Nebenwinkel
betragen zusammen zwei rechte
Winkel. In Zeichen:

a4+ b =2 R — 1800,

Beweis. Denkt man sich aus dem
gemeinschaftlichen Scheitel B einen in 180 © geteilten Halb-
kreis beschrieben, oder den Winkelmesser angelegt, so ist klar,
dafs die beiden Nebenwinkel ¢ und & ihn ganz ausfiillen, und
dafs der eine Nebenwinkel a gerade so viel iiber 900 hat, als
dem andern » daran fehlen. Dasselbe folgt auch, wenn man
e in B ein Perpendikel auf DC errichtet denkt.

o Aufgabe. Es sei der Winkel 5 = 520 37’ 49", Wie
grols ist der Winkel o?

Antwort. Es ist £~ a — 127° 22" 117,

29.

Lehrsatz. Alle Winkel, welche
aneinerlei Seite einer geraden
Linie liegen und einen Scheitel
inderselben gemein haben, be-
tragen zusammen zwei rechte
Winkel. In Zeichen:

a-+ b+ ¢c=2 R = 180°.

Beweis. Man denke sich wieder im gemeinschaftlichen
Scheitel B ein Perpendikel auf CE errichtet (oder den Winkel-
messer angelegt), so werden die entstehenden beiden rechten
Winkel durch die andern ganz ausgefiillt; letztere haben also
zusammen eben so viele Grade, als zwei rechte Winkel,

Aufgabe 1. Es sei £ a =500 16" 20”; ~ ¢ = 300 10’
10”5 wie grofs ist .~ 9
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Aufgabe 2. Essei Za = 720 50°

18”; wie viel mal so grofs ist £ a als 2 ¢?

Antwort. 1) < b = 990 33’ 30”; 2) 3y mal.

30.

Lehrsatz. Alle Winkel, welche
rings um einen gem einschaft-
lichen Scheitelpunkt liegen,
betragen zusammen immer v ier
Rechte. In Zeichen:
a-+b+ e+ d-+e + =4 R=360"

Beweis. Man denke sich durch
den gemeinschaftlichen Scheitel eine gerade Linie gezogen, s0
]ilf‘h':!.é,"i'n die Winkel an jeder Seite derselben 2 R, mithin an
beiden Sciten zusammen 4 R. Die Richtigkeit des Satzes ergiebt
lem man den Mittelpunkt eines in 360 ° geteilten
Kreises auf den gemeinschaftlichen Scheitel gelegt denkt.
Aufgabe. Xs sei a = 500 25’ 27, b = 68° 0" 127,

¢ — 200 40' 48", d = 120" 57" 0", e = 60° 9’ 54" wie

sich auch, ine

grols ist der Winkel f?

Antwort. Es ist = f = 80° 47" 4",
Sl

Lehrsatz. Wenn zwei gerade
Liniensichschneiden, sosind
je zwei gegeniiber liegende
Winkel, welcheman Scheitel-
winkelnennt, einandergleich.

In Zeichen: Gi=b

" = n
Beweis. Die Winkel @ und m sind zwei Nebenwinkel und
betragen zusammen zwei Rechte (§ 28)3 eben so sind b und
m zwei Nebenwinkel und betragen zusammen auch zwei
rechte Winkel, Da es nun einerlei ist, ob man a oder b zu
m legt, indem in beiden Fillen die Summe gleich zweien
Rochten ist. so ist motwendig auch ¢ — b. Eben so ist es
einerlei, ob man m oder » zu a addiert, mithin auch der Winkel
m seinem Scheitelwinkel n gleich. Wiire z. B. £ a = 60 so
wiire jeder seiner Nebenwinkel m und », = 120° und b = 60°
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Drittes Buch.
Von der Kongruenz der Dreiecke.

32.

Zur Bildung einer geradlinigen Figur sind mindestens drei
Gerade erforderlich. Diese begrenzenden Geraden werden
Seiten, die Summe der Seiten: Umfang (Perimeter), und
der vom Umfange eingeschlossene Teil der Ebene: Inhalt der
Figur genannt. Die Punkte, in welchen 2 Seiten zusammen-

stolsen, heilsen Kcken, die also zugleich die Scheitel der
Winkel der Figur sind. Nach der Zahl der Seiten (oder
Ecken) teilt man die Figuren ein in Dreiecke, Vierecke und
Vielecke (Polygone).

Das Dreieck ist offenbar das einfachste unter. allen gerad-
linigen Figuren, zugleich aber auch die wichtigste, weil alle
Vielecke in Dreiecke zerlegt werden koénnen. Deshalb mufs
man auch alle Lehrsiitze itber das Dreieck nicht allein gt
verstehen, sondern auch gut inne haben. Uberhaupt hiingt,
wie man schon in den beiden vorhergehenden Biichern gemerkt
haben wird, die Leichtigkeit und Gewandtheit in den An-
wendungen der Geometrie und rasches Fortschreiten in der-
selben von der leichten und schnellen Erinnerung ihrer Lehr-
siitze ab.

38.

Erklarungen. 1) Die Seite des Dreiecks, auf welcher man
sich dasselbe ruhend denkt, wird Grundlinie oder Basis
genannt., Die beiden andern Seiten nennt man Schenkel
des Dreiecks oder Scheitelseiten. Die der Grundlinie gegen-
iiberliegende Kcke heilst Spitze des Dreiecks. ,Drejeck®
kiirzt man durch A ab,

2) Dem Verhiltnis seiner Seiten nach ist das Dreieck:
a) ungleichseitig, wenn alle drei Seiten ungleich sind;
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b) gleichseitig, wenn alle Seiten gleich sind;
¢) gleichschenklig, wenn es nur zwei gleiche Seiten
hat, Diese heifsen dann die Schenkel und die dritte
Seite Grundlinie.
9) Der Beschaffenheit der Winkel nach ist das Dreieck:

a) spitzwinklig, wenn alle drei Winkel spitz sind

b) stumpfwinklig, wenn es einen stampfen Winkel hat;

¢) rechtwinklig, wenn es einen rechten Winlkel hat. Im

rechtwinkligen Dreieck heilsen die beiden rechtwinklig
auf einander stehenden Seiten die Katheten (Senk-
rechte) und die dem rechten Winkel gegeniiber liegende
Seite: Hypotenuse.

Unter den sechs Bestandteilen eines jeden Dreiecks (drei
Seiten und drei Winkel) giebt es immer drei von einander un-
abhiingige Stiicke, durch deren Grofse das ganze Dreieck, also
auch die iibrigen drei Stiicke vollkommen bestimmt sind.
Diese drei aus den ,,vier Kongruenzsitzen* erforderlichen Be-
stimmungsstiicke, welche man sich ganz besonders merken muls,
werden nun die folgenden Paragraphen kennen lehren.

1, Kongruenzsatz. Zwei Dreiecke sind kongruent,
wenn sie zwei Seiten und den von denselben ein-
geschlossenen Winkel wechselweise gleich haben.

Beweis. Angenommen, es seien fiir die beiden Dreiecke
ABC wnd DEF die im Lehrsatz erwiihnten drei gleichen
Stiicke bezichlich folgende: Die Seite BC im ersten Dreieck
sei — der Seite EF im andern Dreieck, ferner Seite
AB = Seite DE und der von den beiden Seiten AB, BC
eingeschlossene Winkel B gleich dem von den beiden Seiten
DE, EF gebildeten Winkel E.

Man denke sich nun das eine Dreieck DEF aus der
Bildebene herausgenommen und iibereinstimmend, némlich so

auf das andere |?|‘t_'i{’l‘li IH'” g‘f‘[(?;_{t, (lal“s l.“l_‘ j_ﬂl_'it'lll 5;'1‘0|I.~'-
vorausgesetzten Winkel B und F mit ihren ebenfalls gleich

grols vorausgesetzten Schenkeln sich decken, so dals also
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F auf B, Fauf C und D auf 4 fillt. Notwendig mufs

dann auch (§ 3) die Seite DF die Seite AC, Winkel D den
Winkel 4, und Winkel ' den Winkel ¢ decken und folglich
auch, wie der Lehrsatz behauptet, A ABC >~ A DEF sein,
(Lies: A ABC kongruent / DEF: s, § 18).

Anmerkung. In kongruenten Dreiccken liegen gleiche
Winkel gleichen Seiten und umgekehrt, gleiche Seiten l‘rh sichen
Winkeln gegeniiber Hiernach findet man aus ]h;m]\ul, die
kongruent sind, auch leicht die beziehlich gleichen Stiicke
heraus.

35;

Aufgabe. Es sind zwei Seiten @ und b eines Dreiecks
und der davon eingeschlossene Winkel m gegeben. Es soll

das dadurch bestimmte Dreieck konstruiert werden.

Auflosung. Man nehme eine der beiden gegebenen Seiten
(@) in den Zirkel und stecke sie in B( ab, trage an das
eine Ende B dieser Linie den gegebenen Winkel m (8 21),
mache den andern Schenkel BA so lang, als die andere Linie
b ist und ziehe dann die Linie AC, so ist ABC das verlangte
Dreieck.

Anmerkung, Hitte man auch den gegebenen Winkel m
statt in B, in C, oberhalb oder unterhalb B¢ angetragen, so
wiirde man doch immer dasselbe Dreieck, nur in anderer
Lage erhalten haben. Anflinger werden wohl thun, diese
beiden Konstruktionen noch zu machen,

Statt also zu sagen: zwei (alle) Dreiecke sind kongruent,
wenn sie zwei Seiten und den zwischenliegenden Winkel
gleich haben, hiitte man auch sagen kinnen: ein Dreieck ist
bestimmt durch zwei Seiten und den zwischen liegenden
Winkel. Die im Lehrsatz beibehaltene frithere Redeform ist
aber fiir den ersten Unterricht besser.
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Aufgabe. Durch Anwendung des vorhergehenden Lehr-
satzes die Entfernung zweier Punkte 4, B auf dem Felde zu
bestimmen, wenn ein zwischenliegendes Hindernis die un-
mittelbare Messung nicht erlaubt,

Auflosung. Man bezeichne durch einen Mefsstab noch
emen dritten Punkt €, von dem man ungehindert mit der
Kette nach 4 und B messen kann, Messe die Linien AC und
B(C und trage ihre Liingen geradlinig nach A" und B’ fort, so
dals A' C=AC und B’ €= BC wird; messe hierauf nur die
Linie A" I, so giebt diese die gesuchte Liinge von AB. Wiire
z.B. A" B = 400 m gemessen, so wire auch A B = 400 m.

Beweis. Die beiden Dreiecke A'B'C und ABC sind
kongruent, weil sie zufolge Konstruktion zwei Seiten und den
eingeschlossenen Winkel gleich haben, niimlich: 4'C= AC,
B'C= BC (gleich gemacht) und m" = m (als Scheitelwinkel,
§ 31). Stellt man sich vor, das untere Dreieck drehe sich
um den Punkt C herum, bis A’ anf 4 fillt, so muls dann
B’ auf B, mithin A'B" auf AB fallen.

an 5
(2 N Y

. 2. Kongruenzsatz. Zwei Dreieckesind kongruent,
? wenn sie eine Seite und zwei entsprechende (in
2 Bezug auf die Seite gleichliegende) Winkel gleich
| haben. Hier sind zwei Fiille zu unterscheiden:

i [. Die Dreiecke haber. eine Seite und die beiden an-
liegenden Winkel beziehlich gleich.
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In Zeichen:

Es sei 50 ist:

BC = EF AB — DE
ZB=-F = RC—DF A ABC & A DEF,
ZC0=_~F ZA=rD

Beweis. Man denke sich das eine Dreieck DEF so auf
das andere ABC gelegt, dals die als gleich vorausgesetzten
Seiten und Winkel sich J{’clun also erstlich EF auf BC fillt,
alsdann mufs, weil ~ E=_~ Bund ~ F— ~ C, der Punkt D
notwendig sowohl in die Richtung BA, als in die Richtung
CA fallen. Soll aber ein Pankt D (der keine Ausdehnung hat)
in zwei verschiedene Richtungen BA, (A zugleich fallen,
so liegt er notwendig in ihrem gemeinschaftlichen Durch-
schnittspunkt 4. Die Dreiecke decken sich also und es ist,
wie im Lehrsatz behauptet, A ABC ~ A DEF.

II. Die Dreiecke haben eine Seite, einen anliegenden und
einen gegeniiberliegenden Winkel gleich.

Dieser Fall findet in § 65 Berticksichtigung,

Aufgabe. Es sind eine Seite @ und die beiden anliegen-
den Winkel m und n gegeben; es soll das durch diese drei
Stiicke bestimmte Dreieck konstruiert werden.

Auflosung, Man stecke die Linie @ in BC ab, trage daran
in B den Winkel m, in € den Winkel », und \'1_1].111;_1(’..1(. die
Sckenkel dieser angetragenen Winkel bis zu ihrem Durch-
schnittspunkt A4, so ist ABC das verlangte Dreicck.

Anmerkung. Hiitte man < » hei I und -~ m bei € oder
beide Winkel unterhalb BC angetragen, so hiitte man doch
dasselbe Dreieck, nur in anderer Lage,

erhalten.

BADISCHE
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Aufgabe. Mittelst des vorhergehenden Lehrsatzes die Ent-
fernung zweier Punkte A und B zu bestimmen, wenn nur der
cine Punkt B zugiinglich ist,

Auflosung. Man stecke erst in C einen Melsstab, der
mit 4, B in einerlei Richtung ist; dann stecke man einen
Melsstab in D), messe die Linien BD, CD und trage ihre
Lingen geradlinig nach B und € hinaus, so dals B'D= BD,
und C'D = CD wird. Jetzt gehe man in der, durch die be-
zeichneten Punkte €, B’ bestimmten Richtung riickwiirts fort,
bis man an einen Punkt A" kommt, der zugleich auch mit

A, D in einerlei Richtung liegt, messe dann nur die Linie

anung von A bis B.

A'B, so giebt diese die gesuchte En

Beweis. Um zu zeigen, dals zufolge der Konstruktion

notwendig AB = A'B’ sein muls, bemerke man zuerst, dals
BOCD>~ /A BCD (§ 34) und dals hieraus die Gleichheit

der Winkel p und p" folgt (§ 34, Anmerkung). Ferner sind
nun auch die Dreiecke ABD und 4 B'D kongruent, weil sie

eine Seite und die beiden anliegenden Winkel beziehlich gleich
haben, niimlich: BD = B'D (gleich gemacht), ~n — ~ » (als
Scheitelwinkel, § 81) und 2 g = 2 ¢’ (als Nebenwinkel von = p
_ und £ p'); denn wenn zwei Winkel p und p° gleich sind, se
i miissen auch ihre Nebenwinkel ¢ und ¢ gleich sein (§ 28
Daher £ ABD >~ /A A'B'D (§ 37) und hieraus: AB =A'B
(§ 34, Anmerkung).
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Lehrsatz. Injedem gleichschenk-
ligen Dreieck sind die Winkel
an der Grundlinie gleich.

In Zeichen:

Wenn: s0 ist auch:
AB = AC ZB=20(
Beweis. Man kann sich den Winkel BACan der Spitze durch
die Linie AD halbiert denken, so dals 25— ~ w5 alsdann
wiirden aber die beiden Dreiecke 4BD und ACD kongruent
sein wegen zwei beziehlich gleicher Seiten und des zwischen

liegenden gleichen Winkels, niimlich: 4B — AC, nach Voraus-
setzung; Zn =~ n' = } £ BAC und AD= AD; folglich (§34)
AABD> A ACD und hieraus (§ 34, Anmerkung) £ B= - (..
Zusatz. Sind umgekehrt in einem Dreiecke zwei Winkel
gleich, 2 B= ~ (, so sind notwendig auch die ihnen gegeniiber
liegenden Seiten gleich, AB — AC, und das Dreieck ist ein
gleichschenkliges. Denn diichte man sich in der Mitte D ein
Perpendikel auf BC errichtet, so miissen nach § 37 zwei kon-
gruente Dreiecke entstehen (BD = DC, ~# B — ~ U, =D —
D), mithin die beiden andern Seiten dies Perpendikel in
emem gemeinschaftlichen Punkt 4 schneiden. und folglich
AB = AC sein.

3. Kongruenzsatz.
Zwei Dreiecke
sind kongruent,
wenn sie alle drei
Seiten beziehlich
gleich haben.

In Zeichen:

Wenn: s0 ist:
AB=DE A= _~-D daher:
AC=DF 2B=_»E A ABC™ A DEF.
BC=EF €= -F
Beweis. Man denke sich das eine Dreieck DEF in um-
gekehrter Lage so an das andere Dreieck ABC gelegt, dafs
Seite EF' die als gleich vorausgesetate Seite BC' deckt. Denkt

1.1 BADISCHE
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man sich nun in den Dreiccken links die Linie AD gezogen,
go ist das Dreieck ABD gleichschenklig, weil nach Voraus-
setzung AB — DE und daher die Winkel an der Grund-
linie AD einander gleich, niimlich 2 n= < » (§ 40). Aus dem-
selben Grunde ist auch Dreieck ACD gleichschenklig und des-
halb auch ~ m — ~ m’. Die Summe der beiden Winkel m und
n ist also gleich der Summe der beiden andern Winkel »
und #/, daher ist auch 2~ BAC= ~ DEF. Das Ubrige folgt
nun aus § 34, weil beide Dreiecke jetzt zwei Seiten und den
ringt‘s('-hlo:;scnen Winkel beziehlich gleich haben.

42,

1. Aufgabe. Es sind alle
drei Seiten a, b, ¢ eines
Dreiecks gegeben, es soll
das dadurch bestimmte Drei-
eck gezeichnet werden.

Auflosung. Man stecke eine der gegebenen Seiten, z. B.
a in BC ab, beschreibe aus dem einen Endpunkt B mit der
Seite ¢, als Radius, einen Bogen mn, ebenso aus € mit der

Seite b, als Radius, einen zweiten Bogen pg, und ziche von
dem Durchschnittspunkt 4 beider Bogen Gerade nach B und
U, so ist ABC das verlangte Dreieck. Vergleiche § 85, An-
merkung,

2. Aufgabe. Eine Figur
abzuzeichnen (abzutragen).

Auflosung. Man bezeichne
die Winkelpunkte mnach
einerlei Folge herum mit
Ziffern. teile die Figur durch Diagonalen (d. h. solche Linien,
welche irgend zwei nicht auf ecinander folgende Punkte der
Figur verbinden) in lauter Dreiecke und zeichne dann diese

an einander hiingenden Dreiecke ab.

Anmerkung. Die erwiihnten Diagonalen brauchen nicht
wrklich gezogen, sondern nur gedacht zu werden.

Genauer wird die Kopie, wenn man mit einer und der-
selben Grundlinie oder Diagonale alle iibrigen Punkte des
Originals zu Dreieckspunkten verbunden denkt.

Sind krumme Linien abzuzeichnen, so kann man die
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Lage der wichtigsten Punkte, je mehr, je genauer, einzeln be-
stimmen und sie durch freie Handzeichnung verbinden,

Dieses Verfahren, eine Figur abzuzeichnen, ist, obwohl
theoretisch richtig, doch nur dann praktisch brauchbar, wenn
die Figur nur wenige und lauter gerade Seiten hat,

Aufser andern Methoden, welche in der Zeichenkunst
gelehrt werden, bedient man sich auch, um Karten und Pline
abzuzeichnen, mit grolsem Vorteil eines unter dem Namen
Pantograph bekannten, aber sehr teuern Instruments
(300 Mark), welches nicht mit dem sogenannten Storch-
schnabel zu verwechseln ist, obgleich er auf demselben Prinzip
beruht. (Vergleiche § 124, 3.)

43,

4. (und letzter) Kongruenzsatz. Zwei Dreiecke sind kon-
gruent, wenn sie 2 Seiten und den der grofseren dieser beiden
Seiten gegeniiberliegenden Winkel gleich haben.

In Zeichen (s Fig. zu § 41):

Wenn 80 ist daher
BC = EF AC = DF AN ABC > DEF.
AB = DE
BC grofser als AB
2 A == =)

Beweis. Man denke sich das A DEF in umgekehrter
Lage so an A\ ABC gelegt, dals sich die gleichen Seiten EF
und BC decken. Denkt man sich nun in den Dreiecken
links die Linie AD gezogen, so ist A ABD, wegen AB —
ED, gleichschenklig, daher nach § 40: ~n— ~#%. Da aber
nach Voraussetzung ~- 4= ~ D, so mufs nun auch =~ 4 — ~ n
=<£LD— 2Zn d i Zm=2m sein, folglich ist auch A
ACD ein gleichschenkliges (s. § 40, Zusatz), daher AC = CD
d. i. AC = DE. Da nun alle 8 Seiten des Dreiecks DEF
gleich den 3 Seiten des Dreiecks ABC, so sind beide
Dreiecke nach § 41 kongruent.

Anmerkung. Dreiecke sind nicht unbedingt kongruent,
wenn sie zwei Seiten und den der kleinern Seite gegen-
tiberliegenden Winkel gleich haben (s. § 56, 2. Aufgabe).
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Viertes Buch.
Von den Perpendikeln.

4.

Lehrsatz. Die von der Spitze ei-
nes gleichschenkligen Dreiecks
nach der Mitte der Grundlinie
gehende Linie steht senkrecht
auf der Grundlinie und halbiert
den Winkel an der Spitze,

In Zeichen:

Wenn: 80 ist:
AB = AC Sy = Z¥ = 900
und BM = MC Ln= Zn.

Beweis. Die beiden Dreiecke ABM und ACM sind
kongruent, weil sie alle drei Seiten wechselweise gleich haben;
denn die Seite 4 M ist beiden gemein, und nach Voraussetzung
ist AB— ACund BM = MC, daher (§ 41) A ABM > A\ ACM
und hieraus (§ 34, Anmerkung) n = n und »r = r.

Weil nun aber die beiden gleichen Winkel # und #* zu-
oleich auch Nebenwinkel sind, so ist jeder ein rechter Winkel
und folglich AM perpendikuldr auf BC. (§ 23).

45.

Aufgabe. Auf einer Linie BH in einem bestimmten
Punkt I eine Senkrechte zu errichten. *)

*) Wer den vorhergehenden Lehrsatz gut verstanden und dber die
Losung der hier gestellten Aufgabe, als eine gehr einfache Anwendung
des Lehrsatzes, gehirig nachgedacht hat, wird sie ohne Anleitung finden
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Auflosung. Man schneide von
D aus erst rechts und links zwei
gleiche Stiicke ab, DC'— DG. Be-
schreibe jetzt aus € und G mit
einerlei Radius zwei sich schnei-
dende Biogen und verbinde deren
Durchschnittspunkt 4 mit D, so ist
AD das verlangte Perpendikel,

Beweis. Denkt man noch 4G und AC gezogen, so ist,
zufolge Konstruktion, AGC ein gleiv]m-lnenkliges Dreieck und
D die Mitte der Grundlinie, folglich (§ 44) AD auf GC
senkrecht,

Zusatz. Auf gleiche Weise kann man auf dem Felde auf
einer ausgesteckten Linie BC in D eine Senkrechte errichten,
indem man von D aus, zu beiden Seiten gleiche Stiicke
DC = DG abmifst, in den Punkten C und G die Enden einer
Schnur (Kette) befestigt und sie dann, in der Mitte A fassend,
straff anspannt, bis sie mit GC ein gl(-ichschtfukliges Dreieck
bildet, dessen Spitze A dann notwendig in der auf GC in D
zu errichtenden Senkrechten liegt.

46,

Lehrsatz. Die Linie, welche
durch die Spitzen zweier gleich-
schenkligen Dreiecke von ge-
meinschaftlichen Grund-Linie
geht, halbiert 1) die Winkel an
denSpitzen,2)halbiertdieGrund-
Linie und steht 3) senkrechtauf
derselben.

In Zeichen:

Wenn : 80 ist:
AB = AC 1) £n= 2w’ =1 ~ BAC
DB = DE 2) BE = EC

3) Lr = 2y = 000,
Beweis. Die beiden Dreiecke ABD und ACD sind kon-
gruent, weil sie alle drei Seiten wechselweise gleich haben,
nimlich die Seite 4 D ist beiden gemein und dann, zufolge Voraus-
setzung, AB = AC und DB = DC, folglich (§ 41) A ABD
&~ A ACD und hieraus (§ 34, Anmerkung) < n = ~ .

BADISCHE
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Jetzt ist es leicht zu beweisen, dafs auch die Dreiecke A BE
und ACE kongruent sind; denn sie haben zwei Seiten und den
eingeschlossenen Winkel wechselweise gleich, nimlich: die
Seite AF ist beiden gemein; nach Voraussetzung ist AB= AC
und, wie eben bewiesen, ist Zn = < ', daher (§34) A ABE
o A ACE, und hieraus (nach § 34, Anmerkung) BE = EC
wund 2 = 2. Weil aber die beiden Winkel » und
zugleich auch Nebenwinkel sind, so ist jeder ein Rechter und
folglich steht AD senkrecht anf BC. (8§ 23.)

Anmerkung. Satz und Beweis bleiben dieselben, wenn
die beiden gleichschenkligen Dreiecke, statt wie hier, an ver-
schiedenen Seiten, iiber einerlei Seite der gemeinschaftlichen

Grundlinie liegen.
47.
Aufgabe. Eine gegebene Linie BC zu

halbieren (die Mitte zu bezeichnen).

Auflosung. Man sehe zuvor 3 45, Rand-
anmerkung — beschreibe itber BC die Spitzen
A und D zweier gleichschenkligen Dreiecke,
so muls die Linie, welche 4 und D verbin-
det, die gegebene Linie BC gerade in der
Mitte M treffen. (§ 46.)

Zusatz. Dieselbe Konstruktion findet statt,
wenn auf einer Linie BC in der Mitte ein
Perpendikel errichtet werden soll.

48,

Aufgabe. Einen gegebenen Winkel
A zu halbieren.

Auflosung. Siehe § 45, Randanmer-
kung. Vom Scheitel A aus schneide
man auf beiden Schenkeln gleiche
Sticke AB — AC ab. Aus B und C beschreibe man mit
einerlei Radius zwei sich schneidende Bigen, ziehe von
deren Durchschnittspunkt 1) nach 43 so ist der Winkel A4
halbiert. =~ BAD — ~ CAD. Der Beweis ist ganz wie in
§ 46, indem man die Linien BD und (D gezogen denkt.
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Durch fortgesetates Halbieren kann man also auch einen
Winkel in 4, 8, 16, 39 . . . gleiche Teile teilen, *)

Zusatz. Auf dieselbe Weise kann man mittelst der Mels-
kette (Schnur) einen Winkel auf dem Felde halbieren.

49,

Aufgabe. Von einem aulser-
halb einer Linie GH gegebenen
Punkt A eine Senkrechte auf die-
selbe zu fillen,

Auflosung. Mit einem Radius,
der tiber die Linie GH hinaus-
reicht, beschreibe man aus 4
einen Bogen, welcher die (nétigen-
falls verlingerte) Linie GH in zwei Punkten, B und C,
schneidet. Aus diesen, von A gleich weit entfernten Punkten
B und C beschreibe man dann mit einerlei Radius zwei sich
schneidende Bégen, und verbinde deren Durchschnittspunkt
D mit A4, so ist AF auf GH senkrecht.

Beweis. Denkt man sich die Linien AB — AC und
DB — DC gezogen, so ist der Beweis wie in § 46.

Zusatz 1. Um auf dem Felde von einem Punkt A auf
eine nicht zu weit davon entfernte Linie GH ein Perpendikel
zu fillen, befestive man das eine Ende einer Schour (Kette)
in A, ziche sie straff an, so dafs das andere Ende links
und rechts an die Linie G.A reicht, und darin zwei von A
gleich weit entfernte Punkte B und € bezeichnen kann,
halbiere darauf die Linie BC in E, so liegt F in der ver-
langten Senkrechten (§ 44).

Zusatz 2. Zur Konstruierung der Perpendikel auf dem
Felde bedient man sich bequemer eines sogenannten Winkel-
kreuzes, bestehend aus zwei auf einen Stab (Stativ) befestigten
gegen einander senkrechten Linealen, **) an deren Enden, um

*) Die Aufgabe, einen beliebigen Winkel in 3 gleiche Teile zu teilen,
ist zwar nur mit Hilfe der Parabel mdglich, dennoch niihert sich die
einfache und vollkommen genaue Losung mittelst Lineals und Zirkels
von Rich. Schurig einer mathematischen in hohem Grade,

**) In der Regel besteht ein solches Winkelkreuz, das man sich, so
wie oben angegeben, leicht selbst verfertigen kann, aus einem runden
Korper mit zwei anf einander senkrechten Durchsichten (Dioptern).

BADISCHE
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scharfe Zielpunkte zu
bekommen, gerade auf-
stehende Stifte (Na-
deln) eingesteckt sein
konnen. — Steckt man
das Stativ dieses Kreu-
zes bei P in die Erde und richtet es durch Visieren so, dals
die Nadeln 1 und 1 mit dem in B oder A stehenden Melsstab
in einerlei Richtung sind, und lifst nun in der Richtung, welche
die Nadeln 2 und 2 angeben, einen Stab in (! stecken, so ist
die durch dic beiden Punkte Pund C bestimmte Linie auf AB
perpendikulir. Um von € ein Perpendikel auf dic Linie AB
za Gillen, trage man das Winkelkreuz so weit in der Linie
AB fort, bis der bezeichnete Punkt C mit 2, 2, aber zugleich
auch 1, 1 mit AB in einerlei Richtung ist, dann ist der so

gefundene Punkt P der gesuchte.

a0,

Lehrsatz. Von einem Punkte 4 aulser halbeiner
Linie BC ist nur ein Perpendikel auf diese Linie
moglich.

Beweis. Sei AP auf BC perpen-
dikulir. Um nun zu zeigen, dals jede
andere von A an BC gehende Linie,
wie AG, schriig gegen BC sein muls,
denke man sich AP um sich selbst nach
F verlingert, so dals I'P— AP wird, und
verbinde F' mit @, so sind die beiden bei
P rechtwinkligen Dreiecke APG und
FPG einander kongruent, weil sie zwei

Seiten und den eingeschlossenen Winkel gleich haben, nimlich:
Seite PG beiden gemein, FP gleich AP gemacht und nach
Voraussetzung ist der eingeschlossene Winkel #, mithin auch
sein Nebenwinkel # ein rechter; daher (§ 34) A APG > /A
FPG und hieraus 2 n= ~n. Wiire nun % ein rechter Winkel,
o wiire es auch % und die beiden Linien 4G, GF' bildeten
cine einzige gerade Linie; das ist nun aber nicht moglich, weil
durch zwei Punkte, 4 und F, nur eine einzige gerade Linie
AF moglich ist, folglich ist AG schrige gegen BC.
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Zusatz 1. Da man sich in Jjedem Punkt der Linie BC.
also auch im Punkte @&, ein Perpendikel auf BC errichtet
denken kann und dieses, aus eben angefiihrten Griinden, links
von G4 fallen mufs, so ist Winkel notwendig spita.

Zusatz 2. Wemn ein Dreieck einen rechten oder einen
stumpfen Winkel hat, so mufs Jeder der beiden andern not-
wendig spitz sein.

Zusatz 3. Unter Entfernung cines Punktes 4 von einer
Linie 7 C' versteht man allemal das von 4 an die (notigen-
falls verlingerte) Linie BC gehende Perpendikel.,

ol

Lehrsatz, Das Perpendikel von
einem Punkt 4 an eine Linie B(
ist kiirzer, als jede Schrige,

Boweis. Sei AP senkrecht auf BG
und AG eine Schitige, so ist zu zeigen,
dals AP kiirzer ist, als AG. In Zeichen

AP < AG.

Man denke sich den Winkel (AP durch die Linie AH
halbiert, so dafsalso .2 5 — _ &', Von dem Scheitel des rechten
Winkels APG denke man sich noch ein Perpendikel PR auf

AH gefillt und bis I verlingert. Dals der Fulspunkt R

dieses letztern Perpendikels notwendig zwischen A4 und K
fallen muls, folgt aus dem vorhergehenden Satz, weil Winkel
v stampf ist. Die beiden bei R rechtwinkligen Dreiecke 4 PR
und ALR sind nach § 37 kongruent, und hieraus folgt :
AL = AP, mithin ist die Schrige AG um ein Stick LG
orilser als 4P,

52,

1. Lehrsatz. In jedem Dreicels
ist die Summe zwejer Seiten
| grosser, als die dritte,

Boweis. Sei BO die grilste Seite

;_\' und darauf von der gegeniiber liegen-
. den Spitze das Perpendikel A P gefillt.
Nach dem vorhergehenden Satze ist nun die gegen AP
schriige Linie CA grofser, als die senkrechte CP. Aus dem-
selben Grunde ist BA eréfser als BP, fololich:
1.2 BADISCHE Baden Wiirttemberg
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AB + AC > BP + PC oder AB + AC = BC.
9. Lehrsatz. In j edem Dreieck ist die Differenz
zweier Seiten kleiner als die dritte.

Beweis. Aus der vorstchenden Ungleichung Bl =

AB -+ AC folgt unmittelbar BC — AB < AC,

' Zusatz. Wenn in einem beliebigen Vieleck ein anderes
Vieleck mit ausspringenden Ecken liegt, so ist der Umfang
des Hussern Vielecks stets grofser, als der des innern.

Es sei z. B. das dussere Viel-
eck ein Dreiecck ABC, das in-
nere ein Viereck BDEC. Ver-

Jangert man die Seiten des 1n-

nern Vielecks nach I und G,

so ist, wie eben bewiesen:

; AB 4 AF > BD + DF

| DF + FG > DE + EG
EG +~ GC > EC.

Addiert man diese Ungleichungen und lafst anf beiden

Seiten Gleiches weg, so bleibt:

AB + AF 4+ FG + GC > BD + DE + EC

d. i. AB 4+ AC > BD + DE + EC.

Fa
ke

Aufgabe. Es sind vier Punkte, 4
B, C, D, gegeben, man soll die Lage
eines fiinften Punktes, O, so bestimmen,
dals die Summe der von ihm nach A,
B, C, D gehenden Linien ein Kleinstes
(Minimum) werde. (Sollten z B. von
einem Punkte O vier Rohren nach vier
andern Punkten gelegt werden, so wiirde
so zu bestimmen suchen,
deshalb sowohl die

. die Praxis die Lage des Punktes O
i dafs die Summe der vier Wege und
Kosten der ersten Anlage, als auch die der
haltung moglichst klein wird.)

Auflosung. Man ziehe die beid
AC und BD, so ist ihr Durchschnittspunkt O der gesuchte.

spiitern Unter-

n sich krenzenden Linien

~71-1 BADISCHE
BLB LANDESBIBLIOTHEK

Baden-Wiirttemberg



BLB

Beweis. Man kann leicht zeigen, dals die Summe der
von jedem andern Punkt, z. B, von M nach 4, B, ¢, D
fithrenden vier Wege grofser ist, als die vier von O aus-
gehenden, denn da (nach § 52):

AM + MC > AO -+ OC
und BM -+ MD > B0 + 0D
s0 18t auch:

AM + MC - B)M =MD > A0 + 00 RO 4+ OD

o4,

Aufgabe. In einer gegebenen Linie
CD einen Punkt so zu bestimmen, dafs
die Summe seiner Abstinde von zwei
beliebig gegebenen Punkten. 4 und B,
ein Kleinstes werde. (Fs sei 2. B. CD
eine Gas- oder Wasserrshre, aus welcher
zwei nach 4 und B leitende Réhren
ausmiinden sollen.)

Auﬁijsung. Man fille von dem einen Punkte A ein Per-
pendikel AP auf CD und verlingere es um sich selbst bis
H. so. defa i die— PH; ziehe nun HB. so ist der Durch-
schnittspunkt O der gesuchte,

Beweis. Um zu zeigen, dafs die Summe der von jedem
andern Punkt, z. B. von M nach 4 und B fiihrenden beiden
Wege AM und BM grofser ist, als die Summe der von O
ausgehenden A0 und BO, verbinde man noch M mit H, —.
Zuerst sind nun die beiden bei P rechtwinkligen Dreiecke
APO und HPO kongruent, wegen zwei beziehlich gleicher
Seiten und des eingeschlossenen rechten Winkels; denn Seite
PO ist beiden gemein und, vermige Konstruktion, das Per-
pendikel 4P gleich dem Perpendikel HP; hieraus (§ 34, An-
merkung) HO = AQ.

Aus demselben Grunde ist auch A APM ~ A HPM,
folglich auch HM — AM. Die Summe der beiden erstern
Wege 04 und OB ist also durch die gerade Linie BH, und
dic Summe der beiden andern Wege MA uwnd MB durch
die gebrochene Linie BMH dargestellt, da nun (§ 52)
HM | MB > BH. so ist auch:

MA + MB > OA -- OB.
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%) Lehrsatz. In jedem Drei-
eck liegtdem grifsern Win-
kel auch die grofsere Seite
gegeniiber, und umgekehrt.
Beweis. Es sei =~ BAC grolser

als ~ B, so soll auch BC > AC sein.

Denkt man sich von dem grifsern Winkel BAC einen

Winkel BAD — ~ B abgeschnitten, so ist das Dreieck DADB,
wegen der beiden gleichen Winkel an der Grundlinie AB
oleichschenklig (§ 40), daher AD — BD. Da nun aber
(3 .')_,}] ;’I[} —= DC } ,-il"_. 80 ist auch BD - D = AC
oder BC > AC. Der umgekehrte Satz: dals der grifseren
ist unmittel-

Seite auch der grofsere Winkel cegeniiber liegt,
bar in vorstehendem enthalten.

ab.

*) Aufgabe. Ls sind zwel Seiten, a und b, und ein
Winkel m gegeben.

Man soll 1) ein Dreieck konstruieren, welches die drei
Stiicke so enthiilt, dafs der Winkel am der grilsern Seite b
gegeniiber liegt, und 2) ein anderes Dreieck zeichnen, in
wolchem der Winkel m der kleinern Seite a gegeni ber
liegt.

Auflosung 1.
trage hieran in B den Winlkel s, beschreibe aus C mit der
Seite einen Bogen, der den andern Schenkel des

Mache (Fig. 1) BC = der kleinern Seite 2,

griisern

Winkels m in A schneidet, so ist ABC das durch die ge-

stellte Bedingung (der Winkel m soll der

gegeniiber liegen) villig bestimmte und verlangte Dreieck.

riifsern  Seite
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Auflosung 2. (Fig. 2.) Man nehme jetzt BC = der
grolsern Seite b, trage wieder in B den Winkel m an und
beschreibe aus C mit der kleinern Seite @ einen Bogen, so
muls dieser jetzt (weil ¢ << %) den andern Schenkel des
Winkels m zweimal in A und A’ schneiden. Diese letztere
Aufgabe fiithrt also auf zwei verschiedene Dreiecke, ABC und
A'BC, welche beide die gegebenen Stiicke in geforderter Ordnung:
enthalten, (Vergl. § 43.) Wire die kleinere Seite a kiirzer
als das von C an BA gehende Perpendikel, so giibe es gar
kein Dreieck. Wiire sie gleich diesem Perpendikel, so wiire
das Dreicck wiederum bestimmt,

Eplsine e bar Gasmatin: 4
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Funftes Buch.

Von den Parallellinien.

bT.

Erklarung. Wenn zwei Linien
von einer dritten geschnitten wer-
den, so entstehen acht Winkel.

Je ein Winkel des einen
Durchschnittspunktes mit je einem
Winkel des andern Durchschnitts-
punktes geben folgende Winkel-

p:‘ifll‘{:’:
I. Auf einerlei Seite der Schneidenden.

1) Innerhalb der Parallelen: Innere Winkel (@ und
e, b und d). :

9) Aufserhalb der Parallelen: Aufsere Winkel (f
und A, ¢ und g).

3) Auf einerlei Seite der Parallelen (beide unterhalb
oder beide oberhalb): Korrespondierende oder
gleichliegende (oder Gegen-) Winkel (a und
f, d und g u. 5. W.).

IT. Auf verschiedenen Seiten der Schneidenden:
Wechselwinkel,
und zwar

1) Innere Wechselwinkel (@ und b, d und e).

2) Aufsere Wechselwinkel (% und g, ¢ und f).

3) Korrespondierende (oder Gegen-) Wechselwinkel
(@ und g, ¢ und ¢).

58.

Erklarung. Zwei gerade Linien, welche in einerlei Ebene

liecen und nach keiner Seite hin zusammentreffen, wie weit
=] ]

man sie auch verlingert denken mag, heifsen parallel

(leichlaufend).
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Lehrsatz. Wenn zwei Linien auf
\ einer dritten senkrecht stehen,
so0 sind sie parallel.

{  Boweis. Seien AP und BP auf GH
il senkrecht. Weil nun nach § 50 von
einem und demselben Punkt nicht zwe;
Perpendikel auf einer Linie mdglich sind,
so kinnen auch nicht die Perpendikel
AP und BP, weder oberhalb noch unterhalb der Linie GH,
in einem Punkt zusammen treffen. Es ist also (§ 58)
AP || BP. (Das Zeichen || heifst parallel.)

60.

Lehrsatz. Wenn zwei Linien
gegen eine dritte eine solche
Lagehaben, dafs die innern
Wechselwinkel gleich sind,
so sind die Linien parallel.

In Zeichen: '

Wenn: 80 ist:

L= b AB | CD.

Beweis. Man denke die Linie GH in M halbiert und von
M auf CD das Perpendikel MP gefiillt, so muls dieses, riick-
wirts nach Q verlingert, notwendig auch auf AB senkrecht
stehen, denn die beiden Dreiecke MHP und MGQ sind kon-
gruent, weil sie eine Seite und die beiden anliegenden Winkel
gleich haben. Es ist nimlich: MH = MG und £ a== -}, nach
Voraussetzung, dann - HMP — _~ GMQ (§ 81), mithin auch A
MHP ~ A MGQ (§ 37) und hieraus (§ 34, Anmerkung)

Q = £ P. Da nun, nach Konstruktion, P ein rechter Winkel
ist, 8o ist auch Q ein rechter. Die beiden Linien AB, CD
stehen also auf PQ senkrecht und sind folglich parallel. (§ 59.)

Zusatz 1. Wenn die innern Wechselwinkel @, b gleich
sind, so sind es offenbar auch die korrespondierenden (weil
a = dem Scheitelwinkel von b ), und die innern betragen
dann zusammen zwei Rechte (§ 57). Statt also zu sagen:
zwei Linien sind parallel, wenn die innern Wechselwinkel gleich
sind, kann man auch sagen: wenn die korrespondierenden

Winkel gleich sind, oder die innern zwei Rechte betragen,
g
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Zusatz 2. I:t AB || CD und AQP ein rechter Winkel,
so ist auch .~ DPQ ein rechter Winkel. Oder: Eine Linie, die
senkrecht auf einer von zwei Parallelen steht, steht auch senk-

recht auf der andern.

61.

Lehrsatz. Wenn zwei
Linien, AB,CD, gegen
eine dritte, AH, eine
solche La;:;e l|:1bt-.n,
dals die innern Wech-
selwinkel nicht gleich

sind, so miissen die
Linien, hinreichend verlingert, einmal zusammen
tronffen und zwar nach der Seite hin, wodie beiden
innern Winkel zusammen kleiner als 2 R sind.
Erlauterung. Der einfachern Zeichnung wegen, nehmen
wir an. dafs die Schneidende AH auf AB in A senkrecht

!

steht, oder durch Drehung wm den Punkt C in diese Lage
gebracht worden, und dals also =~ b < 90°,

Denkt man sich nun von verschiedenen Punkten, M,
M’ ... der Linie CD, Perpendikel, MP, M'P’ . . . auf AC
gefillt, so ist klar, dafs die Fulspunkte P, P . . . dieser Per-
pendikel immer niiher an A riicken, je weiter man die Punkte
M. M ... von C entfernt nimmt, und dals man von keinem

der gefillten Perpendikel, z. B. von MP’ behaupten kann, es
sei das letzte, so dals iber dasselbe hinaus keins mehr
moglich sei; denn weil die Richtung der Linie CD unbegrenzt
ist, so kann man, wo auch ein letzter Punkt, M’, ange-
nommen werden moge, die Linie CM' immer noch um ein
beliebiges Stiick, M'M”, verlingert und von diesem Punkt M
ein neues Perpendikel, M"P", auf AC gefillt denken. Da nun
nach der Natur der geraden Linien kein Teil dieses neuen
Perpendikels M"P’ mit emem Teil der Linie CD zusammen
fallen kann (§ 8), mithin zwei Scheitelwinkel, v, v, entstehen
miissen, so liegt der Punkt M aulser der Linie P'Q’ und zwar
oberhalb, daher auch das von M” auf AC gefiillte Perpendikel
M"P” oberhalb P'Q’.

Um nun klar einzusehen, dals die Linien AB und CD
sich endlich einmal schneiden miissen, stelle man sich vor:

PN BADISCHE =
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die Senkrechte QP gleite rechtwinklig an AH hinanf, so mufs
sie (hinreichend verlingert) die Linie CD (ebenfalls hin-
reichend verlingert, von der sie also auch nicht an einem
vermeintlichen letzten Punkt abgleiten kann) immer und
selbst noch iiber AB hinaus schneiden, also auch in der Lage
von AB,

Zusatz. Sind zwei Linien parallel, so sind notwendig
auch alle innern und #ufsern Wechselwinkel oder korrespon-
dierenden Winkel gleich, welche sie mit ircend einer sie
schneidenden Linie bilden,

62.

Aufgabe. Durch einen gegebenen
Punkt, €, mit einer gegebenen Linie,
AB, eine Parallele zu ziehen

Auflesung. Man ziehe von C nach
einem beliebigen Punkt, G, in AB die
Linie CG und trage den bei G er-
haltenen Winkel m auf der andern Seite bei ( an, so ist
CH || AB. (§ 60.)

Anmerkung. Eine Konstruktion ist eine mathematische
(geometrische), wenn sie durch kein anderes Instrument als
Lineal und Zirkel ausgefiihrt ist und ohne alle Versuche not-
wendig zum Ziele fithrt, Die nachstehende ist daher keine
mathematische, sondern eine mechanische (empirische).

Zusatz 1. Einfacher zieht man Parallelen mit Hilfe eines
Lineals und eines Dreiecks, Man legt niimlich die eine Seite
bd des Dreiecks an die Linie AB,
und an die andere Seite be des Drei-
ecks ein Lineal, A%, schiebt dann das
Dreieck am festgehaltenen Lineal bis
an den Punkt C und zieht durch C
eine Linie, welche, wegen Gleichheit
der korrespondierenden Winkel, mit
AB parallel ist.

Zusatz 2. Auf dem Felde zieht
man durch C eine Parallele mit AB, indem man erst mit
Hilfe des Winkelkreuzes von C ein Perpendikel auf AB und
dann auf diesem Perpendikel in C wieder ein Perpendikel
errichtet (§ 49, Zusatz 2), welches mit AB parallel ist.

BADISCHE
LANDESBIBLIOTHEK

Baden-Wiirttemberg



Lehrsatz. Zwei Parallellinien sind iiberall
gleich weit von einander entfernt.

Beweis. Unter Abstand zweier Parallellinien versteht
man die zwischen beiden gezogene Senkrechte.

Wir haben also zu beweisen, dals
es einerlei ist, an welcher Stelle man
sie zieht.

Sei demnach AB || CD und sowohl
PQ als RS auf CD, also auch auf
AB senkrecht (8§ 61, Zusatz), so ist zu zeigen, dals PQ = RS.

Man denke noch die Diagonale PS gezogen, so sind die
beiden bei Q@ und R rechtwinkligen Dreiecke PQS und PRS
kongruent, weil sie eine Seite und die beiden anliegenden Win-
kel beziehlich gleich haben, nimlich: Seite PS beiden ge-

| mein, £ a4 = £ a (§ 61, Zusatz) also auch 2 b = . b.
|| Daher (§ 37) APQS & APRS und hieraus PQ = RS.
o Zusatz. Auch dieser Lehrsatz dient zum Ziehen paralleler

Linien. Errichtet man auf dem Papier oder auf dem Felde
auf CD zwei gleich lange Perpendikel, PQ, RS. so ist die

CD 1--11‘a1]v1.
64.

LﬂhI‘Sﬂ.tZ. Sind die :“'!t'!:f?llk{-i
zweier Winkel nach einerlei
Seite hin beziehlich parallel, so
sind die Winkel gleich.

In Zeichen:

Sei: so0 ist
DB || AE
BC | EF a=—~da.
Beweis. Man denke sich EF nach G verlingert, so ist
(§ 61, Zusatz) £ a = £ ¢ upd £ & = £ ¢, folglich auch

i .{I“—'T.'_/._L'II.

durch die beiden Endpunkte P und R gehende Linie AB mit |

B gl s
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Sechstes Buch.

Summe der innern und infsern Winkel einer
geradlinigen Figur,

65.

Lehrsatz. In jedem Dreieck
ist die Summe aller drei
Winkel gleich zwei Rechten.

a-+ b+ ¢ = 2R = 18079,

Beweis. Man denke sich durch einen Winkelpunkt, A,
eine Linie, MN, parallel mit der gegeniiber liegenden Seite
BC gelegt, so ist (§ 61, Zusatz) ¢’ = c und ¥ = . Da
oun b’ + a4+ ¢ = 2R (§ 29), s0 istauch ¢ +~ b + e=2 R,

Zusatz 1. Ein Dreicck kann also nur einen rechten oder
nur einen stumpfen Winkel enthalten, die beiden andern
Winkel miissen alsdann spitze sein. Der rechte oder stumpfe
Winkel ist folglich auch immer der griofste Winkel im Dreieck.
Mittelst dieser Bemerkung Lifst sich nun auch der Lehrsatz
in § 51 sehr einfach beweisen; denn da =« P> ~ @ (s. Fig.
§ 51), so mufls auch 4G > AP sein (§ 55). :

Zusatz 2. Durch zwei Winkel eines Dreiecks ist der dritte
bestimmt, Wiire z. B, = g — 110% £ & = 40°, so wiire
¢ = 180° — (110° 4 40° = 180° — 150° — 30°,

Zusatz 8. In einem gleichseitigen, also auch gleichwink-
ligen Dreieck ist jeder Winkel 3 R = 60°. — In einem
rechtwinklizen gleichschenkligen Dreieck ist jeder der beiden
spitzen Winkel = ! R = 459,

Zusatz 4. Wenn zwei Dreiecke zwei Winkel gleich haben,
so ist auch der dritte Winkel des einen dem dritten Winkel
des andern Dreéiecks gleich. [Dals zwei verschiedene Dreiecke
dennoch dieselben Winkel enthalten kénnen, leuchtet ein, wenn
man innerhalb eines beliebigen Dreiecks mit den Seiten des-
selben Parallelen zieht; man erhilt ein kleineres Dreieck,
welches aber dieselben Winkel hat, wie das grofse. (§ 64.)]

Zusatz b, Dreiecke sind kongruent, wenn sie eine Seite,
einen anliegenden und einen gegeniiberliegenden Winkel gleich
haben. (2. Fall des 2. Kongruenzsatzes. S. § 37.)

BADISCHE
LANDESBIBLIOTHEK

Baden-Wiirttemberg



— 56

In Zeichen (Fig. zu § 37):
Es sei: 80 ist: daher:
BC=EF «C=«F A ABCx A DEF ‘
s B=~-E AC = DF
e ] ) AB = DE.

Beweis. Da 2 B = ~ E, ©~ A = 2 D, so muls nach

; | vorstehendem Zus. 4 auch .~ ¢ = ~ F sein. Da aber als-

N dann beide Drejecke eine Seite und die beiden anliegenden
Winkel gleich haben (BC—=EF, « B=~E, 2 0= 2 F), ;

so miissen sie nach § 37 I kongruent sein,

Zusatz 6. Stehen zwei Linien auf den Schenkeln eines
Winkels senkrecht, so schneiden sie sich unter demselben
Winkel. (Vergl. § 64.)

66.

Lehrsatz. Der Auflsenwinkel
am Dreieck ist gleich der
Summe der beiden innern
gegeniiber liegenden.

In Zeichen:
m=—a -+ b.

Beweis. Unter Aufsenwinkel, m, einer Figur ist der-
jenige gemeint, den die Verlingerung einer Seite, BC, mit
der daran stolsenden AC bildet. Da nun nach dem vorher-
gehenden Lehrsatz @ und b mit ¢ vereint zwei Rechte geben,
und auch die beiden Nebenwinkel m und ¢ zusammen zwei
Rechte betragen, es folglich einerlei ist, ob man a +

oder m zu ¢ addiert, so ist auch m = a <+ b. Wire z. B.
a = 80% b = 60° so wiire m = 1409,
67. 3

Lehrsatz. In jedem Vieleck betriigt
, die Summe aller innern Winkel so
viel mal zwei Rechte, als die Figur
Seiten hat, weniger vier Rechte.
Beweis. Man denke sich von einem
innerhalb beliebig angenommenen Punkt, o, nach allen Ecken
Linien gezogen, so erhiilt man offenbar genau so viele Drei-
ecke als die Figur Seiten (Ecken) hat. Da nun die Summe v
der Winkel in jedem Dreiecke 2R betriigt (§ 65), so ent-
halten alle Dreiecke zusammen so viel mal 2 R, als die Figur

BLB BADISCHE ;‘::
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Seiten hat. Werden hievon die vier Rechten abgezogen, welche
um den Punkt o liegen (§ 30) und nicht mit zu den Winkeln
der Figur gehoren, so bleibt die im Lehrsatz angegebene Summe
iibrig. Es ist hiernach die Summe der innern Winkel in einem
Viereck, — 4R, Sechseck, = 8 R.
Fiinfeck, — 6 R. Siebeneck, = 10 R. u. 5. w.

Es ist also nicht méglich, ein Vieleck zu zeichnen, in
welchem die Summe der innern Winkel eine ungerade Anzahl
rechte Winkel betriige.

Anmerkung. Dieser Satz ist ganz allgemein, er gilt
nidmlich auch fiir Vielccke mit eingehenden Ecken, indem
man ein solches in Vielecke mit ausgehenden Ecken zerlegen
kann, jedoch muls man dann tiberstumpfe oder erhabene Win-

kel unterscheiden (s, § 22), die dadurch entstehen, dals sich
o der eine Schenkel um mehr als zwe Rechte gedreht hat,
& (Denkt man sich die tiberstumpfen Winkel um die Endpunkte
- der Schenkel nach aufsen gedreht,. so erhilt man fiir jeden
tiberstumpfen Winkel dyei andere, deren Summe ihm gleich
ist, und cs findet dann derselbe Beweis statt,)

68,

Lehrsatz. Die Summe aller Aus-
senwinkel eines Vielecks betrigt
immer vier rechte Winkel.

Beweis. Jeder Aulsenwinkel macht
mit seinem innern Nebenwinkel 2 R.

Die Summe aller #ufsern und innern

Winkel betriigt also gerade so viel mal
2 R, als die Figur Seiten hat, und da die Summe der innern
Winkel um 4 R kleiner ist (§ 67), so muls die Summe der
Aulsenwinkel immer vier Rechte betragen.

Man kann diesen Satz versinnlichen, indem man durch
einen beliebigen Winkelpunkt Parallelen mit allen Seiten des
Vielecks gezogen denkt. wodurch dann alle Aufsenwinkel um
einen Punkt zu liegen kommen. (88 64 und 30.)

Anmerkung. Auch dieser Satz ist ganz allgemein. Denn
denkt man sich von einem Eckpunkte aus den Umfang des
Vielecks ganz umgangen, so hat man sich um vier rechte
Winkel gedreht, indem man bei eingehenden Winkeln die
entgegengesetzten Drehungen als subtraktiv betrachtet,
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Siebentes Buch.
Yom Kreise.

69.

Lohrsatz, Jede Sehne im Kreise
ist kiirzer, als der Durchmesser.
(Siehe § 17.)

D Beweis. Sei AB ecine beliebige Sehne
und AD ein Durchmesser, so ist zu zeigen,
dafs AB < AD. Denkt man sich noch den
Radius CA gezogen, so ist (§ 17, 3) AC + CB = AD und
da nun AC 4+ CB > AB (§ 52), so ist auch: AD > AB.

=
(.

Lehrsatz. Die kiirzeste Linie,
welehe von einem Punkt, A, aus-
gserhalb oder von einem Punkt,
O, innerhalb eines Kreises an
die Peripherie gezogen werden
kann, ist diejenige, welche

verlingert durch den Mittelpunkt geht.

Beweis. Die Linien AG, OH gehen verlingert durch
den Mittelpunkt C. Man denke nun andere Linien, AB, OK,
gezogen und B und K mit C verbunden, so ist (§ 52):

AG 4+ CG < OB + AB  und OH 4 CO < CO + OK
subtr. CG = CB subtr. CO = CO
bleibt AG < AB bleibt OH << OK.

71.

Lehrsatz. Die vom Mittelpunkt
auf eine Sehne gefillte Senk-
rechte halbiert die Sehne und
den zugehtrigen Bogen.

Boweis. Sei CP senkrecht auf AB
und bis G verlingert. Denkt man noch
die Radien CA, OB gezogen, so ist, weil
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nach \'n-.-:m.w-[zun;-;, = =90%und < A— ~ B (§ 40),
notwendig auch < n = 2 m (§ 65, Zusatz 4). Daher A ACP
> A BCP (§ 84 oder 387) und hieraus: AP — BP (§ 34,
Anmerkung). Denkt man sich die Figar BCG um CG ge-
dreht und auf ACG gelegt, so miissen, weil die Winkel # und
m sich decken, auch die Bigen AG und BG sich decken, weil
deren Punkte gleich weit vom Mittelpunkt entfernt sind (§ 17),
folglich ist auch are AG — arc BG.

Zusatz, Weil vom Mittelpunkt C nur ein Perpendikel
auf die Sehne AB mdglich ist (§ 50) und dieses durch die
Mitte geht, so ist auch klar, dals das auf der Mitte P einer
Sehne AB errichtete Perpendikel notwendig durch den Mittel-
punkt des Kreises gehen und auch den zugehirigen Bogen
AGB halbieren muls,

72.

Aufgabe, Durch drei ganz beliehig
gegebene (jedoch nicht in gerader Linie
liegende) Punkte, A, B, C, einen Kreis zu
beschreiben,

Auflosung. Man verbinde zwei und
zwei Punkte, A, B und B, C, so kann man
: die Linien AB und BC als Sehnen des zu
beschreibenden Kreises betrachten. Errichtet man also auf

deren Mitten M und P Perpendikel (§ 47, Zusatz), so muls
jedes derselben durch den gesuchten Mittelpunkt gehen (§ 71,
Zusatz) und dieser also der Durchschnittspunkt O sein. Dalfs
die beiden Perpendikel sich notwendig schneiden miissen,
folgt daraus: weil sie auf einer gebrochemen Linie stehen.
also nicht parallel sein kénnen.

Anmerkung, Wollte man zuvor die Moglichkeit der Auf-
I6sung darthun und zeigen, dals es immer einen Punkt, O, giebht,
der von drei beliebigen, nur nicht in gerader Linie liegenden
Punkten, A, B, C, gleich weit entfernt ist, so miilste man die
Hilfslinien OA, OB, OC ziehen. Aus den entstechenden, paar-
weise gleichen, bei M und P rechtwinkligen Dreiecken, néimlich :
A OMC >~ A OMB und 2 OPB ~ A OPA (§ 34) folgt dann
OA = OB =0C. Der mit OA beschrichene Kreis mufs also
auch durch die Punkte B und C gehen. Auch ist leicht einzusehen,
dafs durch drei Punkte nur ein einziger Kreis miglich ist,
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73.

Aufgabe 1. Den Mittelpunkt eines Kreises oder eines
Krcisbogens zu finden.

Aufgabe 2. Einen Kreisbogen zu halbieren.

Aufgabe 3, Um ein Dreieck einen Kreis zu beschreiben,
so dafs die Seiten des Dreiecks Sehnen des Kreises werden.

Auflosung 1. Man nehme in dem Bogen drei Punkte
beliebig an und verfahre wie im § 72.

Auflosung 2. Die die Sehne halbierende Gerade halbiert
zugleich den Bogen (§ 71, Zusatz).

Auflosung 3. Man errichte auf den Mitten zweier Seiten
Perpendikel, so ist der Durchschnittspunkt derselben der ge-
suchte Mittelpunkt.

Man wird hier die merkwiirdige Eigenschaft des Dreiecks
bemerken, dals die auf den Mitten seiner Seiten errichteten
drei Perpendikel sich in einem und demselben Punkt, nim-
lich im Mittelpunkt des umgeschriebenen Kreises schneiden
miissen.

74,

Lehrsatz. Eine Linie, TH, welche
auf einem Radius, CA, im End-
punkt, A, senkrecht steht, hat nur
diesen einen Punkt A mit der Pe-
ripherie gemein.

Beweis. Um zu zeigen, dals jeder
andere Punkt, M, in der Linie TH, wie
nahe er auch bei A liegen moge, dennoch
aufserhalb des Kreises liegt, denke man vom Mittelpunkt nach
ihm die Linie CM gezogen, so entsteht ein bei A rechtwink-
liges Dreieck CAM, in welchem CM eine Schriige und folglich
grofser, als der Radius CA ist (§ 51). Der Punkt M liegt
also weiter, als A vom Mittelpunkt entfernt, mithin aufserhalb

des Kreises (§ 17).

id.
Erklarung. Eine gerade Linie, welche nur einen Punkt mit

der Peripherie eines Kreises gemein hat, sonst aber ganz aulser-
halb dessclben liegt, heilst eine Tangente (Beriihrungslinie)
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Um durch einen in der Peripherie gegebenen Punkt, A, eine
Tangente an den Kreis zu ziehen, verbinde man A mit dem
Mittelpunkt C und errichte auf dieser Linie CA in A eine
Senkrechte (§ 74). Es ist leicht einzusehen. dafs durch einen
Punkt A nur eine einzige Tangente am Kreise méglich ist,
d. h. jede andere durch A gehende Linie mufs notwendig in
den Kreis hinein treten und ihn schneiden. Denn dichte man
sich auf diese zweite Linie von C eine Senkrechte, CP, gefillt.
80 miilste diese kiirzer sein, als die Schriige C'A, mithin der
Fulspunkt P der Senkrechten innerhalb des Kreises liegen.

76.

Aufgabe. In ein gegebenes Dreieck,
ABC, einen Kreis zu beschreiben, so
dafs der Kreis alle drei Seiten beriihrt.
mithin die Seiten des Dreiecks Tan-
genten des Kreises werden,

Auflosung, Man halbiere zwei be-
liebige Winkel. B und C (§ 48), fille
vom Durchschnittspunkt O der Halbierungslinien auf eine der
drei Seiten eine Senkrechte, OR, so ist OR der Radius und
O der Mittelpunkt des eingeschriebenen Kreises,

Beweis. Es braucht nur gezeigt zu werden, dafs alle drei
von O auf die Seiten des Dreiecks gefiillten Perpendikel OR,
OP, 0Q, gleich sind. Zuvorderst sind nun die beiden bei R
und P rechtwinkligen Dreiecke ORC und OPC kongruent, weil
sie eme Seite, OC, gemeinschaftlich, ferner einen anliegenden
Winkel, y = ¢, und einen gegeniiberliegenden Winkel,
R = P, gleich haben, (§ 65, Zus. 5). Mithin ist OR — OP.
Eben so beweist man, dafls /. ORB o~ A 0QB, und hieraus:
OR = 0Q.

Tt
Aufgabe. Es sind drei gleiche Kreise, A, B, C. gegeben,
deren Mittelpunkte A, B, C nicht in gerader Linie liegen,
Einen vierten Kreis zu beschreiben, der alle drei berithrt,
Auflosung. Man verbinde ihre Mittelpunkte, errichte auf
die Mitten zweier Verbindungslinien Perpendikel, welche sich
in dem gesuchten Mittelpunkt schneiden (& 70).
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Erklirung. Ein Winkel im Kreise,
dessen Scheitel im Mittelpunkt liegt, heilst
(Centriwinkel, zur Unterscheidung von
einem solchen, dessen Scheitel in der
Peripherie liegt und den man deshalb
Peripheriewinkel nennt. — Von jedem
dieser Winkel sagt man: er stehe auf dem
Bogen, den seine Schenkel zwischen sich
fassen. So steht z, B. der Centriwinkel C auf dem Bogen
AB und der Peripheriewinkel D auf dem Bogen GH

79.

Lehrsatzz. Der Centriwinkel ist
immer doppelt so grols, als ein auf
demselben Bogen stehender Peri-
pheriewinkel.®)

Beweis. Wir miissen hier drei Fille
besonders betrachten.

1. Fall. Wenn der Mittelpunkt auf einem
Schenkel des Peripheriewinkels liegt. In diesem Falle ist der
(entriwinkel @ Aulsenwinkel an dem gleichschenkligen Dreieck
CAD, mithin ~ ¢ = ~ 2n. (§§ 66, 40 und 17, 3.)

2. Fall. Wenn der Mittelpunkt zwischen
die Schenkel des Peripheriewinkels fillt.
Man denke jetzt den Durchmesser DE ge-
zogen, so teilt dieser sowohl den Centri-
winkel, als den Peripheriewinkel, jeden
in zwei Teile und es ist nun, ganz wie
im ersten Fall, der links liegende Teil
des Centriwinkels doppelt so grofs, als
der links liegende Teil * des Peripheriewinkels, niimlich:
~ ACE = 2. ~ ADE. Ebenso auf der andern Seite ~ ECB
= 2. ~EDB, mithin »~ ACE 4+ ~ ECB = 2. ~ ADE +
9. .~ EDB oder .- ACB = 2. £ ADB,

*) Um Raum zu sparen, werden wir von jetzt an, statt die Beweise
wie bisher in Worten zu geben, oft nur die sur Fiihrung derselben
nitigen Siitze citieren. Auch =ollte der Anfinger von nun an versuchen,
leichtere Beweise und Aunfldsungen selber zu finden.
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3. Fall. Wenn der Mittelpunkt auflser-
halb der Schenkel des Peripheriewinkels
liegt. Man denke wieder den Durchmesser
DE gezogen, so ist am gleichschenkligen
Dreieck CAD der Winkel CDA =— A
(§ 40), der Aufsenwinkel ACE — 2,CDA
oder @ + b = 24 -+ 2y, da nun aber
(erster Fall) b= 2y, so bleibt offenbar, wenn man & gegen
2y weglilst, a — 2.

20

Lehrsatz. Peripheriewinkel auf
einerlei Bogen sind gleich.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus dem
vorhergehenden Lehrsatz, nach welchem
Jeder auf dem Bogen AB stehende Peri-
pheriewinkel D, D', D”. .. halb so grols
ist, als der auf demselben Bogen stehende
Centriwinkel ACB.

Zusatz. Weil ein Centriwinkel, ACB, gerade so viele
Winkelgrade hiilt, als der Bogen AB, worauf er steht, Bogen-
grade, so ist klar, dals ein auf demselben Bogen steliender Peri-
pheriewinkel, D, I'... gerade halb so viele Grade hilt. Man
pflegt dies so auszudriicken: Ein Centriwinkel hat den
ganzen Bogen, ein Peripheriewinkel den halben
Bogen zu seinem Maflse, worauf er steht. Kimen
z. B. von den 360 gleichen Bogen (Bogengrade), in welche
man sich die ganze Peripherie geteilt denkt, 60 solcher Teile
auf den Bogen AB, so wire der Centriwinkel ACB — 600
und der Peripheriewinkel D = % = 30°,

81.

Lehrsatz. Jeder Winkel im Halbkreise ist- ein
rechter Winkel.

Beweis. Unter Winkel im Halbkreise versteht man einen
Peripheriewinkel, der auf dem Halbkreise oder Durchmesser
steht und hieraus folgt schon, weil nach § 80, Zusatz, der
Peripheriewinkel ADB den halben Bogen AD zu seinem

s0° A " . :
Mafse hat, dals .~ ADB = : 5 = 90°% Um dies jedoch noch

BADISCHE
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auf eine andere Weise zu zeigen, verbinde
man D mit dem Mittelpunkt C, so entstehen
awei gleichschenklige Dreiecke, CAD und
CDB, daher « A= £ nund < B=2m
(§ 40). Da nun (§ 66) der Aulsenwinkel
a am Dreieck ODB doppelt so grols als
m, und der Aulsenwinkel b am Dreieck
CAD doppelt so grofs als %, und @ und b, als Nebenwinkel,
2R betragen, so miissen m und # zusammen, d. i der Winkel
im Halbkreise, néimlich ADB, ein Rechter sein.

82,

Aufgabe. Auf einer Linie, AB, im End-
punkte A ein Perpendikel zu errichten,
ohne die Linie erst zu verlingern.

Auflosung. Man nehme in AB einen
Punkt, D, beliebig und beschreibe aus A
und D mit einerlei Radius zwei Bogen,
die sich in C schneiden. Aus C beschreibe
mit demselben Radius einen Bogen, welcher die von D durch
C gezogene Linie in E schneidet und ziehe dann EA, welches
das verlangte Perpendikel ist.

Beweis. Denkt man sich den aus C beschriebenen Bogen

zu einem ganzen Kreise vollendet, so ist, weil DE ein
Durchmesser, EAD ein Winkel im Halbkreise, mithin ein
rechter Winkel (§ 81).

(o8]

b
Aufgabe, Von einem aulser-
halb eines Kreises, C, gegebenen
Punkt, T, eine Tangente an
den Kreis zu ziehen,
Auflosung. Ziehe CT und
beschreibe iiber diese, als Durch-

messer, einen zweiten Kreis,

S der den gegebenen in zwel
Punkten, A und}B, schneidet, ziehe AT und BT, so hat man

zwei Tangenten.
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Beweis. Denkt man noch die Radien CA, CB gezogen,
so sind A und B Winkel im Halbkreise und folglich AT
senkrecht auf CA (8§ 81, 74).

o4,
Lehrsatz. Ein Tangentenwinkel,
d.i. ein Win kel, den eine Ta ngente,
TB, und eine Seh ne, AB, mit ein-
ander machen, hat die Hilfte des
Bogens AB zu seinem Ma [se, den
seine Schenkel zwischen sich
fassen und ist also gleich einem
Peripheriewin kel, der auf demselben Bogen
AB stelt.

Boweis. Ist B der Ih-ri‘a]11-L1ngs]mnkt. s0 muls der von B
gezogene Durchmesser DB auf BT senkrecht stehen (3 75),
also # 4 % = 909 gein. Zieht man noch AD, so ist A =900
(3 81), folglich auch m - 7= 90° (§ 65). Da es nun einerlei
ist, ob man z oder m zu n addiert, indem man jedesmal 900
arc A3

9

erhillt, so muls auch # = m — sein. (§ 80, Zusatz.)

85.

Aufgabe.  Uber eine als
Sehne gegebene Linie, a, einen
Kreis zu beschreiben, in wel-
chem alle auf dieser Sehne oder
ihrem Bogen stehenden Peri-
pheriewinkel einem gegebenen
Winkel, m, gleich sind.

Aufiosung. Stecke die ge-
gebene Sehne @ in AB ab,
trage an das eine Ende der-
selben den gegebenen Winkel . und betrachte den andern
Schenkel AT als Tangente. Errichte nun auf AT in A und
auf der Mitte von AB Perpendikel (§ 82, 47, Zusatz und 45),
so ist deren Durchschnittspunkt C der gesuchte Mittelpunkt
und CA = CB der Radius (§ 71, Zusatz und 75) und alle
auf dem Bogen: AB stehenden Peripheriewinkel sind dem
Winkel m gleich (§ 84).

Litbsens Elementar-Goometrie, o
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*) Aufgabe. Es sind die
Lagen dreier Punkte, A, B, C,
oder was dasselbe ist, das Drei-
eck ABC und zwei Winkel,
a und b, gegeben. Es soll die
Lage ecines vierten Punktes,
D, so bestimmt werden, dals
die von ihm nach A und B
gehenden Linien den Winkel
@ und die nach B und C
gehenden Linien den Winkel
b bilden.

Auflosung. Man beschreibe, wie in vorhergehender Auf-
gabe, iiber AB als Sehne einen Kreis, in welchem alle auf
stehenden Peripheriewinkel dem gegebenen

|‘ dieser Sehne

Winkel a gleich sind, so muls der gesuchte Punkt D not-
wendig irgendwo in dieser Kreislinie liegen. Beschreibt man
also auch iiber BC als Sehne einen Kreis, in welchem alle auf
BC stehenden Peripheriewinkel dem Winkel b gleich sind, so
mufs der gesuchte Punkt D auch in diesem Kreise liegen,
und mithin (weil er in beiden Kreisen zugleich liegen muls)
in ihrem Durchschnittspunkt D.

Anmerkung 1. Wiiren zufillig die Winkel A und C des
gegebenen Dreiecks den gegebenen Winkeln b und a gleich,
g0 fallen beide Kreise zusammen und die Lage des Punktes
D ist dann nicht bestimmd.

Dieses sogenannte Pothenot'sche Problem ist sowohl fiir
die niedere als hishere Geodiisie sehr wichtig.

Anmerkung 2. Beschreibt man iiber AC als Sehne einen
Bogen, in welchem alle Peripheriewinkel dem Winkel ADC
— a 4 b gleich sind, so mufs auch dieser Bogen durch den
gesuchten Punkt D gehen. Auch ist klar, dals die drei ge-
gebenen Punkte, A, B, C, in gerader Linie liegen konnen,
5 so wie auch, dafs der Punkt D jenseits AC, innerhalb oder
aufserhalb des Dreiecks ABC fallen kann.

~71-) BADISCHE
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87.

Lehrsatz. Zwei parallele Sehnen
fassen gleiche Bégen zwischen
sich.

In Zeichen:

Wenn: so ist:
AB || GH arc AG = arc BH,
Beweis. Das vom Mittelpunkt auf AB gefilllte Perpen-
dikel CP steht auch senkrecht auf GH (§ 61, Zusatz) und
halbiert die Sehnen und ihre Bogen (§ 71). Es ist also
arc AM = arc BM, und da auch arc GM — arc HM, so ist
auch (Gleiches von Gleichem subtrahiert): arc AG = arc BH.
Dies folgt auch, wenn man AH zieht, dann sind die Wechsel-
winkel gleich, und zu gleichen Peripheriewinkeln gehiren
gleiche Bigen.,

88.

Lehrsatz. Ein Winkel, durch
zwei Sehnen gebildet, hat die
l1aHJcSummcderbeidenBﬁgenzu
seinem Malse, welche seine*)
Schenkel zwischen sich fassen.

In Zeichen:

arc AB + are CD
—5
Beweis. Denkt man DG || CB gezogen, 80 ist =~ D —
< @ (§ 61, Zusatz). Der Peripheriewinkel D hat nun aber
den halben Bogen ABG, d. i, die Hilfte von (arc AB -+
arc BG), also auch, weil arc CD = arc BG (§ 87), die Hiilfte
von (arc AB + arc CD) zu seinem Malse. Dieser Satz ist
besonders beim Gebrauch der Winkelmesser wichtig, Kimen
z. B. von der in 360 Bogengrade geteilten Peripherie 60° auf

{"{ {1 4_{' 0
AB und 40° auf CD, so wire z — L :‘; :

J— 5(}\’.]_

*) Es sollte heifsen: seine direkten und entgegengesetzten,

o
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Lehrsatz. Ein Winkel, durch zwei
Sekanten (d. i. den Kreis schei-
dende Linien) gebildet, hat die
halbe Differenz der beiden Bigen
zu seinem Maflse, welche seine

Schenkel zwischen sich fassen. e
In Zeichen: '

arc AB — are CD o

Yy = il N

- (}

i |

Beweis. Denkt man sich CG | DB gezogen, so ist
’ are AG
C = y, folglich y = L:; 3

weil aber are CD = arc GB

& 87), folglich arc AG — arc AB — arc GB = arc AB —

s

d | arc 0D, so ist auch y = so Al ; 22 (J]). Kimen z B. -"
’ 124 Bogengrade auf arc AB und 40° auf arc CD, so wiire
e ]24:-1"! — 490,
90.
Lehrsatz. In jedem Viereck,
dessen Ecken in einem Kreise

liegen, also in jedem Sehnen-
viereck, betragen je zwel gegen-
iiber liegende Winkel zusammen
zwei Rechte.

2z A+ 2C = 180°

ZB Y+ 2D = 1807 ge
Beweis. Der }_’cri}ahf*rie.winlu-l A hat die Hilfte des

Bogens BCD, wund  der gegeniiber liegende Winkel C £
die Hilite des Bogens DAB, also beide zusammen die
Hilfte der ganzen Peripherie zu ihrem Malse, daher
8600 .
2 A4+ 20=""""=180°. Eben so =B+ 2D = 180".
: Zusatz. Wenn in einem Viereck zwei gegeniiber liegende |

{ Winkel zusammen zwei Rechte betragen, so lilst sich um ein
solches Viereck immer ein Kreis beschreiben, sonst nicht.

“11-} BADISCHE
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Achtes Buch.

Vom Parallelogramm der Gleichheit und der Berech-
nung des Flicheninhalts geradliniger Figuren.

91,
Erklarungen. Ein Viereck erhilt nach dem Verhiltnis und
der Lage seiner Seiten folgende besondere Namen. Es heifst:
1) Parallelogramm, wenn je zwei gegeniiber liegende
Sciten parallel sind.
Rechtwinklige Parallelogramme:
a) Rechteck (Rektangel, Oblongum), wenn nur die
gegeniiberliegenden Seiten gleich grofs sind.
b) Quadrat, wenn alle wvier Seiten gleich lang sind.
Abgekiirzt mit [ oder q.
Schiefwinklige Parallelogramme:
a) Rhomboid, wenn nur die gegenitberliegenden Seiten
gleich grofs sind.
b) Rhombus oder Raute, wenn alle 4 Seiten gleich
lang sind.
2) Trap ez (Paralleltrapez), wenn nur zwei Seiten parallel sind.
3) Trapezoid, oder Viereck schlechtweg, wenn keine
Seite einer andern parallel ist,
Anmerkung. Das Viereck in § 90 bezeichnet man mit
p Vicreck ABCD* oder kiirzer mit , Viereck ACY,

92,

Lehrsatz. In jedem Parallelogramm sind die
gegeniiber liegenden Seiten und Winkel einander
gleich, und eine Diagonale teilt es in zwei kon-
g'rtlt:nte Dreiecke.

Beweis. Weil im Parallelo-
gramm die gegeniiber liegenden
Seiten parallel sind, so sind erstlich
die innern Wechselwinkel gleich,
a=mn, b=m, § 61, Zusatz. Die
beiden Dreiecke ACD und ABD
haben nun eine gemeinschaftliche Seite und beide anliegenden
Winkel gleich, daher A ACD & A ABD (§ 37) und hieraus
folgt AB = CD, AC =BD und ~ B — ~ C.

LB BADISCHE =
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Zusatz. Wenn umgekehrt in einem Viereck jedes Paar
gegenitberliegender Seiten gleich sind, sosind sie notwendig auch
parallel, und das Viereck ist dann ein Parallelogramm; denn
nachdem die Diagonale AD wieder gezogen, folgt nach § 41
die Kongruenz der Dreiecke und daraus die Gleichheit der
inneren Wechselwinkel. Diesen Satz kann man zur Kon-
struierung eines Parallelogramms benutzen, von welchem zwei
Seiten, AC, CD, und der eingeschlossene Winkel C ge-
geben sind.

93.

Lehrsatz. Wenn in einem Vier-
eck zwei Seiten parallel und
gleich sind, so ist dasselbe ein
Parallelogramm.

Beweis. Sei AB gleich und parallel
mit CD. Ziehe eine Diagonale, AD,
go sind, weil AB| CD, die Wechsel-
winkel m und % gleich. Da nun auch
AB = CD so sind die beiden Dreiecke ACD und ABD
kongruent (§ 84) und hieraus folgt £ CAD = £ ADB,
oder AC || BD. Nun sind beide Paare Gegenseiten parallel,
folglich das Viereck ein Parallelogramm.

Lehrsatz. Die beiden Dia-
gonalen eines Parallelo-
gramms halbieren sich
gegenseitig.

Beweis. Weil AB| CD, so

] ist (§ 61, Zusatz) ¢ = m, und
b= n, und da auch AB = CD, so ist (§ 37) A MAB A MCD
und hieraus folgt: AM=MD und CM = MB.

Aufgabe. Man zeige, dals die von den Ecken eines be-
liebigen Dreiecks ABC auf die gegenitber liegenden Seiten

gefillten drei Perpendikel sich in einem und demselben Punkte
schneiden miissen.

Auflosung. Man ziche durch die Ecken A, B, C Paral-
lelen mit den gegeniiber liegenden Seiten, so bilden diese
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ein neues Dreieck DEF und der Beweis folgt nun leicht aus:
§ 61, Zus, § 92 und § 73, Aufg. 3.

05.

Erklarungen 1. Wenn man in einem Parallelogramm
eine beliehige Seite, CD, als Grundlinie betrachtet, so heilst
das von einem beliebigen Punkt, M, der gegeniiber liegenden
parallelen Seite auf die (ndtigenfalls verliingerte) Grundlinie
gefiillte Perpendikel MP (also die Entfernung der beiden paral-
lelen Seiten) die Hohe des Parallelogramms. Nimmt man
daher in einem Rechteck eine Seite zur Grundlinie, so ist die
daran stofsende die Hohe.

In einem Quadrat sind Hohe und Grundlinie gleich,

2. Eben so kann man in einem Dreieck eine beliebige
Seite, BC, als Grundlinie betrachten, und dann heilst das von
der gegenitber liegenden Spitze auf die Grundlinie gefiillte
Perpendikel AP die Hohe des Dreiecks. Befindet sich an der
Grundlinie ein stumpfer Winkel, so fillt das die Hohe an-
gebende Perpendikel aufserhalb des Dreiecks auf die Ver-
Lingerung der Grundlinie.

Nimmt man in einem rechtwinkligen Dreieck eine Ka-
 Dig- thete zur Grundlinie, so ist die andere Kathete die Hohe.
Ligle- Die nachstehenden Sitze beziehen 'sich auf die Glejch-

heit geradliniger Figuren (siche § 17, 2 und § 18) und die
daraus entspringenden Siitze.
D, ® Umfang (§ 82) ist nicht mit Inhalt zu verwechseln,

96.

Lehrsatz. Parallelo-
gramme von gleicher
Grundlinie und Héhe
sind inhaltsgleich,

Haben  also die beiden
Parallelogramme ABDC und

EFDC gleiche Grundlinie

BADISCHE
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| (CD — CD) und gleiche Hohe (die Entfernung der Seite
f AB von CD =— der Entfernung der Seite EF von CD), so
sind sie inhaltsgleich.

Beweis. Denkt man sich
die Grundlinie des 1. Parallelo-
gramm auf die des 2. gelegt,
so fillt die Seite EF auf die
verlingerte AB und es konnen
alsdann die Punkte 13 tnd E
zusammenfallen (siehe neben-

stchende Figur), oder E fillt zwischen A und B (die folgende
Figur), oder endlich E fillt auf die Verlingerung von AB
1 (letzte Figur). In jedem dieser
3 Tille entsteht ein Trapez ACDF
und zwei Dreiecke ACE und

A E B

BDF. Diese beiden Dreiecke sind
nach § 65,5 kongruent, weil sie
eine Seite (AC = BD s. § 92),

) D einen anliegenden Winkel (A =B

als km‘rcspnndleruudi-n Winkel) und einen jener Seite gegen-
iitber liegenden Winkel (E = F gleichfalls als korrespondirenden
Winkel) gleich haben. Mit-
hin sind die Dreiecke auch
inhaltsgleich.  Zieht man
daher /. ACE vom Trapez
ACDF ab, so muls man
eben so viel erhalten, als
wenn man /A BDEF vom
Trapez ACDF abzieht. Im ersten Falle erhdlt man aber
Parallelocramm CEFD, im zweiten Falle Parallelogramm
CABD, die mithin gleich sein miissen.

Lehrsatz. Ein Drei-
eck ist halbso grofls,
alseinRechteck(oder
Parallelogramm)von
gleicher Grundlinie
und Hohe.

T ————————
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Beweis. Auf der Grundlinie BC des Dreiecks DBC denke
man sich das Rechteck GACB von gleicher Hohe errichtet
(§ 95, 2). Denkt man sich jetzt das Dreieck DBC zu einem
Parallel |_>g1-mnm. DECB, ergiinzt, so ist dieses Parallelogramm
eben so grofs, als das Rechteck GACB (8 96), tolrrlmh ist
auch du- Hilfte des Parallelogramms, niimlich das Dreieck
DBC gleich dem halben Rechteck GACB (§ 92).

Zusatz. Dreiecke von einerlei Grundlinie und Hghe (oder
Dreiecke von gleicher Grundlinie, deren Spitzen in der Paral-
lelen zur Grundlinie liegen) sind inhaltsgleich, weil jedes halb
so grofs ist, als das Rechteck von derselben Grundlinie und
Hihe,

Berechnung des Flacheninhalts. Durch den vorher-
gehenden Lehrsatz sind wir nun in den Stand gesetzt, die
Flichengrilse einer jeden geradlinig begrenzten Figur auszu-
messen und durch Zahlen ])i“:tl]llmt anzugeben, Da wir
nimlich eine jede, in noch so beliebigem Zickzack geradlinig
begrenzte Figur durch Diagonalen immer in ein Netz von
Dreiecken zerlegen konnen, und jedes Dreieck halb so grols
ist, als ein Rechteck von derselben Grundlinie und Hihe, so
kommt die so verwickelt scheinende Aufgabe darauf 7111'1ch
nur Mittel und Wege zu ersinnen: (len Flicheninhalt eines
Rechtecks durch Zahlen anzugeben. *

Als die bequemste Form der 1LlLIw113111]1(’1t zeigt sich
sogleich die quadratférmige.

Quadratformige Flicheneinheiten giebt es in der Praxis
von verschiedener Grofse und die alle nach der ihnen zum
Grunde liegenden Léngeneinheit, nur mit dem Beiwort:
Quadrat benannt werden. Wiire z. B. (siche folgende Figur)
die Linie ab =1 m, so wiire das daruber stehende Quadrat,

d. h. die davon eingeschlossene Fliche abcd — 1 qm (d. i
;»1 Quadratmeter). Wiire ab = 1 cm, so wiire die Fliiche von

abed = 1 qem. Hiernach versteht man nun auch, was eine
Quadratmeile, Quadratyard, Quadratfuls ete. bedeutet.

*) Die alten Rémer unter den Konsuln verstanden noch nicht, den
Flicheninhalt eines Dreiecks zu bestimmen.
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99.

Lehrsatz. Der Inhalt eines
Rechtecks ist gleich dem Pro-
dukt aus Grundlinie und Hohe.

Beweis. Sei, um ein bestimmtes
Beispiel zu haben, die Flicheneinheit
abed=1 qm. Die Lingeneinheit ab=
1 m sei sechsmal in der Grundlinie CD
und siebenmal in der Hohe AC ent-
halten, so ist einleuchtend, dafs, wie
in der Zeichnung angedeutet, auf der Grundlinie gerade 6 qm
neben einander Platz finden, und dafs 7 solche Reihen, von
je 6 qm, das ganze Rechteck ausfillen und folglich dessen
Inhalt in Quadratmeter ausgedriickt, 7 mal 6 qm, oder =
o | 42 qm ist, und so in jedem andern Fall. Wiire z. B. CD=

II 7t m, AC=10 m, so wire der Inhalt des Rechtecks = 71.10
I oder 75 qm. Die Regel, um den Inhalt eines Rechtecks zu
finden, ist also diese: Man mifst mit der, der Flicheneinheit
zu Grunde liegenden Liingeneinheit erst Grundlinie und Hohe
des Rechtecks, multipliziert dann beide (vorliufig als unbenannt
zu betrachienden) Zahlen mit einander und legt dem Produkt
die Benennung der Lingeneinheit, jedoch mit dem Beiwort
,Quadrat®, bei. Wire z. B. CD =3 cm, AC = 5 em, so
wire der Inhalt des Rechtecks — 15 qem.
Zusatz 1. Eben so findet man den Inhalt eines Parallelo-
gramms, indem man die Grundlinie mit der Hohe multipliziert

(§ 95, 1 und § 96).
Jusatz 2. Dividiert man den Inhalt eines Rechtecks
. durch die Grundlinie oder Hohe, so giebt der Quotient die
! andere Linie,

100.

Die im vorigen Lehrsatz ausgesprochene Regel, nach
welcher man Grundlinie und Hohe mit einander multiplizieren
muls, um den Inhalt eines Rechtecks zu finden, pllegt man
kurz in Zeichen anzudeuten, indem man die beiden Linien
als Faktoren ansetzt und ihr Produlkt {_Fliichvuinhult} mit F
bezeichnet. Fiir das Rechteck ABCD (§ 99) wire also
1 Inhalt: F = AC.CD. Gewothnlich bezeichnet man

(LESREN
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aber bequemer die Hohe durch % und die Grundlinie (Basis)
durch b, niimlich: F = bh.

Es versteht sich bei dieser Formel aber von gelbst, dals
man die Lineargréfsen b und % mit einer Liingeneinheit aus-
gemessen und als Zahlen denken muls, weil man keine Linien,
als ausgedehnte Girofsen, mit einander multiplizieren kann.

Auch ist klar, dafls beide Falktoren, b und %, einnamig
und gleichnamig sein, und notigenfalls erst auf solche reduziert
werden miissen, bevor man sie mit einander multiplizieren kann,
In der Regel ist es am bequemsten, mehrnamige Zahlen statt
auf die niedere, auf die hohere zu reduzieren. Hierbei wollen
wir nur noch bemerken, dafs im Decimalsystem 1 m = 100 em,
1 em = 10 mm und folglich 1 Quadratmeter (qm) = 10000 gem,
1 gem = 100 qmm ete.

101.

Aufgabe. Folgende Rechtecke zu berechnen; % bedeutet
Hthe, » Grundlinie, F' Inhalt, qm Quadratmeter etc.

Gegeben: Gesucht:
1) A=233 m, b =64 m; F=24% qm =24 qm 7500 qcm;
2) h=2m, b =87 em; F = 17400 q¢cm =1 qm 7400 qem ;
3) h=104m 7cem, 5=90m 64cm:F = 9432,9048 qm.
4) =259 m, b=37,8m; F = 979,02 qm;
5) F =230 qm, A==13} m; =164 m=16m 79/; cm;
6) F=4 qm; b==16 cm; h=2500 ¢cm = 25 m.
7) F=1285qm 935qem, 4 = 18 m 90 om; &= 1508,431 em=15m 8,431 cm.
8) F=1,06 qm, b=10,Tm; h=1,5143 m =1 m 51,43 cm.

102.

Lehrsatz. Der Inhalt eines
Dreiecks ist gleich dem halben
Produkt aus Grundlinie und
Hihe.

In Zeichen:

F = 1BC.AD,
oder kiirzer:
= 1hh
Beweis. Dies folgt aus § 97, wonach ein Dreieck gerade
halb so grofls ist, als ein Rechteck von derselben Grundlinie
und Hihe.

BADISCHE
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Um den Inhalt eines Dreiecks zu berechnen, kann man
auch erst die Grundlinie oder die Hshe durch 2 dividieren,
also die halbe Grundlinie mit der Hohe oder die halbe Hohe
mit der Grundlinie multiplizieren,

Umgekehrt findet man die Hohe eines Dreiecks, wenn
man den Inhalt durch die halbe Grundlinie dividiert. Beispiele:
Gegeben: Gesucht:

1) b=24m Sdem, Ah=26m 18cm;F = 325,1556 qm= 325qm 15566 qem ;
2 F =11} qm, b=24m S86cm; A=056,2215 m=6m 22,
8) i=12m, F=10,4158 qm=4158 qcm

4) F =543 qm, b= 1414,06 cm = 14m 14,00 cm,

15 em;

=643 cm;
h="Tb68 cm;

103.

Lehrsatz. Der Inhalt eines
Trapezes ist gleich dem
Produkt aus der Héhe und
der halben Summe seiner
beiden parallelen Seiten.

In Zeichen:

B CD
F— 225 —.6H
oder kiirzer, indem man CD = g, AB = b, GH = P setzt:
a + b
Fi==- 5 -.h.
Beweis. Durch eine Diagonale wird das Trapez in zwei
Dreiecke geteilt, welche die parallelen Seiten CD = a und

AB — b zu Grundlinien und die Hohe des Trapezes HG = I,

zur Hohe haben (§ 63). Die Flichensumme beider Dreiecke

giebt die Fliche des ganzen Trapezes. Nun ist die Fliche

des Dreiecks BCD — ! ah und die des Dreiecks CAB = } bh,
o e : . b b

mithin die Summe beider F = ajg “F --‘;ﬁ =2 :;—-.h. Wiire

zB.a=16 m 40 cm, 5 =10 m 75 cm und A = 9 m 37} cm,

1.(16% 4 10)) . 93 = 1274f qm = 127 qm

so wire F
26564 qem.
104.

Um den Flicheninhalt einer jeden andern geradlinigen

Figur zu bestimmen, zerlege man sie durch schicklich ge-
zogene Diagonalen in lauter Dreiecke, messe in jedem eine
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Grundlinie und die zugehirige Hohe, berechne den Inhalt
eines jeden Dreiecks besonders, so giebt die Summe aller ‘den
Inhalt der ganzen Figur. Um nicht mehr Linien zu messen,
als notig ist, kann man darauf achten, dals immer zwei
Dreiecke eine gemeinschaftliche Grundlinie haben. Oftmals
lifst sich auch eine Figur oder Teile derselben in Parallelo-
gramme, Rechtecke oder Trapeze zerlegen.

Da im Quadrat: Grundlinie und Héhe gleich sind, so
findet man den Inhalt eines Quadrats, indem man eine Seite
desselben mit sich selbst multipliziert, und umgekehrt findet
man die Seite eines Quadrats, wenn man aus dem Inhalt
desselben die Quadratwurzel zieht. Wire z. B. in dem Qua-
drat ABGF (siehe folgende Figur) die Seite AB — 12 m, so
wire der Inhalt F — AB.AB — 144 qm. Wire umgekehrt
der Inhalt = 144 qm gegeben, so wiire eine Seite desselben
=V 144 = 12m.

Beispiele. Man suche die Seiten der Quadrate, deren
Inhalt 106929 qm; 604 qm 140 qem; 2 qm; 13 qm; 0,6 qm;
2,8 qm; 0,908 qm.,

Antwort. Die Seiten sind 327 m; 24,5767 m3; 1,414 m;
1,0801 m; 0,7746 m; 1,67382 m—1m 67,332 cm; 0,95289 m
= 95,289 cm.
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Neuntes Buch.

Der Pythagoriische Lehrsatz,

105.

Lehrsatz. In jedem
rechtwinkligen Dreieck
ist das Quadrat der Hy-
potenuse so grols, als
die Quadrate der beiden
Katheten zusammen ge-
nommen.

In Zeichen:*)

OBH= OAG -+ [JAD, oder
BC:=AB?+AC=.
Beweis. Sei CAB ein

bei A rechtwinkliges Dreieck

und iiber seinen drei Seiten

Quadrate errichtet, so soll die

Fliche des auf der Hypo-

tenuse BC stehenden Quadrats BCHJ allein so grofs sein, als

die Tliichen der beiden auf den Katheten stehenden Quadrate

ABGF und ACDE zusammen genommen.

Aus dem Scheitel A des rechten Winkels sei AL || CH
gezogen, so ist dadurch das Quadrat der Hypotenuse in zwei
Rechtecke CHLK und LKBJ geteilt, und es lifst sich nun
zeigen, dafs jedes der beiden Rechtecke seinem benachbarten
Quadrate an Inhalt gleich ist. Zieht man niimlich noch die
Hiilfslinien AJ und CG, so haben die beiden Dreiecke ABJ
und CBG zwei Seiten und den eingeschlossenen Winkel gleich,
niimlich: JB=CB, AB=GB und 2 ABJ=< CBG=90°4-
~ ABC, daher: A ABJ > A CBG (§ 84). (Man denke sich
das Dreieck CBG um den Punkt B gedreht, so fillt der Punkt
C auf J und G auf A). Das Dreieck ABJ hat nun mit dem
Rechteck LKBJ einerlei Grundlinie, BJ, und gleiche Hohe, KB,
eben so haben das Dreieck CBG und das Quadrat ABGF einerlei

*) BC? bedeutet so viel als BC.BC oder das iiber die Linie BC
konstruierte Quadrat,
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Grundlinie, BG, und gleiche Hohe, AB, daher: (§97) A ABJ =
} Rechteck KBJL, und A CBG = } Quadrat ABGF. Da nun
die beiden Dreiecke ABJ und CBG gleich grofs sind, so ist
auch: } Rechteck KBJL, — !} Quadrat ABGF, also auch das
ganze Rechteck KBJL so grofs, als das Quadrat ABGF. Eben
so zeigt man an der andern Seite,*) indem man die Hilfs-
linien AH und BD zieht, dafs auch das Rechteck CHLK dem
Quadrat ACDE an Fliche gleich ist, und folglich auch beide
Rechtecke zusammen, d, i, das Quadrat der Hypotenuse, so
grols ist, als die Summe der Quadrate der beiden Katheten,**)

Zusatz. Das Quadrat der einen Kathete ist so grols als

das Quadrat der Hypotenuse weniger dem Quadrat der andern
o™ Kathete.
106.

Aufgabe. Ein Quadrat zu zeichnen, welches 1) so grofls
ist, als die Summe zweier gegebenen Quadrate, 2) welches so
grols ist, als die Differenz derselben, und 38) welches 2, 3, 4. .
mal so grofs ist, als ein gegebenes Quadrat.

Auflosung. Siehe § 45, Randanmerkung,

107.

Dieselbe merkwiirdige Beziehung,
welche unter den Flichen der, auf den
Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks
stehenden Quadrate stattfindet, muls
offenbar auch unter den Quadratzahlen
dieser Seiten stattfinden, d. h. wenn
man die Seiten eines rechtwinkligen
Dreiecks mit einerlei Liingeneinheit ausmifst, so mufs das
e Quadrat von der Zahl, welche die Liinge der Hypotenuse angiebt,

*) Der Anfinger mige sich die Figur grofser zeichnen.

**) Obgleich man eigentlich von keinem Lehrsatz sagen kann, er
sei der wichtigste in der Geometrie, indem alle, als Glieder einer Kette,
gleich notwendig sind, so dienen doch einige Siitze nur zur Begriindung
3 anderer, von denen mehrere praktische Anwendungen gemacht werden
konnen, und in dieser Hinsicht kann man sagen, dafs obiger, nach seinem
Entdecker Pythagoras benannte Satz, der fruchtbarste wund wichtigste in
der ganzen Geometrie ist. Wir haben deshalb aunch, dem Pythagoras zn
Ehren, diesem Satze ein eigenes Buch gewidmet, unter andern Umstinden

wiirden wir ihm einen Tempel gebaut haben.
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so grofs sein, als die Quadrate der beiden Zahlen, welche die
Liingen der Katheten ausdriicken, zusammen genommen, S0
dafs man also, vermoge dieses Satzes, aus zwei in Zahlen ge-
gebenen Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks die dadurch
bestimmte dritte Seite immer berechnen kann.

Wiire z. B. in dem bei A rechtwinkligen Dreieck ABC

' die eine Kathete AC =4, die andere AB = 3, so wiire das
Quadrat der Hypotenuse = 42 4-82=16 +4- 9 = 25, folglich
die Hypotenuse BC = / 25 = 5. Bedeutet a die Linge der
Hypotenuse, b und ¢ die der Katheten, so ist allgemein:

a® — b2+ ¢, oder a =V b% + c2.

Man findet also die Hypotenuse, wenn man beide Ka-
theten quadriert (jede mit sich selbst multipliziert) und auns der
Summe beider Quadrate die Quadratwurzel zieht. Um eine
Kathete zu finden, mufs man das Quadrat der andern Kathete

vom Quadrat der Hypotenuse abzichen und aus dem Reste >
. die Quadratwurzel ziehen (§ 105, Zusatz). In Zeichen:
|} b=—Va® — ¢t = V"(a—]— ¢) (a—e).
Beispiele: 1) Gegeben: beide Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks, L
= 16m, ¢ = 21 m. Gesucht: die Hypotenuse a?
2) Gegeben: die Hypotenuse a = 34m, die Kothete &= 16m. Ge- b

sucht: e?

3) Gegeben: zwei Seiten eines Rechtecks, =13 m 80 em, 5= 24 m
25 em. Gesucht: die Diagonale d?

4) Gegeben: die Seite eines gleichseitigen Dreiecks, =30 m. Ge-
sacht: die Hihe A7

5) In den Endpunkten einer geraden Linie BC = 100 m, sind dia .
beiden Perpendikel AB = 60 m und DC=90m errichtet. Wie weit sind

die beiden Endpunkte A und D von einander entfernt?

6) Eine Stange, be, beschreibt nm e
einen Kreis und hebt dabei eime andere
Stange, gh, indem sie dieselbe, unter einem
rechtwinklig daran befindlichen Arm, greift.
Die Stange gh ist gendtigt, sich zwischen
; Leisten nach ihrer Liingenrichtung zu be-
. wegen. Auf welche Hihe (A) wird dieselbe
| gehoben, wemn d¢=—2m 12 cm und aé=
33 em ist?

! Antwort: 1) @a=1264 m; 2) e=30m; 3) da=V 13,87 + 24,25 =
| 27,902 m = 27 m 90,2 em. ; 4) A=25,98 m. Allgemein:

3y |
Ix.ae = (j) s !_f .b; 5) AD=104,4 m; 6) h—1m 13,6 em. Ly
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Zehntes Buch.

Von den Proportionallinien.

108,

Lehrsatz. Wennman
aufdem einen Schen-
kel eines Winkels
gleiche Stiicke ab-
schneidet und durch
die Teilpunkte Pa-
rallelen an den andern Schenkel zieht, so schnei-
den diese auch auf dem andern Schenkel gleiche
Stiicke ab. In Zeichen:

Wenn : 80 ist:
AB = BC = CD —. Al
und BG || CH N R e AG = GH = HJ—. ..

Beweis. Man denke sich BK, CIL parallel mit AJ ge-
zogen, so sind die entstehenden Dreiecke kongruent, weil sie
eine Seite und die beiden anliegenden Winkel beziehlich

= gleich haben, nimlich:

AB = BC = (D, n, V. folglich ist auch (§ 87):
< BAG = -~ CBK = . DCL AABG~ ABCK & ACDL
< ABG =~ BCK — ~ CDL und hieraus;

(§ 61, Zusatz, oder § 64.) AG = BK = (L.

Nun ist aber (§ 92): BK = GII und CL — HJ, mithin
ist auch: AG — GH — HJ.

109,

Aufgabe. Eine gegebene Linie,
AB, in eine bestimmte Anzahl
gleicher Teile zu teilen, z. B. in fiinf.

Auflosung. Man ziche aus A
eine Linie, AC, schneide auf dieser
von A aus finf gleiche Teile ab, ziche von dem letzten Teil-
punkt 5 nach B und dann durch 4, 3, 2, 1 die mit 5B paral-
lelen Linien, so ist dadurch AB in fiinf gleiche Teile geteilt
(8 108).

Libsens Elementar-Geometrie, U
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110.

Verjiingter Mafsstab. Zur Einteilung einer geraden Linie
kann man sich auch eines sogenannten verjiingten Mafsstabes
bedienen. Ein solcher, besonders bei Entwerfung von Zeich-
nungen, Karten etc. unentbehrlicher Mafsstab, lifst sich
folgendermafsen leicht anfertigen.

wrathnoatie §

fo 9 4 7 63 F4 270

Man triigt niimlich eine beliebige Linearcinheit, ab, von &
nach 10, zehnmal ab, dann diese zehn Teile beliebig oft von
0 bis 10, von 10 bis 20 etc., zieht durch den Endpunkt ein
Perpendikel, nur nach Augenmafs, schneidet auf diesem
wieder zehn gleiche Stiicke ab, zieht durch die Teilpunkte
die zehn Parallelen mit 10,10, so wie auch die zehn mit 9,10
parallelen Querlinien, so ist der Malsstab fertig.

Bedeutet nun in dem Dreieck oab die Linie ab die Ein-
heit, 1 m z. B., so ist, wie folgendes grofser gezeichnete Dreieck
es deutlicher zeigt, die neunte, damit Parallele de = {y m =
0,1 m, die achte Parallele fy = 5 = 0,2 m ete. Denn erstlich
sind, weil od = df = fh ete,, die Linien o¢, ey, gk. . .gleich
(§ 108). Denkt man noch mit oa die
Parallelen es, gt... gezogen, so sind
die entstehenden Dreiecke oed, egs etc.
kongruent (§ 37 und § 108), folglich:
¥ ed —gs—=~Fkt—... Danuned=sf, gf=th
ete. (§ 92), so ist offenbar gf zweimal,
kh dreimal u. s. f. be zehnmal so grols,
als ed, folglich: wenn ab einen Meter
bedeutet, so ist ed = 0,1 m, gf = 0,2m
ote. Der Gebrauch dieses zehnteiligen Malsstabes ist nun
leicht einzusehen, Wollte man z. B. eine Liinge von 8 m 70 em
— 87 m in den Zirkel fassen, so setzt man den einen Zirkel-

=2
fuls auf die siebente Parallele in v und offnet den Zirkel so
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weit, bis der andere Fufs auf derselben Parallelen die achte
Querlinie erreicht, so hat man die Linie ve=2=8,7 m im Zirkel
(weil uze=8 m und uv = 0,7 m). Die unten stehenden Zahlen
der Querlinien geben nimlich die ganzen Einheiten und die
an den Parallelen stehenden Zahlen die Zehntel an.

El1:

Lehrsatz. Parallelen zwi-
schen den Schenkeln eines
Winkels schneiden auf
denselben proportionale
Stiicke ab*)

R e In Zeichen:
Wenn: 80 ist:

BG || CH AB : BC = AG : GH,
d. h. AB verhilt sich eben so zu BC, wie AG zu GH; mit
andern Worten: AB ist so oft in BC enthalten, als AG
in GH.

Beweis. Sei, um ein bestimmtes Beispiel zu haben, AB
in BC gerade dreimal enthalten. Denkt man sich dann BC
in drei gleiche Teile geteilt und durch die Teilpunkte Paral-
lelen zu BG gezogen, so ist, weil AC in vier gleiche Teile
geteilt, auch AH in vier gleiche Teile geteilt (§ 108), mithin
auch AG in GH gerade dreimal enthalten. — Wiire die Zahl,
welche angiebt, wie oft AB in BC' enthalten ist, keine ganze
Zahl, wire z. B. AB — 7 und BC gleich 24, also BC nun
3% mal so grofs, als AB, so kann man sich AB in 7 gleiche
Teile und BC in 24 solcher gleichen Teile geteilt, durch die
Teilpunkte wieder Parallelen mit GH gezogen denken, so ist
dadurch auch AG in 7 und GH in 24 unter sich gleiche
Teile geteilt, mithin anch GH dann 3% mal so grofs, als AG.

Beispiel. Es sei AB — 2,6 m, BC = 45 m, AG =
3,9 m. Wie grols ist GH?

Antwort. Es ist 2,6 : 4,5 — 3,9 : GH, folglich

GH = %°:39

= == UTh
2,6

*) Die Lehre von den Proportionen gehért in die Arithmetik und
zwar Algebra und mufls hier als bekannt voransgesetzt werden. S Al-
gebra § 322,

G*
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1. Aufgabe. Zu drei ge-

gebenen Linien, a, b, e, die vierte

Proportionale z durch Konstruk-

tion zu suchen, so dals a: b =

e \
Auflosung. Man zeichne emen

beliebigen Winkel, A, schneide

| P auf dem einen Schenkel AB = @, BC = b und auf dem

1 andern Schenkel AG — ¢, ab, ziehe BG und dann CH || BG,

' go ist GH die gesuchte Linie z.

2. Aufgabe. Eine gegebenc
Linie, AB, so einzuteilen, dals
sich die Teile wie gegebene
Linien, a, b, e. .., verhalten.

Auflosung. Man ziche aus dem
Endpunkt A moch ecine Linie,
trage auf dieser von A aus, die
gezebenen Linien, a, b, ¢ ab, so dals AC=a, CD =15 und
DE = ¢ ist, verbinde den letsten Teilpunkt E mit B und
ziche dann DH und CG parallel mit EB, so verhalten sich
die Teile auf AB, wie die auf AE (§ 111).

Zusatz. Soll eine Linie, AB, in Stiicke geteilt werden,
die sich wie gegebene Zahlen, z. B. 2, 5, 4, verhalten, so trage
man eine beliebige Lineareinheit von A nach C zweimal, von
C nach D finfmal, von D nach E viermal ab, verbinde E
mit B und ziehe DH und CG parallel mit EB.
| 113.

: Lehrsatz. Die Linie, welche
in einem Dreieck mit einer
Seite parallel liuft, schnei-
det die beiden andern Sei-
ten so, dafs sich die Ab-
schnitte der einen Seite wie
die entsprechenden der

andern verhalten.

i In Zeichen: so ist:
Wenn: AD : DB = AE: EC,
5 DE | BC AD: AB — AE: AC,

AB: BD = AC: CE.

99 BADISCHE =
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Beweis. Nach § 111 ist erstlich AD : DB — AE : EC und
da nun eine Linie in sich selbst einmal enthalten ist, so ist
notwendig auch AD : (AD 4 DB) = AE : (AE + EC), oder
was dasselbe ist: AD: AB — AE : AC. Wire z. B. AD in BD
dreimal enthalten, so wiire offenbar AD in AB einmal mehr,
also viermal enthalten, und eben so AE in AC viermal,

In gleicher Weise muls AB : BD — AC : CE sein,

Schneidet umgekehrt eine Linie, DE, von den beiden
Schenkeln des Winkels A dén gleichvielsten, z B. von jedem
den fiinften Teil ab, mit andern Worten: Ist AD : AB =
AE : AC, so muls auch DE parallel mit BC sein, weil nur
die mit BC parallele Linie, welche den fiinften Teil von
AB abschneidet, auch denselben Teil von AC abschneidet,

114.
Lehrsatz. Ist BC || DE (Fig. zu § 118), so ist AB: BC
L = AD : DE. Oder: Der Schenkel AB des /A ABC verhilt

sich zur Grundlinie BC wie der Schenkel AD des A ADE
zur Grundlinie DE.
Beweis. Denkt man sich durch D eine Parallele zu AC,

die BC in F schneidet, so verhilt sich nach §113: AB: BC
= AD : CF. Da aber CF — DE (s. § 92), so geht diese

Proportion iitber in AB : BQC — Al : DE.

115.

*) Lehrsatz. Die Linie,
welche einen beliebigen
Winkel eines Dreiecks
halbiert, teilt die gegen-
iiber liegende Seite so:
dals sich die beiden Teile
(Abschnitte) derselben wie
die beiden anderen Seiten
des Dreiecks verhalten.

In Zeichen:

Wenn : s0 ist:
Zn= 2 n =} =~ BAC BD : DC = AB : AC,
Beweis. Man denke sich BA verlingert, so dafs AQY =
AC und verbinde C' mit C, dann ist £ z—2¢' (§ 40) und da
n+ n =g+ 7 (§66),s0ist, weil n=10"und 2=12, 29’ =2 2
also auch ' = ¢, daher AD || C'C (§ 60) und folglich (§ 111)
BD : DC = AB": AC, weil AC = AC,

1.3 BADISCHE
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Elftes Buch.

Von der Ahnlichkeit der Figuren.

S

116. |

Erklarung. Zwei Figuren
heifsen ihnlich, wenn sie
gleichwinkelig sind und die
in gleicher Ordnung, zwi-
schen gleichen Winkeln
liecenden Seiten dasselbe

Verhiltnis zu einander haben. Je zwei solcher Seiten heifsen
dann dhnlich liegende oder homologe.

Wiiren z B. die beiden Figuren ABCD. .G und abe. .g
so konstruiert, dafs sie gleichwinkelig (A—=a, B=5, ...G=g)
und die #ihnlich liezenden Seiten proportional, d. h. wenn AB
z B. dreimal so grofs, als ab wire, dann auch jede andere
Seite der grofseren Figur dreimal so gro's, als die #hnlich
liegende Seite der kleinern Figur wire, niimlich BC dreimal
go grofs als be; CD dreimal so grofs als ¢d ete., so wiiren die
beiden Figuren iihnlich, und man kann sie dann auf einerlei
Weise konstruiert denken, die eine nur nach einem kleinern
Malsstab. Ahnliche Figuren haben nur verschiedene Grolse,
in allem Ubrigen, — Form und Eigenschaften — sind sie gleich.

Die zum Begriff der Ahnlichkeit erforderlichen zwei Merk-
male, Gleichheit der Winkel und Proportionalitiit der Seiten,
miissen aber, wohl gemerkt, gleichzeitig vorhanden sem, denn
es konnen zwei sehr uniihnliche Figuren eines dieser Merkmale

ohne das andere gemein haben. Man kann sich z. B. aus der
Figur ABC...G, durch die mit AB und ED angedeuteten
parallelen Linien, eine andere Figur herausgeschnitten denken,
- welche vermige § 60, Zusatz 1, noch dieselben Winkel hat, bei
| der das Verhiltnis der Seiten aber nicht mehr dasselbe ist.
Eben so kann man sich die Seiten der einen Figur ABG...G
um die Eckpunkte gedreht (verschoben) denken, wobei noch
das Verhiltnis der Seiten dasselbe bleibt, die Gleichheit der
Winkel aber

gestirt ist.
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Nur bei Dreiecken folgt eins dieser zur Ahnlichkeit er-
forderlichen Merkmale aus dem andern, und, so wie iiber
die Kongruenz () der Dreiecke, haben wir uns hier nun
auch iitber die Ahnlichkeit (™) derselben die folgenden wich-
tigen Lehrsiitze (die vier Ahnlichkeitssitze) wohl zu merken.
weil auf diese alle iibrigen, die Ahnlichkeit der Figuren be-
treffenden, wichtigen Sitze sich griinden, indem alle #hnliche
Figuren in Netze von ihnlichen Dreiecken zerlegt werden
kinnen,

Anmerkung. Aus der Voraussetzung: ab: AB = be : BC
= ¢d : CD =ete., folgt: ab : be: ed:..=AB: BC: CD:. ..
Statt also zu sagen: zwei Figuren heifsen shnlich, wenn sie
gleichwinklig sind und proportionale Seiten haben, kénnte man
auch sagen: zwei Figuren heilsen ihnlich, wenn die Seiten
der einen Figur dieselbe Lage und dasselbe Verhiltnis zu
einander haben, wie die der andern.

LB

1. Ahnlichkeitssatz. Zwei
Dreiecke sind #hnlich,
wenn zwei Winkel des
einen gleich zwei Winkel
des andern sind,

In Zeichen:

Wenn: 8o ist notwendig:
L a= 2L A 2= (),
< Bo==b B ab: AB=qge: AC = be : BC

A abe ™ A ABC,
(Lies: A abe shnlich A ABC.)

Beweis. Zunichst mufs nach § 65, Zusatz 2, 2 ¢ =
< C sein. Denkt man sich ferner das kleinere Dreieck iiber-
einstimmend so auf das grolse gelegt, dafs zwei gleiche Winkel,
a, A, sich decken, so ist, weil £ b = < B, die Linie b¢ pa-
rallel mit BC (§ 60, Zusatz), mithin auch (§ 113) ab: AB =
ac: AC und (nach § 114) ab : AB = be : BC,

1. Zusatz. Zieht man daher in einem /A ABC eine Paral-
lele be zu einer Seite BC, so entsteht ein A Abe, welches
jenem A ABC #hnlich sein muls.

2. Zusatz. In éhnlichen Dreiecken sind die den gleichen
Winkeln gegeniiberliegenden Seiten proportional.

BLB BADISCHE =
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Aufgabe. Die Entfernung eines un-
zugiinglichen Punktes, A, von einem
Punkte, B, zu bestimmen,

Auflosung. Von B aus messe 2 be-
liehige in gerader Linie liegende Lingen
Bb, bC ab (indem man die Punkte C
und b mit Mefsstangen bezeichnet).
Von b aus stecke man eine Linie ab
so ab, dals =~ ABC = abC (z. B.
mittelst des Winkelkreuzes — 90°) und
der Endpunkt @ mit C und A in einerlei
Richtung liegt. Milst man alsdann
noch die Linie ab, so kann man die
Liinge von AB durch eine einfache Proportion finden.

Nach Konstruktion ist nimlich: /A abCo> A ABC (& 11 7),
| daher: 5C : BC = ab: AB. Hitte man z. B. BC = 150 m,
[1 bC =50 m, ab = 100 m, so wiire 50 : 150 = 100: z und folglich
ol 100.150
r = oder  — 300 m = AB.
50
118 b.

Aufgabe. Die Hohe eines Turmes (Baumes) zu bestimmen.

Auﬂ'dsnng. In einerlei Richtung und parallel mit HG
| stecke in D und E zwei Me sstangen ein, lege daran eins

dritte Melsstange so, dals, wenn man iiber dieselbe hin visiert,
die Visierlinie durch den Punkt H geht, messe dann DG, DE,

"™\ BADISCHE
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AD und CE, so kann man (AK | DG gedacht) durch eine
cinfache Proportion, HK, berechnen, welches zu AD addiert,
die gesuchte Hohe giebt.

Nach Konstruktion ist A ABC~ A ARKH (§§ 117 und 61,
Zusatz). Wire z. B. gemessen DG = 100 m, DE — 5 m,
AD=2m, CE=6m, also BC— CE — AD =4 m, so
hat man (§ 117): AB : AK — BC : KH, oder, indem man

qe - 4.100
die Zahlen setzt: 5 : 100 = 4 : &, woraus x = 5 = o
= HK, mithin HG — 80 + 2 — g2 m.
Zusatz. Viel bequemer kann man die Hohen zuginglicher ]

Gegenstiinde messen, indem man sich zu diesem Zweck ein
rechtwinkliges Dreieck, ABC, verfertigt, dessen Katheten, AD,
BC, gleich lang sind. Dieses Dreieck kann man eniweder frei
in der Hand halten, oder noch besser an einem Stab, AD, be-
festigen und dann leicht in eine solche Lage bringen, dafs die
Kathete CB mit dem in C befestigten Senkblei CV zusammen-
fillt, also vertikal und mit HG parallel wird, Hat man sich
nun mit diesem einfachen Instrument so weit vom Gegenstande
HG entfernt, bis man durch Visieren wahrnimmt, dals die Hy-
potenuse AC genau auf die Spitze H zielt, 50 messe man nur
(durch Abschreiten) die Linie DG und addiere hierzu die Hihe
des Auges AD, so hat man HG, denn weil nach Voraus-
setzung AB = BC, 2 B =90, also £ A — . C = < H
= 459 so ist auch KH — AK — DG, mithin HG = DG +
AD. Forstminner messen auf diese Weise die Hohen der

Biume.
118e.

Aufgabe. Zwei gleich lange viereckige Balken, AB= A(

= 10 m, sollen tiber einen dritten, BC = 12 m, dachformig

aufgerichtet werden, Damit die Balken nun genau an ein-
ander passen, mufs offenbar erst von beiden gleich langen
Balken, AB, AC, oben ein dreieckiges Stiick, ADE, und unten
ein dreieckiges Stiick, BGH, nach den Linien AE und BH
abgesigt werden. Um nun diese Richtungen AE und BH
zuvor angeben zu kénnen, kommt es nur darauf an, die
Punkte E und H zu bestimmen, oder die Liingen DE und
GH zu berechnen, Wie findet man diese, wenn die Breite
AD = BG = 1 m ist?

~71-) BADISCHE o Wembe
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Auflosung. Zuerst hat man die
Hohe AM — ¥V 102 —62 = 8m
(§ 107). Ferner sind die Drei-
ecke AED und ABM ihnlich,
denn jedes hat einen rechten
Winkel (D=M), aulserdem ist
2 AED = ~ BAM (§ 61, Zu-
satz); mithin (§ 117):

DE : AD = AM : BM
oder DE : i: 6

I

|
I
11
B
:

und hieraus: DE =

Ferner ist /A BGH o~ /A ABM
daher GH : BG = BM : AM

GH : } 6:8

I

Spae s 6.4 ”
folglich: GH = = 1m = 25 cm.
119,
9. Ahnlichkeitssatz. Zwei Dreiecke sind i hnlich,
wenn sie zwei Seitenverhiltnisse gleich haben,
In Zeichen:

Wenn: so ist:
ab : AB = ac: AC, A=a B=0b C=c
ab : AB = be : BC, A ABC oo A abe.

Beweis. Dieser Satz ist die Um-
kehrung von § 117. Um die Rich-
tigkeit an einem bestimmten Beispiel
su zeigen, mogen die Seiten des
grofsern Dreiecks dreimal so grofs,
als die des kleinern sein. Denkt
man sich nun aut AB ein Stiick, Ad = ab, abgeschnitten und
de || BC gezogen, so ist A Ade ™ £/ ABC (§ 117). Weil nun
Ad = ab der dritte Teil von AB, so ist auch Ae der dritte
Teil von AC und de der dritte Teil von BC, mithin Ae= ac,
de = be, daher A Ade 2 A abe. Setzt man nun A abe an
die Stelle von A Ade in jener Ahnlichkeitsheziehung A Ade
o A ABC, so ist auch A abe & A ABC, £ a=A, £ =B,

A e e
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3. Ahnlichkeitssatz, Zwei Dreiecke sind #halich,
wenn sie ein Seitenverh#ltnis und den von diesen
Seiten eingeschlossenen Winkel gleich haben,

In Zeichen:

Wenn: 50 ist:
Z =B
ab : AB = b¢ : BC, A abe ™o A ABC.

Beweis, Denkt man
, das kleinere Dreieck so
auf das grifsere gelegt,
B dafs die als gleich voraus-
gesetzten Winkel 4 und B
sich decken und ab auf
AB, also b¢ auf BC fillt, so muls, weil vermoge Voraus-
setzung ab : AB = be¢ : BC, die Linie ac parallel mit AC
sein (§ 114), folglich @ = A, ¢ = (§ 61, Zusatz); die
Dreiecke sind also gleichwinklig, folglich #hnlich,

121,

Aufgabe. Den Abstand
zweier Punkte, A und B,
auf kiirzere Weise zu be-
stimmen, als in § 36 ge-
lehrt.

Auflosung. Man bezeichne
einen dritten Punkt, C,
messe die Linien AC und
BC, trage von beiden die
gleichvielsten Teile nach &
und @ ab, so dafs, wenn z. B. bC der zehnte Teil von BC,
dann auch ac der zehnte Teil von AC ist, alsdann mufs ab
der ebensovielste Teil von AB sein (§ 120). Milst man also
noch ab und multipliziert diese Liinge mit 10, so hat man AB.

122.

4. Ahnliohkeitssats. Zwei Dreiecke sind hnlich,
wennsie ein Seitenverhéltnis und den der grifsern
dieser beiden Seiten gegeniiberliegenden Winkel
gleich haben, (Fig. zu § 119,)

BADISCHE
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Wenn: s0 ist:

ab : AB = ac : AC, sa=A 2¢=0C
AL et oy A abe > A ABC.
Zbi Lty
Beweis. Mache Ad = ab und ziehe de || BC, so ist Ade, ?

oo A ABE@ (8§ 117 Zusatz). Ist nun
AC 1} mal so grofs als ac, so ist auch

APML ., ,, 5 o Ab, folglich auch

7 ARSI as 7 g
and da die AA Ade und ABC als iihnliche Dreiecke gleiche
Seitenverhiiltnisse haben miissen, auch 8
AC 1! mal so grols als Ae. :
Folglich mufs ac — Ae sein. Nach § 43 sind nun die

AL Ade und abe kongruent, denn sie haben 2 Seiten Ad —

ab, Ae — ac und den der letztern grofsern Seite (§ 55 und § 43)
gegeniiberliegenden Winkel gleich (£ d=<b). Mithin kann in

jener Ahnlichkeitsbeziehung A Ade &~ A ABC an die Stelle | s
von A Ade das 2. abc gesetzt werden und es ergiebt sich I
A abe > A ABC.

123.

Lehrsatz. Ahnliche Fi-
guren kénnen in #hnliche
Dreiecke zerlegt werden,
und je zwei #hnlich lie-
gende Diagonalen ver-
halten sich wie zwei dihn-

lich liegende Seiten.
Beweis. Seien die beiden Figuren abe..f und ABC. . F
dhnlich (§ 116). Dann ist zuerst A abe ™ A ABC, weil nach

Voraussetzung ~ b ~ Bund ab : AB = be : BC, folglich
(8 120) auch ac: AC = ab: AB und 2 ach = .. ACUB, und
da nach Voraussetzung -~ bed = ~ BCD, so ist nach Abzug
. der Winkel aeb und ACB auch: .~ aed = £ ACD. Ferner
1 ist nun auch A aed ™~ A ACD, weil £ aed = 2 ACD und

e : AC = ed : CD, daher auch (§ 120) ad : AD = ed: CD.
Eben so zeigt man, dals A adf & A ADF, A fde o

FDE.
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Aufgabe. Uber eine gegebene Linie, ab, eine Figur zu
konstruieren, welche einer andern Figur, ABC...J, sihnlich ist.

Aufldsung 1. Man denke sich die Figur ABC..J in zu-
sammenhiingende Dreiecke zerlegt, trage dann an die Bild-
seite ab die Winkel cah — CAB und cap — CBA, so ist
A abe > A ABC (88 117 und 65, Zusatz 4); an die Seite ac
trage man nun die Winkel caj = CAJ, agj — ACJ, so ist
auch A ag o~ A ACJT.  Auf diese Weise miilste man ZWar,
wie aus § 123 folgt, eine shnliche Figur erhalten, weil jedoch
das viele Winkelzeichnen zu umstédndlich und unsicher, so ist
dieses Verfahren praktisch nicht anwendbar.

2. Hat man einen sogenannten Reduktionszirkel, d.i. einen
Doppelzirkel, dessen Gewinde, in beiden Schenkeln zugleich,
verschiebbar, durch eine Schraube festgestellt und mithin die
Lénge des einen Schenkelpaars in jedem beliebigen Verhiltnis
zum andern verkiirzt werden kann, so stelle man zuerst
diesen Zirkel so: dafs, wenn man mit dem einen Schenkel-
paar die Originalseite AB falst, das andere Paar Schenkel die
Bildseite ab zwischen seinen Spitzen enthilt. Hierauf zeichne
man alle Dreiecke der Figur ABC...J s0 ab: dals man mit
dem ersten Schenkelpaar die Seiten der Originaldreiecke ab-
nimmt und mit dem andern Schenkelpaar (umgewandten Zirkel),
welches dann jedesmal die #hnlich liegende (reduzierte) Seite
falst, zeichnet; alsdann muls die zweite Figur der ersten
dhnlich werden (§ 119), denn je zwei gleichseitig zwischen
beiden Schenkelpaaren enthaltenen Linien verhalten sich immer
wie die Lingen der Schenkel (§ 120). Enthilt die Figur
krumme Linien, so muls man diese durch einzelne Punkte, je
mehr, je besser, bestimmen und diese Punkte durch einen
freien Handzug verbinden (vergl. § 42, 2. Aufgabe).

3. In vielen Fillen ist es bequemer, statt die hnlich
abzubildende Figur in Dreiecke zu zerlegen, innerhalb oder
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aulserhalb derselben eine schickliche Grundlinie, hier z B.
AE, anzunehmen, auf diese von allen Ecken Perpendikel, JP,
BP' etc., zu fillen, dann mit dem, zuvor richtig gestellten
Reduktionszirkel die Grundlinie AE zu fassen und ihre durch
den Zirkel reduzierte Liinge in ae abzuschneiden, hierauf die
reduzierten Lingen von AP, AP'...(Abscissen) niimlich ap,
ap’. .. abzuschneiden. Durch die Endpunkte p, p’...ziehe
man Perpendikel auf ae und trage auf diese Perpendikel die
reduzierten Liingen der Perpendikel (Ordinaten) JP, BP...,
némlich jp, bp...ab ete.

4. Statt eines Reduktionszirkels kann man sich auch eben
80 gut eines verjiingten Malsstabes bedienen. Man milst dann
nach einem solchen Malsstabe alle Dreiecksseiten der #hn-
lich nachzubildenden Figur oder die Perpendikel AP, AP'..
JP, BP'. . (Abscissen und Ordinaten), dividiert oder multipliziert
ihre Lingen mit der Reduktionszahl, welche angiebt, wie viel
mal so grofs oder so klein die Seiten der Abbildung sein sollen,
als die des Originals, und triigt dann die gefundenen Zahlen,
von demselben Malsstabe abgenommen, gehorig auf. — Kon-
struiert man noch einen zweiten Malsstab, auf welchem die
Einheit so viel mal so klein oder so grofs ist, als die bestimmte
Reduktionszahl vorschreibt, so kann man, ohne erst dividieren
oder multiplizieren zu brauchen, die nach ersterem Malsstab
gemessenen Liingen unmittelbar vom zweiten abmessen.

125.

Lehrsatz. Die Umfinge
ihnlicher Figuren ver-
halten sich wie zwei
ihnlichliegende Seiten,
ihre Inhalte aber wie
die Quadrate #dhnlich
liegender Seiten.

Ist abe...f & ALC...F und bedeuten u, U die Um-
finge, f und F die Flicheninhalte, so ist, in Zeichen:
w: U=ab:AB
2) f: F = ab® : AB:,
Beweis. Sei, um zuerst ein bestimmtes Beispiel zu haben,
das Verhiiltnis der ihnlich liegenden Seiten wie 1 zu 3,
d. h. jede Seite der grilsern Figur sei dreimal so grofs, als
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die dhnlich liegende der kleinern, alsdann ist oftenbar auch
die Summe aller Seiten der grofsern Figur, d. i. ihr Umfang,
dreimal so grofs, als der Umfang der klemern Figur. Ver-
hielten sich die #hnlich liegenden Seiten wie 8 : 7, d. i. wie
1: 24, so wire der Umfang der gréfsern Figur 21 so grofs
als der Umfang der kleinern.

2. Der zweite Teil des Lehrsatzes muls zuerst fiir zwei
dihnliche Dreiecke bewiesen werden.*) Seien deshalb abe,
ABC zwei ihnliche Dreiecke, deren Seiten sich z. B. wie 2
zu 5 verhalten mégen. Denkt man sich die Seiten b¢ und ab
jede in 2 und BC und AB jede in fiinf gleiche Teile geteilt,

so sind die Teile auf b¢ und BC einander gleich und eben
so die auf ab und AB. Denkt man sich nun die Dreiecke zu
Parallelogrammen ergiinzt, durch die Teilpunkte auf b¢ und
BC Parallelen mit ab, AB und durch die Teilpunkte auf ab
und AB Parallelen mit be, BC gezogen, so wird dadurch
offenbar das eine Parallelogramm in 2.2 =4 und das andere
in 5.5 = 25 l’dlallelogmmmv geteilt, welche alle einander
gleich sind. Da sich nun die Inhalte beider Parallelogramme
wie 4 zu 25 verhalten, so miissen sich auch ihre Hiilften, d.i.
die Inhalte der i#hnlichen Dreiecke abe und ABC wie 4 zu 25

verhalten, mithin der Inhalt des Dreiecks ABC = ~— = 64 mal

so grofs sein, als der Inhalt von a@be. Verhielten sich die
Seiten zweler #hnlichen Dreiecke wie 1 zu 4, so verhalten sich

*) Am kiirzesten ist der Beweis folgendermalsen: Die Perpendikel 4. BH

AC BC 3 Ab BC BH BC
ey 1 -0 ——und = ie side
gefdllt, hat man = (ch;r P L B} die beiden
: el 7 linliziert -._.-AL BH BC.BC
Frter Heichunoe ing wtipliziert: — =
letztern Gleichungen mif einander multiplizier Y ao . ok ST
DABC BC?
oder — = —— gte. (8 102.
ol e 102.)
BADISCHE
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ihre Inhalte wie 1 zu 16 ete. Ahnliche Figuren kann man

in dhnliche Dreiecke zerlegt denken. Verhielten sich nun

die Seiten zweier dhnlichen Figuren, abe...f und ABC...F,
z. B. wie 1 zu 3, so wire offenbar jedes Dreieck der grolsern
Figur 9 mal so grols, als ein iihnliches der kleinern, und
folglich wiire dann auch die Summe aller Dreiecke der grifsern {
Figur, d. i. ihr Inhalt 9 mal so grols, als der der kleinern.
Verhielten sich die Seiten wie 2 : 7, so verhalten sich die
Inhalte wie 4: 49 und so bei jedem andern Zahlenverkiiltnis.

Aufgabe 1. Die i#hnlich liegenden Seiten verhalten sich
wie 2 : 5, der Inhalt der kleinern Figur ist f = 560 qm.
Wie grols ist der Inhalt I' der grofsern?

Aufgabe 2. Der Inhalt der kleinern Figur sei = 400 qm,

ihre Grundlinie = 13 m. Wie grols muls die Grundlinie =
einer iihnlichen Figur genommen werden, damit der Inhalt
derselben = 800 gqm?

Antwort 1. Aus der Proportion 560 : F' = 22 : 52 folgt
F' = 3500 qm.
Antwort 2. Aus 13%: 2% = 400 : 800 folgtz = 13 y/2 =
18,385 m. ‘
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Zwolftes Buch.
Proportionen beim Kreise.

126.

Lehrsatz. Das Perpendikel
MP von einem beliebigen

den Durchmesser ist die
mittlere Proportionale zwi-
schen den beiden Ab-
schnitten AP und PB des Durchmessers.®)

Oder: Die vom Scheitel des rechten Winkels eines recht-
winkligen Dreiecks auf die Hypotenuse gefillte Senkrechte
MP ist das geometrische Mittel zwischen den Abschnitten der
Hypotenuse.

In Zeichen:

AP : MP — MP : PB.

Beweis. Zieht man die beiden Sehnen AM, BM, so ent-
stehen dadurch drei #hnliche Dreiecke,**) denn weil
< AMB = R (§ 81) und nach Voraussetzung -~ MPB = R,
soistz+y =2+y=2+y =R, alsoy =y und 2=2,
daher A APM ™~ A BPM o~ A AMB. Da nun in iihnlichen
Dreiecken die den gleichen Winkeln gegeniiber liegenden
Seiten proportional sind (§ 117, 2. Zus.), so folgt aus den
beiden kleinern Dreiecken die im Lehrsatz behauptete Pro-
portion AP : MP = MP : PB.

*) Wenn in einer Proportion die beiden innern Glieder gleich sind,
wie in 2 : 6 =6 : 18, so heilst die Proportion eine stetige und eins
der gleichen mittlern Glieder die mittlere Proportionale oder das
geometrische Mittel zu den beiden dussern; so ist hier z. B. 6 die
mittlere Proportionale zu 2 und 18.

**) Der Anfiinger wird wohl thun, diese drei Dreiecke getrennt zu
zeichnen. :

i

Libsens Elementar-Geometrie,
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Zusatz 1. Vergleicht man jedes der kleinern Dreiecke mit
dem grofsen, so ergiebt sich noch ein anderer wichtiger Satz,
nimlich: jede der beiden Sehnen ist die mittlere
Proportionale zwischen dem anliegenden Abschnitt
des Durchmessers und dem ganzen Durchmesser.
Oder: Jede Kathete ist das geometrische Mittel

. zwischen dem anliegenden Abschnitt der Hypo-
tenuse (begrenzt durch die Héhe auf derselben)
und der Hypotenuse selbst, denn weil A APM o
/\ AMB, so ist (§ 117):
AP : AM = AM : AB
und weil 2 BPM oo A AMB, so ist auch
PB : BM = BM : AB.

Zusatz 2. Aus den beiden letztern Proportionen folgt noch

ein anderer und zwar arithmetischer Beweis fiir den Pytha-

gordischen Lehrsatz. Man hat nimlich AP.AB = AM?;
|| PB.AB — BM®. Addiert man mithin beide Gleichungen und
] ] beriicksichtigt, dals AP.AB + PB.AB = (AP + PB) AB |

— AB.AB, so folgt AB* — AM? 4+ BM:
Aufgabe. Essei AP =9, PB = 16. Wie grofs ist MP?
Antwort. Es ist MP — V9.16 = y144 = 12.

127.

Aufgabe. Ein Quadrat zu zeichnen,
welches so grofs ist, als ein ge-
gegebenes Rechteck, mit anderen
Worten: ein gegebenes Rechteck,
PBDE, in ein an Inhalt gleiches
Quadrat zu verwandeln.

Aufisung. Es kommt nur darauf
an, zu den beiden gegebenen Seiten

des Rechtecks PE und PB die mittlere Proportionale z zu
finden, so dals PE: 2 =« : PB, denn dann ist #* = PE.PD.
(§ 99).

Man fige also PE geradlinig an PB, so dals AP = PE,
beschreibe iiber AB, als Durchmesser, einen Halbkreis, errichte
in P auf AB das Perpendikel MP, so ist das iiber dieses
f Perpendikel konstruierte Quadrat MPQR das verlangte, weil

nach § 126 MP? — AP.PB — PE.PB.
Zusatz., Um ein Quadrat zu zeichnen, welches beliebig
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vielmal, z. B. 2§ mal so grofs ist, als ein gegebenes Quadrat,
mache man die eine Seite desselben 2 mal so lang und ver-
wandele das erhaltene Rechteck in ein Quadrat.

128.

*) Lehrsatz. Wenn zwei Sehnen
im Kreise sich schneiden, so ist
das Produkt aus den beiden Ab-
schnitten der einen Sehne gleich
dem Produkt aus den beiden Ab-
schnitten der andern Sehne,

In Zeichen:

AE.EB = CE.ED.

Beweis. Man ziehe die Hilfslinien AC und BD, so sind
die beiden entstehenden Dreiecke gleichwinklig und folglich
arc BC

— und

)
¢ = 2B = "4 puher (§117) A ABC~ A BED.

dhnlich, denn nach § 80 ist £ A = ~2 D =

Setzen wir nun dhnlich liegende Seiten in Proportion, so ist:

AE : DE = CE: BE und hieraus: AE.BE — CE.DE. Wire

z. B. AE=4m, EB=23m, CE = 2m, so miilste DE —

2.4 — 6Gm sein.

2
129.

*) Lehrsatz. Wenn zwei Se-
kanten (verlingerte Sehnen)
sich aulserhalb des Kreises
schneiden, so sind die Pro-
dukte aus jeder ganzen Se-
kante und ihrem auflserhalb
liegenden Teile gleich,

In Zeichen:

AC.AB = AE AD.

Beweis. Denkt man sich die Hilfslinien CD und BE ge-
zogen, so sind die beiden Dreiecke ADC und ABE ihnlich;
beide haben nimlich den Winkel A gemein und dann die auf
demselben Bogen BD stehenden Peripheriewinkel C und E
gleich (§ 80). Die éhnlichen Dreiecke geben nun die Proportion
AD : AB= AC: AE und hieraus AB.AC — AD.AE,

7%
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130.

Lehrsatz. Wenn man von
einem PunktA, aulserhalbdes
Kreises eine Tangente, AB, \
und eine Sekante, AD, zieht, so

ist die Tangente die mittlere \
. Proportionale zu der ganzen
2 Sekante und ihrem aulser-
halb liegenden Teile. -
In Zeichen:
AC :AB = AB : AD,
Beweis. Zieht man die Hilfslinien BC und BD, so ist
L ABC > A ADB, denn beide haben den Winkel A gemein
und aulserdem, nach § 84, 2 D = ABC, daher (§ 117)
AC: AB = AB : AD.
131.
*) Aunfgabe. Eine gegebene
Linie, AB, nach stetiger Propor- \
tion, niimlich so in F zu teilen,
dals sich die ganze Linie AB |
zum  grilsern Teile BF, wie
dieser zum kleinern Teil AF
AT verhiilt.
Anmerkung. Diese Teilung nennt man den goldenen
Schnitt.
Auflosung. In dem einen Endpunkt A errichte auf AB
eine Senkrechte AC ! AB, beschreibe aus C mit CA einen
Kreis, ziehe BC, welche den Kreis in G schneidet, mache
BF BG, so ist F' der verlangte Teilungspunkt.
| Beweis. Verlingere BC' nach D, so ist (§ 130):
' BD : AB — AB : BG,
also auch: AB : BD—ARB = BG : AB—BG, d. i.
weil BD—AB = BD—DG — BG = BF
und AB—BG-= AB—BF — AF,
AB : BF = BF : AF. |
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Dreizehntes Buch.

Von den regelmiifsigen Vielecken. Berechnung des
: Umfangs und Inhalts des Kreises.

132.

Erklarung. Ein Vieleck heilst regelmiifsic, wenn alle
Seiten und alle Winkel gleichgrofs sind.

Denkt man sich einen Kreis in eine beliebige Anzahl
gleicher Bogen geteilt, so wiirden die dazu gehtrenden Sehnen,
sowie auch die Peripheriewinkel, welche je zwei Sehnen mit
einander bilden, gleich und somit das dadurch entstehende
Vieleck, der Erklirung gemiils, ein regelmiifsiges sein.

Kénnte man also einen Kreis in jede beliebige Anzahl
gleicher Biigen teilen, so kinnte man auch, indem man nur
die Sehnen zoge, ein jedes regelmiifsize Vieleck von beliebiger
Seitenzahl zeichnen

Die allgemeine Lisung dieser Aufgabe aber ist auf streng
geometrische Weise, d. h. nicht durch Probieren, sondern durch,
auf bestimmte Gesetze und Regeln gegriindete Konstruktion, bis
jetzt noch keinem Mathematiker gelungen und diese Aufgabe:
ein beliebiges regelmiifsiges Vieleck von bestimmter Seitenzahl
zu konstruieren, gehort daher zu den bis jetzt noch ungelosten.

In folgenden wenigen Fillen jedoch, wo der Kreis in 3,
t, 5, 15, so wie in die durch wiederholtes Verdoppeln dieser
Zahlen angegebenen gleichen Teile geteilt werden soll, ist die
Auflosung miglich.

133.
R Aufgabe. Einen Kreis in vier
= gleiche Teile zu teilen, und ein
regelmiifsiges Viereck zu kon-
struieren.

Auflosung. Man ziehe zwei auf
einander senkrechte Durchmesser,
so teilen diese den Kreis in vier
gleiche Bogen. Zieht man die
Sehnen, so hat man auch das

BLB BADISCHE =
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regelmilsige Viereck ADBE, welches offenbar ein Quadrat
ist. Der Beweis ist leicht

Zusatz 1. Um ein regelmifsiges Viereck um den Kreis
zu .beschreiben, dessen Seiten mit den des eingeschriebenen
parallel sind, halbiere man einen der Bogen in M (§ 71), ziehe
durch M eine Tangente, welche die verlingerten Radien CD,
CB in T und H schneidet, dann ist HT eine Seite des um-
geschrichenen Vierecks, welche man nur in dem mit CT be-
schricbenen zweiten Kreise herumzutragen braucht.

Zusatz 2. Durch fortgesetztes Halbieren der Bigen erhilt
man die regelmifsigen Vielecke von 8, 16, 32,...Seiten.

134.

Aufgabe. Einen Kreis in sechs gleiche
Teile zu teilen und ein regelmiilsiges
Sechseck zu zeichnen.

Auflisung. Man trage von einem
Punkt, A, aus, den Radius CA, als
Sehne, unmittelbar in der Peripherie
herum, AB, BD ete.,, so erreicht man
beim sechsten Male den Punkt A
wieder und die Aufgabe ist gelost.

Beweis. Um zu zeigen, dals der Radius AC = AB
wirklich die Seite des Sechsecks ist, denke man noch BC ge-
zogen, so folgt aus dem gleichseitigen und folglich auch gleich-
winkligen Dreieck ABC, dafs = C=60° (§ 65, Zusatz 3),
folglich ist « C der sechste Teil von 3607 also auch der iiber
dem Radius AB ausgespannte Bogen AB der sechste Teil

vom Kreise.

Zieht man BE, BG, EG, so erhilt man das regelmiifsige
Dreieck im Kreise, und durch fortgesetztes Halbieren der
Bogen die regelmilsigen Vielecke von 12, 24, 48,..Seiten.

135.

*) Aufgabe. In einem Kreise ein regelmiifsiges Zehneck
zu zeichnen,

Auflisung. Man teile den Radius AC in F nach stetiger
Proportion (§ 131), so ist der grolsere Teil FC die Seite des
Zehnécks.
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Beweis. Nimmt man AB— FC, zieht
BF und BC, so kann man zeigen,
dals der Winkel z# wirklich der
zehnte Teil von vier Rechten oder =
360° sy
e 36°und folglich AB—=FC die
Seite des Zehnecks ist. Denn nach
Voraussetzung ist AF : FC=FC : AC,
also, weil AB=FC, auch: AF: AB=—
. AB : AC. Die beiden Dreieccke ABF und ABC haben also,

aulser dem gemeinschaftlichen Winkel A, zwei ihn ein-
schlielsende proportionierte Seiten, sind folglich #hnlich (§ 120)
und daher gleichwinklig, mithin .~ ABF des A ABF = ~ #
des A ABC und die Winkel A und F des A ABF gleich
den Winkeln A und B des A ABC. Da aber diese beiden
Winkel A und B einander gleich sind, so miissen es auch
jene Winkel A und F sein und folglich ist BF = AB (s. § 40,
Zusatz). Weil aber nach der Konstruktion auch CF = AB,
so ist BF = CF, daher =~ CBF =2 Nun ist £ ABC =

ABF + «CBF =2 + 2=22und = A — -~ ABC =

2 z. Die drei Winkel des /\ ABC betragen mithin 2 + 2 « +
2 @ = 5 z, aber auch (s. § 65) = 180", folglich # = 36°

Ist BD = DE = AB, so ist BE die Seite des regel-

milsiges Fiinfecks. Man kann also ein regelmiifsiges Vieleck
von 5, 10, 20, 40, 80. . .Seiten zeichnen. (§ 195, Anmerkung.)
Zusatz. Ist AG die Seite des regelmiilsigen Sechsecks,
360°
1557
folglich GH die Seite des regelmilsigen Fiinfzehnecks. Man
kann also auch noch regelmiifsige Vielecke von 15, 30, 60. ..
Seiten zeichnen,

AH die des Zehnecks, so ist = HCG =60°—36°=24°—=

136.

Aufgabe 1. Den rechten Winkel in drei gleiche Teile zu
teilen. (NB. Der rechte Winkel ist, aufser den durch stetes
Halbieren daraus abgeleiteten Winkeln von 45°, 22}, 11}...,
der einzige, bei dem die Dreiteilung durch Konstruktion be-
wirkt werden kann. Vergl. die Randbemerkung zu § 48.)

Aufgabe 2. In einem Kreise drei andere gleiche Kreise
zu beschreiben, die sich unter einander und zugleich auch den
gegebenen Kreis beriihren.

BLB BADISCHE 5.
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Auﬂt'isung 1. Beschreibe zwischen den Schenkeln des
rechten Winkels einen Bogen und trage darin von beiden
Endpunkten aus den Radius als Sehne ab, verbinde die End-
punkte beider Schnen mit dem Mittelpunkt, so ist dadurch
die Dreiteilung vollbracht (§ 134).

Aufiosung 2. Beschreibe um den gegebenen Kreis ein
regelmiilsiges Dreieck (§ 134 und § 133, Zusatz 1), verbinde
dessen Kckpunkte mit dem Mittelpunkt und heschreibe in
jedem der entstandenen drei Dreiecke einen Kreis.

137.

Lehrsatz. Die Fliche eines
regelmiilsigen Vielecks ist so
grols, als die eines Dreiecks,
dessen Grundlinie gleich dem
Umfange des Vielecks und
dessen Hohe gleichdem Radius
des eingeschriebenen Kreises,

. d.i. gleich dem vom Mittelpunkt

auf eine der Seiten gefillten Perpendikel CJ ist.
Beweis. Denkt man nach allen Eckpunkten die Radien
CA, CB, CD.. .gezogen, so erhilt man eben so viele Dreiecke
als das regelmiifsige Vieleck Seiten hat, Weil nun die Hohen
dieser Dreiecke, niimlich die vom Mittelpunkt auf die Seiten
gefiillten Perpendikel alle gleich sind (niimlich — CJ — dem
Radius des dem regelmilsigen Vieleck eingeschriebenen Kreises),
s0 kann man die Grundlinien geradlinig an einander gelegtdenken
und erhiilt dann ein einziges Dreieck von der Hohe CJ. und
dessen Grundlinie gleich dem Umfange des Vielecks ist. Arith-

metisch ist der Beweis viel kiirzer, es ist nimlich der Inhalt F
JCJ.AB+4-1CJ.BD 4 .. = 1CQJ (AB + BD +...4- GA).
Zusatz. Auch der Inhalt eines um den Kreis beschrie-
benen regelmifsizen Vielecks ist offenbar gleich der Fliche
eines Dreiecks. dessen Grundlinie gleich dem Umfange des
Vielecks und dessen Hohe gleich dem Radius des Kreises ist.

137 a,

Lehrsatz.. Der Flicheninhalt eines Kreises ist

80 grols, als der eines Dreiecks, dessen Grund-
linie gleich dem Umfange und dessen Hohe gleich
dem Radius des Kreises ist.
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Beweis. Man denke sich regel-
mii(sige Vielecke von beliebiger, aber
gleicher Seitenzahl. eins in, eins um
den Kreis beschrieben, so ist offen-
bar der Inhalt des innern kleiner,
der des #ulsern grofser, als der des
Kreises. Denkt man sich nun die
Seitenzahl beider Vielecke immerfort
verdoppelt, indem man die jedesma-
ligen Bigen in Gedanken halbiert, so wird mit jeder folgenden
Verdoppelung der Seitenzahl der Kreis in immer engere
Grenzen eingeschlossen, Man sieht niimlich, dafs nach jeder
Verdoppelung der Seitenzahl der Inhalt eines jeden der beiden
Vielecke dem des Kreises immer niher riickt und deshalb ihr

Flichenunterschied immer kleiner wird. Konnte man nun durch
fortgesetates Verdoppeln der Seitenzahl beide Vielecke so nahe
zusammenriicken lassen, dafs ihr Flichenunterschied =0 wiirde,
so miizsten beide Vielecke notwendig mit einander und mit
dem Kreise ganz zusammen fallen. Bei der wirklichen Aus-
filhrung dieser Verdoppelung der Seitenzahl z. B. 4, 8, 16, 32. . .
hiitten wir allerdings eine unendliche Reihe von Vielecken zu
beschreiben und deshalb eine, dem ersten Anschein nach, nie
authérende Halbierung des jedesmaligen Bogens einer Vielecks-
seite oder des ihr entsprechenden Centriwinkels vorzunehmen,
und das wiire allerdings eine endlose, folglich unmogliche
Arbeit. Dessenungeachtet kénnen wir sie aber doch als voll-
endet denken, ja sie in Gedanken (worauf es hier nur an-
kommt) selbst schnell vollenden, indem wir uns vorstellen:
der Radius CB drehe sich um den Mittelpunkt, um den Winkel
BCA zn beschreiben, alsdann beschreibt er erst offenbar die
Hilfte dieses Winkels, dann von der ibrig bleibenden Hiilfte
wiederum die Hilfte u. s. w., bis er auf CA fillt, und somit

die Unzahl von Halbierungen durchlaufen und die nur endlos .

scheinende Arbeit wirklich vollbracht hat,*)

3evor nun aber dieses geschehen, ehe niimlich die immer
kleiner werdenden Seiten bis zu Elementen verschwinden und
die Vielecke selbst zusammen fallen, sich in stetig gebrochene

)] Wegen dieses fiir Anfinger epineusen Satzes vergleiche man

Algebra § 329.
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Linien (Kreis) verwandeln, ist immer so nahe an der Grenze
(dem Kreise) als man will, der Inhalt eines jeden Vielecks so
grofs, als ein Dreieck, dessen Grundlinie gleich dem Umfange
und dessen Hbohe gleich dem Radius des eingeschriebenen
Kreises ist, mithin muls dieser Satz auch in ihrer grilsten
Niihe, fiir die Grenze, das ist fiir den Kreis selbst gelten. Der
Kreis ist also wirklich so grofs, als ein Dreieck, dessen Grund-
linie gleich der Peripherie und dessen Hohe gleich dem Radius ist.

Zusatz, Es folgt zugleich noch: dals der Umfang eines
umgeschriebenen Vielecks griifser, der eines eingeschriebenen
aber kleiner ist, als der Umfang des Kreises, ferner: dals
der Umfang eines eingeschriebenen Vielecks mit jeder Ver-
doppelung der Seitenzahl grofser, der des umgeschriebenen
hingegen immer kleiner wird, bis beide ihre Grenze, den
Kreis, erreichen und gleich werden (§ 52).

Kreigverhaltnis. Berechnung des Umfangs und Inhalts
eines Kreises kommt sehr hiiufig vor, und man mulste deshalb
schon frithe darauf sinnen, zur Kenntnis der Zahl zu gelangen,
welche angiebt, wie viel mal so grols der Umfang eines Kreises
ist, als sein Durchmesser. Dals diese Zahl, das sogenannte
Kreisverhiiltnis, zwischen 3 und 4 liegen mulfs, folgt schon
daraus, dafs der Umfang des eingeschriebenen regelmiifsigen
Sechsecks gerade dreimal, der Umfang des umgeschriebenen
Vierecks aber viermal so grols ist, als der Durchmesser
(8§ 134 und 133), Nun ist aber der Umfang des Kreises
grofser, als der Umfang des eingeschriebenen Sechsecks und
kleiner, als der des umgeschriebenen Vierecks (§ 137, Zusatz).
Es kommt also darauf an, den zu 3 hinzukommenden Bruch
zu bestimmen, um jenes fragliche Kreisverhiltnis zu haben.

Unter den geschichtlich bekannten Mathematikern war
Archimedes, 300 v. Chr,, der erste, welcher nach einer un-
vollkommenen, uns nicht geldufigen Arithmetik fand, dals diese
gesuchte Zahl zwischen 8% und 3¢ liegt. Er nahm, als fiir
die damalige Praxis und auch jetzt noch hiufig geniigend, die
erstere ein wenig zu grofse, aber bequemere Zahl 31. Metius

fand diese fragliche Zahl weit genauer = $§% = 38 =
3,141592. .. Durch hthere Mathematik ist dieses Kreisver-

e
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hiltnis noch genauer und schiirfer, als je erforderlich, bis auf
1000 Decimalen berechnet worden, die in den ersten Stellen
3,1415926536 lauten.

Wir nehmen von diesem Kreisverhiltnis, das irrational ist
und als solches sich nie genau durch einen gemeinen Bruch
ausdriicken lifst, nur die sieben ersten Decimalen, némlich:
3,1415927, als fiir die meisten Fille vollkommen geniigend.
In einem Werke der Braminen, betitelt Ayeen Akbery, hat
man das Verhiiltnis des Durchmessers zum Umfang wie
1250 : 3927, d. i. wie 1 : 3,1416 gefunden, welches viele Jahr-
hunderte #lter, und genauer ist, als das Archimedische 3} =
3,142. ., welches schon in der dritten Decimale fehlerhaft ist.
Das von Metius, $58 — 3,1415929, weicht erst in der siebenten

Decimale von der Wahrheit ab. Das #ulserst mithsame und
langweilige Verfahren, durch blofse Elementar- Arithmetik
diese Zahl zu finden, lehrt der folgende Paragraph.

Bei andeutenden Kreisrechnungen in Formeln pflegt man,
der Kiirze wegen, statt dieser Zahl den griechischen Buch-
staben 7 (sprich: pih) zu setzen, wo man dann, je nachdem
es die geringere oder grifsere Genauigkeit erfordert, statt 7z die
Zahl 3% = 22 oder 3,1416 oder 3,1415927 nimmt.

Berechnung der Zahl s«. Man setze, der bequemeren
Rechnung halber, den Radius eines Kreises, AC=1, so ist,
nach § 107, die Seite des eingeschriebenen regelmifsigen
Vierecks AB — ¢/ 2 = 1,41421356. Die Seite des umge-
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schriebenen Vierecks ist offenbar dem Durchmesser gleich, also
GL=2. Mithin ist der halbe Umfang des eingeschriebenen
Vicrecks 2,8284271 mal und der halbe Umfang des um-
geschriebenen Vierecks viermal so grofs, als der Radius, und
eben so viel mal so grofs sind die ganzen Umfinge der er-
wiithnten Vierecke, als der Durchmesser

Aus den Seiten der ein- und umgeschriebenen Vierecke
berechne man nun die Seiten der ein- und umgeschriebenen
Achtecke, indem man zuerst das Perpendikel C1) aus AC' =1
und AD = 1 AB 0,7071067 . . . berechnet, nimlich CD —
V 1 — AD? dann hat man auch DJ=1—CD. Aus den beiden
Katheten DJ und AD findet man die eingeschriebene Acht-
eckseite AJ =0,7653068 .... Um hieraus dic umgeschriebene
Achteckseite zu erhalten, berechne man erst das Perpendikel
CK = ¥1 — (1 AJ)?, dann hat man aus den iihnlichen Dreiecken
CAJ und CEF die Proportion: CK : CH— AJ : EF, und hier-
aus folgt die umgeschriebene Achteckseite EF — 0,8234271 . ..
Mithin ist der halbe Umfang des eingeschricbenen Acht-
ecks 3,0614674 .. mal, der des umgeschrichenen Achtecks
3,3137085 . . . mal so grofs, als der Radius, also die ganzen
Umfinge eben so viel mal so grofs, als der Durchmesser.

Fiihrt man auf diese mithsame Weise fort und berechnet
die Seite des ein- und umgeschriebenen 16-Ecks, 32- Ecks
u. 8. W., 80 wiirde man finden, dals, den Durchmesser — 1
gesetzt (vergleiche § 194):

Der Umfang des eingeschrie-  Der Umfang des umgeschrie-
benen regelmiifsigen benen regelmiilsigen
4-Fcks, — 2,8284271 . . . 4,

8 , =3,00614674 . .. 3,3137085 . ..
160 . . =81214451 . .. 3,1825979 . ..
32 , =8,1365485. .. 3,1517249 . . .
64 , =31403311... 3,1441184 . . |
8192 ., =81415925. .. 3,1415928 . . .
16884 , =3,1415926. .. 3,1415927 . ..

Die gesuchte Zahl 7z, welche angiebt, wie viel mal so
grols der Umfang des Kreises ist, als der Durchmesser, fillt

Baden-Wiirttemberg



BLB

=10 oY

also zwischen 3,1415026...und 3,1415927. . .(§ 137, Zusatz)
und ist folglich bis auf sieben Decimalen genau: v=23,1415927.
Multipliziert man mit dieser Zahl den Durchmesser, so erhilt
man die Linge der Peripherie bis auf ein Zehnmilliontel des

Durchmessers genau, z. B. bis auf i mm genau, wenn der

Durchmesser 7420,44 m (1 geographische Meile) wiire.

140,

Kreisrechnungen, Be-
deutet » den Radius, d den
Durchmesser, U den Um-
fang und F den Inhalt
eines Kreises, so findet
man Umfang und Inhalt nach folgenden Formeln:

U 2y = wd ... (1)
rd*

I e & e
4

Die erste Formel, nach welcher man den Durchmesser d
oder 27 mit 7z multiplizieren mufs, um den Umfang des Kreises
zu erhalten, folgt schon aus § 139. Da nun die Fliche eines
Kreises gleich der eines Dreiecks, CAB, ist, dessen Grundlinie
AB gleich dem Umfang 27r und dessen Hihe gleich dem
Radins # ist (§ 187), so ist. indem man die halbe Grundlinie

3AB — 7or mit der Hihe » multipliziert (§ 102), die Fliche
des Kreises F = r.7zr = zor* (sprich: »pih r quadrat®).

Zusatz 1. Es folgt aus vorstehenden Formeln, dals sich
die Umflinge zweier Kreise wie ihre Radien. oder wie ihre
Durchmesser, ihre Inhalte aber sich wie die Quadrate der-
selben verhalten.

Zusatz 2. Dividiert man den Umfang eines Kreises durch
7t, so erhiilt man den Durchmcsser d.  Dividiert man den
Inhalt durch 7 und ziebt aus dem Quotienten die Quadrat-
wurzel, so erhiilt man den Radius.

In Zeichen:

U
F
r 1!(1}
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Aufgabe 1. Man berechne die Umfinge dreier Kreise,

deren Radien 5 m 38 em; 32 m und } m sind.

Bei diesem und allen folgenden Ubungsbeispielen ist, der :

kitrzern Rechnung halber, immer das Archimedische Kreis-
verhiiltnis genommen, ndmlich = = 3} = %

Aufgabe 2. Man berechne die Flicheninhalte der Kreise,
deren Radien 8% m; 0,97 m; 4,05 cm und 1 m sind.

Aufgabe 3. Man suche die Radien zweier Kreise, deren
Inhalte 54,62 qm; 5 qm 738 qem.

Antwort. 33 m 812 em; 23;% m; 34 m; 42,254 qm;
2,9571 qm; 51,5507 qem; 34 qm; 4,168823 m; 1,270586 m.

141.

Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich nun leicht, wie
man Teile von einem Kreise berechnen muls.

1) Ist die Linge eines in Graden gegebenen Bogens ADB
zu berechnen, so muls man den 360sten Teil vom ganzen
Umfange so oft nehmen, als der Bogen Grade enthiilt.

2) Ist ein Kreisausschnitt, d. i. ein von
zwei Radien und einem Bogen eingeschlos-
sener Teil vom Kreise, wie CADB zu be-
rechnen, so nimmt man den 360sten Teil
von der ganzen Kreisfliche so oft, als der
Winkel am Mittelpunkt oder der Bogen
ADB Grade enthiilt. — Ist der Bogen ADB
in Linge gegeben (gemessen), so betrachte man den Aus-

schnitt wie ein Dreieck, dessen Grundlinie gleich der Linge
des Bogens und dessen Hthe gleich dem Radius ist.

3) Hat man endlich einen Kreisabschnitt, d. i. einen von
einer Sehne und einem Bogen begrenzten Teil, ADBA, zu
berechnen, so muls man von dem Ausschnitt CADB das
Dreieck CAB subtrahieren.

Ist der Kreisabschnitt nicht gri(zer als der Halbkreis und
setzt man die begrenzende Sehne = s, die Hihe (Verbindungs-
linie der Mitte der Sehne und der Mitte des Bogens) = A, so

giebt die nachstehende Formel (von Rich. Schurig) die Fliche

F' des Abschnittes sehr genau.

s h[ 1|
E o |V s? — 2,63616 h* + Vs? 4 0,56384 A2 |,

o L
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