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296 Zweites Bueh.

ist also nicht eine bestimmte, sondern enthiilt einen unbestimmt
bleibenden Summanden, welcher einen auf jeder méglichen
Verriickung des Systems senkrechten StoB darstellt (250).

Anmerkung 1. Obwohl von dem StoB, welchen ein
System bei plotzlicher Bewegungsiinderung ausiibt, nicht alle
Komponenten durch die Bewegungsinderung des Systems be-
stimmt sind, so sind doch alle Komponenten in Richtung einer

moglichen Bewegung durch jene Bewegnngsinderung bestimmt.

Anmerkung 2.  Obwohl von dem StoB, welchen ein
System bei plotzlicher Bewegungsinderung ausiibt, nicht alle
Komponenten durch die Bewegungsinderung des Systems be-
stimmt sind, so ist doch jede Komponente in Richtung einer
freien Koordinate durch die Bewegungsinderung eindeutig
bestimmt.

Anmerkung 8. Ist p, eine freie Koordinate, so kann der
nach dieser Koordinate ausgeiibte StoB geschrieben werden
in den Formen:

Jo= — Qs+ 0s

Innerer Zwang heim StoBe.

Bemerkung 1. Trifft ein StoB ein System materieller
Punkte, zwischen welchen keine Zusammenhiinge bestehen, so
erfolgt eine Geschwindigkeitsinderung, deren Richtung die

Richtung des StoBes ist, und deren GroBe gleich ist der
GroBe des StoBes, dividiert durch die Masse des Systems.

Bemerkung 2. Bestehen Zusammenhiinge zwischen den
Punkten des gestoBenen Systems, so weicht die G eschwindig-
keitsinderung im allgemeinen ab von der durch die vorige
Bemerkung gegebenen, Als Ursache dieser Abweichung kinnen
wir also die Zusammenhinge des Systems betrachten.
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Definition. Inneren Zwang beim StoBe oder kurz Zwang
beim StoBe nennen wir die Abiinderung, welche die siimt-
lichen Zusammenhiinge eines Systems an der G eschwindigkeits-
finderung des Systems beim Stofie hervorbringen.

Der Zwang beim StoBe wird gemessen durch den Unter-
schied zwischen der wirklichen Geschwindigkeitsinderung und
derjenigen Geschwindigkeitsiinderung, welche bei Aufhebung
samtlicher Bedingungsgleichungen des Systems eintreten wiirde:
er ist gleich ersterer, vermindert um letztere.

Folgerung. Der Zwang beim StoBe ist das Zeitintegral
des inneren Zwanges des Systems wihrend des StoBes, ge-
nommen iiber die ganze Dauer desselben.

Aufgabe. Den Zwang eines Systems bei einem StoBe zu
bestimmen.

Wir bezeichnen die Komponenten des Zwanges nach den
Koordinaten p, mit Z,. Indem wir nun die Gleichung 497a
mit m d¢ multiplizieren, und iiber die Dauer des StoBes inte-
grieren, erhalten wir:

mly=qo,— qo,—Jy "

Zur Bestimmung der GroBe des Zwanges reichen die
Komponenten nach beliebizen Koordinaten im allgemeinen
nicht aus. Wenden wir deshalb auch rechtwinklige Koordi-
naten an und bezeichnen die Komponente des Zwanges nach
x, mit Z,, so erhalten wir:

m, = Ty !.r",.! -.r",.‘_]' S A b)
also wird die GroBe Z des Zwanges die positive Wurzel der
Gleichung:
! Bn / I\2
mZ% = "Dvm, |z, — i, ——]
< | A 5
Lehrsatz 1, Die GrioBe des Zwanges beim Stofie fillt
kleiner aus fiir die natiirliche Bewegungsiinderung, als sie aus-
fallen wiirde fiir irgend eine andere mogliche Bewegungs-
dnderung.
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Denn als notwendige und hinreichende Bedingung dafiir,
daB bei gegebenen Werten der 7, die GriBe 1mZ® ein Mini-
mum werde, erhalten wir (vergl. 1565, 498) die 3n Gleichungen:

My (.f',.l -y, I+ By T L, =0
1

in welchen die 7, zuniichst beliebige unbestimmte Multiplika-

toren bedeuten, und welche zusammen mit den i/ Gleichungen
Sy %y {""*'1 — 1, )=0

- &, und , eindeuntig bestimmen. Da aber

die 3n -+ ¢ Grifen :
die Gleichungen zusammenfallen mit den Bewegungsgleichungen

691 des Systems, so wird ihnen geniigt durch die natiirlichen
Geschwindigkeitsinderungen und nur durch diese.

Anmerkung. Der vorstehende Lehrsatz enthilt die An-
passung des Gavssschen Prinzips des kleinsten Zwanges an
die besonderen Verhiltnisse des StoBes.

Folgerung. Verhindern die Zusammenhinge des Systems,
daB der Winkel zwischen einem Stofe und der durch ihn
hervorgerufenen Geschwindigkeitsiinderung gleich Null werde
708), so fallt doch dieser Winkel so klein aus, als es die Zu-
sammenhinge des Systems irgend gestatten.

Denn zeichnen wir ein ebenes Dreieck, dessen Seiten sind
die GroBe des StoBes dividiert durch die Masse des Systems,
die Grofe einer beliebigen moglichen Geschwindigkeitsiinderung
und die Griofe des Unterschiedes beider, also des Zwanges,
welcher jener Geschwindigkeitsinderung entspricht, so stellt
der von den ersten beiden Seiten eingeschlossene Winkel &
den Winkel zwischen StoB und Geschwindigkeitsiinderung dar
(84). Kine migliche Geschwindigkeitsinderung von gegebener
Richtung kann nun alle Griéflen annehmen; unter allen
Geschwindigkeitsiinderungen von gegebener Richtung kann aber
nur diejenige die natiirliche sein, bei welcher der Zwang
senkrecht steht auf der Geschwindigkeitsinderung (708). Be-
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schriinken wir uns also auf diejenigen Geschwindigkeitsinde-
rungen, welche hiernach noch in Betracht kommen, so sind
alle in Betracht zu ziehenden Dreiecke rechtwinklig: die
Hypotenuse aller ist gleich und gegeben; die dem Winkel &
gegeniiberliegzende Kathete wird aber fiir die natiirliche Ge-
schwindigkeitsinderung kleiner als fiir jede andere (708), also
wird fiir diese Geschwindigkeitsinderung der Winkel ¢ selbst
ein Minimum, welches die Behauptung ist.

Lehrsatz 2. Die Richtung des Zwanges beim StoBe steht 711
senkrecht auf jeder mboglichen (virtuellen) Verriickung des
Systems aus seiner augenblicklichen Lage.

Denn nach 707 und 689 lassen sich die Komponenten des
Zwanges darstellen in der Form:

155
—_ \’,”;-:.a';z y
m ‘-." X
der Zwang als Vektorgrofe steht also (250) senkrecht auf
jeder moglichen Verriickung des Systems. Der Satz kann

auch als unmittelbare F
werden.

lgerung aus dem Satz 500 gezogen .

Symbolischer Ausdruck. Bezeichnen wir mit odp, die 712
Anderungen der Koordinaten p, fiir eine jede beliebige mig-
liche Verriickung des Systems, so kann der vorige Satz in die

Form der symbolischen Gleichung gekleidet werden:

e (o, — Go.—Jo) 9Pe=0 . )

1
welche fiir die rechtwinkligen Koordinaten die Form annimmt:

8n
s Lm0 | b)

Vergl. 898, 501.

£ Anmerkung. Der vorige Lehrsatz (711) enthilt die An- 713
passung des p’ArnemBERTschen Prinzips an die besonderen
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Verhiltnisse des StoBes, die symbolische Form 712 den ge-

wohnlichen Ausdruck dieser Anpassung.

Folgerung 1. Beim Stofe ist die Komponente der er-
zeugten Bewegungsinderung in der Richtung jeder mboglichen
Bewegung gleich der Komponente des StoBes nach derselben
Richtung, dividiert durch die Masse des Systems.

Folgerung 2. Beim Stofle ist die Komponente der er-
zeugten Bewegungsinderung nach jeder freien Koordinate
gleich der Komponente des Stofes nach dieser Koordinate,

dividiert durch die Masse des Systems.

Folgerung 3. Die Geschwindigkeitskomponente eines ge-
stoBenen Systems nach jeder Koordinate der absoluten Lage
indert sich um einen Betrag, welcher gleich ist der Kom-
ponente des wirkenden StoBes nach der gleichen Koordinate,
dividiert durch die Masse des Systems, — welches auch immer

die Zusammenhinge des Systems sind.

Anmerkung. Auch ohne Kenntnis, oder ohne vollstindige
Kenntnis des Zusammenhangs der Massen eines Systems konnen
wir demnach doch stets sechs Gleichungen fiir die Bewegung
des Systems unter dem EinfluB eines StoBles angeben. Wiihlen
wir als Koordinaten der absoluten Lage die sechs Grofien
¢y 0ty Uy 0, 0,05, Welche wir in 402 einfithrten, so stellen die
sechs Gleichungen, welche wir erhalten, die Anpassung des
Prinzips des Schwerpunkts und der Flichen an die besonderen
Verhiiltnisse des StoBes dar.

Energie, Arbeit.

Definition. Die Vermehrung der Energie eines Systems
infolge eines auf das System ausgeiibten StoBes wird die
Arbeit des Stofles genannt.

Eine etwaige Abnahme der Energie infolge des Stobies
wird als negative Zunahme gerechnet. Die Arbeit eines Stobes
kann demnach positiv oder negativ sein.

Folgerung. Die Arbeit eines Stofes ist das Zeitintegral
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