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Absehnitt 6. Von den Unstetigkeiten der
Bewegung.

Erlauterungen und Bemerkungen.

1. Alle Systeme materieller Punkte, auf welehe das Grund-
gesetz nach seinen Voraussetzungen iiberhaupt Anwendung
finden kann, miissen stetige Zusammenhiinge besitzen. Die
Koeffizienten aller Bedingungsgleichungen solcher Systeme sind
also von vornherein stetige Funktionen der Lage (124). Dies
hindert aber nicht, dal diese Funktionen sich in der Nihe
gewisser Lagen duBerst schnell #indern, so daB die Gleichungen
schon in sehr benachbarten Lagen endlich verschiedene
Koeffizienten haben.

2. Wenn das betrachtete System durch eine solche Lage
sehr schneller Anderung hindurchgeht, so erfordert die voll-

stiindige Kenntnis seiner Bewegung die vollstindige Kenntnis

der Bedingungsgleichungen auch wihrend der schnellen Ande-
rung derselben. Gewisse Aussagen iiber die Bewegung aber
lassen sich fillen, auch wenn die Form der Bedingungs-
gleichungen des Systems nur vor und hinter der Stelle ihrer
schnellen Anderung gegeben ist. Beschrinken wir uns auf
diese Klasse von Aussagen, so ist es analytisch einfacher, auf
die besondere Art der Anderung keine Riicksicht zu nehmen,
und die Bedingungsgleichungen so zu behandeln, als ob ihre
Koeffizienten unstetig wiiren. In diesem Falle ist die Auf-
fassung des Systems als eines unstetigen bedingt durch die
freiwillige Beschrinkung unserer Behandlung desselben.

8. Es kann aber auch geschehen, dal unsere physika-
lischen Mittel uns zwar erlauben, den Zusammenhang eines
Systems im iibrigen vollstindig zu erforschen, daB sie aber
nicht ausreichen, ihn zu erforschen an den Stellen der sehr
schnellen Anderung, obwohl wir iiberzengt sind, und etwa auch
physikalisch nachweisen konnen, daB dieser Zusammenhang
auch hier ein stetiger ist. Trifft dies ein, so sind wir ge-
zwungen, den Zusammenhang analytisch als cinen unstetigen
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darzustellen, wenn wir nicht auf eine einheitliche Darstellung
desselben fiberhaupt verzichten wollen. In diesem Falle ist
dann die Auffassung des Systems als eines unstetigen bedingt
durch die unfreiwillige Beschriinktheit unserer Kenntnis von
dem System.

4. Sind uns umgekehrt unmittelbar analytisch die Koeffi-
zienten der Bedingungsgleichungen eines Systems als unstetige
Funktionen der Lage gegeben, ohne Angabe, wie diese Funk-
tionen ermittelt sind, so setzen wir voraus, daB einer der
beiden vorher erwihnten Fille vorliege. Wir betrachten also
die gegebenen Gleichungen nur als eine unvollstindige und
angeniiherte Angabe der wahren, stetigen Form derselben. Wir
nehmen also auch eo ipso an, daB man nicht eine vollstiindige
Bestimmung der Bewegung eines solchen Systems von uns ver-
lange, sondern nur die Angabe derjenigen Aussagen, welche
sich trotz der unvollstindigen Kenntnis des Systems tun
lassen unter der Voraussetzung, daB an den Unstetigkeits-
stellen der unbekannte Zusammenhang in Wirklichkeit ein
stetiger sei.

6. Geht ein System mit endlicher Geschwindigkeit durch
eine Stelle sehr schneller Anderung hindurch, so erleiden seine
Bedingungsgleichungen in verschwindender Zeit endliche Ande-
rungen. Ist das System wiithrend des ganzen Verlaufs auch
in Wirklichkeit, wie es das Grundgesetz voraussetzt, ein gesetz-
mibiges, so gewinnt es doch den Anschein, als erlitte seine
GesetzmiBigkeit zur Zeit des Durchgangs durch jene Lage
einen Bruch, ohne daB in Wahrheit ein solcher stattfinde.
Ist uns also analytisch ein System gegeben, dessen im iibrigen
von der Zeit unabhiingige Bedingungsgleichungen zu einer be-
stimmten Zeit in neue Formen iiberspringen, so betrachten
wir diese Bedingungsgleichungen zu dieser Zeit nur als an-
geniherte Vertreter eines anderen, uns unbekannten, vielleicht
viel verwickelteren, aber jedenfalls nicht nur stetigen, sondern
auch gesetzmiiigen Zusammenhangs. Wir nehmen also auch
an, dab man nicht eine vollstindige Bestimmung der Bewegung
des Systems von uns verlange, sondern nur die Angabe der-
jenigen Aussagen, welche sich trotz der vorhandenen Unkenntnis
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nach dem Grundgesetz aussagen lassen unter der Voraus-
setzung, daB auch zur Zeit der Unstetigkeit der wahre Zu-
sammenhang des Systems ein stetiger und gesetzmiiBiger sei.

6. Indem wir alle Unstetigkeitslagen und -zeiten in der
vorerwihnten Weise auffassen, haben wir freilich auf die Be-
handlung wirklich unstetiger Systeme verzichtet. Auf solche
wirde auch das Grundgesetz eine Anwendung gar nicht ge-
statten. Kinen Verzicht auf die Behandlung irgendwelcher
natiirlicher Systeme bedeutet aber diese Kinschriinkung nicht,
da alles uns zu der Annahme berechtigt, daB in der Natur
wohl scheinbare, aber keine wirklichen Unstetigkeiten vor-
kommen. DaB der Durchgang der Systeme durch scheinbare
Unstetigkeitslagen nicht vollstindig durch das Grundgesetz
allein bestimmt ist, entspricht auch vollstindig der physika-
lischen Erfahrung, daf die Kenntnis eines Systems vor und
hinter einer Unstetigkeitsstelle nicht hinreicht, um die Ande-
rung der Bewegung beim Durchgang durch die Stelle voll-
stindig zu ermitteln.

Von der StoBkraft oder dem StoB.

Bemerkung., Durchliuft ein System eine Unstetigkeits-
lage, so erleidet seine Geschwindigkeit eine Anderung von end-
licher Grofle. Die Differentialquotienten seiner Koordinaten
nach der Zeit springen plétzlich auf neue Werte iiber.

Denn unmittelbar vor und hinter der Unstetigkeitsstelle
miissen diese Differentialquotienten, und also die Komponenten
jener Geschwindigkeit, linearen Gleichungen mit endlich ver-
schiedenen Koeffizienten gentigen.

Folgerung 1. Beim Durchgang durch eine Unstetigkeits-
lage wird die Beschleunigung unendlich groB, jedoch in
solcher Weise, daB das Zeitintegral der Beschleunigung, ge-
nommen iber die Zeit des Durchgangs, im allgemeinen einen
endlichen Wert behilt.

Denn dieses Zeitintegral ist die im allgemeinen endliche
Anderung der Geschwindigkeit.
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Folgerung 2. Krleiden die Bedingungsgleichungen des 676
einen von zwei oder mehreren gekoppelten Systemen eine Un-
stetigkeit, so wird beim Durchgang durch diese Unstetigkeit
die zwischen den Systemen auftretende Kraft im allgemeinen
unendlich groB, jedoch in solcher Weise, daB das Zeitintegral
der Kraft, genommen iiber die Zeit des Durchgangs, end-
lich bleibt,

Denn im allgemeinen werden die Komponenten der Be-
schleunigung des unstetigen Systems auch nach den gemeinsamen
Koordinaten im Sinne der Folgerung 1 unendlich werden.
Da aber die Koeffizienten der Bedingungsgleichungen auch
wihrend der Unstetigkeit endlich bleiben, so ist die Kraft von
der Ordnung der Beschleunigung.

Definition. StoBkraft oder kurz StoB heiBt das Zeit- €77
integral der wihrend des Durchgangs durch eine Unstetig-
keitsstelle von einem System auf ein anderes ausgeiibten Kraft,
genommen iiber die Dauer des Durchgangs durch die Unstetig-
keitsstelle.

Anmerkung. Bei endlicher Geschwindigkeit aller betrach- 678
teten Systeme konnen endliche und unendlich kleine, nicht
aber unendlich groBe StéBe vorkommen. Wir setzen die StéBe
im folgenden als endlich voraus.

Folgerung 1. Zu jedem Stof gibt es immer einen 679
GegenstoB. Er ist das Zeitintegral der Kraft, welche das als
zweites bezeichnete System auf das in der Definition zuerst
genannte ausiibt.

Folgerung 2. KEin Stof wird stets ausgeiibt von einem 680
System, welches eine Unstetigkeit seiner Bewegung erleidet,
und ausgeiibt auf ein System, welches eine Unstetigkeit seiner
Beweguung erleidet; er ist nicht denkbar ohne zwei solcher
einander beeinflussender Systeme.

Aus denselben Griinden wie bei der Kraft kénnen wir
uns aber erlauben, von StéBen schlechthin zu reden, ohne

ausdriicklich der Systeme zu gedenken, von welchen oder auf

welche sie ausgeiibt werden.

Folgerung 3. FKin StoB kann stets betrachtet werden 681
als Vektorgrofie, sowohl in bezug auf das System, welches
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ihn ausiibt, als auch in bezug auf das System, auf welches
er ausgeiibt wird. Seine Komponenten nach den gemein-
samen Koordinaten sind im allgemeinen von Null verschieden:
seine Komponenten nach den nicht gemeinsamen Koordinaten
sind Null; seine Komponenten in Richtungen, welche sich
nicht durch Anderungen der benutzten Koordinaten ausdriicken
lassen, bleiben unbestimmi.

Denn die gleiche Behauptung gilt von der Kraft, von
welcher der Stol das Zeitintegral ist.

Bezeichnung. FErleidet ein System mit den Koordinaten
po eine Unstetigkeit seiner Bewegung, so wollen wir die Kom-
System wirkt, nach den
3 bezeichnen. Die Komponenten des StoBes aber,
welchen das System ausiibt, nach den p,, sollen mit J, be-

ponenten des Stofies, welcher auf das
p, mit J,

o

zeichnet werden. Iiir das zweite System, dessen Koordinaten
wir mit p, bezeichnen, miégen die entsprechenden Griben mit
%, und & bezeichnet werden (vergl. 467). Identisch ist dann:

[.n'\u = \-\\ 1} L]
i

Lehrsatz. StoB und GegenstoB sind einander stets ent-
gegengesetzt gleich, d. h. es sind die Komponenten beider
nach jeder Koordinate entgegengesetzt gleich, und zwar
sowohl wenn wir beide Groflen betrachten als VektorgriéBen
in bezug auf das eine, als auch in bezug auf das andere
System.

Denn Stof wund GegenstoB kénnen auch betrachtet
werden als die Zeitintegrale von Kraft und Gegenkraft
(vergl. 468).

In der eingefiihrten Bezeichnung wird der Lehrsatz wieder-
gegeben durch die Gleichungen:

o

-\..\“J
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Zusammensetzung der StiRe.

Lehrsatz. Ist ein System gleichzeitic mit mehreren Sy- 684
stemen gekoppelt, so ist ein StoB, welchen die Gesamtheit
Jener Systeme ausitbt, gleich der Summe der StoBe, welche
die einzelnen Systeme ausiiben.

Denn die Behauptung gilt fiir jeden Augenblick der StoB-

zeit fiir die wirkenden Krifte ( (471), also auch fiir die Integrale
derselben, die StoBe,

Folgerung. Gleichzeitig auf dasselbe System ausgeiibte, 685
oder von demselben oystem ausgeiibte StéBe kénnen wie
Krifte zusammengesetzt und zerlegt werden nach den Regeln
der Zusammensetzung und Zerlegung von VektorgrioBen iiber-
haupt. Wir reden von den I\ornpmmntu; eines StoBes und
von resultierenden StéBen in demselben Sinne, in welchem
wir von Komponenten der Kraft und von resultierenden Kriften
reden. ._\tfl‘_gﬂ. 472 his 474.)

Definition. Ein StoB, welcher von einem einzelnen ma- 686
teriellen Punkt oder auf einen einzelnen materiellen Punkt
ausgeiibt wird, heiBt ein ElementarstoB.

Folgerung 1. Jeder StoB, welcher von einem mate- 687
riellen System oder auf ein nmtvnelles System ausgeiibt wird,

kann zerlegt werden in eine Anzahl von Ltemuntalotnﬁeu.
(Vergl. 479.

Folgerung 2. Die Zusammensetzung und Zerlegung der 6ss
ElementarstoBe erfolgt nach den Regeln der Zusammen-
setzung und Zerlegung geometrischer Strecken. (Parallelo-
gramm der StéBe.) (Vergl. 478)

Bewegung unter dem EinfluB von StiBen.

Aufgabe 1. Die Bewegung eines materiellen Systems 689
unter dem Einfluf eines gegebenen StoBes zu bestimmen.
Die Losung der Aufgabe besteht nur in der Angabe der
Anderung, welche die Geschwindigkeit des Systems durch den
197
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(689) StoB erfihrt. KEs sei nun das betrachtete System dasselbe wie
in 481; bedeuten die P, die Komponenten der unendlichen Kraft,
welche wihrend der Dauer des StoBes auf das System wirkt,
so ist withrend dieser Dauer nach 481:

a) ;!é.f;, -E— \".' ‘,H,,_{‘, )'”;,_ = l’,‘, g

1

Wir multiplizieren diese Gleichung mit ¢ und integrieren
iitber die StoBzeit. Da die Werte der Koordinaten wihrend
dieser Zeit konstant sind, so ist

b) m I{;,zfr" Qoi—— 90, >

wenn wir durch den Index 0 die Groben vor dem StobBe,
durch den Index 1 die GrioBen nach dem StoBe charakteri-
sieren. Wir haben ferner nach 682:

¢) I‘Ps‘, di = .)‘r,‘.

v

und wenn wir noch zur Abkiirzung setzen:

-

d) / P dt=J, |,

so erhalten wir r Gleichungen von der Form:

e) Go,— Yo, T \AI:;,:,_,JE = J,‘,

Da die Geschwindigkeit des Systems vor und nach dem
Stofle den Zusammenhiingen des Systems geniigen muB, so
erhalten wir weiter aus den % Bedingungsgleichungen des
Systems & Gleichungen von der Form:

f) 22Pxg (Poy —Po) =0

1
welche znsammen mit den Gleichungen e) als r 4 & nicht
homogene, lineare Gleichungen fiir die % 4 » Groben p, — p,,

BADISCHE
LANDESBIBLIOTHEK Baden-Wiirttemberg



Unstetige Bewegqung. 293

und J, oder auch fiir die %+ GroBen ¢, — ¢, und J, angesehen
werden konnen, und welche also diese Grofen und damit die
Anderung der Geschwindigkeit des Systems eindeutig bestimmen.

Anmerkung 1. Ist uns die Geschwindigkeit des Systems vor
dem Stofle gegeben, und sind also die GroBen ¢, und 5, bekannt,
so kinnen wir die » Gleichungen 689e zusammen mit den %
Gleichungen 689f, oder, was dasselbe, mit den % Glei-
chungen

:‘_f‘}}v{r Po, =0

auch auffassen als r- % nicht homogene, lineare Gleichungen
fiir die » 4% Grofen P, und J,, welche also diese GriBen
und damit die Geschwindigkeit des Systems nach dem StoBe
eindeutig bestimmen.

Anmerkung 2  Wenden wir rechtwinklige Koordinaten
an, und bezeichnen wir die Komponente des Stofes nach der
Koordinate z, mit 7,, so nehmen die Gleichungen des StoBes
die Form der 3n Gleichungen an:

My (.r-',.[ - ,J-',.II] —|— : Ly [, =iy " a)
1

welche zusammen mit den ¢ aus den Bedingungsgleichungen
abgeleiteten Gleichungen:

Sn

::' Loy (_f"yl — ';‘"u.} =) b)

die 3n Komponenten #, — #, der Geschwindigkeitsiinderung und
die ¢ Hilfsgrofen /, eindeutig bestimmen.

690

691

Anmerkung 3. Ist die Koordinate p, eine freie Koordi- 692

nate, so sind die entsprechenden GriBen p,, gleich Null, und
die auf p, beziigliche Stofgleichung nimmt die einfache
Form an:

o, — Yo ="e
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Sind in einem holonomen System alle Koordinaten freie
Koordinaten, so nehmen alle Gleichungen diese Form an, und
die so entstehenden » Gleichungen geniigen zur Bestimmung
der r Griflen p, — p,, welche bekannte lineare Funktionen der
durch jene Gleichungen unmittelbar gegebenen ¢, — g¢,, sind.

Folgerung 1 (aus 689). Um ein System aus der Ruhe
plotzlich in eine gegebene mogliche Geschwindigkeit zu ver-
setzen, geniigt es, dem System einen StoBl zu erteilen, welcher
nach Richtung und GriBe gleich ist dem Produkt aus der
gegebenen Geschwindigkeit und der Masse des Systems.

Denn sind die g, =0, und geniigen die gegebenen P, AN
sich den Bedingungsgleichungen, so geniigt die Annahme:

JH:=H

J{’:?‘,H
den Gleichungen 689e und f.

Folgerung 2. Um ein bewegtes System in seiner augen-
blicklichen Lage plétzlich zur Ruhe zu bringen, geniigt es,
dem System einen StoB zu erteilen, welcher nach Richtung
und Grdfe entgegengesetzt gleich ist dem Produkt aus der
Greschwindigkeit des Systems in seine Masse,

Denn sollen die g, =0 werden, und geniigen die Pe, den
Bedingungsgleichungen des Systems, so geniigt die Annahme:

den Gleichungen 689e und f.

Lehrsatz. Die Geschwindigkeitsiinderung, welche mehrere
gleichzeitig wirkende St6Be einem System erteilen, ist die
Summe der Geschwindigkeitsinderungen, welche die StiBe,
einzeln wirkend, dem System erteilen wiirden.

Als gleichzeitig wirkend sind dabei alle Stife bezeichnet,
welche innerhalb einer verschwindend kleinen Zeit erfolgen,
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ohne Riicksicht auf ihre etwaigen Zeitunterschiede oder ihre
Reihenfolge innerhalb dieser Zeit.

Der Satz folgt (vergl. 485) aus der linearen Form der
(Gleichungen 689e, f, er kann aber auch als unmittelbare Folge-
rung des Satzes 485 angesehen werden.

Anmerkung., Der Inhalt des vorigen Lehrsatzes kann auch 696
wiedergegeben werden in der oft benutzten Form der Aus-
sage, daB mehrere gleichzeitig erfolgende Stife sich hinsicht-
lich der Geschwindigkeit, welche sie erzeugen, nicht stéren.

Lehrsatz. Steht die Richtung eines StoBes senkrecht auf 697
jeder moglichen Verriickung des Systems, auf welches er wirkt,
so iibt der StoB keinen Einfluf aus auf die Bewegung des
Systems. Und umgekehrt: Ubt ein StoB keinen EinfluB aus
auf die Bewegung des Systems, auf welches er wirkt, so steht
er senkrecht auf jeder méglichen Verriickung desselben.

Der Satz kann als unmittelbare Folgerung des Satzes 488
angesehen werden oder auch in entsprechender Weise aus den
Gleichungen 689e, f abgeleitet werden.

Anmerkung. Obwohl also aus der Angabe eines StoBes 698
eindeutig die Bewegungsinderung erschlossen werden kann,
welche er erzeugt, so kann doch nicht umgekehrt aus einer
plotzlichen Bewegungsiinderung eindeutig auf den StoB ge-
schlossen werden, welcher sie erzeugt hat.

Aufgabe 2. Die StoBkraft zu bestimmen, welche ein 699
materielles System bei gegebener plétzlicher Bewegungsinde-
rung ausiibt,

Nach 682 sind die Komponenten des gesuchten StoBes
zu bezeichnen mit J;, und nach 688 und 689e sind dieselben:

k
Jo=— o+ 0, — :‘Pﬂ?*}x
1

Hierin sind die ¢, und ¢, durch die Angaben der Auf-
gabe bestimmt, die J, aber sind nicht gegeben, solange nicht
anch die Bewegung des zweiten Systems gegeben ist, auf
welches der StoB ausgeiibt wird. Die Losung der Aufgabe
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ist also nicht eine bestimmte, sondern enthiilt einen unbestimmt
bleibenden Summanden, welcher einen auf jeder méglichen
Verriickung des Systems senkrechten StoB darstellt (250).

Anmerkung 1. Obwohl von dem StoB, welchen ein
System bei plotzlicher Bewegungsiinderung ausiibt, nicht alle
Komponenten durch die Bewegungsinderung des Systems be-
stimmt sind, so sind doch alle Komponenten in Richtung einer

moglichen Bewegung durch jene Bewegnngsinderung bestimmt.

Anmerkung 2.  Obwohl von dem StoB, welchen ein
System bei plotzlicher Bewegungsinderung ausiibt, nicht alle
Komponenten durch die Bewegungsinderung des Systems be-
stimmt sind, so ist doch jede Komponente in Richtung einer
freien Koordinate durch die Bewegungsinderung eindeutig
bestimmt.

Anmerkung 8. Ist p, eine freie Koordinate, so kann der
nach dieser Koordinate ausgeiibte StoB geschrieben werden
in den Formen:

Jo= — Qs+ 0s

Innerer Zwang heim StoBe.

Bemerkung 1. Trifft ein StoB ein System materieller
Punkte, zwischen welchen keine Zusammenhiinge bestehen, so
erfolgt eine Geschwindigkeitsinderung, deren Richtung die

Richtung des StoBes ist, und deren GroBe gleich ist der
GroBe des StoBes, dividiert durch die Masse des Systems.

Bemerkung 2. Bestehen Zusammenhiinge zwischen den
Punkten des gestoBenen Systems, so weicht die G eschwindig-
keitsinderung im allgemeinen ab von der durch die vorige
Bemerkung gegebenen, Als Ursache dieser Abweichung kinnen
wir also die Zusammenhinge des Systems betrachten.
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Definition. Inneren Zwang beim StoBe oder kurz Zwang
beim StoBe nennen wir die Abiinderung, welche die siimt-
lichen Zusammenhiinge eines Systems an der G eschwindigkeits-
finderung des Systems beim Stofie hervorbringen.

Der Zwang beim StoBe wird gemessen durch den Unter-
schied zwischen der wirklichen Geschwindigkeitsinderung und
derjenigen Geschwindigkeitsiinderung, welche bei Aufhebung
samtlicher Bedingungsgleichungen des Systems eintreten wiirde:
er ist gleich ersterer, vermindert um letztere.

Folgerung. Der Zwang beim StoBe ist das Zeitintegral
des inneren Zwanges des Systems wihrend des StoBes, ge-
nommen iiber die ganze Dauer desselben.

Aufgabe. Den Zwang eines Systems bei einem StoBe zu
bestimmen.

Wir bezeichnen die Komponenten des Zwanges nach den
Koordinaten p, mit Z,. Indem wir nun die Gleichung 497a
mit m d¢ multiplizieren, und iiber die Dauer des StoBes inte-
grieren, erhalten wir:

mly=qo,— qo,—Jy "

Zur Bestimmung der GroBe des Zwanges reichen die
Komponenten nach beliebizen Koordinaten im allgemeinen
nicht aus. Wenden wir deshalb auch rechtwinklige Koordi-
naten an und bezeichnen die Komponente des Zwanges nach
x, mit Z,, so erhalten wir:

m, = Ty !.r",.! -.r",.‘_]' S A b)
also wird die GroBe Z des Zwanges die positive Wurzel der
Gleichung:
! Bn / I\2
mZ% = "Dvm, |z, — i, ——]
< | A 5
Lehrsatz 1, Die GrioBe des Zwanges beim Stofie fillt
kleiner aus fiir die natiirliche Bewegungsiinderung, als sie aus-
fallen wiirde fiir irgend eine andere mogliche Bewegungs-
dnderung.
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Denn als notwendige und hinreichende Bedingung dafiir,
daB bei gegebenen Werten der 7, die GriBe 1mZ® ein Mini-
mum werde, erhalten wir (vergl. 1565, 498) die 3n Gleichungen:

My (.f',.l -y, I+ By T L, =0
1

in welchen die 7, zuniichst beliebige unbestimmte Multiplika-

toren bedeuten, und welche zusammen mit den i/ Gleichungen
Sy %y {""*'1 — 1, )=0

- &, und , eindeuntig bestimmen. Da aber

die 3n -+ ¢ Grifen :
die Gleichungen zusammenfallen mit den Bewegungsgleichungen

691 des Systems, so wird ihnen geniigt durch die natiirlichen
Geschwindigkeitsinderungen und nur durch diese.

Anmerkung. Der vorstehende Lehrsatz enthilt die An-
passung des Gavssschen Prinzips des kleinsten Zwanges an
die besonderen Verhiltnisse des StoBes.

Folgerung. Verhindern die Zusammenhinge des Systems,
daB der Winkel zwischen einem Stofe und der durch ihn
hervorgerufenen Geschwindigkeitsiinderung gleich Null werde
708), so fallt doch dieser Winkel so klein aus, als es die Zu-
sammenhinge des Systems irgend gestatten.

Denn zeichnen wir ein ebenes Dreieck, dessen Seiten sind
die GroBe des StoBes dividiert durch die Masse des Systems,
die Grofe einer beliebigen moglichen Geschwindigkeitsiinderung
und die Griofe des Unterschiedes beider, also des Zwanges,
welcher jener Geschwindigkeitsinderung entspricht, so stellt
der von den ersten beiden Seiten eingeschlossene Winkel &
den Winkel zwischen StoB und Geschwindigkeitsiinderung dar
(84). Kine migliche Geschwindigkeitsinderung von gegebener
Richtung kann nun alle Griéflen annehmen; unter allen
Geschwindigkeitsiinderungen von gegebener Richtung kann aber
nur diejenige die natiirliche sein, bei welcher der Zwang
senkrecht steht auf der Geschwindigkeitsinderung (708). Be-
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schriinken wir uns also auf diejenigen Geschwindigkeitsinde-
rungen, welche hiernach noch in Betracht kommen, so sind
alle in Betracht zu ziehenden Dreiecke rechtwinklig: die
Hypotenuse aller ist gleich und gegeben; die dem Winkel &
gegeniiberliegzende Kathete wird aber fiir die natiirliche Ge-
schwindigkeitsinderung kleiner als fiir jede andere (708), also
wird fiir diese Geschwindigkeitsinderung der Winkel ¢ selbst
ein Minimum, welches die Behauptung ist.

Lehrsatz 2. Die Richtung des Zwanges beim StoBe steht 711
senkrecht auf jeder mboglichen (virtuellen) Verriickung des
Systems aus seiner augenblicklichen Lage.

Denn nach 707 und 689 lassen sich die Komponenten des
Zwanges darstellen in der Form:

155
—_ \’,”;-:.a';z y
m ‘-." X
der Zwang als Vektorgrofe steht also (250) senkrecht auf
jeder moglichen Verriickung des Systems. Der Satz kann

auch als unmittelbare F
werden.

lgerung aus dem Satz 500 gezogen .

Symbolischer Ausdruck. Bezeichnen wir mit odp, die 712
Anderungen der Koordinaten p, fiir eine jede beliebige mig-
liche Verriickung des Systems, so kann der vorige Satz in die

Form der symbolischen Gleichung gekleidet werden:

e (o, — Go.—Jo) 9Pe=0 . )

1
welche fiir die rechtwinkligen Koordinaten die Form annimmt:

8n
s Lm0 | b)

Vergl. 898, 501.

£ Anmerkung. Der vorige Lehrsatz (711) enthilt die An- 713
passung des p’ArnemBERTschen Prinzips an die besonderen
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Verhiltnisse des StoBes, die symbolische Form 712 den ge-

wohnlichen Ausdruck dieser Anpassung.

Folgerung 1. Beim Stofe ist die Komponente der er-
zeugten Bewegungsinderung in der Richtung jeder mboglichen
Bewegung gleich der Komponente des StoBes nach derselben
Richtung, dividiert durch die Masse des Systems.

Folgerung 2. Beim Stofle ist die Komponente der er-
zeugten Bewegungsinderung nach jeder freien Koordinate
gleich der Komponente des Stofes nach dieser Koordinate,

dividiert durch die Masse des Systems.

Folgerung 3. Die Geschwindigkeitskomponente eines ge-
stoBenen Systems nach jeder Koordinate der absoluten Lage
indert sich um einen Betrag, welcher gleich ist der Kom-
ponente des wirkenden StoBes nach der gleichen Koordinate,
dividiert durch die Masse des Systems, — welches auch immer

die Zusammenhinge des Systems sind.

Anmerkung. Auch ohne Kenntnis, oder ohne vollstindige
Kenntnis des Zusammenhangs der Massen eines Systems konnen
wir demnach doch stets sechs Gleichungen fiir die Bewegung
des Systems unter dem EinfluB eines StoBles angeben. Wiihlen
wir als Koordinaten der absoluten Lage die sechs Grofien
¢y 0ty Uy 0, 0,05, Welche wir in 402 einfithrten, so stellen die
sechs Gleichungen, welche wir erhalten, die Anpassung des
Prinzips des Schwerpunkts und der Flichen an die besonderen
Verhiiltnisse des StoBes dar.

Energie, Arbeit.

Definition. Die Vermehrung der Energie eines Systems
infolge eines auf das System ausgeiibten StoBes wird die
Arbeit des Stofles genannt.

Eine etwaige Abnahme der Energie infolge des Stobies
wird als negative Zunahme gerechnet. Die Arbeit eines Stobes
kann demnach positiv oder negativ sein.

Folgerung. Die Arbeit eines Stofes ist das Zeitintegral
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der Arbeit, welche diejenige Kraft leistet, deren Zeitintegral
der Stob ist.

Lehrsatz. Die Arbeit eines StoBes ist gleich dem Produkt
aus der GroBe des StoBes und der in seiner Richtung ge-
nommenen Komponente des Mittelwertes der Anfangs- und der
Endgeschwindigkeit des Systems.

Denn welches auch in Wahrheit der Verlauf der wirken-
den Kraft withrend der Stofizeit und die Bewegung des Systems
wihrend dieser Zeit ist, die schlieBliche Bewegung wund
also die Arbeit des StoBes wird dieselbe sein, als wirkte die
Kraft mit konstanter mittlerer GriéBe in der Richtung des
StoBes selber. Machen wir aber diese vereinfachende Vor-
aussetzung, so wird erstens die GroBe der wirkenden Kraft gleich
der GrioBe des StoBes dividiert durch die StoBzeit. Zweitens
geht die Geschwindigkeit gleichmiBig sich #ndernd aus dem
Anfangs- in den Endwert iiber, und ihr Mittelwert ist das
arithmetische Mittel ihres Anfangs- und ihres Endwertes. Die
Komponente der wihrend des Stofes zuriickgelegten Bahn-
strecke in Richtung des StoBes ist aber gleich der Kompo-
nente jenes Mittelwertes, multipliziert mit der StoBzeit. Be-
rechnen wir nun nach 513 die von der Kraft wihrend ihrer
Dauer, also die vom StoB geleistete Arbeit, so hebt sich die
StoBzeit heraus, und es folgt die Behauptung.

Anmerkung., Unter Benutzung der bisherigen Bezeich-
nung ist der analytische Ausdruck des Lehrsatzes die Aus-
sage, daB die Arbeit des StoBes gleich sei:

3 e (PotPe) -
2 £ YO

Folgerung 1. Die Arbeit eines StoBes ist gleich dem
Produkt des Stofes und der in seiner Richtung genommenen
Komponente der urspriinglichen Geschwindigkeit, vermehrt
um das halbe Produkt aus der GroBe des Stobes und der
in seiner Richtung genommenen Komponente der durch ihn
erzeugten Geschwindigkeitsinderung.

Der analytische Ausdruck hierfiir ist die Aussage, es sel
die Arbeit des Stobes gleich:
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welche Aussage mit 721 iibereinstimmt.

723 Folgerung 2. Die Arbeit eines StoBes, welcher ein
rubendes System in Bewegung setzt, ist gleich dem halben
Produkt aus der Grife des StoBes und der in seiner Rich-
tung genommenen Komponente der durch ihn erzeugten Ge-
schwindigkeit.

Denn sind die p, gleich Null, so ist die Arbeit des
Stofes gleich: '
1 ..\.: JoPe,
1
724 Lehrsatz. Ein ruhendes System setzt sich unter dem Ein-

fluf eines Stofles in derjenigen Richtung in Beweguug, bei
welcher der StoB die meiste Arbeit leistet, d. h. bei welcher
er mehr Arbeit leistet, als er leisten wiirde, wenn wir durch
Vermehrung der Zusammenhiinge des Systems eine andere
Richtung erzwiingen. (Sogenannter Satz von BErTRAND.)

Denn ist J die Grobe des StoBes, v die Grobe der er-

\ zeugten Geschwindigkeit, & der Winkel zwischen beiden, so
ist fiir jeden urspriinglichen oder auch vermehrten Zusammen-
hang nach 714:
oJ

V=—CO0S¢
m

also die Arbeit des Stofles nach 728 gleich:

5
[ of © 5
,:’,J v COB & — COS™ &
2 2m

Der Winkel ¢ aber nimmt fir die natiirliche Wirkung
des StoBes nach 710 den kleinsten mit dem urspriinglichen
Zusammenhang vertriiglichen Wert an, ¢ kann also durch
Vermehrung der Zusammenhiinge nur vergroBert, cos®e also

nur verkleinert werden, woraus die Behauptung folgt.
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Folgerung. Die Energie, welche ein auf ein ruhendes 725
System treffender Stof in dem System erzeugt, fillt um so
groBer aus, je mehr Zusammenhiinge des Systems wir auf-
losen. Der grofite mogliche Wert jener Energie, welcher
aber nur durch Auflésung aller Zusammenhinge erreicht wird,
ist gleich dem Quadrat der Grofe des StoBes, dividiert durch
die doppelte Masse des Systems.

ZusammenstoB zweier Systeme.

Erlduterungen.

1. Wir sagen, zwei Systeme stoBen zusammen, wenn sie 726
sich so verhalten, als hitten sie wihrend einer sehr kurzen
Zeit eine Koppelung erfahren. Diese Koppelung nehmen wir
als eine direkte an, indem wir geeignete Wahl der Koordi-
naten beider Systeme voraussetzen (452).

2. Eine solche voriibergehende Koppelung haben wir 727
aufzufassen als eine danernde Koppelung beider Systeme mit
einem dritten, unbekannten System von solcher Beschaffen-
heit, dab es im allgemeinen keinen Einfluf hat auf die Be-
wegung jener, daB aber in unmittelbarer Nachbarschaft solcher
Lagen, in welchen gewisse Koordinaten des einen Systems
gewissen Koordinaten des anderen Systems gleich werden, es
diese Koordinaten voriibergehend gleich zu bleiben zwingt.
Diese voritbergehend gleichbleibenden Koordinaten nennen wir
die gemeinsamen Koordinaten beider Systeme.

8. Vor und nach dem ZusammenstoBe sind die Ande- 728
rungsgeschwindigkeiten der Koordinaten eines jeden der beiden
zusammenstoBenden Systeme lediglich den Bedingungsglei-
chungen ihres eigenen Systems unterworfen. Wihrend des
StoBes aber sind die Anderungsgeschwindigkeiten der ge-
meinsamen Koordinaten auch an die [\..{F]FIN(_’-[IlTlg'\'“'I‘__"lL‘{l_'].Ilil!g[‘ll
gebunden. Diese Anderungsgeschwindigkeiten miissen also,
wie die Koordinaten selbst, wiithrend des StoBes beziehlich
gleich geworden und eine Zeitlang gleich geblieben sein. Die
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