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die Betrachtung der beiden obersten Integrale libt diese Giiltig-
keit folgen; die Betrachtung der beiden mittleren Integrale
kann von dieser Giiltigkeit unabhiingig gehalten werden.

2. Die physikalische Bedeutung der beiden links stehen-
den Integrale ist eine #Huberst einfache; die sie betreffenden

Aussagen sind unmittelbare Ausfliisse des Grundgesetzes. Die

rechts stehenden Integrale haben die einfache physikalische
Bedeutung verloren; aber die Aussage, daf sie fir die natiir-
liche Bewegung ausgezeichnete Werte annehmen, stellt immer
noch eine, wenn auch verwickelte und undurchsichtigzge Form
des Grundgesetzes dar. Verwickelt und undurchsichtig ist

aber die Form des Grundgesetzes hier deshalb geworden, weil

das Gesetz verwickelten und undurchsichticen Voraussetzungen

angepabt ist. Die Aussage, welche sich auf das untere Inte

bezieht, hat den triigerischen Schein einer selbstindigen, ein-
fachen physikalischen Bedeutung.

Unser Beweisverfahren war nicht darauf berechnet, mog-
lichst einfach zu sein, sondern darauf, den obigen Zusammen-
hang moglichst deutlich hervortreten zu lassen.

3. DaB die Natur nicht darauf eingerichtet ist, dab das
eine oder das andere jener Integrale ein Minimum werde, geht
erstens daraus hervor, dall schon in holonomen Systemen bei
ausgedehnterer Bewegung das Minimum im allgemeinen nicht
eintritt, und zweitens daraus, dall es natiirliche Systeme gibt,
filr welche das Minimum niemals eintritt, und fiir welche nicht
einmal die Variation jener Integrale verschwindet. Ein um-
fassender Ausdruck fiir die Gesetze der natiirlichen Bewegung
kann daher auch an keines jener Integrale angekniipft wer-
den, und hieraus nahmen wir auch das Recht her, den Schein
einfacher Bedeutung des letzten Integrals fiir triigerisch zu halten.

Endliche Bewegungsgleichungen fiir holonome Systeme.

Bemerkung 1. Bezeichnen wir mit 7”7 den Wert des
Integrales
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genommen iiber die natiirliche Bahn zwischen zwei Wert-
systemen aller Koordinaten eines freien holonomen Systems
mit adiabatischen Cykeln, und gedacht als Funktion der An-
fangs- und Endwerte Jener Koordinaten, also der Poor Po, und
der p,, p,, und der GroBe %, so stellt der Ausdruck

1/ 28
l: m - m

die geradeste Entfernung des Systems dar. Die Bezeichnung
ist dabei dieselbe, welche wir bisher in diesem Abschnitt be.
nutzt haben.

Denn nach 632 ist 7’ gleich der Zeitdauer des natiir-
lichen Ubergangs zwischen den gegebenen Lagen fiir die
mathematische Energie 4 Ist also § die geradeste Entfernung
beider Lagen, so ist

T,
F—_ (m-+4m)

woraus die Behauptung folgt.

Folgerung. Mit Hilfe der Funktion 7’ lassen sich die 645
natiirlichen Bahnen des betrachteten Systems in geschlossener
Form darstellen.

Denn bezeichnen wir wie bisher mit ds das Bahnelement
des sichtbaren Teilsystems, weiter mit #8 das Bahnelement
des cyklischen Teilsystems und mit do das Bahnelement des
vollstiindigen Systems, so ist

(m+m)do® =mds* +mds? a)

also (57) bei der bisher benutzten Bezeichnung:

r T Ll oY,
- 1 w0 m 1 A m
r/f}",=\g-\.ﬂ - (JF‘IH“ r[];,_;-i—\f\ﬂ S ﬂurrdpn d'pu‘ . b
i i s S e - . b
~ < m-+m T m+im
Sind also schlieBlich noch a,p, und o,p, die Winkel, welche
die Bahn des ganzen Systems mit den Koordinaten p, und p,
des ganzen Systems bildet, so werden die Gleichungen der

Hertz, Mechanik., 2. Aufl, 18
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natiirlichen Bahnen zufolge von 224 und 226, nach Division
beider Seiten durch einen konstanten Faktor, erhalten in
der Form:

/28 a8V
€) Vit COS 0, | sl
s o m dp,
/ 24 a8V’

d) ) @y, COS T, g, = l 2
>3 * moaop,

/28 8}

e) Vage, cos 0,pp, = |/ :
>3 : m ap,
/T oV

f) Ve, cosa,p, = | :
i 2 m op,

und diese Gleichungen lassen sich auf je zwei Weisen so
interpretieren, dab sie die Gleichungen der natiirlichen Bahnen
als Differentialgleichungen erster Ordnung oder auch in end-
licher Florm angeben.

Anmerkung. Die vorstehenden Gleichungen e) bis f) sind
richtig in jedem Falle, ob nun die cyklischen Koordinaten als
beobachtbare oder als dauernd verborgene angesehen werden;
aber jene Gleichungen verlieren ihre Anwendbarkeit, sobald
das letztere vorausgesetzt wird. Denn alsdann ist der voll-
stindige Ausdruck von #/” nicht bekannt, und die Gleichungen
lassen sich nicht entwickelt hinschreiben.

Aufgabe 1. Die vorstehenden Bewegungsgleichungen eines
freien holonomen Systems so umzuformen, daB sie ilire Au-
wendbarkeit behalten, auch wenn die eyklischen Bewegungen
des Systems als verborgene gelten.

Wir bezeichnen mit /7 den Wert des Integrales

V2m ’ Ve hids: .

genommen iiber die natiirliche Bahn zwischen irgend zwei
Wertsystemen der sichtbaren Koordinaten. Bei Bestimmung
dieser natiirlichen Bahn wollen wir die in der Kriftefunktion
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vorkommenden cyklischen Momente als unveriinderliche Kon-
stanten ansehen, und 7 soll also gedacht werden als Funk-
- tion der Anfangs- und Endwerte allein der sichtbaren Koordi-
naten und der Konstanten 2. Nach 685d ist nun beim
Ubergang von einer natiirlichen Bahn zu einer anderen mit
beliebig variierten sichtbaren Koordinaten:

1 3 1
hl._f 2m j VU hds =2 f',.r‘}',»,l_,ffi’.:./ --_-_,__f_z'\ A a)
2J YL

+

also ist auch insbesondere beim Ubergang von einer natiir-
lichen zu einer beliebigen benachbarten natiirlichen Bahn:

rj'._r J =2 }‘L‘ JU Irl : b)
also ist:
o -2 F E”—
ap,, op,,
s 78 c)
LA
f".}"':--. a 6";};_.'

Mit Hilfe dieser Gleichungen kinnen wir die eyklischen
Koordinaten aus den rechten Seiten der Gleichungen 645e¢
und d fortschaffen. Was die linken Seiten anlangt, so haben
wir die Winkel 6.p, zu ersetzen durch die 5,p,- Nun haben
wir nach 645b (75):

f/ r
[ . m

3 m
= l gy d COS ”-{}u = \"' —— Qgy "{[’ur
f m-+1n 7 * b L e || S
i)
m £ ~
= Vagodscossp,
m-4ur oS ;
und ferner aus den beiden Gleichungen
P 1 i
U+h=T=_m— und
2yt
e
(f'r)‘l'! )

T ] |
B =—(m+ m) o
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durch Division:

o = p

m / K

— l_x’ : s
mtmt U+h

f) do= ];‘f

also aus d) und f):

U+ h
g) COS 0Py = l_,-’ 7 COS 8, »

Indem wir nun das Ergebnis ¢) in die rechten, das KEr-
gebnis g) in die linken Seiten der umzuformenden Gleichungen
einsetzen, erhalten wir die Gleichungen:

(oo COSE s — —_ =<
00, oy V2m (U + h), 6p,,
h)
1 ar

I ”'-.“:.’u Cos .\‘.[‘i'_‘,“ = l 2m(( :—'_ h E;I”
am\U -+ i) oo

welches die gesuchten Umformungen sind. Denn sie enthalten
keine GroBen mehr, welche sich auf das verborgene Teil-
system beziehen, und sie lassen sich auf je zwei Weisen so
interpretieren, dab sie die natiirlichen Bahnen des sichtbaren
Teilsystems als Differentialgleichungen erster Ordnung oder
auch in endlicher Form angeben,

648 Anmerkung 1. Die Funktion 7 enthiilt nicht die Zeit und
gibt auch nur die natiirlichen Bahnen des Systems, nicht
aber die Bewegung des Systems in diesen Bahnen. Da aber
die natiirlichen Bahnen mit gleichbleibender Geschwindigkeit
durchlaufen werden, und da wir bereits der in 7 vorkommen-
den Konstanten % die Bedeutung der analytischen Energie bei-
legten, so ist es leicht, die Zeit als unabhiingige Variabele in
die Gleichungen einzufithren. Zuniichst ist die Verkniipfung
der Zeit mit der bisher als unabhingige Variabele benutzten
Weglinge gegeben durch die Gleichung:

1
ol ff'm X dE
a) =

oh / 3”]-('
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Sodann erhalten wir durch Multiplikation der Gleichungen
647h mit

o / e 1s
1-]‘2m (U+h)=Vem T=m : '
dt
und Beachtung von 75 und 270:
al .
f —
fﬂjt (’I;’:'I ‘ j
av
W = . €
)‘r,u d}.u:,_ )

Endlich erhalten wir fiir den Wert der Funktion selbst:
=2 J i L )
&

Der Form nach sind diese Gleichungen weit einfacher als
die Gleichungen der vorangegangenen Aufgabe, aber jene
Gleichungen haben den Vorzug, eine unabhingige Variabele
weniger zu enthalten,

Anmerkung 2. Die Funktion 7 ist diejenige Funktion, 649

welche von Haminrony mit dem gleichen Buchstaben bezeichnet
und die charakteristische Funktion des konservativen Systems
genannt worden ist. Diese Aussage steht im Einklang mit
der Aussage 412, denn unter der dort gemachten Voraus-
setzung, daf alle Koordinaten sichtbare seien, geht die jetzt
mit / bezeichnete Funktion in die dort mit dem gleichen
Buchstaben bezeichnete Funktion iiber.

Ubrigens erhellt, daB die charakteristische Funktion eines
Systems nach der jetzt erweiterten Definition eine Rechnungs-
grobe ohne physikalische Bedeutung ist. Denn je nachdem
wir groBere. oder kleinere Teile der cyklischen Bewegungen
als verborgene behandeln, kénnen wir fiir dasselbe System
verschiedene charakteristische Funktionen aufstellen, welche
den gleichen analytischen Dienst leisten, aber fiir identische
Ubergiinge des Systems verschiedene Werte besitzen.
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650 Lehrsatz. Die charakteristische Funktion 7 eines kon-
servativen Systems geniigt den beiden partiellen Differential-
gleichungen erster Ordnung:

i aVv oV .
E \{'\“ ,‘Jf‘ufl :f :[{ _I—;‘J}! »

ap,, 9y,

?" r‘ ! a7 .
N S ben— == U+ 1),

2m 4-—'\-,:— *8p,, Ops,
welche den Differentialgleichungen 227 fiir die geradeste Ent-
fernung entsprechen,

Denn diese Gleichungen werden erhalten durch Einsetzen
der Richtungscosinus aus den Gleichungen 647h in die Glei-
chung 88, welcher diese Richtungscosinus geniigen.

651 Bemerkung 2. Bezeichnen wir mit 7 den Wert des
Integrales

j (T—=U)at

[

genommen fiber die natiirliche Bewegung zwischen zwei Wert-
systemen der simtlichen Koordinaten eines freien holonomen
Systems mit adiabatischen Cykeln und gedacht als Funktion
dieser Werte und der Zeitdauner des Ubergangs, so unter-
scheidet sich 2’ von der Prinzipalfunktion des Systems (415)
nur um das Produkt der Zeitdauer des Ubergangs in eine
(unbekannte) Konstante,

Denn es unterscheidet sich 7— U/ von der Energie des
Systems nur um eine (unbekannte) Konstante.

652 Folgerung. Mit Hilfe der Funktion 7’ lassen sich die
natiirlichen Bewegungen des Systems in geschlossener Form
darstellen.

In der Tat hindert der Unterschied zwischen P’ und der
in 415 definierten Prinzipalfunktion nicht die unmittelbare
Anwendung der Gleichungen 414b und ¢, so daB wir als Be-
wegungsgleichungen erhalten:
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SRR ;

f{r\r! Ty I,:_;,i",?l 1 'l')
apr

Joi— e b)
aP

l]i‘l = (I-'rl, . 3 e)
o P

l]{‘l,, =N ;'U . ‘l)

Dagegen erfordert die Gleichung 4144 eine leichte Abinderung;
an ihrer Stelle wird erbalten:

i )
at, aty
Anmerkung. Die vorstehenden Gleichungen a) bis d) sind
richtig in jedem Falle, ob nun alle Koordinaten in Wahrheit
beobachtbar sind oder ob nicht, aber jene Gleichungen ver-
lieren ihre Anwendbarkeit, sobald die cyklischen Bewegungen
des Systems als verborgene behandelt werden.

Aufgabe 2. Die vorstehenden Bewegungsgleichungen
eines freien holonomen Systems so umzuformen, daB sie ihre
Anwendbarkeit behalten, auch wenn die cyklischen Bewegungen
des Systems als verborgene gelten.

Wir bezeichnen mit P den Wert des Integrales

/..,_[ T+ U)dt

¢
L

genommen fiir die natiirliche Bewegung zwischen zwei zu den
Zeiten ¢, und ¢, stattfindenden Wertsystemen der sichtharen
Koordinaten. Bei Bestimmung dieser natiirlichen Bewegung
sollen die in den Konstanten der Kriiftefunktion enthaltenen
cyklischen Momente als unabinderlich angesehen werden, und
P soll also gedacht sein als Funktion allein der Anfangs- und
Endwerte der sichtbaren Koordinaten und der Zeiten £, und ¢ .
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Nun gilt nach 628¢ beim Ubergang von einer natiirlichen
Bewegung zu einer beliebigen benachbarten Bewegung von
gleicher Dauer die Gleichung:

.1/1H ()ff!—-npll{?‘--{‘w ;

Wenden wir diese Gleichung an auf den li)ewann von einer
natiirlichen Bewegung zu einer henachbarten natiirlichen Be-
wegung von gleicher Dauer, so liefert sie uns:
r)”/):rﬁp.fll ; |
also:
aP aP’ ar apP
Ve 0P ' Op,  op,

Mit Hilfe dieser Gleichungen entfernen wir die verbor genen
Koordinaten aus den rechten Seiten der Gleichungen 652. Was
die linken Seiten anlangt, so geniigt die Bemerkung, daB das
Moment ¢, des gesamten Systems nach seiner Koordinate Po
zugleich das Moment des sichtbaren Teilsystems nach der
GriBe p, als Koordinate dieses Teils systems ist. Wir erhalten
demnach als Bewegungsgleichungen des sichtbaren Teilsystems:

a) = 61”
= B,

aP i

h) 1’1 e e {_IP:“ = .

welches die gesuchten Umformungen sind.

655 Anmerkung 1. Die jetzt von uns eingefiihrte Funktion 2
ist diejenige Funktion, welche von Haminrox mit
staben § bezeichnet und die Prinzipalfunktion
tiven Systems genannt worden ist. Diese
Einkl

dem Buch-
des konserva-
Aussage steht im
ang mit der Aussage 415, denn unter der dort gemachten
Voraussetzung, daB alle Koordinaten sichtbare seien, geht die
Jetzt mit P bezeichnete Funktion in die dort mit dem gleichen
Buchstaben belegte Funktion iiber.
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Anmerkung 2. Der Wert der Prinzipalfunktion fiir einen 636
bestimmten Ubergang hiingt mit dem der charakteristischen
Funktion in einfacher Weise zusammen. Durch einfache
Umformung wird niimlich erhalten:

t 4

/11 T+ U)dt= [.[j_’ U+ h)at

o .

Fis ts

—V2m /‘l' Uthds — l-/ / UM le

v i
] ]

Also ist (647, 644):

P=V—-h(t,—t) , a)
wobei wir uns in der rechten Seite, in 7 und im zweiten Sum-
manden, die GroBe & als Funktion von #—#, und der P Und
Po, eingesetzt zu denken haben.

Umgekehrt ist also auch

V=P+h(t,—1t) , b)

wobei wir uns in der rechten Seite, in P und im zweiten Sum-
manden, die GroBe #—#, als Funktion von % und der P, und
Po, eingesetzt zu denken haben,

Anmerkung 8. Die analytische Energie # kommt in der 657
Prinzipalfunktion nicht vor. Doch kann sie aus derselben mit
Hilfe der Gleichungen 654a, b, 286¢ und 612a mittelbar ab-
geleitet werden. Sie kann aber auch unmittelbar durch P
ausgedriickt werden. Denn indern wir in der rechten Seite
der Gleichung 656a nicht die p, und Poyy Sondern nur ¢
und ¢, und bezeichnen mit d4 die damit notwendig verbundene
Anderung von 4, so folgt:

a

dP= 27 dh— hd(t,— b)) — (t,— t,) dh

ah
also nach 64Sa:

dP= - hdlliety

BADISCHE .
LANDESBIBLIOTHEK Baden-Wiirttemberg



(5%

(%53 ]

G60

BADISCHE
LANDESBIBLIOTHEK

282

Zweites Buch.

woraus folgt:

gL’ oF
pasts U2 .

E?fl f‘"fu

Lehrsatz. Die Prinzipalfunktion P eines konservativen
Systems geniigt den beiden partiellen Differentialgleichungen

erster Ordnung:

L or oP aP

1 1 3 -
S by,
2m et >4 r)p:,_ aprg, ol
1~ N p aP aP &P U
9 £ i }”"- ey i = 0 4
2m e &= S 00p,, 0p,, 3o

welche den Differentialgleichungen 227 fiir die geradeste Ent-
fernung entsprechen.

Denn diese Gleichungen werden erhalten, wenn man die
analytische Energie . das eine Mal direkt mit Hilfe von 657,
das andere Mal indirekt mit Hilfe von 612a und 654a, b durch
die Differentialquotienten von P ausdriickt.

Riickblick auf 644 bis 658.

1. In den Nummern 644 bis 658 sind vier endliche Dar-
stellungen der Bewegung eines holonomen Systems mit adiaba-
tischen Cykeln gegeben. In der ersten und dritten Darstellung
waren alle Koordinaten des Systems als beobachtbare an-
gesehen, in der zweiten und vierten Darstellung waren die
cyklischen Koordinaten als verborgene behandelt. Die erste
und zweite Darstellung, welche auf die charakteristische Funk-
tion fithrte, gab im Grunde nur die Bahn des Systems und
entsprach dem Prinzip der kleinsten Wirkung. Die dritte und
vierte Darstellung, welche auf die Prinzipalfunktion fithrte, gab
vollstiindig die Bewegung und entsprach dem Hamiuronschen
Prinzip.

2. Alle vier Darstellungen haben denselben einfachen
physikalischen Sinn und fiir alle ist der Grund der mathe-
matischen Verwickelung derselbe. Der einfache physikalische



BADISCHE

Nicht-konservative Systeme. 283

Sinn besteht in der Tatsache, daB die natiirlichen Bahnen
stets geradeste Bahnen sind, und in dem rein geometrischen
Zusammenhange dieser Bahnen mit der geradesten Entfernung
in holonomen Systemen. Der Grund der mathematischen Ver-
wickelung aber besteht darin, daB wir nicht stets alle wesent-
lichen Bestimmungsstiicke der Bewegung gleichmiBig behan-
delten, sondern einige derselben als verborgene eliminierten.
Wir konnen auch sagen, die UngleichmiBigkeit bestehe darin,
daB wir fir einige Koordinaten die Anfangs- und Endwerte,
fiir andere Koordinaten die Anfangsgeschwindigkeiten als Be-
stimmungsstiicke einfiihrten. Unsere Ableitungsweise war nicht
darauf berechnet, moglichst einfach zu sein, sondern darauf,
dies Verhiltnis moglichst deutlich hervortreten zu lassen.

3. Man kann weitere Darstellungen der Bewegung eines
holonomen Systems geben, indem man weitere Koordinaten
eliminiert, oder indem man auch fiir die sichtbaren Koordi-
naten nicht die Anfangs- und Endwerte, sondern andere Grifen
als Bestimmungsstiicke einfiihrt, oder indem man von den
partiellen Differentialgleichungen 650 oder 658 ausgeht, in #hn-
licher Weise, wie dies fiir die geradeste Entfernung in 232 u. ff
geschehen ist. Solche Darstellungen kénnen in besonderen
Fallen mathematische Vorteile bieten, wie Jacosr in um-
fassender Weise gezeigt hat. Je mehr man aber in dieser
Richtung fortschreitet, desto mehr verbirgt sich der physika-
lische Sinn der Operationen hinter deren mathematischer Form,
desto mehr nehmen die benutzten Funktionen den Charakter
von Hilfskonstruktionen an, welchen es nicht mehr méglich
ist, eine physikalische Bedeutung beizulegen,

Nicht-konservative Systeme.

Erlduterungen und Bemerkungen.

1. Enthdlt ein materielles System keine anderen ver-
borgenen Massen, als solche, welche in adiabatischer cyklischer
Bewegung begriffen sind, so ist es bei freier Verfigung iiber
die sichtbaren Koordinaten jederzeit moglich, Energie, welche
in die Energie der verborgenen Massen iibergegangen ist, in
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