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262 Zweites Buch.
(Gleichungen 622a und b annehmen, hat man wohl die Ha-
minroNsche Funktion des Systems genannt. Diese Funktion
besteht also nur fir ein holonomes System, und sie ist fiir
ein solches gleich der Summe der kinetischen und der poten-
tiellen Energie, abgesehen von einer willkiirlich bleibenden
Konstanten; sie ist also auch gleich der Gesamtenergie des
Systems, von einer willkiirlichen Konstanten abgesehen.

Allgemein ist es zuliissig, fiir ein System mit beliebigen,
nicht notwendig cyklischen, verborgenen Bewegungen die Ha-
mirroNsche Funktion zu definieren durch die Gleichungen
622a und b, niimlich als eine Funktion der sichtbaren p,
und ¢,, durch deren Benutzung (vorausgesetzt, daB es eine
solche Funktion gibt) die Bewegungsgleichungen eben jene
einfache Form annehmen. Bei dieser allgemeineren Definition
ist die Haminronsche Funktion nicht immer gleich der Summe
der kinetischen und der potentiellen Energie.

Bemerkung. Aus den Gleichungen 620 und 622 kinnen
fiir ein System mit verborgenen Cykeln dieselben reziproken
Eigenschaften der Bewegung abgeleitet werden, welche wir fiir
ein vollstiindig bekanntes System in 378 und 381 abgeleitet
haben. Es ist aber diese neune Ableitung nicht erforderlich,
sondern es liegt schon im Wesen jener Beziehungen, daB jede
von ihnen Giiltigkeit hat unabhiingig davon, ob die in ihnen
nicht vorkommenden Koordinaten, Momente usw. sichtbare
oder verborgene Koordinaten, Momente, usw. sind.

Integralsitze fiir holonome Systeme.

Bemerkung 1. Das Integral

]

[(r—TU)at

ist beim Ubergang eines freien holonomen Systems mit verbor-
genen adiabatischen Cykeln zwischen hinreichend benachbarten
Lagen 0 und 1 kleiner fiir die natiirliche Bewegung des Systems,
als fiir jede andere mogliche Bewegung, welche in der gleichen
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Zeit sowohl die sichtbaren, als auch die verborgenen Koordi-
naten aus den Anfangswerten in die Endwerte iiberfiihrt.

De
um eine fiir alle moglichen Bewegungen gleiche Konstante (611),
so ist die Bemerkung nichts anderes, als der Lehrsatz 858, aus-

da I'— U gleich ist der Energie des Systems, vermehrt

gesagt unter Anwendung der gegenwirtigen Bezeichnung.

Anmerkung 1, Wird die Beschriinkung aunf hinreichend
benachbarte Endlagen weggelassen, so kann nur behauptet
werden, daB die Variation des Integrals verschwindet beim
t'hur;_mw_f zu irgend einer anderen der in Betracht kommenden
Bewegungen, Unter Anwendung der Bezeichnung 590 nimmt
alsdann die Aussage die Form an, daf

3 [ (T— U)dt=0

sei beim Ubergang von der natiirlichen Bewegung zu irgend
einer anderen moglichen, wihrend die Variationen der Anfangs-
und Endzeiten und der Anfangs- und Endwerte der sichtbaren

Koordinaten verschwinden. (Vergl. 859.)

Anmerkung 2. Die Bemerkung 1 unterscheidet die natiir-
lichen Bewegungen eindeutig von jeder anderen moglichen Be-
wegung, und sie kann daher dazu dienen, die natiirliche Be-
wegung zu bestimmen, sobald es moglich ist, die Variation
der Anmerkung 1 wirklich zu bilden. Sind aber, wie wir es
ja voraussetzen, die cyklischen Koordinaten verborgene, so ist
die Bildung der Variationen der Form J, nicht méglich, und
der Satz verliert daher nicht zwar seine Richtigkeit, wohl aber
seine Anwendbarkeit.

Lehrsatz 1, Das Integral

/.}_ I'+ U)at

ist beim Ubergang eines freien holonomen Systems mit ver-
borgenen adiabatischen Cykeln zwischen hinreichend benach-
barten Lagen seiner sichtbaren Massen kleiner fiir die natiir-
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liche Bewegung, als fiir irgend eine andere méogliche Bewegung,

welche in der gleichen Zeit und mit denselben Momenten der

verborgenen cyklischen Bewegungen die sichtbaren Koordinaten
aus den gegebenen Anfangswerten in die gegebenen Endwerte
itherfiihrt.

Wir fithren den Beweis, indem wir den Satz auf die Be-
merkung 625 zuriickfithren. Wir ordnen deshalb, wie es mnach
592 moglich ist, einer jeden nach den Anspriichen des Lehr-
satzes va

iierten Bewegung eine zweite zu, bei welcher die
sichtbaren Koordinaten dieselbe Variation erleiden, bei welcher
aber die cyklischen Momente so variieren, daB die Anfangs-
und Endwerte der cyklischen Koordinaten die urspriinglichen
bleiben. Eine Variation beim Ubergang zu einer Bewegung
der ersten Art haben wir nach 590 mit §,, eine Variation zu
der entsprechenden Bewegung zweiter Art mit d, zu bezeichnen.

Nun ist erstens, da 7' nur von den sichtbaren Koordi-
naten abhiingt:

a) b ." 1t - Jp I-}f',__f,x

Zweitens ist, da die Dauer der Bewegung nicht variiert
wird und — U sich nur durch eine Konstante von der Energie
der cyklischen Bewegung unterscheidet (666), zufolge von 593:

]” i\-_-, j‘ l'."'r."ra’- = - 'YU ‘lll If'r-"."I

Durch Addition von a) und b) ergibt sich:
) dy l: T+ U) dt =0y ] (LT dt

Die rechts stehende Variation aber hat (626, 625) fir die
natiirliche Bewegung stets einen verschwindenden und fiir hin-
reichend benachbarte Endlagen notwendig negativen Wert, also
auch die links stehende Variation. Das links stehende Integral
selbst hat also fiir die natiirliche Bewegung und hinreichend be-
nachbarte Endlagen einen Minimalwert, welches die Behauptungist.

62¢ Anmerkung 1. Wird die Beschriinkung auf hinreichend
benachbarte Lagen weggelassen, so kann nur noch behauptet
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werden, daB die Variation des Integrales verschwindet. Der
analytische Ausdruck dieser Behauptung ist in unserer Bezeich-
nungsweise (im Gegensatz zu der Aussage von 626):

.r\_. /l’ .,r—;- L('].r.-';f] = ()

Anmerkung 2. Die in dem Lehrsatz ausgesprochene 630
Eigenschaft der natiirlichen Bewegung unterscheidet dieselbe
eindeutig von jeder anderen mbelichen Bewegung, Die Varia-
tion d, kann gehildet werden, obwohl die cyklischen Bewegungen
als verborgene angesehen sind, denn ihre Bildung erfordert
nur, daB man die in der Kriftefunktion vorkommenden Kon-
stanten unvariiert lasse. Der Lehrsatz kann deshalb benutzt
werden zur Bestimmung der natiirlichen Bewegung konserva-
tiver Systeme. Seine Giltigkeit ist allerdings streng beschrinkt
auf holonome Systeme.

Anmerkung 8. Der vorstehende Lehrsatz, benutzt in der 631
Auffassung der Anmerkung 2, fiihrt den Namen des HAMrr.
roNschen Prinzips. Seine physikalische Bedeutung kann nach
unserer Anschauung keine andere sein, als die des Lehrsatzes
358, aus welchem wir das Prinzip hergeleitet haben. Das
Prinzip selbst stellt die Umformung dar, welche wir jenem
Satze 858 geben miissen, damit er trotz unserer Unkenntnis
der Einzelheiten der cyklischen Bewegung zur Jestimmung der
Bewegung des sichtbaren Systems anwendbar bleibe.

Bemerkung 2. Bezeichnen wir mit ds das Bahnelement 632
der sichtbaren Massen eines freien holonomen Systems, welches
verborgene adiabatische Cykeln enthiilt, so ist das Integral

beim Ubergang zwischen hinreichend benachbarten Lagen 0
und 1 kleiner fiir die natiirlichen Bahnen des Systems, als fiir
irgend welche andere mogliche Bahnen, welche sowohl die
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266 Zweiles
Werte der sichtbaren, als auch die Werte der cyklischen Ko-
ordinaten aus den gegebemen Anfangswerten in die gegebenen
Endwerte iiberfithren. Die Grofie £ ist dabei als eine von einer
natiirlichen Bahn zur anderen wechselnde, iibrigens fiir alle
jedesmal verglichenen Bahnen gleiche Konstante zu betrachten.
Denn fithren wir die Zeit als Hilfsgrofie ein und machen

ige Annahme, das System

dabei die willkiirliche aber zuldssi
durchlaufe die betrachteten Bahnen mit konstanter Geschwin-
digkeit, und zwar mit solcher Geschwindigkeit, da die Kon-
stante £ den Wert der analytischen Energie bezeichnet, so

gL

a) .J'r = {‘-- .-"j. = T - 5

Das Integral ist also, von dem Faktor abgesehen, gleich

der Zeitdauer des Uberganges. Diese ist aber nach 352 als

Folge von 847 fiir gegebenen Wert der Energie, also der Kon-
stanten %, ein Minimum. Unsere Bemerkung ist demmnach

12t

nichts anderes, als der Inhalt des Lehrsatzes

362, ausgess

unter Benutzung der inzwischen eingefithrten Bezeichnungen.

633 Anmerkung 1. Wird die Beschrinkung auf hinreichend
benachbarte Lagen fortgelassen, so kann nur noch das Ver-

schwinden einer Variation behauptet werden (853); welche Aus-

sage in unserer Bezeichnung in der Form darzustellen ist:

6: Anmerkung 2. Durch die Eigenschaft, welche die Be-

merkung 2 aussagt, sind die natiirlichen Bahnen, welche den
verschiedenen Werten der Konstanten % entsprechen, eindeutig |
ausgezeichnet vor jeder anderen mioglichen Bahn, und der Lehr-
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satz kann daher zur Bestimmung der natiirlichen Bahn des
Systems dienen, sobald es miglich ist, die Variation d, zu
bilden. Sind aber, wie wir voraussetzen, die Einzelheiten der
cyklischen Bewegung verborgen, so ist diese Bildung nicht
moglich, und die Bemerkung verliert daher nicht zwar ihre
Richtigkeit, wohl aber ihre Anwendbarkeit zu dem besagten
Ziwecke.

Lehrsatz 2%). Beim f_"h-.-}r;{;mg eines freien holonomen Sy-
stems, welches verborgene adiabatische Cykeln enthilt, zwischen
zwel hinreichend benachbarten Lagen 0 und 1 der sichtbaren
Massen, ist das Integral

/ [ { 4+ ft s

kleiner fiir die natiirlichen Bahnen, als fiir irgend welche
andere méogliche Bahnen, welche mit denselben Werten der
verborgenen cyklischen Momente und der Konstanten % die
sichtbaren Koordinaten aus den gegebenen Anfangswerten in
die gegebenen Kndwerte iiberfiihren.

Wir fithren wiederum den Beweis des Satzes, indem wir
ihn auf die vorangegangene Bemerkung (6

2) zuriickfiihren,
Zu dem Ende benutzen wir wieder die Zeit als Hilfsgrobe,
indem wir die willkiirliche aber zulissice Annahme machen,
dab das System die betrachteten Bahnen mit konstanter und
solcher Geschwindigkeit durchlaufe, daB die Konstante  gleich
der mathematischen Energie wird. Es 1Bt sich dann das In-
tegral, von dem der Lehrsatz handelt, schreiben in der Form:

[ [(U+h)dt .
m
Ferner ordnen wir wieder, wie es nach 592 zuliissig ist,
einer jeden nach der Vorschrift des Lehrsatzes variierten Be-
wegung eine zweite zu, bei welcher die sichtbaren Koordinaten

dieselbe Variation erleiden, fiir welche auch die Konstante 7,

*) Mit dem Originale iibereinstimmender Abdruck. — Der Herausgeber.
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(635) und also auch die Energie # ihren Wert behiilt, bei welcher
aber die ecyklischen Momente so variieren, da

3 die Anfangs-

und Endwerte der cyklischen Koordinaten die urspriinglichen

bleiben. Kine Variation, wie sie den Anspriichen des Lehr-

satzes entspricht, bezeichnen wir wieder mit J,, eine Variation

zu der entsprechenden zweiten Bewegung mit d,.
Nun ist erstens fiir beliebige Variationen g, der cykli-
schen Momente g, (566):

P ]'u" k) dt = &, !| U+h)dt+ e ['; f dqp dt

- 0y } ({ L) dt l : D‘J 0o

o/ 1
also im besonderen fiir eine Variation d,:

3 »

a) Iy [(U+h)dt =08y | (UA+h)dt —— e Pgdpie

Zweitens erhalten wir aus Gleichung 612¢ unter Beriick-
sichtigung der Beziehung 588 und der Konstanz von Z:

/ (U +h) dt !",'[f._ e 2N 1;1,‘, Jo

also durch eine Variation der Art o,:
b) r‘;-’l[%ﬁb” e 103 (5 — ) — = e Tp 05y

Durch Subtraktion von a) und ») ergibt sich:

¢) dq l (U+h)dt= f'.'-\r, (& —1,)
oder indem wir mit Hilfe von 632a die Zeit wieder elimi-

nieren:

d) }‘f l { )‘;f as
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Die rechts stehende Variation aber hat nach 632 fir die
natiirliche Bewegung stets einen verschwindenden und fiir hin-
reichend benachbarte Endlagen negativen Wert, also, da Z
notwendig positiv ist, auch die links stehende Variation.
Das links stehende Integral selbst hat also fir die natiirliche
Bewegung und hinr

ichend benachbarte Endlagen einen Minimal-
wert, welches die Behauptung ist.

Anmerkung 1. Wird die Beschriinkung auf hinreichend 636
benachbarte Lagen weggelassen, so kann nur noch behauptet
werden, daBl die Variation des Integrals verschwindet. Der
analytische Ausdruck dieser Behauptung ist in unserer Be-
zeichnungsweise (im (Gegensatz zu 633):

G I

Anmerkung 2. Fiir jeden Wert der Konstanten /& zeichnet 637
der Lehrsatz eine natiirliche Bahn in eindeutiger Weise aus
vor jeder anderen miglichen Bahn, Die Kigenschaft der
natiirlichen Bahnen, welche der Lehrsatz aussagt, kann daher
benutzt werden zur Bestimmung dieser Bahnen: und zwar
kann sie benutzt werden, obwohl die cyklischen Bewegungen
als verborgene vorausgesetzt sind.

Denn die Bildung der Variation d, erfordert nur, daB
man die in der Kriiftefunktion vorkommenden Konstanten
unvariiert lasse; die Variation kann also gebildet werden trotz
Unkenntnis der Einzelheiten der cyklischen Bewegung.

Anmerkung 3. Der Lehrsatz 2, benutzt in der Auffassung 638
der Anmerkung 2, ist die Jacomrsche Form des Prinzips der
kleinsten Wirkung, Denn nennen wir fiir den Augenblick m,
die Masse des wten der sichtbaren n Punkte des Systems, ds,
das Element der Bahn dieses Punktes, so ist

fla, 3

5 . :
m ds” e m, ds
1

und also das Integral, fiir welches wir einen Minimalwert
feststellen bis auf einen Faktor:
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| —- /r i
| VU+ LY Svm, ds,

welches, wiederum bis auf einen konstanten Faktor, das
Jacosische Integral ist.

Die physikalische Bedeutung des Jacosrschen Prinzips
kann nach unserer Auffassung keine andere sein, als die des
Lehrsatzes 852, bez. 847, aus welchem es abgeleitet ist; es

.stellt die Umformung dar, welche wir jenem Satze geben

miissen, damit er trotz vorhandener Unkenntnis der Einzel-
heiten der cyklischen Bewegungen zur Bestimmung der Be-
wegung des sichtbaren Systems anwendbar bleibe. Die Giiltig-
keit auch des Jacopischen Satzes erstreckt sich nur anf
holonome Systeme.

Lehrsatz 8. Beim Ubergang eines freien holonomen kon-
servativen Systems zwischen hinreichend benachbarten Lagen
ist das Zeitintegral der kinetischen Energie kleiner fiir die
natiirliche Bewegung, als fiir jede andere mogliche Bewegung,
welche das System von den gegebemen Anfangswerten zu den
Iindwerten der sichtbaren Koordinaten iiberfithrt, und welche
mit demselben gegebenen, in der Zeit konstanten Werte der
mathematischen Energie ausgefithrt wird.

Denn nennen wir A den gegebenen Wert der mathe-
matischen Knergie, so ist fiir alle in Betracht kommenden
Bahnen (611)

T'— U=h
also ist das Integral, von welchem der Satz handelt, nimlich

[Tt

bis anf einen konstanten Faktor dasselbe Integral, von welchem
der Lehrsatz 2 handelt; der gegenwiirtige Satz ist daher nur
eine andere Form, den Inhalt jenes Lehrsatzes auszusagen.
Die zu dem Lehrsatz 2 gemachten Anmerkungen 1 und 2
finden daber auch hier sinnentsprechende Anwendung.
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Anmerkung. Der Lehrsatz 639 gibt die urspriingliche
MavrerTuissche Form des Prinzips der kleinsten Wirkung.
Diese Form hat vor der Jacosischen den Vorzug, dab sie
sich in einfachen Worten aussprechen liBt und daher einen
einfachen physikalischen Sinn zu enthalten scheint. Sie hat
aber gegeniiber der Jacoprschen Form den Nachteil, daB
sie unnotigerweise die Zeit enthilt, obwohl doch die eigent-
liche Aussage nur die Bahn des Systems bestimmt, nicht die
Bewegung in dieser, und obwohl diese Bewegung vielmehr nur
durch die hinzugefiigte Bemerkung bestimmt ist, daB iiberhaupt
nur Bewegungen mit konstanter Energie in Betracht gezogen
werden sollen.

Riickblick auf 625 bis 640,
1. Nach den Ergebnissen unserer Uberlegung nimmt fiir
die natiirliche Bewegung eines freien konservativen Systems
ein jedes der Integrale:

]1 BTl /q R N
J ‘l {_f’:_ Pl J VOFhas
j.}"w )

unter bestimmten Verhiiltnissen einen ausgezeichneten Wert
an. Dabei beziehen sich die beiden oberen Integrale auf die
Bewegung des Systems, die iibrigen in Wahrheit nur auf die
Bahn desselben. Die beiden links stehenden Integrale be-
ziehen sich auf den Fall, daB alle, auch die cyklischen Ko-
ordinaten des Systems in Betracht gezogen werden, und daB
nur solche Lagen des Systems als gleiche gelten, bei welchen
auch die letzteren Koordinaten die gleichen Werte haben.
Die iibrigen Integrale beziehen sich auf den Fall, daB die
cyklischen Koordinaten des Systems verborgen sind, und daB
schon solche Liagen des Systems als gleich gelten, bei welchen
die sichtbaren Koordinaten gleiche Werte haben. Die Be-
trachtung des letzten Integrals setzt die Giiltigkeit des Prin-
zips von der Erhaltung der Euergie als zugestanden voraus;
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die Betrachtung der beiden obersten Integrale libt diese Giiltig-
keit folgen; die Betrachtung der beiden mittleren Integrale
kann von dieser Giiltigkeit unabhiingig gehalten werden.

2. Die physikalische Bedeutung der beiden links stehen-
den Integrale ist eine #Huberst einfache; die sie betreffenden

Aussagen sind unmittelbare Ausfliisse des Grundgesetzes. Die

rechts stehenden Integrale haben die einfache physikalische
Bedeutung verloren; aber die Aussage, daf sie fir die natiir-
liche Bewegung ausgezeichnete Werte annehmen, stellt immer
noch eine, wenn auch verwickelte und undurchsichtigzge Form
des Grundgesetzes dar. Verwickelt und undurchsichtig ist

aber die Form des Grundgesetzes hier deshalb geworden, weil

das Gesetz verwickelten und undurchsichticen Voraussetzungen

angepabt ist. Die Aussage, welche sich auf das untere Inte

bezieht, hat den triigerischen Schein einer selbstindigen, ein-
fachen physikalischen Bedeutung.

Unser Beweisverfahren war nicht darauf berechnet, mog-
lichst einfach zu sein, sondern darauf, den obigen Zusammen-
hang moglichst deutlich hervortreten zu lassen.

3. DaB die Natur nicht darauf eingerichtet ist, dab das
eine oder das andere jener Integrale ein Minimum werde, geht
erstens daraus hervor, dall schon in holonomen Systemen bei
ausgedehnterer Bewegung das Minimum im allgemeinen nicht
eintritt, und zweitens daraus, dall es natiirliche Systeme gibt,
filr welche das Minimum niemals eintritt, und fiir welche nicht
einmal die Variation jener Integrale verschwindet. Ein um-
fassender Ausdruck fiir die Gesetze der natiirlichen Bewegung
kann daher auch an keines jener Integrale angekniipft wer-
den, und hieraus nahmen wir auch das Recht her, den Schein
einfacher Bedeutung des letzten Integrals fiir triigerisch zu halten.

Endliche Bewegungsgleichungen fiir holonome Systeme.

Bemerkung 1. Bezeichnen wir mit 7”7 den Wert des
Integrales
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