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Konservative Systeme.

Differentialgleichungen der Bewegung.

Aufgabe. Die Differentialgleichungen der Bewegung eines

konservativen Systems aufzustellen.
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Die Losung der Aufgabe besteht nur in der Angabe der
Bewegungsgleichungen fiir das sichthare Teilsystem. Die Masse

seien die % Gleichungen:

=

(U,-.'u "JIJ"’u =0

dieses Teilsystems ist m, seine Koordinaten sind die p,; es

a)

seine Bedingungsgleichungen. Da die Po zugleich die Para-
meter des verborgenen Teilsystems sind, so sind die Komponenten
der Krifte, welche dieses auf das sichtbare Teilsystem ausiibt,
gleich oU/ap, (568). Wirkt auf das sichtbare Teilsystem
durch Koppelung mit anderen sichtbaren Systemen noch eine

weitere Kraft, so mdgen deren Komponenten P, sein.
sind die Bewegungsgleichungen des Systems nach 481;
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und diese » Gleichungen zusammen mit den % Gleichungen

Dann

b)

a)

reichen wieder aus zur eindeutigen Bestimmung der r+ % GroBen

o und P,

Anmerkung 1, Ist das betrachtete konservative System 617
ein freies, wirkt also auf dasselbe keine ZuBere Kraft, so sind
die P, gleich Null, und die Bewegungsgleichungen haben die

Form:
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Anmerkung 2. Ist inshesondere die Koordinate P, eine 615
freie Koordinate des sichtbaren Teilsystems, so nimmt die dem

Index p zugehérige Bewegungsgleichung die Form an:
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da die p,, alsdann siimtlich verschwinden.

Anmerkung 3. Indem wir in die Gleichungen 616 bis 618

fiir die Beschleunigungen nach den p, ihre verschiedenen Aus-
driicke nach 291 einsetzen, erhalten wir fiir diese Gleichungen

eine Reihe verschiedener Formen, welche den .l'.‘)l'H;'I.']I ent-

sprechen, welche wir fiir ein vollstiindig bekanntes System in
368 u. ff. erhalten haben.

Folgerung 1. Sind in einem holonomen konservativen

System die p, siimtlich freie Koordinaten, und setzen wir zur
Abkiirzung:

so lasse die Bewegungsgleichungen des Systems dar-

stellen in der Form der 2r Gleichungen:

b) rl; - ;

welche als ebensoviele Differentialgleichungen erster Ordnung
fir die 2r Groflen p, und ¢, aunfgefabt werden konnen, und
welche zusammen mit bestimmten Anfangswerten den Verlauf
dieser Groflen eindeutig bestimmen,

den Wert von L ein,
partiellen Differentialquotienten, und beachten, daBl U die p,
nicht enthilt, daB also

Denn setzen wir entwickeln die

dy o op s

ist, so erkennen wir, daB die Gleichungen a) mit der aus den
Definitionen folgenden Beziehung der Go und der Pp ZUSAmMmMens-
fallen, die Gleichungen b) aber mit den Bewegungsgleichungen
in der Form 618. (289, 291)
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Anmerkung. Die Funktion Z, durch deren Benutzung die
Differentialgleichungen der Bewegung die einfache Form der
Gleichungen 620a und b annehmen, hat man bisweilen die
LaerancEsche Funktion des Systems genannt. Diese Funktion
besteht also nur in einem holonomen System, und sie ist hier
gleich der Differenz der kinetischen und der potentiellen
Energie, abgesehen von einer willkiirlich bleibenden Konstanten.

Folgerung 2. Sind in einem holonomen konservativen
System die p, simtlich freie Koordinaten, und setzen wir zur
Abkiirzung:

I'—U=H

so lassen sich die Bewegungsgleichungen des Systems dar-
stellen in der Form der 2r Gleichungen:
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welche als ebensoviele Differentialgleichungen erster Ordnung
fir die 2r GroBen p, und ¢, aufgefaBt werden kémnen, und
welche zusammen mit bestimmten Anfangswerten den Verlauf
dieser Griflen eindeutig bestimmen.

Denn setzen wir den Wert von 7/ ein, und beachten, daB
U die g, nicht enthalt, daB also:
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o r) o ap, i ap,

ist, so sehen wir, daB die Gleichungen a) die aus den Defi-
nitionen folgende Bezichung der ¢, und der j, darstellen,
withrend die Gleichungen b) mit den aus der Erfahrung ab-
geleiteten Bewegungsgleichungen (618) des Systems zusammen-
fallen. (290, 294)

Anmerkung., Die Funktion #, durch deren Benutzung die
Differentialgleichungen der Bewegung die einfache Gestalt der
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262 Zweites Buch.
(Gleichungen 622a und b annehmen, hat man wohl die Ha-
minroNsche Funktion des Systems genannt. Diese Funktion
besteht also nur fir ein holonomes System, und sie ist fiir
ein solches gleich der Summe der kinetischen und der poten-
tiellen Energie, abgesehen von einer willkiirlich bleibenden
Konstanten; sie ist also auch gleich der Gesamtenergie des
Systems, von einer willkiirlichen Konstanten abgesehen.

Allgemein ist es zuliissig, fiir ein System mit beliebigen,
nicht notwendig cyklischen, verborgenen Bewegungen die Ha-
mirroNsche Funktion zu definieren durch die Gleichungen
622a und b, niimlich als eine Funktion der sichtbaren p,
und ¢,, durch deren Benutzung (vorausgesetzt, daB es eine
solche Funktion gibt) die Bewegungsgleichungen eben jene
einfache Form annehmen. Bei dieser allgemeineren Definition
ist die Haminronsche Funktion nicht immer gleich der Summe
der kinetischen und der potentiellen Energie.

Bemerkung. Aus den Gleichungen 620 und 622 kinnen
fiir ein System mit verborgenen Cykeln dieselben reziproken
Eigenschaften der Bewegung abgeleitet werden, welche wir fiir
ein vollstiindig bekanntes System in 378 und 381 abgeleitet
haben. Es ist aber diese neune Ableitung nicht erforderlich,
sondern es liegt schon im Wesen jener Beziehungen, daB jede
von ihnen Giiltigkeit hat unabhiingig davon, ob die in ihnen
nicht vorkommenden Koordinaten, Momente usw. sichtbare
oder verborgene Koordinaten, Momente, usw. sind.

Integralsitze fiir holonome Systeme.

Bemerkung 1. Das Integral

]
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ist beim Ubergang eines freien holonomen Systems mit verbor-
genen adiabatischen Cykeln zwischen hinreichend benachbarten
Lagen 0 und 1 kleiner fiir die natiirliche Bewegung des Systems,
als fiir jede andere mogliche Bewegung, welche in der gleichen
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