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Die zweite Methode bestimmt die Kraft aus den Massen
und der Bewegung des Systems, auf welches sie wirkt. In der
Physik wird diese Methode als die dynamische Messung der
Kraft bezeichnet. Sie wurde z. B. von Newton angewandt,
als er die auf die Planeten wirkende Kraft aus deren Be-
wegung ableitete.

Die dritte Methode bestimmt die Kraft, indem sie sie mit
bekannten Kriiften ins Gleichgewicht bringt. Diese Methode
wird die statische genannt. Auf ihr beruhen z. B. alle Kriifte-
messungen mit der Wage.

Angewandt zur Bestimmung einer und derselben Kraft
unter Beobachtung der von uns abgeleiteten Beziehungen
milssen aber diese drei verschiedenen Methoden unter allen
Umstéinden zu dem gleichen Resultate fihren, wenn anders
das Grundgesetz, auf welches sich unsere Uberlegungen
stiitzen, wirklich alle mogliche mechanische Erfahrung richtig
zusammenfaBt.

Abschnitt 5. Systeme mit verborgenen Massen.

I. Cyklische Bewegung.

Definition 1. Cyklische Koordinate eines Systems heifit eine
freie Koordinate des Systems dann, wenn die Linge einer
unendlich kleinen Verriickung des Systems nicht von dem
Werte der Koordinate, sondern nur von dem ihrer Anderung
abhiingt.

Anmerkung 1. Ks gibt cyklische Koordinaten. Denn
es geniigt z. B. eine rechtwinklige Koordinate des Systems,
wenn sie frei ist, der Voraussetzung. Cyklische Koordinaten
konnen stets eingefithrt werden, wenn unendlich kleine Ver-
riickungen des Systems moglich sind, welche nicht eine Ande-
rung der Massenverteilung im Raume zur Folge haben, son-
dern nur eine cyklische Vertauschung der Massen unter sich.
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236 Zweites Buch.

Daher der Name. Es kénnen aber auch unter anderen Ver-
hiilltnissen cyklische Koordinaten auftreten, wie es das Beispiel
der rechtwinkligen Koordinaten zeigt.

Anmerkung 2. Die Energie eines Systems hingt nicht
ab von dem Werte seiner cyklischen Koordinaten, sondern
nur von deren Anderungsgeschwindigkeiten mit der Zeit.

Definition 2. Cyklisches System heift ein materielles
System, dessen Energie mit hinreichender Anniherung als
eine homogene guadratische Funktion der Anderungsgeschwin-
digkeiten seiner cyklischen Koordinaten erscheint.

Ein cyklisches System heifft ein monocyklisches, di-
cyklisches, usw., je nachdem es eine, zwei, usw. cyklische
Koordinaten besitzt.

In einem cyklischen System werden die nicht cyklischen
Koordinaten auch die Parameter des Systems genannt; die
Anderungsgeschwindigkeiten der cyklischen Koordinaten nennen
wir auch die cyklischen Intensitiiten.

Anmerkung 1. Die Bedingung, deren angeniherte Kr-
filllung fiir eyklische Systeme erfordert wurde, kann mit Strenge
iberhaupt nicht erfiillt sein, abgesehen von dem Falle, dafl
das System nur cyklische Koordinaten besitat.

Denn ist eine Grofe Koordinate eines Systems, so be-
dingt ihre Anderung eine Verrickung mindestens eines ma-
teriellen Punktes des Systems; die Energie dieses Punktes ist
also quadratische Funktion der _-'-\'mlcx'un;:sgesch\\'Jndigl;eit
jener Koordinate, und fiir die Energie des Systems gilt dem-
nach das gleiche. Die KEnergie eines jeden Systems enthilt
daher in Strenge notwendig die Anderungsgeschwindigkeiten
aller Grofen, welche iiberhaupt Koordinaten des Systems sind,
also auch die Energie eines cyklischen Systems die Anderungs-
geschwindigkeiten seiner Parameter.

Anmerkung 2. Jene Bedingung fiir das Auftreten eines
cyklischen Systems kann aber mit jedem beliebigen Grade der
Annaherung erfiillt sein, sobald das System iiberhaupt eyklische
Koordinaten besitzt.

Sie ist niamlich erfiillt in dem Falle, daB die Teile der
Energie, welche die Anderungsgeschwindigkeiten der Para-
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meter enthalten, verschwinden gegen die Teile, welche von den
cyklischen Intensititen abhiingen, und dies kann stets dadurch
erreicht werden, daB die ,:‘.iudErrungsgeschwindigkviteu der
Parameter hinreichend klein, oder daB die cyklischen Inten-
sititen hinreichend groB angenommen werden. Wie groB
diese oder wie klein jene angenommen werden miissen, damit
ein bestimmter Grad der Anndherung erzielt werde, hiingt
ab von den besonderen Werten der Koeffizienten im Ausdruck
der Energie.

Im folgenden wird stets vorausgesetzt, daB die Bedingung
der cyklischen Systeme mit so groBer Annitherung erfiillt sei,
dall wir so reden konnen, als sei sie genau erfiillt.

Bezeichnung. Wir bezeichnen die cyklischen Koordinaten 352
des Systems mit Yo, mit r ihre Zahl, die Momente des Sy-
stems nach den p, mit g,. Die r nicht cyklischen Koordi-
naten des Systems mdgen mit Poy die Momente nach ihnen
mit ¢, bezeichnet werden. Die Masse des cyklischen Sy-
stems sei m.

Die fuBieren Kriifte, welche auf das System wirken, mogen
nach den p, die Komponenten Py, mach den p, die Kompo-
nenten P, haben. Die Krifte, welche das System selbst aus-
itht, haben dann nach den Po» beziehlich den p, Komponenten,
welche nach 467 mit FP,, beziehlich 1, zu*bezeichnen sind.

Folgerung 1. Die Energie © eines cyklischen Systems 553
kann geschrieben werden in den Formen (286):

T T

1 al ) . .
€= m Se S ags Py o
1 1
1 T b
o S
T am :: bor Qo o
o 1 1

in welchen die a, und b,, Funktionen allein der Po» micht
aber der p, sind (548), iibrigens aber dieselben Figenschaften
und denselben Zusammenhang haben, wie die @y, und b, (591F).

Betrachten wir € als Funktion der p, und der Doy Wie
es die erste Form darstellt, so mdge sein partielles Differential
mit 6,E bezeichnet werden; betrachten wir aber € als Funk-
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tion der p, und der g,, wie es die zweite Form darstellt, so
moge sein partielles Differential mit 8, bezeichnet werden
(vergl. 288). |

b4 Folgerung 2. Fiir alle Werte des o gelten die Glei-
chungen: \
n)  (289) o8 =q,=0 ,
’ S

b) (290

e)

d)

Diese Gleichungen enthalten die charakteristischen Merk-
male der cyklischen Systeme, und auf ihnen beruhen die be-
sonderen Higentiimlichkeiten derselben.

Die Gleichung b) wiederholt die Bemerkung (550), daB
ein  Widerspruch besteht zwischen der Annahme, daf die
Form der KEnergie. genau die angenommene sei und daB
gleichwohl die p, mit der Zeit veriinderliche Griofen seien.
Wir haben die Gleichung gemiB 551 dahin zu deuten, daB, |
wenn § sehr angenihert die gewihlte Gestalt hat, die p, als :
langsam sich veréindernde Grdofien betrachtet werden miissen. ‘

Kriafte and Kraftefunktion.

555 Aufgabe 1. Die Kraft P, zu bestimmen, welche das
cyklische System nach seinem Parameter p, ausiibt.
Zufolge der Gleichungen 498¢, d und 554a erhalten wir:

a) l‘”r.a —— o

oder in entwickelter Form:
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3 1 \L\ \;~ L‘-"Jm. ! .
Po= —1m D¢ >: 7 H.1, b)
¥ 2 e
1NN, % :
B 2IM <= <= gp, Qo e - <

Folgerung. Die Kriifte eines cyklischen Systems nach 556
seinen Parametern sind unabhiingig von den Anderungs-
geschwindigkeiten dieser Parameter.

Vorausgesetzt ist jedoch immer, daB diese -\ndelung\-
geschwindigkeiten nicht dasjenige MaB iibersteigen, welches
erlaubt, das System als ein cyklisches zu behandeln. So sind
in der Elektrodynamik die Anziehungen zwischen Magneten
zwar unabhiingig von der Geschwindigkeit ihrer Bewegung,
aber doch nur so lange, als diese Geschwindigkeit weit unter-
halb der Lichtgeschwindigkeit liegt.

(]
ot
=1

Aufgabe 2. Die Kraft S8, zu bestimmen, welche das :
cyklische System nach seiner cyklischen Koordmate p, ausiibt.
Zufolge der (Hleichungen 498¢ und 554¢ erhilt man:

A -
g‘bvz _qf;‘ . a)
Entwickelt, hat man, da (270)

Qo= Dellge s b)
1

o \ t,,,-
P, = — m\r (go o —m > N \ “Popr ¢)
l
Folgerung. Wirkt auf ein cyklisches System eine #uBere 558
Kraft, deren Komponenten nach den b, die !B, sind, so indern
sich die cyklischen Momente nach den Gleichungen:

q[i T \‘LL‘J

Lehrsatz. Wenn auf die cyklischen Koordinaten eines 559
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cyklischen Systems keine Kriifte wirken, so sind die siimtlichen
cyklischen Momente des Systems konstant in der Zeit,

Denn sind die P, gleich Null, so ergeben die vorigen
(3leichungen durch Integration

Qo= constans

Definition. FEine Bewegung eines cyklischen Systems, bei
welcher seine cyklischen Momente konstant bleiben, heillt eine
adiabatische Beweecung. Eine Bewegung eines cyklischen
Systems, bei welcher seine cyklischen Intensitiiten konstant
bleiben, heift eine isocyklische Bewegung.

Adiabatisch, beziehlich isocyklisch wird das cyklische
System selbst genannt, wenn es gezwungen ist, keine anderen
Bewegungen auszufiihren, als nur adiabatische, beziehlich iso-

cyklische,

Anmerkung 1. Die analytische Bedingung der adiabati-
schen Bewegung ist diese, daB fiir alle o:

q R (= (Jo = constans

sei. Die analytische Bedingung der isocyklischen Bewegung
ist diese, daB fiir. alle o:

by=—0 P, = constans

sel,

Anmerkung 2. Die Bewegung eines cyklischen Systems
ist eine adiabatische, sobald auf die cyklischen Koordinaten
dauernd keine Krifte wirken. Die Bewegung eines cyklischen
Systems ist eine isocyklische, wenn es nach den cyklischen
Koordinaten mit anderen Systemen gekoppelt ist, welche kon-
stante Anderungsgeschwindigkeit der gekoppelten Koordinaten
besitzen. Damit die Bewegung eine isocyklische sei, miissen
also geeignete Krifte auf die cyklischen Koordinaten wirken.

Definition. Lassen sich die Kriifte eines cyklischen Sy-
stems nach seinen Parametern darstellen als die partiellen
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Differentialquotienten einer Funktion der Parameter und kon-
stanter Groflen, nach den Parametern, so heiBt diese Funk-
tion die Kriftefunktion des cyklischen Systems.

Lehrsatz. Sowohl fiir die adiabatische, als auch fiir die
isocyklische Bewegung besteht eine Kraftefunktion,
Denn fiir die adiabatische Bewegung folgt aus 555¢:

r
e SIND N b Qe Ge . a)
e TR 2m

und hierin sind die GréBen q,q,/m Konstanten und die
b, Funktionen lediglich der Parameter,

Entsprechend folgt fiir die isocyklische Bewegung aus
xR

Bdb:

0 o IE s

Py= g 272 Gar g PP b
g 1 1

und hierin sind wiederum die Gréfen mp,p, Konstanten und

die g,, Funktionen lediglich der Parameter,

Anmerkung. Die Kriftefunktion fiir die adiabatische
und fiir die isocyklische Bewegung unterscheiden wir auch
wohl als adiabatische bez. isoeyklische Kriiftefunktion. Es
gibt weitere Bewegungsformen des Systems, fiir welche
Kriiftefunktionen bestehen, aber nicht fiir jede beliebige Be-
wegung besteht eine solche.

Zusatz 1. Die Kriftefunktion eines adiabatischen Systems
ist gleich der Abnahme der Energie des Systems, gerechnet

von einem willkiirlich gewihlten Anfangszustand aus. Sie ist
daher auch gleich einer willkiirlichen, d. h. durch die Defi-
nition nicht bestimmten Konstanten, vermindert um die Energie

des Systems.

Zusatz 2. Die Kriiftefunktion eines isocyklischen Systems
ist gleich der Zunahme der Energie des Systems, gerechnet
von einem willkiirlich gewiihlten Anfangszustand aus. Sie ist
daher auch gleich der Energie des Systems, vermindert um
eine willkiirliche Konstante.

Hertz, Mechanik. 2, Aufl. 16
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Reziproke Eigentiimlichkeiten.

Lehrsatz 1a. Wenn in einem adiabatischen System eine
VergroBerung des Parameters p, die Komponente der Kraft
nach dem anderen Parameter p; steigert, so steigert auch
umgekehrt eine Vergrofierung von p; die Kraft nach p,. Und
zwar ist bei unendlich kleiner VergroBerung das quantitative
Verhiltnis zwischen Ursache und Wirkung in beiden Fillen
das gleiche.

Denn in einem adiabatischen System konnen wir die p,
als die hinreichenden unabhiingigen Bestimmungsstiicke der
P, betrachten, und es liefert uns daher die fiir adiabatische
Systeme giiltige Gleichung 564 a:

ap; aP,

(-':1”_-'-. " E.-I;.J,-_

welches die Behauptung ist.
[=]

Lehrsatz 1b, Wenn in einem isocyklischen System eine
VergroBerung des Parameters p, die Komponente der Kraft
nach dem anderen Parameter p; steigert, so steigert auch
umgekehrt eine Vergroferung von p; die Kraft nach p,. Und
zwar ist bei unendlich kleiner VergroBerung das quantitative
Verhiltnis zwischen Ursache und Wirkung in beiden Fillen
das gleiche,

Denn auch in einem isocyklischen System konnen wir
die p, als hinreichende unabhiingige Bestimmungsstiicke der
P ansehen, und es liefert uns daher die fiir isocyklische Sy-

steme giltige Gleichung 564b:

aP, 8P,
p.  opr
welches die Behauptung ist.
Es ist zu bemerken, daf diese Gleichung von der vorigen
dem Sinne nach verschieden, wenn auch der Form nach
identisch ist.

Anmerkung. Damit die vorstehenden beiden Lehrsiitze
eine physikalische Anwendung gestatten, geniigt es, dall von
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dem cyklischen System zwei Parameter und die Krifte nach
diesen der unmittelbaren Beobachtung zugiinglich seien.

Lehrsatz 2a. Wenn in einem cyklischen System eine 571
Vermehrung des ml;hqrhuu Momentes q, bei festgehaltenen
Parametern eine Steigerung der Kraft nach dem Parameter
2, zur Folge hat, so ruft die adiabatische Vergroferung des
Parameters p; eine Verminderung der cyklischen Intensitiit Do
hervor, und umgekehrt. Und zwar ist bei unendlich kleiner
_\[ululu" das Grobenverhiltnis zwischen Ursache und Wir-
kung in beiden Fillen das gleiche.

Denn wir haben:

Ay . — e]Ll: o - 5'& 200
P = ap; (b5b5a) |, Pu= 0, (290)
also ist
dP; ap,,
T 9

von welcher Gleichung der Lehrsatz die richtige Interpre-
tation ist.

Folgerung. Wenn in einem monocyklischen System eine 572
Vermehrung der cyklischen Intensitit ) bei festgehaltenen
Parametern eine Steigerung der Kraft nach dem Parameter
p. zur Folge hat, so ruft die adiabatische Vergroferung des
Parameters p, eine Verminderung der cyklischen Intensitiit
hervor, und umgekehrt.

Denn in einem monocyklischen System geht Vermehrung
der cyklischen Intensitit und Vermehrung des cyklischen Mo-
mentes bei festgehaltenen Parametern stets Hand in Hand.
Fiir ein monocyklisches System ist nimlich

qg=map ,

worin a eine notwendig positive (62) Funktion der Parameter
des Systems ist.

Lehrsatz 2b. Wenn in einem cyklischen System eine
Vermehrung der cyklischen Intensitéit ), bei festgehaltenen
16*

= ey
ik
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Parametern eine Steigerung der Kraft nach dem Parameter p;
sur Folge hat, so ruft die isocyklische Vergrofierung des
Parameters p; eine Vermehrung des cyklischem Moments g,
hervor, und umgekehrt. Und zwar ist bei unendlich kleiner
Anderung das GroBenverhiltnis zwischen Ursache und Wir-
kung in beiden Fillen das gleiche.

Denn wir haben:

a,& 1] S 0. . .
Fi=g (B85a) , Qu = (289)
P an.,
also ist:
ar; dq,
:1‘ a1 T - ]
on,, Ur""-"-

von welcher Gleichung der Lehrsatz den Ausdruck in Wor-

ten gibt.

Folgerung. Wenn in einem monocyklischen System eine
Vermehrung des cyklischen Momentes q bei festgehaltenen
Parametern eine Steigerung der Kraft nach dem Parameter p;
zur Folge hat, so ruft die isocyklische VergroBerung des
Parameters p; eine Vermehrung des cyklischen Momentes g
hervor, und umgekehrt.

Der Grund ist derselbe wie in 572,

Anmerkung. Die vorstehenden Lehrsiitze 2a und 2b ge-
statten eine physikalische Anwendung dann, wenn es moglich
ist, neben einer cyklischen Intensitiit auch das entsprechende
cyklische Moment unmittelbar, d. h. ohne Kenntnis der Koetfi-
zienten a,,, zu bestimmen. Dies kann eintreten. In der
Elektrostatik entsprechen z. B. die Potentialdifferenzen der
Leiter den cyklischen Intensitiiten, die Elektrizititsmengen der
Leiter den cyklischen Momenten, und beide Grofen konnen
unabhiingig voneinander unmittelbar bestimmt werden.

Die Folgerungen verlangen nur die unmittelbare DBe-
stimmbarkeit entweder der cyklischen Intensitit oder des
cyklischen Momentes.

Lehrsatz 83a. Wenn in einem cyklischen System eine auf
die cyklische Koordinate p, ausgeiibte Kraft ein zeitliches An-
wachsen der Kraft nach dem Parameter p, zur Folge hat, so
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ruft die adiabatische VergréBerung des Parameters p; eine
Verminderung der cyklischen Intensitit y, hervor, und um-
gekehrt. Und zwar ist bei unendlich kleiner Anderung das
GroBenverhilltnis zwischen Ursache und Wirkung in beiden
Fillen das gleiche.

Denn denken wir uns in der linken Seite der Gleichung
571a die \ndelunﬂfen 0P; und dg, entstanden in der Zeit df,
dividieren wir den Differentialquotienten im Zihler und Nenner
durch diese Zeit d¢, und beachten die Gleichung 558, indem
wir die Anderung &g, als Wirkung der Kraft P, ansehen,
so folgt:

P; .,

B, ap;,

von welcher Gleichung der Lehrsatz den vervollstindigten Aus-
druck in Worten gibt.

Lehrsatz 3b. Wenn in einem cyklischen System eine
Vermehrung der cyklischen Intensitit D, bei festgehaltenen
Parametern eine Steigerung der Kraft nach dem Parameter p;
zur Folge hat, so ruft die isocyklische VergriBerung des
Parameters p; eine Verminderung der Kraft des Systems nach
der cyklischen Koordinate p, hervor, und umgekehrt. Und
zwar ist bei unendlich kleiner Anderung das GréBenverhiltnis
zwischen Ursache und Wirkung in beiden Fillen das gleiche.

Denken wir uns in der rechten Seite der Gleichung 578a
die -\nderuu"en dq, und dp; entstanden in der Zeit dt, so
konnen wir setzen:

d : \/ I
5E]g;={-k Qu t[fZi.’qurfﬂ——' _\’b.“ dt (3b7a) ,

. d - ;
"P?‘,:dc'j);,- di=pdt ;

es wird also jene Gleichung:
) A 1
B B

welche Aussage der Lehrsatz in Worten wiedergibt.
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Anmerkung. .Die Lehrsitze 3a und 3b gestatten die
physikalische Anwendung dann, wenn neben einer cyklischen
Intensitit auch die entsprechende cyklische Kraftkomponente
der unmittelbaren Beobachtung zuginglich ist. Dies trifit
zum Beispiel fiir die Elektrodynamik zu, und man versinnlicht
sich die Bedeutung der Lehrsitze 3a und 3b am besten,
indem man sie in die Redeweise dieses Zweiges der Physik
iibersetzt.

Energie und Arbeit.

Lehrsatz 1. Bei der isocyklischen Bewegung eines cykli-
schen Systems ist die Arbeit, welche das System durch die
Koppelung seiner cyklischen Koordinaten aufnimmt, bestindig
das Doppelte der Arbeit, welche es durch die Koppelung seiner
Parameter abgibt.

Bei der isocyklischen Bewegung ist {, fiir alle o gleich
Null. also nach 514 und 557c¢ die Arbeit, welche die auf
die cyklischen Koordinaten wirkenden #ufleren Kriifte in der
Zeiteinheit leisten, gleich:

] e !;}I;rg

1 1 1

£ ¥ S . [ e e
= :" ﬂ-‘g D(} — m :\_2'\"\ T ca pﬁ_‘”r 1-"9
1

Die Arbeit aber, welche das System durch seine Krifte
nach den Parametern leistet, berechnet auf die Zeiteinheit,

wird gefunden mit Hilfe von 555h gleich:

G S 1 Do A M o v
o Popo=5Mm De Do >t Yo i Po
S Pk ailk gim G ;

Die Summen in beiden Gleichungen sind bis auf die Be-
zeichnung identisch, und die Glieder der ersten Gleichung sind
daher doppelt so grofl als die der letzten.

Folgerung. Wenn ein isocyklisches System durch die:
Krifte nach seinen Parametern Arbeit leistet, so wiichst gleich-
zeitig die Energie des Systems, und zwar um den Betrag der
geleisteten Arbeit; wenn ein isocyklisches System durch die
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Krifte nach seinen Parametern Arbeit aufnimmt, so nimmt
gleichzeitig die Energie des Systems ab, und zwar um den
Betrag der aufgemommenen Arbeit.

Denn die Zunahme der Energie des Systems ist gleich
dem Unterschiede der von den cyklischen Koordinaten auf-
genommenen und der durch die Parameter abgegebenen Arbeit.

Anmerkung. Wenn ein adiabatisches System durch die
Krifte nach seinen Parametern Arbeit leistet, so nimmt gleich-
zeitig die Energie des Systems ab, und zwar um den Betrag
der geleisteten Arbeit; wenn ein adiabatisches System durch
die Kriifte nach seinen Parametern Arbeit aufnimmt, so wiichst
gleichzeitig die Energie des Systems, und zwar um den Betrag
der aufgenommenen Arbeit.

Denn in einem adiabatischen System wird durch die
cyklischen Koordinaten keine Arbeit aufgenommen (562),

Lehrsatz 2. Bei der adiabatischen Verriickung eines
cyklischen Systems erleiden die cyklischen Intensititen stets
Anderungen in solchem Sinne, daB die von diesen Anderungen
hervorgerufenen Kriifte nach den Parametern bei der Ver-
riickung negative Arbeit leisten.

Es mogen bei der Verriickung die p, die Anderungen dp,
und die Intensitiiten , die Anderungen 0p, erleiden. Fénden
nur die letzteren Anderungen statt, so wiirden sich die Krifte
P, #ndern um die Betriige (555D):

' i 1-‘ Ol 3
OPy=1m Do Dt —" 1,09, ,

2 s G
und diese JP, sind es, welche der Lehrsatz als die von den
op. hervorgerufenen Kriifte bezeichnet. Die von ihnen ge-
leistete Arbeit ist gleich:

r . T T

3 A r o ce o
>o Py 3p, - 111::\ — D 0P Oy
Al L T R

=1 2”.\_:"' ")Iarr{ -{‘u’ Ji‘r 3
1 1
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und die Behauptung geht dahin, daB diese Arbeit notwendig
negativ sei. Nun ist aber fiir die adiabatische Bewegung:

qe=1M D¢ Qgr Py =constans
1
also:

T T
\'T Oy i‘-.r B \ Ooe If]prr
1 i |

Bilden wir diese Gleichungen fiir alle z, multiplizieren sie der
Reihe nach mit mop, und addieren, so erhalten wir links den
vorigen Ausdruck fiir die betrachtete Arbeit, rechts eine not-
wendig negative Grofe (62), womit die Behauptung erwiesen ist.

583 Folgerung, Bei der adiabatischen Verriickung eines
cyklischen Systems erleiden die cyklischen Intensitiiten stets
Anderungen in solchem Sinne, daB die von diesen Anderungen |
hervorgerufenen Kriifte die erzeugende Bewegung aufzuhalten
streben.
Dies ist in der Tat nur eine andere Form, den vorigen
Liehrs
Lenzschen Regel in der Elektrodynamik.

atz auszusagen. Sie entspricht der Ausdrucksweise der

584 Bemerkung. Bei [jeder unendlich kleinen Bewegung eines
monocyklischen Systems verhilt sich die durch die cyklische
Koordinate aufgenommene Arbeit zur Energie des Systems,
wie der doppelte Zuwachs, welchen das cyklische Moment des
Systems erfihrt, zu diesem Moment.

Denn die wihrend der Zeit d¢ durch. die cyklische Ko-
ordinate p aufgenommene Arbeit %) ist gleich:

“'f-\:l ::\_E,fp:q f;.}‘—:[‘} i\ .-.'Tf ::i\ Jq .
withrend die Energie § geschrieben werden kann:

C=iqp .
Also 1st:

welches die Behauptung ist.
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Folgerung 1. Bei beliebiger Bewegung eines mono- 585
cyklischen Systems ist der Ausdruck

d5)

das vollstindige Differential einer Funktion der Parameter und
der cyklischen Intensitit des Systems, nimlich der Funktion
2log . 8 )
qo
in welcher qo das cyklische Moment fiir eine willkiirlich ge-
wiihlte Anfangslage bedeutet. Diese Funktion wird auch die
Entropie des monocyklischen Systems genannt.

Folgerung 2. Der Wert des fiir eine beliebige endliche 586
Bewegung eines monocyklischen Systems gebildeten Integrales

I. '(f 1_;
€

e
hiingt nur ab von den Zustinden des Systems in der Anfangs-
und Endlage der Bewegung, nicht aber von den zwischen
beiden Lagen durchlaufenen Zustinden. Der Wert jenes Inte-
grales wird Null fir jede Bewegung, welche das System zu
seinem Anfangszustand zuriickfithrt.

Denn der Wert jenes Integrales ist gleich dem Unter-
schiede der Entropie im Anfangs- und im Endzustande der
Bewegung.

Folgerung 3. DBei der adiabatischen Bewegung eines 557
monocyklischen Systems bleibt die Entropie konstant, Denn
fir die adiabatische Bewegung ist P, also auch dQ0 gleich
Null. Die adiabatische Bewegung eines monocyklischen Sy-
stems wird deshalb auch eine isentropische genannt.

Zeitintegral der Energie.

Bemerkung 1. Andern sich bei der adiabatischen Be- 588
wegung eines cyklischen Systems die cyklischen Koordinaten p,
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in einer gewissen endlichen Zeit um die Betrige p,, so ist
das Zeitintegral der Energie des Systems, genommen iiber

jene Zeit, gleich

o] =

_\._‘."' o ’.:‘cf =

Denn es kann die Energie des Systems geschrieben werden
in der Form (286b):

and hierin sind fiir die adiabatische Bewegung die g, Kon-

stanten.

Bemerkung 2. Die Variation des Zeitintegrales der Energie
eines adiabatischen Systems bei variierter Bewegung des Sy-
stems hingt ab erstens von der Variation der Parameter
wihrend der ganzen Zeit, itber welche das Integral gebildet
ist, zweitens aber auch von den in der Zeit konstanten Varia-
tionen, welche die in der Zeit konstanten cyklischen Momente
des Systems erleiden.

Bezeichnung., Wir bezeichnen im folgenden:

mit & eine Variation, bei welcher die cyklischen Momente
willkiirliche Variationen erleiden,

mit §, eine Variation, bei welcher die cyklischen Momente
keine Variationen erleiden,

endlich mit 0, eine Variation, bei welcher die cyklischen
Momente solche Variationen erleiden, daf die Anfangs- und
Endwerte der cyklischen Koordinaten unvariiert bleiben.

Folgerung. Aus der Bezeichnung folgt von selbst fiir
alle (1

000a=0 , Jppp=0 ,

also wird nach 588 fiir beliebige Variationen der Parameter:
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2] 5

s - 1~ =
dq l Edi= 2 _\:‘_f: 0o dg Po a)
. Lt L
s 1 >
rTL. I & dl = = :9 i){, Jp l"[[‘, . b)

Anmerkung. In einem adiabatischen System ist es stets, 592
und zwar im allgemeinen nur auf eine Weise moglich, bei
beliebiger Variation der Parameter den cyklischen Momenten
solche Variationen zu erteilen, daB die Anfangs- und End-
werte der cyklischen Koordinaten unvariiert bleiben.

Denn aus der allgemeinen Beziehung:

1~

i‘y " .‘:';" []rm' q i)
Uy el =

folgt fiir ein adiabatisches System, in welchem sich die p, von
den Werten p, auf die Werte p, #ndern:

1

L ~Q e
Po. —Po, =1 : Oo [ﬁw dt
ey

also bei beliehiger Variation der Parameter und der cyklischen
Momente:

. 3 |
1

1 1
% ;
1 ~2 o fi S S
0y, — Py, = = Zq 0o rfhw di +E 2!! g [ﬁw di - .
; 1] ‘G

Diese Gleichungen aber bilden r nicht homogene, lineare Glei-
chungen fiir die r GroBen dg,, welche also stets eine und
zwar im allgemeinen nur eine Lasung zulassen, insbesondere
auch dann, wenn die links stehenden Variationen ver-
schwinden,

Variationen der Art, welche wir mit J, bezeichneten, sind
also auch bei beliebiger Variation der Parameter stets moglich.

Lehrsatz. Bei gleicher, iibrigens willkiirlicher Variation 593
der Parameter wihrend einer gewissen Zeit fiillt die Variation
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des Zeitintegrals der Energie in einem adiabatischen System
entgegengesetzt gleich aus, wenn man das eine Mal die cy-
klischen Momente des Systems unvariiert lifit, das andere
Mal sie so variiert, daf Anfangs- und Endwerte der cyklischen
Koordinaten unvariiert bleiben.

Denn fiir eine beliebige Variation ist:

el f

0 / Eat o4 I‘G’ dt + : /‘U‘TG: O di

o o/ 1 = e
n T
=5 [ & dt + e P, 01,
! 2 Pe 90

also insbesondere fiir eine Variation, bei welcher Anfangs-
und Endwerte der p, unvariiert bleiben.

» »

’Fp/@”’{?’]l: l Ki rff—i—::-l_)g Oy L},‘, .

Subtrahiert man hiervon zweimal die Gleichung 591b, so folgt:

-~ .

r}__]l & dt= - Op I Cat

v L

welches die Behauptung ist.
Man vergleiche iibrigens die verwandten Sitze 96 und 293,

II. Verborgene cyklische Bewegung.

Erlduterungen und Definitionen.

594 1. Wir sagen, ein System enthalte verborgene Massen,
wenn durch die der Beobachtung zugiinglichen Koordinaten
des Systems noch nicht die Lage aller Massen des Systems

bestimmt ist, sondern nur die Lage eines Teiles derselben. ;
595 2. Diejenigen Massen, deren Lagen bei vollstindiger An-

gabe der beobachtbaren Koordinaten des Systems dennoch
unbekannt bleibt, heiflen verborgene Massen, ihre Bewegungen
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i verborgene Bewegungen, ihre Koordinaten verborgene Koordi-

naten. Im Gegensatz dazu heifen die iibrigen Massen des

y Systems sichtbare Massen, ihre Bewegungen sichtbare Be-
wegungen, ihre Koodinaten sichthare Koordinaten.

3. Die Aufgabe, welche der Mechanik in Hinsicht der 596
Systeme mit verborgenen Massen zufillt, ist diese: die Be-
wegungen der sichtbaren Massen des Systems oder auch die
Verinderungen der sichtbaren Koordinaten des Systems vor-
auszubestimmen trotz der vorhandenen Unkenntnis iiber die
Lage der verborgenen Massen.

4. Ein System, welches verborgene Massen enthilt, unter- 597
scheidet sich von einem System ohne verborgene Massen allein
in Hinsicht unserer Kenntnis des Systems. Alle bisherigen
Aussagen unserer Mechanik bleiben daher anwendbar auf Sy-
steme mit verborgenen Bewegungen, sobald wir unter den
Massen, Koordinaten usw. die simtlichen Massen, Koordi-
naten usw. verstehen. Krst dann werden Anderungen nitig,
wenn wir unsere Aussagen auf die sichtbaren GréBen be-
schriinken wollen., Die zu stellende Aufgabe kann daher auch
dahin formuliert werden, daB anzugeben sei, welche _:'inderungml
die bisherigen Aussagen unserer Mechanik erleiden miissen,
wenn unter den Massen, Koordinaten usw. schlechthin nur
die sichtbaren Massen, Koordinaten usw. verstanden werden.

5. Is ist klar, daB die in der einen oder der anderen 598
Form gestellte Aufgabe nicht zu losen ist ohne gewisse An-
gaben iber den Einflu, welchen die verborgenen Massen auf
die Bewegung der sichtbaren Massen ausiiben. Solche An-
gaben aber sind moglich. Kin geleitetes System oder ein von
Kriften beeinfluBtes System kann bereits als ein System mit
verborgenen Massen aufgefaBt werden, indem man die un-
bekannten Massen des leitenden Systems oder des beein-
flussenden Systems als verborgene ansieht. Im allgemeinen
ist es indessen in diesen Fillen moglich, auch die Massen des
leitenden oder des Kriifte ausiibenden Systems physikalisch zu
erkennen, und die Auffassung derselben als verborgener ist
alsdann eine freiwillige. Jetzt indessen fassen wir vorwiegend
solche Fille ins Auge, in welchen die Erkenntnis der ver-
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borgenen Massen in der Tat durch keine physikalische Beob-
achtung moglich 1st.

8. In sich zuriicklaufende Bewegungen, also cyklische
Bewegungen, sind hiiufig verborgene Bewegungen, da sie, allein
bestehend, eine Anderung in der Massenverteilung, also im
Anblick der Welt, nicht hervorrufen. So ist die Bewegung

ifle

einer homogenen Fliissigkeit in einem geschlossenen G
fiir den Anblick eine verborgene; sie wird erst sichtbar ge-
macht, wenn ihr durch Einbringen von Staub oder dergleichen
die Eigenschaft der streng cyklischen Bewegung geraubt wird.

Umgekehrt sind verborgene Bewegungen fast stets cyklische
Bewegungen. Nicht in sich zuriicklaufende Bewegungen fithren
nimlich stets iiber kurz oder lang eine groBere Anderung in
der Massenverteilung, also im Anblick der Welt hervor und
werden dadurch sichtbar.

7. Auch cyklische Bewegungen konnen ihre Verborgenheit
nicht lange bewahren, sobald wir Mittel gewinnen, auf die
einzelnen cyklischen Koordinaten zu wirken und die cyklischen
Intensititen beliebig abzuindern. Die Mannigfaltigkeit unseres
Finflusses auf das System ist in diesem Falle ebenso grob
wie die wirkliche Mannigfaltigkeit des Systems, und wir kinnen
von jener auf diese schliefen. Anders aber verhilt es sich,
wenn ein freiwilliger unmittelbarer Einflub auf die cyklischen
Koordinaten dauernd ausgeschlossen ist. Dies kann eintreten
in adiabatischen cyklischen Systemen (560), und in diesen
werden wir daher vorzugsweise die fiir unsere Beobachtung
danernd verborgenen Bewegungen zu suchen haben.

Auf solche Fille beschrinken wir daher zuniichst die Be-
trachtung der verborgenen Bewegung. Unsere Behandlungsart
aber bringt es mit sich, daB wir auch in solchen Fiillen die
verborgene Bewegung so behandeln, als wiire sie sichtbar, und
erst nachtriiglich untersuchen, welche unserer Aussagen an-
wendbar bleiben trotz der nunmehr vorausgesetzten Ver-
borgenheit.



o
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Konservative Systeme.

Konservative Systeme.

Definition 1. Ein materielles System, welches keine anderen
verborgenen Massen enthilt, als solche, welche adiabatische
cyklische Systeme bilden, heiBt ein konservatives System.

Der Name ist veranlaBt durch eine Kigenschaft solcher
Systeme, welche spiiter hervortreten wird; er ist zuniichst
durch den AnschluB an den feststehenden Gebrauch der Mecha-
nik geniigend gerechtfertigt.

Anmerkung., Jedes konservative System kann betrachtet
werden als bestehend aus zwei Teilsystemen, von denen das
eine alle sichtbaren Massen, das andere alle verborgenen
Massen des ganzen Systems enthilt. Die Koordinaten des
sichtbaren Teilsystems, also die sichtbaren Koordinaten des
ganzen Systems, sind zugleich die Parameter des verborgenen
Teilsystems.

Wir bezeichnen daunernd die Masse des sichtbaren Teil-
systems mit m, seine Koordinaten mit p,, seine Momente nach
den p, mit ¢,. Die Masse des verborgenen Teilsystems werde
mit m bezeichnet, seine Koordinaten mit p,, seine Momente
nach diesen mit g,.

Definition 2. Unter der Kriftefunktion eines konservativen
Systems verstehen wir die Kriftefunktion seines verborgenen
Teilsystems (563).

Die Kriftefunktion eines konservativen Systems ist also
im allgemeinen gegeben als Funktion der sichtbaren Koordi-
naten und konstanter Gréfen, ohne daB der Zusammenhang
dieser Konstanten mit den Momenten des cyklischen Teil-
systems offen gegeben sei. Die Form dieser Funktion ist
durch unsere Betrachtungen keiner Kinschriinkung unterworfen.

Wir bezeichnen die Kriftefunktion des konservativen Sy-
stems dauernd mit U.

Bemerkung, Damit die Bewegung der sichtharen Massen
eines konservativen Systems vollstindig bestimmt sei, geniigt
es, dall seine Kriftefunktion gegeben sei als Funktion seiner
sichtbaren Koordinaten, und es macht diese Angabe jede weitere
Angabe iiber die verborgenen Massen des Systems entbehrlich.
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Denn aus der Kriftefunktion in der angegebenen Form
folgen vollstindig die Kriifte, welche das verborgene Teilsystem
auf das sichtbare ausiibt, und diese Krifte vertreten voll-
stindig den Einfluf des ersteren auf das letztere 457 f1.).

Definition 8. Derjenige Teil der Energie eines konserva-
tiven Systems, welcher von der Bewegung seiner sichtbaren
Massen herrithrt, heift die kinetische Energie des ganzen
Systems. Im Gegensatz dazu wird die Energie der verborgenen
Massen die potentielle Energie des ganzen Systems genannt.

Die kinetische Energie wird auch wohl als lebendige Kraft
bezeichnet: nach einer anderen, ilteren Redeweise wird das
Doppelte der kinetischen KEnergie mit diesem Namen belegt.

Bezeichnung. Wir bezeichnen die kinetische Energie
dauernd mit 7. 7 ist demnach eine homogene quadratische
Funktion der p,, mit gleichem Rechte der ¢,; die Koeftizienten
dieser Funktion sind Funktionen der p,. Mit 8,7 bezeichnen
wir das partielle Differential von 7, sobald wir die p, und die
p, als unabhingig voneinander veriinderliche Variabele be-
trachten, mit d,7' aber dann, wenn wir die p, und die g, als
unabhiingig voneinander veriinderliche Variabele betrachten.

Die Knergie des verborgenen cyklischen Teilsystems, also
die potentielle Knergie des ganzen Systems, moge unter Bei-

behaltung einer bereits benutzten Bezeichnung (553) mit €

bezeichnet werden.

Anmerkung. Die kinetische und die potentielle KEnergie
eines konservativen Systems unterscheiden sich voneinander
nicht dureh ihre Natur, sondern nur durch den freiwilligen
Standpunkt unserer Auffassung, oder die unfreiwillige Be-
schriinktheit unserer Kenntnis von den Massen des Systems.
Dieselbe Energie, welche bei einem gewissen Stand unserer
Auffassung oder unserer Kenntnis als potentielle zu bezeichnen
ist, ist bei veriindertem Stand unserer Auffassung oder Kenntnis
als kinetische anzusprechen.

Folgerung 1. Die Energie eines konservativen Systems
ist gleich der Summe seiner kinetischen und seiner ||ntetltieui.‘ll
Energie.
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Wir bezeichnen die Gesamtenergie des konservativen
stems dauernd mit Z und haben alsdann:

E=T+¢

Folgerung 2. In einem freien konservativen System ist
die Summe der potentiellen und der kinetischen Energie kon-
stant in der Zeit; die kinetische Energie wiichst nur auf Kosten
der potentiellen, und umgekehrt (340).

Folgerung 3. In einem freien konservativen System ist
die Differenz zwischen kinetischer Energie und Kriiftefunktion
konstant in der Zeit; kinetische Energie und Kriftefunktion
nehmen gleichzeitig zu und ab und zwar um gleiche Betrige (566).

Definition 4. Die Differenz zwischen kinetischer Energie
und Kriiftefunktion eines konservativen Systems nennen wir
die mathematische oder analytische Energie des Systems.

Wir bezeichnen die mathematische Energie dauernd mit A.
Sie unterscheidet sich von der Energie des Systems nur durch
eine von Zeit und Lage des Systems unabhiingige, im all-
gemeinen aber unbekannte Konstante. Fiir die mathematische
Anwendung kann sie die Energie vollstindig vertreten, es fehlt
ihr aber die physikalische Bedeutung, welche diese besitzt.

Anmerkung. Die Definition wird wiedergegeben durch
die Gleichung:

=S —=h

. a)

oder in anderer Schreibart:

i b)

Ist das konservative System ein freies, so ist in dieser
Gleichung die GroBe % eine von der Zeit unabhingige Kon-
stante und die Gleichung wird alsdann auch wohl als die
Gleichung der Energie fiir das konservative System bezeichnet.

Aus b) und 608 leiten wir noch die Beziehung her:

U+Lh=E—E . ¢)

Hertz, Mechanik, 2. Aufl, 17
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613 Definition 5. Das Zeitintegral der kinetischen Energie
cines Systems, genommen zwischen zwei bestimmten Zeiten als
Grenzen. wird die Wirkung oder der Kraftaufwand wihrend
der Zwischenzeit genannt.

Die Wirkung bei der Bewegung eines konservativen Sy-
stems wihrend einer gegebenen Zeit wird also dargestellt
durch das Integral

" T dt

:
cenommen zwischen dem Anfangs- und dem Endwerte jener Zeit.

614 Anmerkung 1. Bezeichuet ds das Bahnelement des sicht-
baren Teilsystems, v die Geschwindigkeit desselben in seiner
Bahn, so kann die Wirkung auch dargestellt werden in der

Form des Integrals

genommen zwischen den Lagen, in welchen sich das System
zu Anfang und zu Ende der betrachteten Zeit befindet.

615 Anmerkung 2. Der Name ,Wirkung® fir das in Rede
stehende Integral ist oft als unpassend verurteilt worden. Es
ist aber nicht wohl einzusehen, warum der von JacoBr vor-
geschlagene Name ,,Kraftaufwand® besser wire, noch auch
was der urspriinglich von MauprrrUuls gewiihlte Ausdruck
_action* vor jenen voraushabe. Alle diese Benennungen er-
wecken Vorstellungen, welche mit dem bekannten Gegenstande
nichts zu schaffen haben. Es ist auch schwer verstiindlich,
wie die Summation der zu verschiedenen Zeiten vorhandenen
Energien etwas anderes liefern konne, als eine Rechnungsgrobe,
und es ist daber wohl nicht nur schwierig, sondern unmoglich,
{ir das in Rede stehende Integral eine passende Bezeichnung
von einfachem Sinne zu finden.

fithrten Namen

Auch die iibrigen in diesem Abschnitt eing
re Zweck-

miBigkeit gerechtfertigt, als durch die Notwendigkeit, uns der

und Bezeichnungen sind weniger durch ihre inne

bestehenden Redeweise der Mechanik so viel als moglich an-

zuschliefen.
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Differentialgleichungen der Bewegung.

Aufgabe. Die Differentialgleichungen der Bewegung eines

konservativen Systems aufzustellen.

8 616

Die Losung der Aufgabe besteht nur in der Angabe der
Bewegungsgleichungen fiir das sichthare Teilsystem. Die Masse

seien die % Gleichungen:

=

(U,-.'u "JIJ"’u =0

dieses Teilsystems ist m, seine Koordinaten sind die p,; es

a)

seine Bedingungsgleichungen. Da die Po zugleich die Para-
meter des verborgenen Teilsystems sind, so sind die Komponenten
der Krifte, welche dieses auf das sichtbare Teilsystem ausiibt,
gleich oU/ap, (568). Wirkt auf das sichtbare Teilsystem
durch Koppelung mit anderen sichtbaren Systemen noch eine

weitere Kraft, so mdgen deren Komponenten P, sein.
sind die Bewegungsgleichungen des Systems nach 481;

aly

an.,

mffo+ o Pry Ee=

JI_ ] )LJ ]

und diese » Gleichungen zusammen mit den % Gleichungen

Dann

b)

a)

reichen wieder aus zur eindeutigen Bestimmung der r+ % GroBen

o und P,

Anmerkung 1, Ist das betrachtete konservative System 617
ein freies, wirkt also auf dasselbe keine ZuBere Kraft, so sind
die P, gleich Null, und die Bewegungsgleichungen haben die

Form:

a 1 al/
Mmoo+ \“jj,ru e ==
= - 2 C'{'Jir

Anmerkung 2. Ist inshesondere die Koordinate P, eine 615
freie Koordinate des sichtbaren Teilsystems, so nimmt die dem

Index p zugehérige Bewegungsgleichung die Form an:

17*
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Jril,lf,, -
¢ an

da die p,, alsdann siimtlich verschwinden.

Anmerkung 3. Indem wir in die Gleichungen 616 bis 618

fiir die Beschleunigungen nach den p, ihre verschiedenen Aus-
driicke nach 291 einsetzen, erhalten wir fiir diese Gleichungen

eine Reihe verschiedener Formen, welche den .l'.‘)l'H;'I.']I ent-

sprechen, welche wir fiir ein vollstiindig bekanntes System in
368 u. ff. erhalten haben.

Folgerung 1. Sind in einem holonomen konservativen

System die p, siimtlich freie Koordinaten, und setzen wir zur
Abkiirzung:

so lasse die Bewegungsgleichungen des Systems dar-

stellen in der Form der 2r Gleichungen:

b) rl; - ;

welche als ebensoviele Differentialgleichungen erster Ordnung
fir die 2r Groflen p, und ¢, aunfgefabt werden konnen, und
welche zusammen mit bestimmten Anfangswerten den Verlauf
dieser Groflen eindeutig bestimmen,

den Wert von L ein,
partiellen Differentialquotienten, und beachten, daBl U die p,
nicht enthilt, daB also

Denn setzen wir entwickeln die

dy o op s

ist, so erkennen wir, daB die Gleichungen a) mit der aus den
Definitionen folgenden Beziehung der Go und der Pp ZUSAmMmMens-
fallen, die Gleichungen b) aber mit den Bewegungsgleichungen
in der Form 618. (289, 291)
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Anmerkung. Die Funktion Z, durch deren Benutzung die
Differentialgleichungen der Bewegung die einfache Form der
Gleichungen 620a und b annehmen, hat man bisweilen die
LaerancEsche Funktion des Systems genannt. Diese Funktion
besteht also nur in einem holonomen System, und sie ist hier
gleich der Differenz der kinetischen und der potentiellen
Energie, abgesehen von einer willkiirlich bleibenden Konstanten.

Folgerung 2. Sind in einem holonomen konservativen
System die p, simtlich freie Koordinaten, und setzen wir zur
Abkiirzung:

I'—U=H

so lassen sich die Bewegungsgleichungen des Systems dar-
stellen in der Form der 2r Gleichungen:

. 8,1
f’i’ i ('.',};{’ aj
: 3,1

s A ]
o ap, )

welche als ebensoviele Differentialgleichungen erster Ordnung
fir die 2r GroBen p, und ¢, aufgefaBt werden kémnen, und
welche zusammen mit bestimmten Anfangswerten den Verlauf
dieser Griflen eindeutig bestimmen.

Denn setzen wir den Wert von 7/ ein, und beachten, daB
U die g, nicht enthalt, daB also:

%V _ 4 U _aU

o r) o ap, i ap,

ist, so sehen wir, daB die Gleichungen a) die aus den Defi-
nitionen folgende Bezichung der ¢, und der j, darstellen,
withrend die Gleichungen b) mit den aus der Erfahrung ab-
geleiteten Bewegungsgleichungen (618) des Systems zusammen-
fallen. (290, 294)

Anmerkung., Die Funktion #, durch deren Benutzung die
Differentialgleichungen der Bewegung die einfache Gestalt der
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(Gleichungen 622a und b annehmen, hat man wohl die Ha-
minroNsche Funktion des Systems genannt. Diese Funktion
besteht also nur fir ein holonomes System, und sie ist fiir
ein solches gleich der Summe der kinetischen und der poten-
tiellen Energie, abgesehen von einer willkiirlich bleibenden
Konstanten; sie ist also auch gleich der Gesamtenergie des
Systems, von einer willkiirlichen Konstanten abgesehen.

Allgemein ist es zuliissig, fiir ein System mit beliebigen,
nicht notwendig cyklischen, verborgenen Bewegungen die Ha-
mirroNsche Funktion zu definieren durch die Gleichungen
622a und b, niimlich als eine Funktion der sichtbaren p,
und ¢,, durch deren Benutzung (vorausgesetzt, daB es eine
solche Funktion gibt) die Bewegungsgleichungen eben jene
einfache Form annehmen. Bei dieser allgemeineren Definition
ist die Haminronsche Funktion nicht immer gleich der Summe
der kinetischen und der potentiellen Energie.

Bemerkung. Aus den Gleichungen 620 und 622 kinnen
fiir ein System mit verborgenen Cykeln dieselben reziproken
Eigenschaften der Bewegung abgeleitet werden, welche wir fiir
ein vollstiindig bekanntes System in 378 und 381 abgeleitet
haben. Es ist aber diese neune Ableitung nicht erforderlich,
sondern es liegt schon im Wesen jener Beziehungen, daB jede
von ihnen Giiltigkeit hat unabhiingig davon, ob die in ihnen
nicht vorkommenden Koordinaten, Momente usw. sichtbare
oder verborgene Koordinaten, Momente, usw. sind.

Integralsitze fiir holonome Systeme.

Bemerkung 1. Das Integral

]

[(r—TU)at

ist beim Ubergang eines freien holonomen Systems mit verbor-
genen adiabatischen Cykeln zwischen hinreichend benachbarten
Lagen 0 und 1 kleiner fiir die natiirliche Bewegung des Systems,
als fiir jede andere mogliche Bewegung, welche in der gleichen
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Zeit sowohl die sichtbaren, als auch die verborgenen Koordi-
naten aus den Anfangswerten in die Endwerte iiberfiihrt.

De
um eine fiir alle moglichen Bewegungen gleiche Konstante (611),
so ist die Bemerkung nichts anderes, als der Lehrsatz 858, aus-

da I'— U gleich ist der Energie des Systems, vermehrt

gesagt unter Anwendung der gegenwirtigen Bezeichnung.

Anmerkung 1, Wird die Beschriinkung aunf hinreichend
benachbarte Endlagen weggelassen, so kann nur behauptet
werden, daB die Variation des Integrals verschwindet beim
t'hur;_mw_f zu irgend einer anderen der in Betracht kommenden
Bewegungen, Unter Anwendung der Bezeichnung 590 nimmt
alsdann die Aussage die Form an, daf

3 [ (T— U)dt=0

sei beim Ubergang von der natiirlichen Bewegung zu irgend
einer anderen moglichen, wihrend die Variationen der Anfangs-
und Endzeiten und der Anfangs- und Endwerte der sichtbaren

Koordinaten verschwinden. (Vergl. 859.)

Anmerkung 2. Die Bemerkung 1 unterscheidet die natiir-
lichen Bewegungen eindeutig von jeder anderen moglichen Be-
wegung, und sie kann daher dazu dienen, die natiirliche Be-
wegung zu bestimmen, sobald es moglich ist, die Variation
der Anmerkung 1 wirklich zu bilden. Sind aber, wie wir es
ja voraussetzen, die cyklischen Koordinaten verborgene, so ist
die Bildung der Variationen der Form J, nicht méglich, und
der Satz verliert daher nicht zwar seine Richtigkeit, wohl aber
seine Anwendbarkeit.

Lehrsatz 1, Das Integral

/.}_ I'+ U)at

ist beim Ubergang eines freien holonomen Systems mit ver-
borgenen adiabatischen Cykeln zwischen hinreichend benach-
barten Lagen seiner sichtbaren Massen kleiner fiir die natiir-
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liche Bewegung, als fiir irgend eine andere méogliche Bewegung,

welche in der gleichen Zeit und mit denselben Momenten der

verborgenen cyklischen Bewegungen die sichtbaren Koordinaten
aus den gegebenen Anfangswerten in die gegebenen Endwerte
itherfiihrt.

Wir fithren den Beweis, indem wir den Satz auf die Be-
merkung 625 zuriickfithren. Wir ordnen deshalb, wie es mnach
592 moglich ist, einer jeden nach den Anspriichen des Lehr-
satzes va

iierten Bewegung eine zweite zu, bei welcher die
sichtbaren Koordinaten dieselbe Variation erleiden, bei welcher
aber die cyklischen Momente so variieren, daB die Anfangs-
und Endwerte der cyklischen Koordinaten die urspriinglichen
bleiben. Eine Variation beim Ubergang zu einer Bewegung
der ersten Art haben wir nach 590 mit §,, eine Variation zu
der entsprechenden Bewegung zweiter Art mit d, zu bezeichnen.

Nun ist erstens, da 7' nur von den sichtbaren Koordi-
naten abhiingt:

a) b ." 1t - Jp I-}f',__f,x

Zweitens ist, da die Dauer der Bewegung nicht variiert
wird und — U sich nur durch eine Konstante von der Energie
der cyklischen Bewegung unterscheidet (666), zufolge von 593:

]” i\-_-, j‘ l'."'r."ra’- = - 'YU ‘lll If'r-"."I

Durch Addition von a) und b) ergibt sich:
) dy l: T+ U) dt =0y ] (LT dt

Die rechts stehende Variation aber hat (626, 625) fir die
natiirliche Bewegung stets einen verschwindenden und fiir hin-
reichend benachbarte Endlagen notwendig negativen Wert, also
auch die links stehende Variation. Das links stehende Integral
selbst hat also fiir die natiirliche Bewegung und hinreichend be-
nachbarte Endlagen einen Minimalwert, welches die Behauptungist.

62¢ Anmerkung 1. Wird die Beschriinkung auf hinreichend
benachbarte Lagen weggelassen, so kann nur noch behauptet
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werden, daB die Variation des Integrales verschwindet. Der
analytische Ausdruck dieser Behauptung ist in unserer Bezeich-
nungsweise (im Gegensatz zu der Aussage von 626):

.r\_. /l’ .,r—;- L('].r.-';f] = ()

Anmerkung 2. Die in dem Lehrsatz ausgesprochene 630
Eigenschaft der natiirlichen Bewegung unterscheidet dieselbe
eindeutig von jeder anderen mbelichen Bewegung, Die Varia-
tion d, kann gehildet werden, obwohl die cyklischen Bewegungen
als verborgene angesehen sind, denn ihre Bildung erfordert
nur, daB man die in der Kriftefunktion vorkommenden Kon-
stanten unvariiert lasse. Der Lehrsatz kann deshalb benutzt
werden zur Bestimmung der natiirlichen Bewegung konserva-
tiver Systeme. Seine Giltigkeit ist allerdings streng beschrinkt
auf holonome Systeme.

Anmerkung 8. Der vorstehende Lehrsatz, benutzt in der 631
Auffassung der Anmerkung 2, fiihrt den Namen des HAMrr.
roNschen Prinzips. Seine physikalische Bedeutung kann nach
unserer Anschauung keine andere sein, als die des Lehrsatzes
358, aus welchem wir das Prinzip hergeleitet haben. Das
Prinzip selbst stellt die Umformung dar, welche wir jenem
Satze 858 geben miissen, damit er trotz unserer Unkenntnis
der Einzelheiten der cyklischen Bewegung zur Jestimmung der
Bewegung des sichtbaren Systems anwendbar bleibe.

Bemerkung 2. Bezeichnen wir mit ds das Bahnelement 632
der sichtbaren Massen eines freien holonomen Systems, welches
verborgene adiabatische Cykeln enthiilt, so ist das Integral

beim Ubergang zwischen hinreichend benachbarten Lagen 0
und 1 kleiner fiir die natiirlichen Bahnen des Systems, als fiir
irgend welche andere mogliche Bahnen, welche sowohl die
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Werte der sichtbaren, als auch die Werte der cyklischen Ko-
ordinaten aus den gegebemen Anfangswerten in die gegebenen
Endwerte iiberfithren. Die Grofie £ ist dabei als eine von einer
natiirlichen Bahn zur anderen wechselnde, iibrigens fiir alle
jedesmal verglichenen Bahnen gleiche Konstante zu betrachten.
Denn fithren wir die Zeit als Hilfsgrofie ein und machen

ige Annahme, das System

dabei die willkiirliche aber zuldssi
durchlaufe die betrachteten Bahnen mit konstanter Geschwin-
digkeit, und zwar mit solcher Geschwindigkeit, da die Kon-
stante £ den Wert der analytischen Energie bezeichnet, so

gL

a) .J'r = {‘-- .-"j. = T - 5

Das Integral ist also, von dem Faktor abgesehen, gleich

der Zeitdauer des Uberganges. Diese ist aber nach 352 als

Folge von 847 fiir gegebenen Wert der Energie, also der Kon-
stanten %, ein Minimum. Unsere Bemerkung ist demmnach

12t

nichts anderes, als der Inhalt des Lehrsatzes

362, ausgess

unter Benutzung der inzwischen eingefithrten Bezeichnungen.

633 Anmerkung 1. Wird die Beschrinkung auf hinreichend
benachbarte Lagen fortgelassen, so kann nur noch das Ver-

schwinden einer Variation behauptet werden (853); welche Aus-

sage in unserer Bezeichnung in der Form darzustellen ist:

6: Anmerkung 2. Durch die Eigenschaft, welche die Be-

merkung 2 aussagt, sind die natiirlichen Bahnen, welche den
verschiedenen Werten der Konstanten % entsprechen, eindeutig |
ausgezeichnet vor jeder anderen mioglichen Bahn, und der Lehr-
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satz kann daher zur Bestimmung der natiirlichen Bahn des
Systems dienen, sobald es miglich ist, die Variation d, zu
bilden. Sind aber, wie wir voraussetzen, die Einzelheiten der
cyklischen Bewegung verborgen, so ist diese Bildung nicht
moglich, und die Bemerkung verliert daher nicht zwar ihre
Richtigkeit, wohl aber ihre Anwendbarkeit zu dem besagten
Ziwecke.

Lehrsatz 2%). Beim f_"h-.-}r;{;mg eines freien holonomen Sy-
stems, welches verborgene adiabatische Cykeln enthilt, zwischen
zwel hinreichend benachbarten Lagen 0 und 1 der sichtbaren
Massen, ist das Integral

/ [ { 4+ ft s

kleiner fiir die natiirlichen Bahnen, als fiir irgend welche
andere méogliche Bahnen, welche mit denselben Werten der
verborgenen cyklischen Momente und der Konstanten % die
sichtbaren Koordinaten aus den gegebenen Anfangswerten in
die gegebenen Kndwerte iiberfiihren.

Wir fithren wiederum den Beweis des Satzes, indem wir
ihn auf die vorangegangene Bemerkung (6

2) zuriickfiihren,
Zu dem Ende benutzen wir wieder die Zeit als Hilfsgrobe,
indem wir die willkiirliche aber zulissice Annahme machen,
dab das System die betrachteten Bahnen mit konstanter und
solcher Geschwindigkeit durchlaufe, daB die Konstante  gleich
der mathematischen Energie wird. Es 1Bt sich dann das In-
tegral, von dem der Lehrsatz handelt, schreiben in der Form:

[ [(U+h)dt .
m
Ferner ordnen wir wieder, wie es nach 592 zuliissig ist,
einer jeden nach der Vorschrift des Lehrsatzes variierten Be-
wegung eine zweite zu, bei welcher die sichtbaren Koordinaten

dieselbe Variation erleiden, fiir welche auch die Konstante 7,

*) Mit dem Originale iibereinstimmender Abdruck. — Der Herausgeber.
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(635) und also auch die Energie # ihren Wert behiilt, bei welcher
aber die ecyklischen Momente so variieren, da

3 die Anfangs-

und Endwerte der cyklischen Koordinaten die urspriinglichen

bleiben. Kine Variation, wie sie den Anspriichen des Lehr-

satzes entspricht, bezeichnen wir wieder mit J,, eine Variation

zu der entsprechenden zweiten Bewegung mit d,.
Nun ist erstens fiir beliebige Variationen g, der cykli-
schen Momente g, (566):

P ]'u" k) dt = &, !| U+h)dt+ e ['; f dqp dt

- 0y } ({ L) dt l : D‘J 0o

o/ 1
also im besonderen fiir eine Variation d,:

3 »

a) Iy [(U+h)dt =08y | (UA+h)dt —— e Pgdpie

Zweitens erhalten wir aus Gleichung 612¢ unter Beriick-
sichtigung der Beziehung 588 und der Konstanz von Z:

/ (U +h) dt !",'[f._ e 2N 1;1,‘, Jo

also durch eine Variation der Art o,:
b) r‘;-’l[%ﬁb” e 103 (5 — ) — = e Tp 05y

Durch Subtraktion von a) und ») ergibt sich:

¢) dq l (U+h)dt= f'.'-\r, (& —1,)
oder indem wir mit Hilfe von 632a die Zeit wieder elimi-

nieren:

d) }‘f l { )‘;f as
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Die rechts stehende Variation aber hat nach 632 fir die
natiirliche Bewegung stets einen verschwindenden und fiir hin-
reichend benachbarte Endlagen negativen Wert, also, da Z
notwendig positiv ist, auch die links stehende Variation.
Das links stehende Integral selbst hat also fir die natiirliche
Bewegung und hinr

ichend benachbarte Endlagen einen Minimal-
wert, welches die Behauptung ist.

Anmerkung 1. Wird die Beschriinkung auf hinreichend 636
benachbarte Lagen weggelassen, so kann nur noch behauptet
werden, daBl die Variation des Integrals verschwindet. Der
analytische Ausdruck dieser Behauptung ist in unserer Be-
zeichnungsweise (im (Gegensatz zu 633):

G I

Anmerkung 2. Fiir jeden Wert der Konstanten /& zeichnet 637
der Lehrsatz eine natiirliche Bahn in eindeutiger Weise aus
vor jeder anderen miglichen Bahn, Die Kigenschaft der
natiirlichen Bahnen, welche der Lehrsatz aussagt, kann daher
benutzt werden zur Bestimmung dieser Bahnen: und zwar
kann sie benutzt werden, obwohl die cyklischen Bewegungen
als verborgene vorausgesetzt sind.

Denn die Bildung der Variation d, erfordert nur, daB
man die in der Kriiftefunktion vorkommenden Konstanten
unvariiert lasse; die Variation kann also gebildet werden trotz
Unkenntnis der Einzelheiten der cyklischen Bewegung.

Anmerkung 3. Der Lehrsatz 2, benutzt in der Auffassung 638
der Anmerkung 2, ist die Jacomrsche Form des Prinzips der
kleinsten Wirkung, Denn nennen wir fiir den Augenblick m,
die Masse des wten der sichtbaren n Punkte des Systems, ds,
das Element der Bahn dieses Punktes, so ist

fla, 3

5 . :
m ds” e m, ds
1

und also das Integral, fiir welches wir einen Minimalwert
feststellen bis auf einen Faktor:
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| —- /r i
| VU+ LY Svm, ds,

welches, wiederum bis auf einen konstanten Faktor, das
Jacosische Integral ist.

Die physikalische Bedeutung des Jacosrschen Prinzips
kann nach unserer Auffassung keine andere sein, als die des
Lehrsatzes 852, bez. 847, aus welchem es abgeleitet ist; es

.stellt die Umformung dar, welche wir jenem Satze geben

miissen, damit er trotz vorhandener Unkenntnis der Einzel-
heiten der cyklischen Bewegungen zur Bestimmung der Be-
wegung des sichtbaren Systems anwendbar bleibe. Die Giiltig-
keit auch des Jacopischen Satzes erstreckt sich nur anf
holonome Systeme.

Lehrsatz 8. Beim Ubergang eines freien holonomen kon-
servativen Systems zwischen hinreichend benachbarten Lagen
ist das Zeitintegral der kinetischen Energie kleiner fiir die
natiirliche Bewegung, als fiir jede andere mogliche Bewegung,
welche das System von den gegebemen Anfangswerten zu den
Iindwerten der sichtbaren Koordinaten iiberfithrt, und welche
mit demselben gegebenen, in der Zeit konstanten Werte der
mathematischen Energie ausgefithrt wird.

Denn nennen wir A den gegebenen Wert der mathe-
matischen Knergie, so ist fiir alle in Betracht kommenden
Bahnen (611)

T'— U=h
also ist das Integral, von welchem der Satz handelt, nimlich

[Tt

bis anf einen konstanten Faktor dasselbe Integral, von welchem
der Lehrsatz 2 handelt; der gegenwiirtige Satz ist daher nur
eine andere Form, den Inhalt jenes Lehrsatzes auszusagen.
Die zu dem Lehrsatz 2 gemachten Anmerkungen 1 und 2
finden daber auch hier sinnentsprechende Anwendung.
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Anmerkung. Der Lehrsatz 639 gibt die urspriingliche
MavrerTuissche Form des Prinzips der kleinsten Wirkung.
Diese Form hat vor der Jacosischen den Vorzug, dab sie
sich in einfachen Worten aussprechen liBt und daher einen
einfachen physikalischen Sinn zu enthalten scheint. Sie hat
aber gegeniiber der Jacoprschen Form den Nachteil, daB
sie unnotigerweise die Zeit enthilt, obwohl doch die eigent-
liche Aussage nur die Bahn des Systems bestimmt, nicht die
Bewegung in dieser, und obwohl diese Bewegung vielmehr nur
durch die hinzugefiigte Bemerkung bestimmt ist, daB iiberhaupt
nur Bewegungen mit konstanter Energie in Betracht gezogen
werden sollen.

Riickblick auf 625 bis 640,
1. Nach den Ergebnissen unserer Uberlegung nimmt fiir
die natiirliche Bewegung eines freien konservativen Systems
ein jedes der Integrale:

]1 BTl /q R N
J ‘l {_f’:_ Pl J VOFhas
j.}"w )

unter bestimmten Verhiiltnissen einen ausgezeichneten Wert
an. Dabei beziehen sich die beiden oberen Integrale auf die
Bewegung des Systems, die iibrigen in Wahrheit nur auf die
Bahn desselben. Die beiden links stehenden Integrale be-
ziehen sich auf den Fall, daB alle, auch die cyklischen Ko-
ordinaten des Systems in Betracht gezogen werden, und daB
nur solche Lagen des Systems als gleiche gelten, bei welchen
auch die letzteren Koordinaten die gleichen Werte haben.
Die iibrigen Integrale beziehen sich auf den Fall, daB die
cyklischen Koordinaten des Systems verborgen sind, und daB
schon solche Liagen des Systems als gleich gelten, bei welchen
die sichtbaren Koordinaten gleiche Werte haben. Die Be-
trachtung des letzten Integrals setzt die Giiltigkeit des Prin-
zips von der Erhaltung der Euergie als zugestanden voraus;
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die Betrachtung der beiden obersten Integrale libt diese Giiltig-
keit folgen; die Betrachtung der beiden mittleren Integrale
kann von dieser Giiltigkeit unabhiingig gehalten werden.

2. Die physikalische Bedeutung der beiden links stehen-
den Integrale ist eine #Huberst einfache; die sie betreffenden

Aussagen sind unmittelbare Ausfliisse des Grundgesetzes. Die

rechts stehenden Integrale haben die einfache physikalische
Bedeutung verloren; aber die Aussage, daf sie fir die natiir-
liche Bewegung ausgezeichnete Werte annehmen, stellt immer
noch eine, wenn auch verwickelte und undurchsichtigzge Form
des Grundgesetzes dar. Verwickelt und undurchsichtig ist

aber die Form des Grundgesetzes hier deshalb geworden, weil

das Gesetz verwickelten und undurchsichticen Voraussetzungen

angepabt ist. Die Aussage, welche sich auf das untere Inte

bezieht, hat den triigerischen Schein einer selbstindigen, ein-
fachen physikalischen Bedeutung.

Unser Beweisverfahren war nicht darauf berechnet, mog-
lichst einfach zu sein, sondern darauf, den obigen Zusammen-
hang moglichst deutlich hervortreten zu lassen.

3. DaB die Natur nicht darauf eingerichtet ist, dab das
eine oder das andere jener Integrale ein Minimum werde, geht
erstens daraus hervor, dall schon in holonomen Systemen bei
ausgedehnterer Bewegung das Minimum im allgemeinen nicht
eintritt, und zweitens daraus, dall es natiirliche Systeme gibt,
filr welche das Minimum niemals eintritt, und fiir welche nicht
einmal die Variation jener Integrale verschwindet. Ein um-
fassender Ausdruck fiir die Gesetze der natiirlichen Bewegung
kann daher auch an keines jener Integrale angekniipft wer-
den, und hieraus nahmen wir auch das Recht her, den Schein
einfacher Bedeutung des letzten Integrals fiir triigerisch zu halten.

Endliche Bewegungsgleichungen fiir holonome Systeme.

Bemerkung 1. Bezeichnen wir mit 7”7 den Wert des
Integrales
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genommen iiber die natiirliche Bahn zwischen zwei Wert-
systemen aller Koordinaten eines freien holonomen Systems
mit adiabatischen Cykeln, und gedacht als Funktion der An-
fangs- und Endwerte Jener Koordinaten, also der Poor Po, und
der p,, p,, und der GroBe %, so stellt der Ausdruck

1/ 28
l: m - m

die geradeste Entfernung des Systems dar. Die Bezeichnung
ist dabei dieselbe, welche wir bisher in diesem Abschnitt be.
nutzt haben.

Denn nach 632 ist 7’ gleich der Zeitdauer des natiir-
lichen Ubergangs zwischen den gegebenen Lagen fiir die
mathematische Energie 4 Ist also § die geradeste Entfernung
beider Lagen, so ist

T,
F—_ (m-+4m)

woraus die Behauptung folgt.

Folgerung. Mit Hilfe der Funktion 7’ lassen sich die 645
natiirlichen Bahnen des betrachteten Systems in geschlossener
Form darstellen.

Denn bezeichnen wir wie bisher mit ds das Bahnelement
des sichtbaren Teilsystems, weiter mit #8 das Bahnelement
des cyklischen Teilsystems und mit do das Bahnelement des
vollstiindigen Systems, so ist

(m+m)do® =mds* +mds? a)

also (57) bei der bisher benutzten Bezeichnung:

r T Ll oY,
- 1 w0 m 1 A m
r/f}",=\g-\.ﬂ - (JF‘IH“ r[];,_;-i—\f\ﬂ S ﬂurrdpn d'pu‘ . b
i i s S e - . b
~ < m-+m T m+im
Sind also schlieBlich noch a,p, und o,p, die Winkel, welche
die Bahn des ganzen Systems mit den Koordinaten p, und p,
des ganzen Systems bildet, so werden die Gleichungen der

Hertz, Mechanik., 2. Aufl, 18
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natiirlichen Bahnen zufolge von 224 und 226, nach Division
beider Seiten durch einen konstanten Faktor, erhalten in
der Form:

/28 a8V
€) Vit COS 0, | sl
s o m dp,
/ 24 a8V’

d) ) @y, COS T, g, = l 2
>3 * moaop,

/28 8}

e) Vage, cos 0,pp, = |/ :
>3 : m ap,
/T oV

f) Ve, cosa,p, = | :
i 2 m op,

und diese Gleichungen lassen sich auf je zwei Weisen so
interpretieren, dab sie die Gleichungen der natiirlichen Bahnen
als Differentialgleichungen erster Ordnung oder auch in end-
licher Florm angeben.

Anmerkung. Die vorstehenden Gleichungen e) bis f) sind
richtig in jedem Falle, ob nun die cyklischen Koordinaten als
beobachtbare oder als dauernd verborgene angesehen werden;
aber jene Gleichungen verlieren ihre Anwendbarkeit, sobald
das letztere vorausgesetzt wird. Denn alsdann ist der voll-
stindige Ausdruck von #/” nicht bekannt, und die Gleichungen
lassen sich nicht entwickelt hinschreiben.

Aufgabe 1. Die vorstehenden Bewegungsgleichungen eines
freien holonomen Systems so umzuformen, daB sie ilire Au-
wendbarkeit behalten, auch wenn die eyklischen Bewegungen
des Systems als verborgene gelten.

Wir bezeichnen mit /7 den Wert des Integrales

V2m ’ Ve hids: .

genommen iiber die natiirliche Bahn zwischen irgend zwei
Wertsystemen der sichtbaren Koordinaten. Bei Bestimmung
dieser natiirlichen Bahn wollen wir die in der Kriftefunktion
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vorkommenden cyklischen Momente als unveriinderliche Kon-
stanten ansehen, und 7 soll also gedacht werden als Funk-
- tion der Anfangs- und Endwerte allein der sichtbaren Koordi-
naten und der Konstanten 2. Nach 685d ist nun beim
Ubergang von einer natiirlichen Bahn zu einer anderen mit
beliebig variierten sichtbaren Koordinaten:

1 3 1
hl._f 2m j VU hds =2 f',.r‘}',»,l_,ffi’.:./ --_-_,__f_z'\ A a)
2J YL

+

also ist auch insbesondere beim Ubergang von einer natiir-
lichen zu einer beliebigen benachbarten natiirlichen Bahn:

rj'._r J =2 }‘L‘ JU Irl : b)
also ist:
o -2 F E”—
ap,, op,,
s 78 c)
LA
f".}"':--. a 6";};_.'

Mit Hilfe dieser Gleichungen kinnen wir die eyklischen
Koordinaten aus den rechten Seiten der Gleichungen 645e¢
und d fortschaffen. Was die linken Seiten anlangt, so haben
wir die Winkel 6.p, zu ersetzen durch die 5,p,- Nun haben
wir nach 645b (75):

f/ r
[ . m

3 m
= l gy d COS ”-{}u = \"' —— Qgy "{[’ur
f m-+1n 7 * b L e || S
i)
m £ ~
= Vagodscossp,
m-4ur oS ;
und ferner aus den beiden Gleichungen
P 1 i
U+h=T=_m— und
2yt
e
(f'r)‘l'! )

T ] |
B =—(m+ m) o
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durch Division:

o = p

m / K

— l_x’ : s
mtmt U+h

f) do= ];‘f

also aus d) und f):

U+ h
g) COS 0Py = l_,-’ 7 COS 8, »

Indem wir nun das Ergebnis ¢) in die rechten, das KEr-
gebnis g) in die linken Seiten der umzuformenden Gleichungen
einsetzen, erhalten wir die Gleichungen:

(oo COSE s — —_ =<
00, oy V2m (U + h), 6p,,
h)
1 ar

I ”'-.“:.’u Cos .\‘.[‘i'_‘,“ = l 2m(( :—'_ h E;I”
am\U -+ i) oo

welches die gesuchten Umformungen sind. Denn sie enthalten
keine GroBen mehr, welche sich auf das verborgene Teil-
system beziehen, und sie lassen sich auf je zwei Weisen so
interpretieren, dab sie die natiirlichen Bahnen des sichtbaren
Teilsystems als Differentialgleichungen erster Ordnung oder
auch in endlicher Form angeben,

648 Anmerkung 1. Die Funktion 7 enthiilt nicht die Zeit und
gibt auch nur die natiirlichen Bahnen des Systems, nicht
aber die Bewegung des Systems in diesen Bahnen. Da aber
die natiirlichen Bahnen mit gleichbleibender Geschwindigkeit
durchlaufen werden, und da wir bereits der in 7 vorkommen-
den Konstanten % die Bedeutung der analytischen Energie bei-
legten, so ist es leicht, die Zeit als unabhiingige Variabele in
die Gleichungen einzufithren. Zuniichst ist die Verkniipfung
der Zeit mit der bisher als unabhingige Variabele benutzten
Weglinge gegeben durch die Gleichung:

1
ol ff'm X dE
a) =

oh / 3”]-('
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Sodann erhalten wir durch Multiplikation der Gleichungen
647h mit

o / e 1s
1-]‘2m (U+h)=Vem T=m : '
dt
und Beachtung von 75 und 270:
al .
f —
fﬂjt (’I;’:'I ‘ j
av
W = . €
)‘r,u d}.u:,_ )

Endlich erhalten wir fiir den Wert der Funktion selbst:
=2 J i L )
&

Der Form nach sind diese Gleichungen weit einfacher als
die Gleichungen der vorangegangenen Aufgabe, aber jene
Gleichungen haben den Vorzug, eine unabhingige Variabele
weniger zu enthalten,

Anmerkung 2. Die Funktion 7 ist diejenige Funktion, 649

welche von Haminrony mit dem gleichen Buchstaben bezeichnet
und die charakteristische Funktion des konservativen Systems
genannt worden ist. Diese Aussage steht im Einklang mit
der Aussage 412, denn unter der dort gemachten Voraus-
setzung, daf alle Koordinaten sichtbare seien, geht die jetzt
mit / bezeichnete Funktion in die dort mit dem gleichen
Buchstaben bezeichnete Funktion iiber.

Ubrigens erhellt, daB die charakteristische Funktion eines
Systems nach der jetzt erweiterten Definition eine Rechnungs-
grobe ohne physikalische Bedeutung ist. Denn je nachdem
wir groBere. oder kleinere Teile der cyklischen Bewegungen
als verborgene behandeln, kénnen wir fiir dasselbe System
verschiedene charakteristische Funktionen aufstellen, welche
den gleichen analytischen Dienst leisten, aber fiir identische
Ubergiinge des Systems verschiedene Werte besitzen.
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650 Lehrsatz. Die charakteristische Funktion 7 eines kon-
servativen Systems geniigt den beiden partiellen Differential-
gleichungen erster Ordnung:

i aVv oV .
E \{'\“ ,‘Jf‘ufl :f :[{ _I—;‘J}! »

ap,, 9y,

?" r‘ ! a7 .
N S ben— == U+ 1),

2m 4-—'\-,:— *8p,, Ops,
welche den Differentialgleichungen 227 fiir die geradeste Ent-
fernung entsprechen,

Denn diese Gleichungen werden erhalten durch Einsetzen
der Richtungscosinus aus den Gleichungen 647h in die Glei-
chung 88, welcher diese Richtungscosinus geniigen.

651 Bemerkung 2. Bezeichnen wir mit 7 den Wert des
Integrales

j (T—=U)at

[

genommen fiber die natiirliche Bewegung zwischen zwei Wert-
systemen der simtlichen Koordinaten eines freien holonomen
Systems mit adiabatischen Cykeln und gedacht als Funktion
dieser Werte und der Zeitdauner des Ubergangs, so unter-
scheidet sich 2’ von der Prinzipalfunktion des Systems (415)
nur um das Produkt der Zeitdauer des Ubergangs in eine
(unbekannte) Konstante,

Denn es unterscheidet sich 7— U/ von der Energie des
Systems nur um eine (unbekannte) Konstante.

652 Folgerung. Mit Hilfe der Funktion 7’ lassen sich die
natiirlichen Bewegungen des Systems in geschlossener Form
darstellen.

In der Tat hindert der Unterschied zwischen P’ und der
in 415 definierten Prinzipalfunktion nicht die unmittelbare
Anwendung der Gleichungen 414b und ¢, so daB wir als Be-
wegungsgleichungen erhalten:
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SRR ;

f{r\r! Ty I,:_;,i",?l 1 'l')
apr

Joi— e b)
aP

l]i‘l = (I-'rl, . 3 e)
o P

l]{‘l,, =N ;'U . ‘l)

Dagegen erfordert die Gleichung 4144 eine leichte Abinderung;
an ihrer Stelle wird erbalten:

i )
at, aty
Anmerkung. Die vorstehenden Gleichungen a) bis d) sind
richtig in jedem Falle, ob nun alle Koordinaten in Wahrheit
beobachtbar sind oder ob nicht, aber jene Gleichungen ver-
lieren ihre Anwendbarkeit, sobald die cyklischen Bewegungen
des Systems als verborgene behandelt werden.

Aufgabe 2. Die vorstehenden Bewegungsgleichungen
eines freien holonomen Systems so umzuformen, daB sie ihre
Anwendbarkeit behalten, auch wenn die cyklischen Bewegungen
des Systems als verborgene gelten.

Wir bezeichnen mit P den Wert des Integrales

/..,_[ T+ U)dt

¢
L

genommen fiir die natiirliche Bewegung zwischen zwei zu den
Zeiten ¢, und ¢, stattfindenden Wertsystemen der sichtharen
Koordinaten. Bei Bestimmung dieser natiirlichen Bewegung
sollen die in den Konstanten der Kriiftefunktion enthaltenen
cyklischen Momente als unabinderlich angesehen werden, und
P soll also gedacht sein als Funktion allein der Anfangs- und
Endwerte der sichtbaren Koordinaten und der Zeiten £, und ¢ .
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Nun gilt nach 628¢ beim Ubergang von einer natiirlichen
Bewegung zu einer beliebigen benachbarten Bewegung von
gleicher Dauer die Gleichung:

.1/1H ()ff!—-npll{?‘--{‘w ;

Wenden wir diese Gleichung an auf den li)ewann von einer
natiirlichen Bewegung zu einer henachbarten natiirlichen Be-
wegung von gleicher Dauer, so liefert sie uns:
r)”/):rﬁp.fll ; |
also:
aP aP’ ar apP
Ve 0P ' Op,  op,

Mit Hilfe dieser Gleichungen entfernen wir die verbor genen
Koordinaten aus den rechten Seiten der Gleichungen 652. Was
die linken Seiten anlangt, so geniigt die Bemerkung, daB das
Moment ¢, des gesamten Systems nach seiner Koordinate Po
zugleich das Moment des sichtbaren Teilsystems nach der
GriBe p, als Koordinate dieses Teils systems ist. Wir erhalten
demnach als Bewegungsgleichungen des sichtbaren Teilsystems:

a) = 61”
= B,

aP i

h) 1’1 e e {_IP:“ = .

welches die gesuchten Umformungen sind.

655 Anmerkung 1. Die jetzt von uns eingefiihrte Funktion 2
ist diejenige Funktion, welche von Haminrox mit
staben § bezeichnet und die Prinzipalfunktion
tiven Systems genannt worden ist. Diese
Einkl

dem Buch-
des konserva-
Aussage steht im
ang mit der Aussage 415, denn unter der dort gemachten
Voraussetzung, daB alle Koordinaten sichtbare seien, geht die
Jetzt mit P bezeichnete Funktion in die dort mit dem gleichen
Buchstaben belegte Funktion iiber.
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Anmerkung 2. Der Wert der Prinzipalfunktion fiir einen 636
bestimmten Ubergang hiingt mit dem der charakteristischen
Funktion in einfacher Weise zusammen. Durch einfache
Umformung wird niimlich erhalten:

t 4

/11 T+ U)dt= [.[j_’ U+ h)at

o .

Fis ts

—V2m /‘l' Uthds — l-/ / UM le

v i
] ]

Also ist (647, 644):

P=V—-h(t,—t) , a)
wobei wir uns in der rechten Seite, in 7 und im zweiten Sum-
manden, die GroBe & als Funktion von #—#, und der P Und
Po, eingesetzt zu denken haben.

Umgekehrt ist also auch

V=P+h(t,—1t) , b)

wobei wir uns in der rechten Seite, in P und im zweiten Sum-
manden, die GroBe #—#, als Funktion von % und der P, und
Po, eingesetzt zu denken haben,

Anmerkung 8. Die analytische Energie # kommt in der 657
Prinzipalfunktion nicht vor. Doch kann sie aus derselben mit
Hilfe der Gleichungen 654a, b, 286¢ und 612a mittelbar ab-
geleitet werden. Sie kann aber auch unmittelbar durch P
ausgedriickt werden. Denn indern wir in der rechten Seite
der Gleichung 656a nicht die p, und Poyy Sondern nur ¢
und ¢, und bezeichnen mit d4 die damit notwendig verbundene
Anderung von 4, so folgt:

a

dP= 27 dh— hd(t,— b)) — (t,— t,) dh

ah
also nach 64Sa:

dP= - hdlliety

BADISCHE .
LANDESBIBLIOTHEK Baden-Wiirttemberg



(5%

(%53 ]

G60

BADISCHE
LANDESBIBLIOTHEK

282

Zweites Buch.

woraus folgt:

gL’ oF
pasts U2 .

E?fl f‘"fu

Lehrsatz. Die Prinzipalfunktion P eines konservativen
Systems geniigt den beiden partiellen Differentialgleichungen

erster Ordnung:

L or oP aP

1 1 3 -
S by,
2m et >4 r)p:,_ aprg, ol
1~ N p aP aP &P U
9 £ i }”"- ey i = 0 4
2m e &= S 00p,, 0p,, 3o

welche den Differentialgleichungen 227 fiir die geradeste Ent-
fernung entsprechen.

Denn diese Gleichungen werden erhalten, wenn man die
analytische Energie . das eine Mal direkt mit Hilfe von 657,
das andere Mal indirekt mit Hilfe von 612a und 654a, b durch
die Differentialquotienten von P ausdriickt.

Riickblick auf 644 bis 658.

1. In den Nummern 644 bis 658 sind vier endliche Dar-
stellungen der Bewegung eines holonomen Systems mit adiaba-
tischen Cykeln gegeben. In der ersten und dritten Darstellung
waren alle Koordinaten des Systems als beobachtbare an-
gesehen, in der zweiten und vierten Darstellung waren die
cyklischen Koordinaten als verborgene behandelt. Die erste
und zweite Darstellung, welche auf die charakteristische Funk-
tion fithrte, gab im Grunde nur die Bahn des Systems und
entsprach dem Prinzip der kleinsten Wirkung. Die dritte und
vierte Darstellung, welche auf die Prinzipalfunktion fithrte, gab
vollstiindig die Bewegung und entsprach dem Hamiuronschen
Prinzip.

2. Alle vier Darstellungen haben denselben einfachen
physikalischen Sinn und fiir alle ist der Grund der mathe-
matischen Verwickelung derselbe. Der einfache physikalische
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Sinn besteht in der Tatsache, daB die natiirlichen Bahnen
stets geradeste Bahnen sind, und in dem rein geometrischen
Zusammenhange dieser Bahnen mit der geradesten Entfernung
in holonomen Systemen. Der Grund der mathematischen Ver-
wickelung aber besteht darin, daB wir nicht stets alle wesent-
lichen Bestimmungsstiicke der Bewegung gleichmiBig behan-
delten, sondern einige derselben als verborgene eliminierten.
Wir konnen auch sagen, die UngleichmiBigkeit bestehe darin,
daB wir fir einige Koordinaten die Anfangs- und Endwerte,
fiir andere Koordinaten die Anfangsgeschwindigkeiten als Be-
stimmungsstiicke einfiihrten. Unsere Ableitungsweise war nicht
darauf berechnet, moglichst einfach zu sein, sondern darauf,
dies Verhiltnis moglichst deutlich hervortreten zu lassen.

3. Man kann weitere Darstellungen der Bewegung eines
holonomen Systems geben, indem man weitere Koordinaten
eliminiert, oder indem man auch fiir die sichtbaren Koordi-
naten nicht die Anfangs- und Endwerte, sondern andere Grifen
als Bestimmungsstiicke einfiihrt, oder indem man von den
partiellen Differentialgleichungen 650 oder 658 ausgeht, in #hn-
licher Weise, wie dies fiir die geradeste Entfernung in 232 u. ff
geschehen ist. Solche Darstellungen kénnen in besonderen
Fallen mathematische Vorteile bieten, wie Jacosr in um-
fassender Weise gezeigt hat. Je mehr man aber in dieser
Richtung fortschreitet, desto mehr verbirgt sich der physika-
lische Sinn der Operationen hinter deren mathematischer Form,
desto mehr nehmen die benutzten Funktionen den Charakter
von Hilfskonstruktionen an, welchen es nicht mehr méglich
ist, eine physikalische Bedeutung beizulegen,

Nicht-konservative Systeme.

Erlduterungen und Bemerkungen.

1. Enthdlt ein materielles System keine anderen ver-
borgenen Massen, als solche, welche in adiabatischer cyklischer
Bewegung begriffen sind, so ist es bei freier Verfigung iiber
die sichtbaren Koordinaten jederzeit moglich, Energie, welche
in die Energie der verborgenen Massen iibergegangen ist, in
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die Energie der sichtbaren Massen zuriickzuverwandeln. Die
einmal im System vorhandene sichtbare Energie kann also
dauernd als sichtbare Energie erhalten bleiben,

Dies ist die Kigenschaft, auf Grund deren wir solche
Systeme als konservative bezeichneten. Aus dem gleichen
Grunde bezeichnen wir die von den verborgenen Massen solcher
Systeme ausgeitbten Krifte als konservative Kriifte,

663 2. Im Gegensaiz dazu werden solche Systeme, bei welchen
die freie Verfiigung iiber die sichtbaren Koordinaten nicht
ausreicht, verborgene Energie jederzeit in sichtbare zuriick-
zuverwandeln, als nicht-konservative Systeme, und die Krifte
der verborgenen Massen solcher Systeme als nicht-konservative
Kriifte bezeichnet. Nicht-konservative Systeme, in welchen die
Energie sich vorzugsweise aus der Energie sichtbarer Massen
in die Energie der verborgenen Massen verwandelt, nicht aber
umgekehrt, heiflen dissipative Systeme, und die Krifte der
verborgenen Massen solcher Systeme dissipative Kriifte.

664 3. Im allgemeinen sind die Systeme und Krifte der Natur
nicht-konservativ, sobald iiberhaupt verborgene Massen in Be-
tracht kommen. Dieser Umstand ist eine notwendige Folge davon,
daB die konservativen Systeme nur Ausnahmefille, sogar nur
mit mehr oder weniger Anniiherung erreichte (5560) Ausnahme-
fille bilden, daB also fiir ein beliebig herausgegriffenes natiir-
liches System eine unendliche Wahrscheinlichkeit dagegen
spricht, daB es ein konservatives sei. Krfahrungsmibig aber
sind weiter die Systeme und Krifte der Natur dissipativ, so-
bald iiberhaupt verborgene Massen in Betracht kommen. Dieser
Umstand findet eine hinreichende Erklirung in der Hypothese,
daB in der Natur die Zahl der verborgenen Massen und ihrer
Bewegungsfreiheiten unendlich groll sei gegen die Zahl der
sichtbaren Massen und deren sichtbarer Koordinaten, so dab
fir eine beliebig herausgegriffene Bewegung eine unendliche
Wahrscheinlichkeit dagegen spricht, daf sich die Energie
gerade in der besonderen und ausgezeichneten Richtung von .
jener groBen Zahl von Massen auf diese ganz bestimmte kleine
Zahl hin konzentriere.

665 4, Ubrigens steht der Unterschied zwischen konservativen
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und dissipativen Systemen und Kriften nicht in der Natur,
sondern beruht lediglich auf der freiwilligen Beschriinkung

< unserer Auffassung oder der unfreiwilligen Beschriinktheit
unserer Kenntnis der natiirlichen Systeme. Werden alle Massen
der Natur als sichtbare Massen betrachtet, so fillt jener Unter-
schied fort, und alle Kriifte der Natur kinnen alsdann als
konservative Kriifte bezeichnet werden.

5. Die konservativen Kriifte erscheinen im allgemeinen 666
als Differentialquotienten von Kriiftefunktionen, also als solche
Funktionen der sichtbaren Koordinaten der Systeme, welche
unabhingig von der Zeit sind. Die nicht-konservativen Kriifte
hingen auBerdem im allgemeinen von den ersten und von
hoheren Differentialquotienten der sichtbaren Koordinaten nach
der Zeit ab, Bei jeder analytisch gegebenen Form einer Kraft
beider Arten kann die Frage aufgeworfen werden, ob diese
Form mit den Voraussetzungen unserer Mechanik vertriiglich
sei, oder ihr widerspreche.

6. Auf diese letztere Frage kann im allgemeinen Ant- 667
wort nicht erteilt werden; im einzelnen ist sie nach folgenden
(Gesichtspunkten zu beurteilen:

1. Wenn irgend ein gesetzmiibiges stetiges System auf-
gewiesen werden kann, welches Kriifte der gegebenen Form
ausiibt, so ist bewiesen, daB die gegebene Form den An-
spritchen unserer Mechanik geniigt.

- 2. Wenn die Unmiéglichkeit nachgewiesen werden kann,
ein solches System aufzufinden, so ist gezeigt, daB die gegebene
Form unserer Mechanik widerspricht.

3. Wenn in der Natur irgend ein System aufgewiesen
werden kann, welches erfahrungsmiBig Krifte der gegebenen
Form ausiibt, so betrachten wir dadurch zunichst als bewiesen,
dall die gegebene Form mit unserer Mechanik vertriiglich ist.

Trifft keiner der Fille 1. 2. 8. zu, so muB die gestellte
Frage eine offene bleiben. Sollte sich eine Form der Kraft
finden, welche nach 2. zuriickzuweisen wire, nach 8. aber zu-
gelassen werden miiBte, so wiire damit die Unzulinglichkeit
der Hypothese, welche unserer Mechanik zugrunde liegt, und
damit die Unzuléinglichkeit dieser Mechanik selbst erwiesen.

L . i — - o it T T e
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