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Die zweite Methode bestimmt die Kraft aus den Massen
und der Bewegung des Systems, auf welches sie wirkt. In der
Physik wird diese Methode als die dynamische Messung der
Kraft bezeichnet. Sie wurde z. B. von Newton angewandt,
als er die auf die Planeten wirkende Kraft aus deren Be-
wegung ableitete.

Die dritte Methode bestimmt die Kraft, indem sie sie mit
bekannten Kriiften ins Gleichgewicht bringt. Diese Methode
wird die statische genannt. Auf ihr beruhen z. B. alle Kriifte-
messungen mit der Wage.

Angewandt zur Bestimmung einer und derselben Kraft
unter Beobachtung der von uns abgeleiteten Beziehungen
milssen aber diese drei verschiedenen Methoden unter allen
Umstéinden zu dem gleichen Resultate fihren, wenn anders
das Grundgesetz, auf welches sich unsere Uberlegungen
stiitzen, wirklich alle mogliche mechanische Erfahrung richtig
zusammenfaBt.

Abschnitt 5. Systeme mit verborgenen Massen.

I. Cyklische Bewegung.

Definition 1. Cyklische Koordinate eines Systems heifit eine
freie Koordinate des Systems dann, wenn die Linge einer
unendlich kleinen Verriickung des Systems nicht von dem
Werte der Koordinate, sondern nur von dem ihrer Anderung
abhiingt.

Anmerkung 1. Ks gibt cyklische Koordinaten. Denn
es geniigt z. B. eine rechtwinklige Koordinate des Systems,
wenn sie frei ist, der Voraussetzung. Cyklische Koordinaten
konnen stets eingefithrt werden, wenn unendlich kleine Ver-
riickungen des Systems moglich sind, welche nicht eine Ande-
rung der Massenverteilung im Raume zur Folge haben, son-
dern nur eine cyklische Vertauschung der Massen unter sich.
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236 Zweites Buch.

Daher der Name. Es kénnen aber auch unter anderen Ver-
hiilltnissen cyklische Koordinaten auftreten, wie es das Beispiel
der rechtwinkligen Koordinaten zeigt.

Anmerkung 2. Die Energie eines Systems hingt nicht
ab von dem Werte seiner cyklischen Koordinaten, sondern
nur von deren Anderungsgeschwindigkeiten mit der Zeit.

Definition 2. Cyklisches System heift ein materielles
System, dessen Energie mit hinreichender Anniherung als
eine homogene guadratische Funktion der Anderungsgeschwin-
digkeiten seiner cyklischen Koordinaten erscheint.

Ein cyklisches System heifft ein monocyklisches, di-
cyklisches, usw., je nachdem es eine, zwei, usw. cyklische
Koordinaten besitzt.

In einem cyklischen System werden die nicht cyklischen
Koordinaten auch die Parameter des Systems genannt; die
Anderungsgeschwindigkeiten der cyklischen Koordinaten nennen
wir auch die cyklischen Intensitiiten.

Anmerkung 1. Die Bedingung, deren angeniherte Kr-
filllung fiir eyklische Systeme erfordert wurde, kann mit Strenge
iberhaupt nicht erfiillt sein, abgesehen von dem Falle, dafl
das System nur cyklische Koordinaten besitat.

Denn ist eine Grofe Koordinate eines Systems, so be-
dingt ihre Anderung eine Verrickung mindestens eines ma-
teriellen Punktes des Systems; die Energie dieses Punktes ist
also quadratische Funktion der _-'-\'mlcx'un;:sgesch\\'Jndigl;eit
jener Koordinate, und fiir die Energie des Systems gilt dem-
nach das gleiche. Die KEnergie eines jeden Systems enthilt
daher in Strenge notwendig die Anderungsgeschwindigkeiten
aller Grofen, welche iiberhaupt Koordinaten des Systems sind,
also auch die Energie eines cyklischen Systems die Anderungs-
geschwindigkeiten seiner Parameter.

Anmerkung 2. Jene Bedingung fiir das Auftreten eines
cyklischen Systems kann aber mit jedem beliebigen Grade der
Annaherung erfiillt sein, sobald das System iiberhaupt eyklische
Koordinaten besitzt.

Sie ist niamlich erfiillt in dem Falle, daB die Teile der
Energie, welche die Anderungsgeschwindigkeiten der Para-
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meter enthalten, verschwinden gegen die Teile, welche von den
cyklischen Intensititen abhiingen, und dies kann stets dadurch
erreicht werden, daB die ,:‘.iudErrungsgeschwindigkviteu der
Parameter hinreichend klein, oder daB die cyklischen Inten-
sititen hinreichend groB angenommen werden. Wie groB
diese oder wie klein jene angenommen werden miissen, damit
ein bestimmter Grad der Anndherung erzielt werde, hiingt
ab von den besonderen Werten der Koeffizienten im Ausdruck
der Energie.

Im folgenden wird stets vorausgesetzt, daB die Bedingung
der cyklischen Systeme mit so groBer Annitherung erfiillt sei,
dall wir so reden konnen, als sei sie genau erfiillt.

Bezeichnung. Wir bezeichnen die cyklischen Koordinaten 352
des Systems mit Yo, mit r ihre Zahl, die Momente des Sy-
stems nach den p, mit g,. Die r nicht cyklischen Koordi-
naten des Systems mdgen mit Poy die Momente nach ihnen
mit ¢, bezeichnet werden. Die Masse des cyklischen Sy-
stems sei m.

Die fuBieren Kriifte, welche auf das System wirken, mogen
nach den p, die Komponenten Py, mach den p, die Kompo-
nenten P, haben. Die Krifte, welche das System selbst aus-
itht, haben dann nach den Po» beziehlich den p, Komponenten,
welche nach 467 mit FP,, beziehlich 1, zu*bezeichnen sind.

Folgerung 1. Die Energie © eines cyklischen Systems 553
kann geschrieben werden in den Formen (286):

T T

1 al ) . .
€= m Se S ags Py o
1 1
1 T b
o S
T am :: bor Qo o
o 1 1

in welchen die a, und b,, Funktionen allein der Po» micht
aber der p, sind (548), iibrigens aber dieselben Figenschaften
und denselben Zusammenhang haben, wie die @y, und b, (591F).

Betrachten wir € als Funktion der p, und der Doy Wie
es die erste Form darstellt, so mdge sein partielles Differential
mit 6,E bezeichnet werden; betrachten wir aber € als Funk-
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tion der p, und der g,, wie es die zweite Form darstellt, so
moge sein partielles Differential mit 8, bezeichnet werden
(vergl. 288). |

b4 Folgerung 2. Fiir alle Werte des o gelten die Glei-
chungen: \
n)  (289) o8 =q,=0 ,
’ S

b) (290

e)

d)

Diese Gleichungen enthalten die charakteristischen Merk-
male der cyklischen Systeme, und auf ihnen beruhen die be-
sonderen Higentiimlichkeiten derselben.

Die Gleichung b) wiederholt die Bemerkung (550), daB
ein  Widerspruch besteht zwischen der Annahme, daf die
Form der KEnergie. genau die angenommene sei und daB
gleichwohl die p, mit der Zeit veriinderliche Griofen seien.
Wir haben die Gleichung gemiB 551 dahin zu deuten, daB, |
wenn § sehr angenihert die gewihlte Gestalt hat, die p, als :
langsam sich veréindernde Grdofien betrachtet werden miissen. ‘

Kriafte and Kraftefunktion.

555 Aufgabe 1. Die Kraft P, zu bestimmen, welche das
cyklische System nach seinem Parameter p, ausiibt.
Zufolge der Gleichungen 498¢, d und 554a erhalten wir:

a) l‘”r.a —— o

oder in entwickelter Form:
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3 1 \L\ \;~ L‘-"Jm. ! .
Po= —1m D¢ >: 7 H.1, b)
¥ 2 e
1NN, % :
B 2IM <= <= gp, Qo e - <

Folgerung. Die Kriifte eines cyklischen Systems nach 556
seinen Parametern sind unabhiingig von den Anderungs-
geschwindigkeiten dieser Parameter.

Vorausgesetzt ist jedoch immer, daB diese -\ndelung\-
geschwindigkeiten nicht dasjenige MaB iibersteigen, welches
erlaubt, das System als ein cyklisches zu behandeln. So sind
in der Elektrodynamik die Anziehungen zwischen Magneten
zwar unabhiingig von der Geschwindigkeit ihrer Bewegung,
aber doch nur so lange, als diese Geschwindigkeit weit unter-
halb der Lichtgeschwindigkeit liegt.

(]
ot
=1

Aufgabe 2. Die Kraft S8, zu bestimmen, welche das :
cyklische System nach seiner cyklischen Koordmate p, ausiibt.
Zufolge der (Hleichungen 498¢ und 554¢ erhilt man:

A -
g‘bvz _qf;‘ . a)
Entwickelt, hat man, da (270)

Qo= Dellge s b)
1

o \ t,,,-
P, = — m\r (go o —m > N \ “Popr ¢)
l
Folgerung. Wirkt auf ein cyklisches System eine #uBere 558
Kraft, deren Komponenten nach den b, die !B, sind, so indern
sich die cyklischen Momente nach den Gleichungen:

q[i T \‘LL‘J

Lehrsatz. Wenn auf die cyklischen Koordinaten eines 559
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cyklischen Systems keine Kriifte wirken, so sind die siimtlichen
cyklischen Momente des Systems konstant in der Zeit,

Denn sind die P, gleich Null, so ergeben die vorigen
(3leichungen durch Integration

Qo= constans

Definition. FEine Bewegung eines cyklischen Systems, bei
welcher seine cyklischen Momente konstant bleiben, heillt eine
adiabatische Beweecung. Eine Bewegung eines cyklischen
Systems, bei welcher seine cyklischen Intensitiiten konstant
bleiben, heift eine isocyklische Bewegung.

Adiabatisch, beziehlich isocyklisch wird das cyklische
System selbst genannt, wenn es gezwungen ist, keine anderen
Bewegungen auszufiihren, als nur adiabatische, beziehlich iso-

cyklische,

Anmerkung 1. Die analytische Bedingung der adiabati-
schen Bewegung ist diese, daB fiir alle o:

q R (= (Jo = constans

sei. Die analytische Bedingung der isocyklischen Bewegung
ist diese, daB fiir. alle o:

by=—0 P, = constans

sel,

Anmerkung 2. Die Bewegung eines cyklischen Systems
ist eine adiabatische, sobald auf die cyklischen Koordinaten
dauernd keine Krifte wirken. Die Bewegung eines cyklischen
Systems ist eine isocyklische, wenn es nach den cyklischen
Koordinaten mit anderen Systemen gekoppelt ist, welche kon-
stante Anderungsgeschwindigkeit der gekoppelten Koordinaten
besitzen. Damit die Bewegung eine isocyklische sei, miissen
also geeignete Krifte auf die cyklischen Koordinaten wirken.

Definition. Lassen sich die Kriifte eines cyklischen Sy-
stems nach seinen Parametern darstellen als die partiellen
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Differentialquotienten einer Funktion der Parameter und kon-
stanter Groflen, nach den Parametern, so heiBt diese Funk-
tion die Kriftefunktion des cyklischen Systems.

Lehrsatz. Sowohl fiir die adiabatische, als auch fiir die
isocyklische Bewegung besteht eine Kraftefunktion,
Denn fiir die adiabatische Bewegung folgt aus 555¢:

r
e SIND N b Qe Ge . a)
e TR 2m

und hierin sind die GréBen q,q,/m Konstanten und die
b, Funktionen lediglich der Parameter,

Entsprechend folgt fiir die isocyklische Bewegung aus
xR

Bdb:

0 o IE s

Py= g 272 Gar g PP b
g 1 1

und hierin sind wiederum die Gréfen mp,p, Konstanten und

die g,, Funktionen lediglich der Parameter,

Anmerkung. Die Kriftefunktion fiir die adiabatische
und fiir die isocyklische Bewegung unterscheiden wir auch
wohl als adiabatische bez. isoeyklische Kriiftefunktion. Es
gibt weitere Bewegungsformen des Systems, fiir welche
Kriiftefunktionen bestehen, aber nicht fiir jede beliebige Be-
wegung besteht eine solche.

Zusatz 1. Die Kriftefunktion eines adiabatischen Systems
ist gleich der Abnahme der Energie des Systems, gerechnet

von einem willkiirlich gewihlten Anfangszustand aus. Sie ist
daher auch gleich einer willkiirlichen, d. h. durch die Defi-
nition nicht bestimmten Konstanten, vermindert um die Energie

des Systems.

Zusatz 2. Die Kriiftefunktion eines isocyklischen Systems
ist gleich der Zunahme der Energie des Systems, gerechnet
von einem willkiirlich gewiihlten Anfangszustand aus. Sie ist
daher auch gleich der Energie des Systems, vermindert um
eine willkiirliche Konstante.

Hertz, Mechanik. 2, Aufl. 16
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Reziproke Eigentiimlichkeiten.

Lehrsatz 1a. Wenn in einem adiabatischen System eine
VergroBerung des Parameters p, die Komponente der Kraft
nach dem anderen Parameter p; steigert, so steigert auch
umgekehrt eine Vergrofierung von p; die Kraft nach p,. Und
zwar ist bei unendlich kleiner VergroBerung das quantitative
Verhiltnis zwischen Ursache und Wirkung in beiden Fillen
das gleiche.

Denn in einem adiabatischen System konnen wir die p,
als die hinreichenden unabhiingigen Bestimmungsstiicke der
P, betrachten, und es liefert uns daher die fiir adiabatische
Systeme giiltige Gleichung 564 a:

ap; aP,

(-':1”_-'-. " E.-I;.J,-_

welches die Behauptung ist.
[=]

Lehrsatz 1b, Wenn in einem isocyklischen System eine
VergroBerung des Parameters p, die Komponente der Kraft
nach dem anderen Parameter p; steigert, so steigert auch
umgekehrt eine Vergroferung von p; die Kraft nach p,. Und
zwar ist bei unendlich kleiner VergroBerung das quantitative
Verhiltnis zwischen Ursache und Wirkung in beiden Fillen
das gleiche,

Denn auch in einem isocyklischen System konnen wir
die p, als hinreichende unabhiingige Bestimmungsstiicke der
P ansehen, und es liefert uns daher die fiir isocyklische Sy-

steme giltige Gleichung 564b:

aP, 8P,
p.  opr
welches die Behauptung ist.
Es ist zu bemerken, daf diese Gleichung von der vorigen
dem Sinne nach verschieden, wenn auch der Form nach
identisch ist.

Anmerkung. Damit die vorstehenden beiden Lehrsiitze
eine physikalische Anwendung gestatten, geniigt es, dall von



Cyklische Beweguny. 243

dem cyklischen System zwei Parameter und die Krifte nach
diesen der unmittelbaren Beobachtung zugiinglich seien.

Lehrsatz 2a. Wenn in einem cyklischen System eine 571
Vermehrung des ml;hqrhuu Momentes q, bei festgehaltenen
Parametern eine Steigerung der Kraft nach dem Parameter
2, zur Folge hat, so ruft die adiabatische Vergroferung des
Parameters p; eine Verminderung der cyklischen Intensitiit Do
hervor, und umgekehrt. Und zwar ist bei unendlich kleiner
_\[ululu" das Grobenverhiltnis zwischen Ursache und Wir-
kung in beiden Fillen das gleiche.

Denn wir haben:

Ay . — e]Ll: o - 5'& 200
P = ap; (b5b5a) |, Pu= 0, (290)
also ist
dP; ap,,
T 9

von welcher Gleichung der Lehrsatz die richtige Interpre-
tation ist.

Folgerung. Wenn in einem monocyklischen System eine 572
Vermehrung der cyklischen Intensitit ) bei festgehaltenen
Parametern eine Steigerung der Kraft nach dem Parameter
p. zur Folge hat, so ruft die adiabatische Vergroferung des
Parameters p, eine Verminderung der cyklischen Intensitiit
hervor, und umgekehrt.

Denn in einem monocyklischen System geht Vermehrung
der cyklischen Intensitit und Vermehrung des cyklischen Mo-
mentes bei festgehaltenen Parametern stets Hand in Hand.
Fiir ein monocyklisches System ist nimlich

qg=map ,

worin a eine notwendig positive (62) Funktion der Parameter
des Systems ist.

Lehrsatz 2b. Wenn in einem cyklischen System eine
Vermehrung der cyklischen Intensitéit ), bei festgehaltenen
16*

= ey
ik
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Parametern eine Steigerung der Kraft nach dem Parameter p;
sur Folge hat, so ruft die isocyklische Vergrofierung des
Parameters p; eine Vermehrung des cyklischem Moments g,
hervor, und umgekehrt. Und zwar ist bei unendlich kleiner
Anderung das GroBenverhiltnis zwischen Ursache und Wir-
kung in beiden Fillen das gleiche.

Denn wir haben:

a,& 1] S 0. . .
Fi=g (B85a) , Qu = (289)
P an.,
also ist:
ar; dq,
:1‘ a1 T - ]
on,, Ur""-"-

von welcher Gleichung der Lehrsatz den Ausdruck in Wor-

ten gibt.

Folgerung. Wenn in einem monocyklischen System eine
Vermehrung des cyklischen Momentes q bei festgehaltenen
Parametern eine Steigerung der Kraft nach dem Parameter p;
zur Folge hat, so ruft die isocyklische VergroBerung des
Parameters p; eine Vermehrung des cyklischen Momentes g
hervor, und umgekehrt.

Der Grund ist derselbe wie in 572,

Anmerkung. Die vorstehenden Lehrsiitze 2a und 2b ge-
statten eine physikalische Anwendung dann, wenn es moglich
ist, neben einer cyklischen Intensitiit auch das entsprechende
cyklische Moment unmittelbar, d. h. ohne Kenntnis der Koetfi-
zienten a,,, zu bestimmen. Dies kann eintreten. In der
Elektrostatik entsprechen z. B. die Potentialdifferenzen der
Leiter den cyklischen Intensitiiten, die Elektrizititsmengen der
Leiter den cyklischen Momenten, und beide Grofen konnen
unabhiingig voneinander unmittelbar bestimmt werden.

Die Folgerungen verlangen nur die unmittelbare DBe-
stimmbarkeit entweder der cyklischen Intensitit oder des
cyklischen Momentes.

Lehrsatz 83a. Wenn in einem cyklischen System eine auf
die cyklische Koordinate p, ausgeiibte Kraft ein zeitliches An-
wachsen der Kraft nach dem Parameter p, zur Folge hat, so
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ruft die adiabatische VergréBerung des Parameters p; eine
Verminderung der cyklischen Intensitit y, hervor, und um-
gekehrt. Und zwar ist bei unendlich kleiner Anderung das
GroBenverhilltnis zwischen Ursache und Wirkung in beiden
Fillen das gleiche.

Denn denken wir uns in der linken Seite der Gleichung
571a die \ndelunﬂfen 0P; und dg, entstanden in der Zeit df,
dividieren wir den Differentialquotienten im Zihler und Nenner
durch diese Zeit d¢, und beachten die Gleichung 558, indem
wir die Anderung &g, als Wirkung der Kraft P, ansehen,
so folgt:

P; .,

B, ap;,

von welcher Gleichung der Lehrsatz den vervollstindigten Aus-
druck in Worten gibt.

Lehrsatz 3b. Wenn in einem cyklischen System eine
Vermehrung der cyklischen Intensitit D, bei festgehaltenen
Parametern eine Steigerung der Kraft nach dem Parameter p;
zur Folge hat, so ruft die isocyklische VergriBerung des
Parameters p; eine Verminderung der Kraft des Systems nach
der cyklischen Koordinate p, hervor, und umgekehrt. Und
zwar ist bei unendlich kleiner Anderung das GréBenverhiltnis
zwischen Ursache und Wirkung in beiden Fillen das gleiche.

Denken wir uns in der rechten Seite der Gleichung 578a
die -\nderuu"en dq, und dp; entstanden in der Zeit dt, so
konnen wir setzen:

d : \/ I
5E]g;={-k Qu t[fZi.’qurfﬂ——' _\’b.“ dt (3b7a) ,

. d - ;
"P?‘,:dc'j);,- di=pdt ;

es wird also jene Gleichung:
) A 1
B B

welche Aussage der Lehrsatz in Worten wiedergibt.
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Anmerkung. .Die Lehrsitze 3a und 3b gestatten die
physikalische Anwendung dann, wenn neben einer cyklischen
Intensitit auch die entsprechende cyklische Kraftkomponente
der unmittelbaren Beobachtung zuginglich ist. Dies trifit
zum Beispiel fiir die Elektrodynamik zu, und man versinnlicht
sich die Bedeutung der Lehrsitze 3a und 3b am besten,
indem man sie in die Redeweise dieses Zweiges der Physik
iibersetzt.

Energie und Arbeit.

Lehrsatz 1. Bei der isocyklischen Bewegung eines cykli-
schen Systems ist die Arbeit, welche das System durch die
Koppelung seiner cyklischen Koordinaten aufnimmt, bestindig
das Doppelte der Arbeit, welche es durch die Koppelung seiner
Parameter abgibt.

Bei der isocyklischen Bewegung ist {, fiir alle o gleich
Null. also nach 514 und 557c¢ die Arbeit, welche die auf
die cyklischen Koordinaten wirkenden #ufleren Kriifte in der
Zeiteinheit leisten, gleich:

] e !;}I;rg

1 1 1

£ ¥ S . [ e e
= :" ﬂ-‘g D(} — m :\_2'\"\ T ca pﬁ_‘”r 1-"9
1

Die Arbeit aber, welche das System durch seine Krifte
nach den Parametern leistet, berechnet auf die Zeiteinheit,

wird gefunden mit Hilfe von 555h gleich:

G S 1 Do A M o v
o Popo=5Mm De Do >t Yo i Po
S Pk ailk gim G ;

Die Summen in beiden Gleichungen sind bis auf die Be-
zeichnung identisch, und die Glieder der ersten Gleichung sind
daher doppelt so grofl als die der letzten.

Folgerung. Wenn ein isocyklisches System durch die:
Krifte nach seinen Parametern Arbeit leistet, so wiichst gleich-
zeitig die Energie des Systems, und zwar um den Betrag der
geleisteten Arbeit; wenn ein isocyklisches System durch die
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Krifte nach seinen Parametern Arbeit aufnimmt, so nimmt
gleichzeitig die Energie des Systems ab, und zwar um den
Betrag der aufgemommenen Arbeit.

Denn die Zunahme der Energie des Systems ist gleich
dem Unterschiede der von den cyklischen Koordinaten auf-
genommenen und der durch die Parameter abgegebenen Arbeit.

Anmerkung. Wenn ein adiabatisches System durch die
Krifte nach seinen Parametern Arbeit leistet, so nimmt gleich-
zeitig die Energie des Systems ab, und zwar um den Betrag
der geleisteten Arbeit; wenn ein adiabatisches System durch
die Kriifte nach seinen Parametern Arbeit aufnimmt, so wiichst
gleichzeitig die Energie des Systems, und zwar um den Betrag
der aufgenommenen Arbeit.

Denn in einem adiabatischen System wird durch die
cyklischen Koordinaten keine Arbeit aufgenommen (562),

Lehrsatz 2. Bei der adiabatischen Verriickung eines
cyklischen Systems erleiden die cyklischen Intensititen stets
Anderungen in solchem Sinne, daB die von diesen Anderungen
hervorgerufenen Kriifte nach den Parametern bei der Ver-
riickung negative Arbeit leisten.

Es mogen bei der Verriickung die p, die Anderungen dp,
und die Intensitiiten , die Anderungen 0p, erleiden. Fénden
nur die letzteren Anderungen statt, so wiirden sich die Krifte
P, #ndern um die Betriige (555D):

' i 1-‘ Ol 3
OPy=1m Do Dt —" 1,09, ,

2 s G
und diese JP, sind es, welche der Lehrsatz als die von den
op. hervorgerufenen Kriifte bezeichnet. Die von ihnen ge-
leistete Arbeit ist gleich:

r . T T

3 A r o ce o
>o Py 3p, - 111::\ — D 0P Oy
Al L T R

=1 2”.\_:"' ")Iarr{ -{‘u’ Ji‘r 3
1 1
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und die Behauptung geht dahin, daB diese Arbeit notwendig
negativ sei. Nun ist aber fiir die adiabatische Bewegung:

qe=1M D¢ Qgr Py =constans
1
also:

T T
\'T Oy i‘-.r B \ Ooe If]prr
1 i |

Bilden wir diese Gleichungen fiir alle z, multiplizieren sie der
Reihe nach mit mop, und addieren, so erhalten wir links den
vorigen Ausdruck fiir die betrachtete Arbeit, rechts eine not-
wendig negative Grofe (62), womit die Behauptung erwiesen ist.

583 Folgerung, Bei der adiabatischen Verriickung eines
cyklischen Systems erleiden die cyklischen Intensitiiten stets
Anderungen in solchem Sinne, daB die von diesen Anderungen |
hervorgerufenen Kriifte die erzeugende Bewegung aufzuhalten
streben.
Dies ist in der Tat nur eine andere Form, den vorigen
Liehrs
Lenzschen Regel in der Elektrodynamik.

atz auszusagen. Sie entspricht der Ausdrucksweise der

584 Bemerkung. Bei [jeder unendlich kleinen Bewegung eines
monocyklischen Systems verhilt sich die durch die cyklische
Koordinate aufgenommene Arbeit zur Energie des Systems,
wie der doppelte Zuwachs, welchen das cyklische Moment des
Systems erfihrt, zu diesem Moment.

Denn die wihrend der Zeit d¢ durch. die cyklische Ko-
ordinate p aufgenommene Arbeit %) ist gleich:

“'f-\:l ::\_E,fp:q f;.}‘—:[‘} i\ .-.'Tf ::i\ Jq .
withrend die Energie § geschrieben werden kann:

C=iqp .
Also 1st:

welches die Behauptung ist.
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Folgerung 1. Bei beliebiger Bewegung eines mono- 585
cyklischen Systems ist der Ausdruck

d5)

das vollstindige Differential einer Funktion der Parameter und
der cyklischen Intensitit des Systems, nimlich der Funktion
2log . 8 )
qo
in welcher qo das cyklische Moment fiir eine willkiirlich ge-
wiihlte Anfangslage bedeutet. Diese Funktion wird auch die
Entropie des monocyklischen Systems genannt.

Folgerung 2. Der Wert des fiir eine beliebige endliche 586
Bewegung eines monocyklischen Systems gebildeten Integrales

I. '(f 1_;
€

e
hiingt nur ab von den Zustinden des Systems in der Anfangs-
und Endlage der Bewegung, nicht aber von den zwischen
beiden Lagen durchlaufenen Zustinden. Der Wert jenes Inte-
grales wird Null fir jede Bewegung, welche das System zu
seinem Anfangszustand zuriickfithrt.

Denn der Wert jenes Integrales ist gleich dem Unter-
schiede der Entropie im Anfangs- und im Endzustande der
Bewegung.

Folgerung 3. DBei der adiabatischen Bewegung eines 557
monocyklischen Systems bleibt die Entropie konstant, Denn
fir die adiabatische Bewegung ist P, also auch dQ0 gleich
Null. Die adiabatische Bewegung eines monocyklischen Sy-
stems wird deshalb auch eine isentropische genannt.

Zeitintegral der Energie.

Bemerkung 1. Andern sich bei der adiabatischen Be- 588
wegung eines cyklischen Systems die cyklischen Koordinaten p,
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in einer gewissen endlichen Zeit um die Betrige p,, so ist
das Zeitintegral der Energie des Systems, genommen iiber

jene Zeit, gleich

o] =

_\._‘."' o ’.:‘cf =

Denn es kann die Energie des Systems geschrieben werden
in der Form (286b):

and hierin sind fiir die adiabatische Bewegung die g, Kon-

stanten.

Bemerkung 2. Die Variation des Zeitintegrales der Energie
eines adiabatischen Systems bei variierter Bewegung des Sy-
stems hingt ab erstens von der Variation der Parameter
wihrend der ganzen Zeit, itber welche das Integral gebildet
ist, zweitens aber auch von den in der Zeit konstanten Varia-
tionen, welche die in der Zeit konstanten cyklischen Momente
des Systems erleiden.

Bezeichnung., Wir bezeichnen im folgenden:

mit & eine Variation, bei welcher die cyklischen Momente
willkiirliche Variationen erleiden,

mit §, eine Variation, bei welcher die cyklischen Momente
keine Variationen erleiden,

endlich mit 0, eine Variation, bei welcher die cyklischen
Momente solche Variationen erleiden, daf die Anfangs- und
Endwerte der cyklischen Koordinaten unvariiert bleiben.

Folgerung. Aus der Bezeichnung folgt von selbst fiir
alle (1

000a=0 , Jppp=0 ,

also wird nach 588 fiir beliebige Variationen der Parameter:
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2] 5

s - 1~ =
dq l Edi= 2 _\:‘_f: 0o dg Po a)
. Lt L
s 1 >
rTL. I & dl = = :9 i){, Jp l"[[‘, . b)

Anmerkung. In einem adiabatischen System ist es stets, 592
und zwar im allgemeinen nur auf eine Weise moglich, bei
beliebiger Variation der Parameter den cyklischen Momenten
solche Variationen zu erteilen, daB die Anfangs- und End-
werte der cyklischen Koordinaten unvariiert bleiben.

Denn aus der allgemeinen Beziehung:

1~

i‘y " .‘:';" []rm' q i)
Uy el =

folgt fiir ein adiabatisches System, in welchem sich die p, von
den Werten p, auf die Werte p, #ndern:

1

L ~Q e
Po. —Po, =1 : Oo [ﬁw dt
ey

also bei beliehiger Variation der Parameter und der cyklischen
Momente:

. 3 |
1

1 1
% ;
1 ~2 o fi S S
0y, — Py, = = Zq 0o rfhw di +E 2!! g [ﬁw di - .
; 1] ‘G

Diese Gleichungen aber bilden r nicht homogene, lineare Glei-
chungen fiir die r GroBen dg,, welche also stets eine und
zwar im allgemeinen nur eine Lasung zulassen, insbesondere
auch dann, wenn die links stehenden Variationen ver-
schwinden,

Variationen der Art, welche wir mit J, bezeichneten, sind
also auch bei beliebiger Variation der Parameter stets moglich.

Lehrsatz. Bei gleicher, iibrigens willkiirlicher Variation 593
der Parameter wihrend einer gewissen Zeit fiillt die Variation
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des Zeitintegrals der Energie in einem adiabatischen System
entgegengesetzt gleich aus, wenn man das eine Mal die cy-
klischen Momente des Systems unvariiert lifit, das andere
Mal sie so variiert, daf Anfangs- und Endwerte der cyklischen
Koordinaten unvariiert bleiben.

Denn fiir eine beliebige Variation ist:

el f

0 / Eat o4 I‘G’ dt + : /‘U‘TG: O di

o o/ 1 = e
n T
=5 [ & dt + e P, 01,
! 2 Pe 90

also insbesondere fiir eine Variation, bei welcher Anfangs-
und Endwerte der p, unvariiert bleiben.

» »

’Fp/@”’{?’]l: l Ki rff—i—::-l_)g Oy L},‘, .

Subtrahiert man hiervon zweimal die Gleichung 591b, so folgt:

-~ .

r}__]l & dt= - Op I Cat

v L

welches die Behauptung ist.
Man vergleiche iibrigens die verwandten Sitze 96 und 293,

II. Verborgene cyklische Bewegung.

Erlduterungen und Definitionen.

594 1. Wir sagen, ein System enthalte verborgene Massen,
wenn durch die der Beobachtung zugiinglichen Koordinaten
des Systems noch nicht die Lage aller Massen des Systems

bestimmt ist, sondern nur die Lage eines Teiles derselben. ;
595 2. Diejenigen Massen, deren Lagen bei vollstindiger An-

gabe der beobachtbaren Koordinaten des Systems dennoch
unbekannt bleibt, heiflen verborgene Massen, ihre Bewegungen
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