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System durch Kräifle beeinfluht . 223

des Systems eindeutig bestimmt sind , so sind doch die Kom -

ponenten in Richtung einer jeden möglichen Verrückung des

Systems durch seine Bewegung eindeutig bestimmt .

Folgerung . Von der Kraft , welche ein bewegtes System
ausübt , sind die Komponenten in Richtung einer jeden freien
Koordinate des Systems durch die Bewegung eindeutig be -
stimmt .

Ist nämlich 9 eine freie Koordinate , so verschwinden die

p und damit die unbestimmten Glieder , und es kann die

Komponente der Kraft des Systems nach 5 , geschrieben wer⸗
den in den Formen :

J .= mfe ( 491) 4

2, 4 3 5

5—46 2910

— 5 —95 ( 294) , d)

lnnerer Zwang .

Lehrsatz . Die Beschleunigung eines Systems materieller

Punkte , zwischen welchen keine Zusammenhänge bestehen ,
findet statt in Richtung der Kraft , welche auf das System
wirkt , und ihre Gröhße ist gleich der Größe der Kraft , divi -
diert durch die Masse des Systems .

Denn wenn zwischen den u Punkten eines Systems keine

Jusammenhänge bestehen , so ist für jede der 3u rechtwink -

ligen Koordinaten des Systems ( 482) :

die linken Seiten der Gleichungen aber stellen die Kompo -
nenten der Beschleunigung des Systems nach den 2, dar ( 275 ) .
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Folgerung . Die Beschleunigung eines einzelnen materiellen
Punktes geschieht in Richtung der Kraft , welche auf den

Punkt wirkt , und ihre Größe ist gleich der Gröbe der

Kraft , dividiert durch die Masse des Punktes . ( NEwToxS Lex

secunda . )

Anmerkung . Bestehen Zusammenhänge zwischen den

Punkten eines materiellen Systems , auf welches eine Kraft

wirkt , so weicht die Beschleunigung des Systems im allge -

meinen ab von der durch den Lehrsatz 494 gegebenen . Als

Ursache dieser Abweichung können wir also die Zusammen -

hänge des Systems ansehen , und die Abweichung selbst haben

wir nach 385 als den inneren Zwang des Systems zu be -

zeichnen .

Aufgabe . Den inneren Zwang eines Systems zu bestim -

men , welches sich unter dem Einfluß von Kräften bewegt .
Die wirkliche Komponente der Beschleunigung des Systems

nach der allgemeinen Koordinate , ist / . , die Komponente ,
welche nach Aufhebung der Bedingungsgleichungen eintreten

würde , ist ( 494 ) P/m , der Unterschied beider Gröben , oder :

8 22
a) 20 ◻ 7„

also die Komponente des Zwanges nach P .
Zur Bestimmung der Gröbe des Zwanges reicht die

Kenntnis der Komponenten desselben nach den 9 , im allge -
meinen nicht aus ( 245) . Wenden wir deshalb auch rechtwink⸗

lige Koordinaten an , so erhalten wir für die Komponente
RaehH

1 5 7
b) 2, —„ , (un, A, —

also die Größe 2 des Zwanges als die positive Wurzel der

Gleichung ( 244) :
3u

12 9 8332
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Lehrsatz 1. Die Größe des Zwanges eines materiellen

Systems unter dem Einfluß von Kräften ist wie bei einem
freien System in jedem Augenblick kleiner für die natürliche

Bewegung , als für irgend eine andere mögliche Bewegung ,
welche in dem betrachteten Augenblick nach Lage und Ge -

schwindigkeit mit jener zusammenfällt .

Denn als notwendige und hinreichende Bedingung dafür ,
dab bei gegebenen Werten der A, die Größe Yme ? ein Nini -

mum werde , erhalten wir nach derselben Methode wie in 155
die 3u Gleichungen :

ͤ

„„ % X =

1

in welchen die X. 1 unbestimmte Multiplikatoren bezeichnen ,
welche zusammen mit den 3u Größen z , aus jenen 3 Glei -

chungen und den Bedingungsgleichungen des Systems ein -

deutig zu bestimmen sind . Die vorstehenden Gleichungen aber

ergeben dieselben Werte der z , und X. , wie die mit ihnen

übereinstimmenden Gleichungen der natürlichen Bewegung ( 482) .

Anmerkung . Der vorstehende Lehrsatz enthält das voll -

ständige Gausssche Prinzip des kleinsten Zwanges . Wir

können den Lehrsatz 388 als einen besonderen Fall desselben

bezeichnen . Aber nach unserer ganzen Auffassung werden

wir lieber jenen Lehrsatz als den allgemeinen ansehen und

den vorliegenden als die Anpassung desselben an besondere ,
verwickeltere Verhältnisse betrachten .

Lehrsatz 2. Die Richtung des Zwanges steht bei der

natürlichen Bewegung eines Systems unter dem Einfluß einer

Kraft , wie bei der natürlichen Bewegung eines freien Systems ,
beständig senkrecht auf jeder möglichen oder virtuellen Ver —

rückung des Systems aus seiner augenblicklichen Lage .
Denn zufolge 497 a und 481 lassen sich die Komponenten

des Zwanges nach den 5, % auch schreiben in der Form :

IE
1

8 Vn9 2 55 7n ＋

der Zwang als Vektorgröße steht also ( 250 ) senkrecht auf

jeder möglichen Verrückung des Systems .
Hertz , Mechanik . 2. Aufl . 15
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Ssymbolischer Ausdruck . Bezeichnen wir mit 0 . die

Anderungen der Koordinaten 5 für irgend eine beliebige mög -

liche Verrückung des Systems , so können wir den vorstehen -

den Satz in die Gestalt der symbolischen Gleichung kleiden

(vergl . 393 ) :

S . hene

welche unter Anwendung rechtwinkliger Koordinaten die Form

annimmt :

33

b ) ( nr A, AX,) o =

1

Anmerkung . Der Lehrsatz 500 enthält das vollständige

D' ALEMBURTsche Prinzip , die Gleichungen 501a und b die ge -

wöhnliche Fassung desselben . Uber das Verhältnis des Satzes

500 zu dem Satz 392 ist dasselbe zu bemerken , wie unter 499 .

Folgerung 1. Die Komponente der Beschleunigung eines

materiellen Systems in Richtung einer jeden möglichen Be -

wegung ist gleich der Komponente der wirkenden Kraft nach

dieser Richtung , dividiert durch die Masse des Systems .
Denn die Komponente des Zwanges nach der Richtung

jeder möglichen Bewegung verschwindet .

Folgerung 2. Die Komponente der Beschleunigung eines

materiellen Systems in Richtung seiner wirklichen Bewegung

ist gleich der Komponente der wirkenden Kraft nach der

gleichen Richtung , dividiert durch die Masse des Systems .

Folgerung 3. Die Komponente der Beschleunigung eines

materiellen Systems nach jeder freien Koordinate des Systems
ist gleich der Komponente der wirkenden Kraft nach der

gleichen Richtung , dividiert durch die Masse des Systems .

Lehrsatz . Bei der natürlichen Bewegung eines materiellen

Systems unter dem Einfluß von Kräften ist die Komponente
der Beschleunigung nach jeder Koordinate der absoluten



4System duunol Krdifte deeinfluſot . 227

Lage beständig gleich der Komponente der wirkenden Kraft nach
der gleichen Richtung , dividiert durch die Masse des Systems,
— welches auch der innere Zusammenhang des Systems ist .

Folgerung 1. Wählen wir die Koordinaten eines Systems
übrigens beliebig , jedoch so , daß sich unter ihnen sechs Koordi -
naten der absoluten Lage finden , so können wir bei vorhan —
dener Kenntnis der auf das System wirkenden Kräfte , aber
ohne Kenntnis des inneren Zusammenhangs des Systems doch
stets sechs der Bewegungsgleichungen des Systems angeben .

Folgerung 2. Treffen wir insbesondere über die Koordi -
naten der absoluten Lage dieselbe Verfügung wie in 402 und
wenden den Lehrsatz zunächst an auf die Richtung der 3 Ko -
ordinaten 41 d , αε , so ergibt er uns die drei Gleichungen :

*

m , das, DTr As ,
5

*
8

„ N A3,12 T-
8

N*
—

„ N , A3Uν 8A3,
＋

Ae

4

N

Diese drei Gleichungen , welche sich dahin interpretieren
lassen , daß der Schwerpunkt sich 80 bewegt , als sei die ganze
Masse des Systems in ihm vereinigt , und griffen an ihm alle
Elementarkräfte an , bilden das sogenannte erweiterte Prinzip
des Schwerpunkts . ( Vergleiche 404 . )

Folgerung 3. Angewandt auf die Richtung der drei Ko -
ordinaten der absoluten Lage o . ο ο⁷ ergibt der Lehrsatz
die drei Gleichungen :

7* 7²
5 8T- M, (b5, A , „ ( 6, 2 X3 , 1 —437 1

7²

——
1

97 2
1

n
4

T-⸗ In , ( 3 435 — 53 3 „ 2T „ ö. (A3. Az , 2 — 13 „ 2 An,
1

1 1
32 827

5I ( ＋35 1 ＋„ 5371 ) 5 ( 3 , 1155 — ＋¼ν X 351)
1
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Diese drei Gleichungen bilden das sogenannte erweiterte

Prinzip der Flächen . ( Vergleiche 406 . )

Energie , Arbeit .

Definition . Die Vermehrung der Energie eines Systems

vorgestellt als Folge einer auf das System ausgeübten Kraft ,
wird die Arbeit jener Kraft genannt .

Die Arbeit , welche eine Kraft in bestimmter Zeit leistet ,
wird gemessen durch die Zunahme der Energie des Systems ,
auf welches sie wirkt , in jener Zeit .

Eine etwaige Abnahme der Energie infolge des Vor -

bandenseins der Kraft rechnen wir als negative Zunahme . Die

Arbeit einer Kraft kann also positiv oder negativ sein .

Folgerung . Während die auf ein System wirkende Kraft

eine gewisse Arbeit leistet , leistet die von dem System aus -

geübte Gegenkraft stets die entgegengesetzt gleiche Arbeit .

Denn die letztere Arbeit ist gleich der Zunahme der

Energie desjenigen Systems , mit welchem das betrachtete ge -

koppelt ist ; die Summe der Energien beider Systeme aber

ist konstant .

Lehrsatz . Die Arbeit , welche die auf ein System wir -

kende Kraft während der Durchlaufung eines Bahnelements

leistet , ist gleich dem Produkt aus der Länge des Elements

und der Komponente der Kraft in seiner Richtung .
Denn die Zunahme d/ % der Energie während des Zeit -

elements dt , in welchem das Bahnelement ds zurückgelegt
wird , ist ( 283 ) :

= im v dt mn õ dᷣs

Nach 280 ist aber 5 die Komponente der Beschleunigung
des Systems in Richtung seiner Bahn , also nach 504 mo die

Komponente der Kraft in Richtung der Bahn .

Anmerkung 1. Die in Rede stehende Arbeit ist mit dem -

selben Rechte auch gleich dem Produkt aus der Größe der
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