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gestellt wurden, mit alleiniger Ausnahme derjenigen, welche
sich auf die absolute Lage beziehen, also allein mit Ausnahme
des Lehrsatzes 400 und seiner Folgerungen.

II. Systeme durch Krifte beeinflufit.

Definition. Zwei materielle Systeme heiflen direkt ge-
koppelt, wenn eine oder mehrere Koordinaten des einen einer
oder mehreren Koordinaten des andern dauernd gleich sind.
Gekoppelt schlechthin heiflen zwei Systeme, wenn ihre Koordi-
naten so gewihlt werden konnen, daB die Systeme in das Ver-
hiltnis der direkten Koppelung treten. Gekoppelte Systeme,
welche nicht direkt gekoppelt sind, heiBen indirekt gekoppelt.

Folgerung 1. Die Koppelung zweier Systeme ist eine Be-
ziehung zwischen beiden, welche unabhingig von unserer Will-
kiir, insbesondere unabhiingiz von der Wahl der Koordinaten
besteht. Ob aber eine bestehende Koppelung eine direkte
oder eine indirekte sei, hingt ab von der Wahl der Koordi-
naten, ist also eine Frage unserer willkiirlichen Auffassung.

Folgerung 2. Jede bestehende Koppelung zwischen zwei
Systemen kann durch geeignete Wahl der Koordinaten zu
einer direkten gemacht werden. Wenn nicht ausdriicklich das
Gegenteil bemerkt ist, so setzen wir im folgenden voraus, daB
dies geschehen sei. Die bestindig gleichen Koordinaten® der
gekoppelten Systeme bezeichnen wir dann auch als ihre ge-
meinsamen Koordinaten.

Folgerung 8, Jedes von zwei gekoppelten Systemen ist
durch die Koppelung notwendig ein unfreies System, beide
bilden aber zusammen oder zusammen mit weiteren Systemen,
mit welchen sie gekoppelt sind, ein freies System. Wenn
nicht ausdriicklich das Gegenteil bemerkt ist, so wird im fol-
genden angenommen, daB eine Koppelung mit mehreren Sy-
stemen nicht stattfindet, so daB die beiden gekoppelten Systeme
zusammen bereits ein freies bilden.

450
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Analytische Darstellung. Sind die p, die Koordinaten des 454

cinen, die p, die Koordinaten des andern Systems, so wird
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eine Koppelung zwischen beiden Systemen dadurch hergestellt,
daB fiir ein oder mehrere Wertpaare von o und o p, gleich
p, gemacht wird. Wir konnen aber offenbar chne Beschriin-
kung der Allgemeinheit die Indizes so verteilen, dafl iiberein-
stimmende Koordinaten in beiden Systemen denselben Index
erhalten. Diese Systeme sind dann gekoppelt, wenn fiir einen
oder mehrere Werte von o dauernd

a) _]J:, — Po- = 1)

wird, von welcher Gleichung die Gleichungen

b) Po—Po=0 oder
c) r"]p:., t)ilp.at, == ()

notwendige Folgen sind.

Definition. Unter einer Kraft verstehen wir den selb-
stiindig vorgestellten EinfluB, welchen das eine von zwei ge-
koppelten Systemen zufolge des Grundgesetzes auf die Be-
wegung des andern ausiibt.

Folgerung. Zu jeder Kraft gibt es stets notwendig eine
Gegenkraft,

Denn die Vorstellung des Einflusses, welchen das in der
Definition als das zweite bezeichnete System auf das erste
ausiibt, ist nach der Definition selbst wieder eine Kraft. Kraft
und Gegenkraft sind gleichberechtigt in dem Sinne, daB nach
Willkiir jede von ihnen als die Kraft oder auch als die Gegen-
kraft aufgefaft werden kann.

Aufgabe. Kinen Ausdruck fiir den EinfluB anzugeben,
welche das eine von zwei gekoppelten Systemen auf die Be-
wegung des andern ausiibt.

Es seien m die Masse und die » Grifen p, die Koordi-
naten des ersten Systems; es seien die £ Gleichungen

a) 2“'.'});{.?1‘.‘:1 =0
1
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wieder die Bedingungsgleichungen desselben. KEs seien m die
Masse und die r GroBen p, die Koordinaten des zweiten Sy-
stems; es seien die £ Gleichungen

\}:'-' ’DZ[_} 1‘-15‘1 -0 b)
1

die Bedingungsgleichungen desselben. Es mégen ferner zwischen
beiden, fiir einen oder mehrere, nimlich 2 Werte von g, Koppe-
lungsgleichungen von der Form

Po—Po=0 &

bestehen. Wir betrachten nun die Bewegung des ersten
Systems unter dem FKinflusse des zweiten, und behandeln
es dabei als geleitetes System. Soweit die p, in den Glei-
chungen ¢) nicht vorkommen, sind die Beschleunigungen nach
ibnen gegeben durch die Gleichungen (442):

.3
mfo+ Drpug Pu=0 ; a)
1

fiir diejenigen p, aber, welche in ¢) vorkommen, haben wir
anch diese Gleichungen zu beriicksichtigen und also den
Faktor von p, in denselben, ndmlich —1, zu multiplizieren
mit einem unbestimmten Faktor, welcher P, heiflen moge, und
das Produkt der linken Seite hinzuzufiigen; fiir diese p, wird
also:

Mify+ Dxpug Pu— Pp=0 ¢)

1

Das Eintreten der 2 Griofen P, in die Bewegungsgleichungen
vermehrt die Zahl der Unkekannten in denselben um 7%, und
zur Bestimmung dieser 4 GroBen ist auch die Zahl der Be-
dingungsgleichungen um die / Gleichungen ¢) vermehrt, in
welchen wir uns die p, als Funktionen der Zeit explizite ge-
geben denken miissen. Nehmen wir aber an, die GroBen £,

Hertz, Mechanik. 2. Aufl, 14
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rechnen nicht zu den Unbekannten, sondern seien uns als
Funktionen der Zeit unmittelbar gegeben, alsdann sind die
h Gleichungen ¢) und jede Kenntnis der p, und des zweiten
Systems iiberhaupt entbehrlich, und die %+ r Gleichungen
a) d) e) geniigen wiederum zur eindeutigen Bestimmung der
k+r Unbekannten P, und j,. Die /& Multiplikatoren 2P,
stellen also den EinfluB des zweiten Systems auf das erste
vollstiindig dar, und ihre Gesamtheit kann als ein analytischer
Ausdrock fiir diesen EinfluB angesehen werden, wie ihn die
Aufgabe verlangt.

458 Zusatz 1. Wollen wir in symmetrischer Weise den Ein-
fluf des ersten Systems auf das zweite darstellen, so haben
wir die Koppelungsgleichungen zu schreiben in der Form:

a) fl.’{’ i‘}'..’ — () 3

und es werden nun fiir diejenigen p,, welche sich in a) nicht
finden, die Bewegungsgleichungen:

\

b) m fi’ “:" :‘ ng i";f -0

withrend sie fiir die iibrigen p, die Form annehmen:
¢) mf, -+ R Do Be—P,=0

unter den P, die unbestimmten Multiplikatoren der Glei-
chungen a) verstanden. Die Gesamtheit der ‘B, gibt uns
einen Ausdruck fir den EinfluB, welchen das erste System in
jedem Augenblick auf die Bewegung des zweiten ausiibt.

459 Zusatz 2. Offenbar kénnen wir alle Bewegungsgleichungen
des ersten Systems in der Form:

m fl,‘, - X_":‘nz,‘, !“, -— J'“r‘, - ()
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und alle Bewegungsgleichungen des zweiten Systems in der
Form:

m fo + : Dug Px —Ppo= 0 b)

schreiben, wenn wir in zuliissiger, wenn auch willkiirlicher
Weise festsetzen, daB fiir alle nicht gekoppelten Koordinaten
die GroBen P, und P, den Wert Null haben sollen. Aller-
dings verliert die Gesamtheit der P, und 8, dabei ihre Be-
deutung als System der Multiplikatoren der Gleichungen 45%7¢
und 458a, aber sie behilt ihre Bedeutung als Ausdruck des
Kinflusses, welchen das eine System auf das andere ausiibt.

Analytische Darstellung der Kraft. Wir konnen und
wollen daher im Einklang mit der Definition 455 festsetzen,
daB die Gesamtheit der fiir alle p, nach 459 eindeutig be-
stimmten GroBen P, den analytischen Ausdruck fir die Kraft
bilden solle, welche das System der p, auf das System der
p, ausiibt. Entsprechend bildet dann die Gesamtheit der
Grofen P, den analytischen Ausdruck fiir die Kraft, welche
das System der p, auf das der p, ausiibt. Die einzelnen
GroBen P, bez. B, heiBen die Komponenten der Kraft nach
den Lnt‘;}uechcnden Koordinaten Po bez. p,, auch wohl kurz
die Krifte nach diesen Koordinaten.

Durch diese Bestimmung setzen wir uns zugleich in Kin-
klang mit der bestehenden Bezeichnung der Mechanik, und die
Notwendigkeit, diesen Einklang herzustellen, rechtfertigt hin-
reichend, warum wir unter mehreren IIII(LSSI“'EH Beshmmuurren
gerade diese getroffen haben.

460

Folgerung 1. Die Kraft, welche ein System auf ein 161

zweites ausiibt, kann betrachtet werden als eine VektorgriBe
in bezug auf das zweite System, als eine VektorgroBe nim-
lich, deren Komponenten nach den gemeinsamen Koordinaten
im allgemeinen von Null verschieden sind, deren Komponenten
nach den nicht gemeinsamen Koordinaten verschwinden, deren
Komponenten nach solchien Richtungen aber, welche sich nicht
durch Anderungen der benutzten Koordinaten ausdriicken
lassen, unbestimmt bleiben.
14%
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Folgerung 2. Die Kraft, welche ein System auf ein
zweites ausiibt, kann aber auch betrachtet werden als Vektor-
griofe in bezug auf das erstere System, als eine Vektorgrife
nimlich, deren Komponenten nach den gemeinsamen Koordi-
naten im allgemeinen von Nnll verschieden sind, deren Kom-
ponenten nach den nicht gemeinsamen Koordinaten verschwinden,
deren Komponenten in Richtungen aber, welche sich nicht
durch Anderungen der benutzten Koordinaten ausdriicken
lassen, unbestimmt bleiben.

Anmerkung. Betrachtet als Vektorgrofe in bezug auf
ein System enthilt also jede Kraft Komponenten, welche ab-
hiingen von der Wahl der Koordinaten, d. h. von unserer will-
kiirlichen Auffassung. Es rithrt dies daher, daB von der Wahl
der Koordinaten die Mannigfaltigkeit derjenigen Bewegungen
des Systems abhiingt, welche wir iiberhaupt in Betracht ziehen,
in deren Richtung wir also einen méglichen EinfluBl zulassen
wollen.

Bemerkung 1. Wird ein System nacheinander mit
mehreren anderen Systemen gekoppelt, und erleidel es dabei
von diesen Systemen die gleiche Kraft, so ist seine Bewegung
die gleiche, wie verschieden auch immer diese anderen Systeme
unter sich sein mogen.

Wir reden daher auch (entsprechend der Definition 455)
von der Bewegung eines Systems unter dem Einflul oder der
Einwirkung oder dem Angriff einer Kraft schlechthin, ohne
der anderen Systeme zu erwihnen, von welchen sie ausgeht,
und ohne welche sie nicht denkbar wiire,

Bemerkung 2. Wird ein System nacheinander mit
mehreren anderen Systemen gekoppelt, und fithrt es dabei die
gleiche Bewegung aus, so kann es dabei auf jene anderen
Systeme gleiche Kraft ausiitben, obwohl jene Systeme unter
sich vollkommen verschieden sein kinnen.

Wir reden daher auch (entsprechend der Definition 455)
von der Kraft, welche ein bewegtes System ausiibt, schlecht-
hin, ohne der anderen Systeme zu erwiihnen, auf welche
jene Kraft ausgeiibt wird, und ohne welche sie nicht denk-
bar wire.
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Bemerkung 3. Da aber alle Kriifte, von welchen schlecht-
hin die Rede ist, doch keine anderen sein konnen, als welche
von materiellen Systemen zufolge des Grundgesetzes auf ma-
terielle Systeme ausgeiibt werden, so haben alle Krifte von
vornherein gewisse Kigenschaften gemeinsam. Die Quelle
aller solcher gemeinsamen Eigenschaften sind die Eigenschaften
der materiellen Systeme und das Grundgesetz.

Wirkung und Gegenwirkung.

Bezeichnung, 1. Die Komponenten der Kraft, welche das
System der p, auf das der p, ausiibt, betrachtet als Vektor-
groBen in bezug auf das System der p,, haben wir in 460 be-
reits bezeichnet mit P,. Betrachten wir dieselbe Kraft als
Vektorgrofe in bezug auf das System der Po; so wollen wir
ihre Komponenten nach den p, bezeichnen mit P,. Identisch
ist dann fiir alle gemeinsamen Koordinaten:

:
Po=P,

2. Die Komponenten der Kraft, welche das System der
p, auf das der p, ausiibt, betrachtet als VektorgroBen in
bezug auf das System der P,, haben wir in 460 bereits be-
zeichnet mit 93,. Betrachten wir dieselbe Kraft als Vektor-
groBe in bezug auf das System der p,, so wollen wir ihre
Komponenten nach den P, bezeichnen mit P,. Identisch ist
dann fiir alle gemeinsamen Koordinaten:

\'Bg = 1){,

Die auf ein System ausgeiibten Krifte sind also durch
nicht akzentuierte, die von dem System ausgeiibten Krifte
durch akzentuierte Buchstaben bezeichnet, sobald wir sie als
VektorgroBen in bezug auf das System selbst betrachten.

Lehrsatz. Kraft und Gegenkraft sind einander stets ent-
gegengesetzt gleich. Hs soll damit gesagt sein, daf die Kom-
ponenten beider nach jeder der benutzten Koordinaten ent-
gegengesetzt gleich sind, und zwar sowohl wenn wir Kraft
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und Gegenkraft betrachten als VektorgroBen in bezug auf
das eine, als auch in bezug auf das andere System.

Denn wir kénnen auch die beiden gekoppelten Systeme
(457) betrachten als ein einziges, freies System. Seine Masse
ist m +m, seine Koordinaten sind die pound p,. Seine Be-
dingungsgleichungen sind die Gleichungen 457a und b und die
Koppelungsgleichungen, etwa in der Form 457¢. Bezeichnen
wir nunmehr die Multiplikatoren jener Gleichungen a) mit 72,
die der Gleichungen b) mit ‘P, die die Gleichungen e) mit
s 80 nehmen die Bewegungsgleichungen des gesamten Sy-
stems (vergl. 442) die Form an:

a) 'mf'.r. 5 :Z;rzsr f’,, —0 ,
1

b) Mo+ S Pug P + P =0
1

in welchen fiir die Koordinaten, welche in den Koppelungs-
gleichungen nicht vorkommen, die P, gleich Null zu setzen sind.

Die durch diese Gleichungen dargestellte Bewegung ist
nun aber dieselbe, welche wir vorhin als Bewegung der ein-
zelnen Systeme betrachteten. Eine mogliche Lisung der
gegenwirtigen Gleichungen erhalten wir also, wenn wir fiir die
f. und f, ihre fritheren Werte setzen, wenn wir machen

i P, =P,

auberdem in a)
dy J?J" _["
und in b)

0 P — 1,

Aber da durch die Gleichungen a) und b) die unbestimm-
ten Multiplikatoren eindeutig bestimmt sind, so ist diese mog-
liche Losung zugleich die einzig mogliche Losung. Daher
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gelten die Gleichungen d) und e) mit Notwendigkeit; aus
ihnen folgt:

Po=—%, , D

oder mit Benutzung der Bezeichnung 467:

oAy

Bl 513
\l\? — \-\'\' "
welches die Behauptung ist.

Anmerknng 1. Der vorstehende Lehrsatz entspricht der 469
Lex tertia NEwrons und wird auch wohl das Prinzip der Re-
aktion genannt. Doch deckt sich sein Inhalt nicht vollstéindig
mit dem Inhalt jenes dritten Gesetzes, sondern das genaue
Verhiltnis ist das folgende:

Das Newronsche Gesetz enthiilt unsern Lehrsatz 468
vollstandig, nach der Absicht des Begriinders, wie die dem
Gesetze beigefiigten Beispiele zeigen.

Das Newronsche Gesetz enthilt aber mehr. Wenigstens
wird es auch allgemein angewandt auf die Wirkung von Fern-
kriften, d. h. von Kriften zwischen Korpern, welche keine
gemeinsamen Koordinaten haben. Solche Kriifte aber kennt
unsere Mechanik nicht. Damit man also beispielsweise aus
unserem Lehrsatze die Folgerung ziehen konne, dab ein
Planet die Sohne mit gleicher Kraft anziehe wie diese ihn,
ist notig, daB nidhere Angaben ither die Natur des Zusammen-
hanges zwischen beiden Kérpern gemacht werden.

Anmerkung 2. Es darf aber als fraglich bezeichnet wer- 470
den, ob der UberschuB dieser Anwendung des Reaktionsprin-
zipes iiber den Inhalt des Lehrsatzes 468 nach Form und
[nhalt mit Recht zu den Grundgesetzen der Mechanik konne
gerechnet werden, und ob nicht vielmehr der wesentliche und
allgemein giiltige Inhalt jenes Prinzipes bereits durch den Lehr-
satz 468 erschopft werde.

Was die Form anlangt, so ist offenbar die Fassung des
dritten (Gesetzes, sobald es auf Fernkriifte angewandt wird,
nicht vollig klar bestimmt. Denn wenn Kraft und Gegen-
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kraft an verschiedenen Kirpern angreifen, so ist nicht schlecht-
hin deutlich, was unter entgegengesetzter Richtung zu ver-
stehen sei. Dies tritt zom Beispiel hervor, wenn es sich um
die Wechselwirkung zwischen Stromelementen handelt.

Was den Inhalt anlangt, so stellt die Anwendung des
Reaktionsprinzipes auf die Fernkriifte der gewthnlichen Me-
chanik offenbar eine Krfahrungstatsache dar, iiber deren ge-
naues Zutreffen in allen Fillen man anfingt zweifelhaft zu
werden, So ist die Klektrodynamik bereits fast iiberzeugt
davon, dall die Wechselwirkung zwischen bewegten Magneten
dem Prinzip nicht in allen Fillen genau unterworfen sei.

Zusammensetzung der Krifte.

Lehrsatz. Ist ein System gleichzeitig mit mehreren Sy-
stemen gekoppelt, so ist die Kraft, welche die Gesamtheit

jener Systeme auf das erste System ausiibt, gleich der Summe

der Kriifte, welche die einzelnen Systeme auf dasselbe ausiiben.

Es sei nimlich das System 1 von der Masse m und den
Koordinaten p,, dessen Bedingungsgleichungen die % Glei-
chungen

i) :_ Pio f"-".‘," - {)

sind, gleichzeitig gekoppelt mit den Systemen 2, 3, usw., deren
Koordinaten die y, p,’, usw. sind.

Betrachten wir die Systeme 2, 3, usw. zunichst als ge-
trennte Systeme, so sind die Koppelungsgleichungen fiir jede
gemeinsame Koordinate p, zu schreiben in der Form:

b) 1 Po=0
©) Po— =0
s,

Behandeln wir nun das aus 1, 2, 3, usw. zusammengesetzte
System als freies und bezeichnen wieder die Multiplikatoren
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der Gleichungen a) mit P,, dagegen die von b) mit 2, die

von e) mit £,”, usw., so erhalten wir die Bewegungsgleichungen

des Systems 1 in der Form:

I;‘ . o oy
m‘fl, + \a}]w ]’, 5 "{)'J il '[)i’

nsw. =0 . d)

worin die siamtlichen 2, P;”, usw. ebenso wie die P, ein-
deutig bestimmte GroBen sind. Die P, P, usw. stellen die
Komponenten der Kriifte dar, welche die einzelnen Systeme 2,
3, usw. auf das System 1 ausiiben.

Betrachten wir nun aber zweitens die Systeme 2, 3, usw.
zusammen als ein System, so kinnen die nach Gleichungen
b) ¢) usw. gleichen Griofen Yo, P, , usw. als eine einzige Ko-
ordinate p, desselben angesehen werden, und an Stelle jener
Koppelungsgleichungen tritt dann fiir jede gemeinsame Ko-
ordinate p, die eine Gleichung:

Po—DPe=0 .

©)
Ist Z, der Multiplikator derselben, und bezeichnen wir
mit £, die Multiplikatoren der Gleichungen a), welche dem
jetzigen System der Bewegungsgleichungen entsprechen, so
nehmen diese die Form an:

??i';i:{‘}_{_ z”j}zr‘; -"“z _J‘U{’JZU f)
1

Die P, stellen die Komponenten der Gesamtkraft dar, welche
auf das System 1 wirkt.

Die verschiedene Auffassung kann nun die nach dem
Grundgesetze erfolgende Bewegung selbst nicht #ndern. Eine
mogliche Losung der Gleichungen f) erhalten wir daher, in-
dem wir mit Benutzung der fritheren Lisung setzen:

2 1 p)
e I % 2)
P, = P; =L P;." -+ usw. h)
Aber da es nur eine einzige mogliche Lésung gibt, so
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ist die vorstehende eben diese, und die Gleichung h), welche
unsere Behauptung enthilt, mufl mit Notwendigkeit zutreffen.

Folgerung 1. KEine jede Zahl von Kriiften, welche auf
ein System wirkt, oder welche von einem System ausgeiibt
wird, kann aufgefaBit werden als eine einzige Kraft, und zwar
als diejenige Kraft, welche als Vektorgrofle in bezug auf das
System betrachtet gleich der Summe jener Kriifte ist,

Fassen wir eine Zahl von Kriften in dieser Weise auf,
so sagen wir, daB wir sie zusammensetzen. Das Ergebnis
der Zusammensetzung nennen wir auch die Resultante der
einzelnen Kriifte.

Folgerung 2. Kine jede Kraft, welche auf ein System
wirkt, oder welche von einem System ausgeiibt wird, kann auf-
gefaBt werden als Summe einer beliebigen Zahl von Kriften,
und zwar jeder Zahl von Kriiften, deren Summe als Vektor-
grofien in bezug auf das System gleich jener urspriinglichen
Kraft ist.

Fassen wir eine Kraft in dieser Weise auf, so sagen wir,
dab wir sie zerlegen; die Krifte, welche das Ergebnis einer
solchen Zerlegung sind, nennen wir die Komponenten der ur-
spriinglichen Kraft.

Anmerkung. Die geometrischen Komponenten einer Kraft
nach den Koordinaten kénnen zugleich als Komponenten der-
selben im Sinne von 473 aufsefaflit werden.

Definition. FEine Kraft, welche von einem einzelnen mate-
riellen Punkte ausgeiibt wird, oder welche auf einen einzelnen
materiellen Punkt wirkt, heifit eine Klementarkraft.

Anmerkung. Die elementare Mechanik versteht gewohn-
lich unter Kriften nur Elementarkriifte. Im Gegensatz zu
denselben bezeichnet man dann wohl die bisher von uns be-
trachteten allgemeineren Kraftformen als Lagrancrsche Kriifte.
Man konnte dementsprechend die Elementarkrifte selbst auch
passend als Garrersche oder Newronsche Kriifte bezeichnen.

Folgerung 1. Jede Elementarkraft ist darstellbar durch
die geometrische Verriickung eines Punktes, also durch eine
nach GroBe und Richtung gegebene Strecke.




System durch Krifte beeinfluft. 219

Denn jede Elementarkraft ist \ek‘[m"mlﬁn in bezug auf

einen einzelnen Punkt.

Folgerung 2. Die Zusammensetzung der Elementarkrifte,
welche an demselben Punkte angreifen, geschieht nach der Me-
thode der geometrischen Zusammensetzung und Zerlegung von
Strecken.

Inshesondere setzen sich also zwei Kriifte, welche an dem-
selben Punkte angreifen, zusammen zu einer einzigen Kraft,
welche nach Grofe und Richtung durch die Diagonale eines
Parallelogramms dargestellt ist, dessen Seiten nach GroBe und
Richtung jene Krifte darstellen (Parallelogramm der Kriifte).

Folgerung 8. Jede Lagrangrsche Kraft ist darstellbar
als eine Summe von Elementarkriiften, also zerlegbar in
Elementarkrifte.

Denn: jede Verriickung eines Systems kann aufgefaft
werden als eine Summe von Verriickungen seiner einzelnen
Punkte.

Folgerung 4. Die Komponenten einer Kraft nach den
rechtwinkligen Koordinaten des Systems, auf welches die Kraft
wirkt, oder welches die Kraft ausiibt, kénnen unmittelbar auf-
gefallt werden als Elementarkrifte, welche auf die einzelnen
materiellen Punkte des Systems wirken.

Bewegung unter dem EinfluB von Kraften.

Aufgabe 1. Die Bewegung eines materiellen Systems
unter dem KinfluB einer gegebenen Kraft zu bestimmen.

Die Auflosung folgt unmittelbar ans 457. Sind die P, die
gegebenen Komponenten der wirkenden Kraft nach den p,, so
benutze man die » Gleichungen

k
- 1
f’?'fta‘r.\”jjxga j);:' j)y
1

zusammen mit den % Bedingungsgleichungen des Systems zur
Bestimmung der r+ % Grofen j, und P,, zu deren eindeu-
tiger Bestimmung jene Gleichungen ausreichen.
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Anmerkung 1. Die Bewegungsgleichungen eines Systems,
auf welches Kriifte wirken, haben in den rechtwinkligen Koordi-
naten desselben die Form der 3z Gleichungen:

S, X=X
1

Wy Ly 1

wenn unter X, die Komponente der Kraft nach =z, verstanden
wird, und im iibrigen die Bezeichnung von 368 benutzt wird.

Anmerkung 2. Ist die Koordinate p, eine freie Koordi-
nate, so nimmt die ihr entsprechende Bewegungsgleichung die
einfache Form an:

mfy= I’L,

Sind in einem holonomen System alle p, freie Koordinaten,
so nehmen alle Bewegungsgleichungen des Systems diese Form
an, und diese r Gleichungen geniigen zur Bestimmung der
r Grében o

Folgerung. Die natiirliche Bewegung eines materiellen
Systems von einem bestimmten Augenblick an ist eindeutig
bestimmt durch die Liage und Geschwindigkeit des Systems in
jenem Augenblick und die Angabe der auf das System wir-
kenden Kraft fir alle Zeiten von jenem Augenblick an (vergl.
331, 444).

Lehrsatz. Die Beschleunigung, welche mehrere gleich-
zeitig wirkende Kriifte einem System erteilen, ist gleich der
Summe der Beschleunigungen, welche die Krifte einzeln
wirkend dem System erteilen wiirden.

Denn die Bewegungsgleichungen 481 sind linear in den f,
und den P,. Sind also die Wertsysteme f,, £, , f,, L., USW. die
Auflosungen dieser (ileichungen fiir die Kriifte P,, P,,, usw,
so ist das Wertsystem £, + fotusw., P, 4P, +usw. die Auf-
I6sung fiir die Kraft P, + P, + usw.

Anmerkung. Der Inhalt des Lehrsatzes kann auch wieder-

gegeben werden in der Aussage, daB mehrere gleichzeitig
wirkende Kriifte sich hinsichtlich der Beschleunigung, welche
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sie erzeugen, nicht storen. Ohne einen besonderen Namen er-
halten zu haben, ist dieser Satz seit Gavineis Zeiten stets
als Prinzip angenommen und benutzt worden.

Folgerung. Die Beschleunigung, welche eine resultierende 487
Kraft einem System erteilt, ist gleich der Summe der Be-
schleunigungen, welche die Komponenten, einzeln wirkend, dem
System erteilen wiirden (472, 473).

Lehrsatz. Steht eine Kraft als Vektorgrifie senkrecht 488
auf jeder moglichen Verriickung eines materiellen Systems, so
iibt sie keinen EinfluB auf die Bewegung des Systems aus, —
und umgekehrt.

Denn ist w eine solche Kraft, so haben ihre Kompo-
nenten m, nach den p, die Form (250):

LS

T == #* Py Vo
@ = L Png i

Lassen wir nun diese Kraft neben der Kraft P auf das Sy-
stem wirken, so kinnen die Bewegungsgleichungen in der Form
geschrieben werden:

k

'."”’fi' + > Pro l-Pz Vx) = i():.

Bei der Auflosung dieser Gleichungen nach j, und P, er-
scheinen also nur die P, vergroflert um die y,; die ji,, welche
allein die Bewegung bestimmen, erscheinen unverindert.
Umgekehrt: Andert die Hinzufiigung der Komponenten x,
zu den rechten Seiten der Gleichungen 481 nicht die f,, son-
dern nur die P,, so lassen sich die m, schreiben in der Form:

~ 4
Ro= 2”}729 Ve 5
1

die Kraft @ steht also senkrecht auf jeder méglichen Verriickung
des Systems (250).
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Anmerkung. Der Lehrsatz gibt die Bedingung an, welcher
derjenige Teil einer als VektorgrisBbe betrachteten Kraft unter-
worfen ist, welcher von der Wahl der Koordinaten, also von
unserer Willkiir abhiingt (463). Denn dieser Teil muB not-
wendig ein solcher sein, welcher in der wirklichen Bewegung
nicht zur Geltung kommt.

Folgerung. Obgleich aus der Kenntnis der auf ein System
wirkenden Kraft eindeutig geschlossen werden kaun auf die
Bewegung des Systems, so kann doch aus der Bewegung des
Systems nicht eindeutigz geschlossen werden auf die Kraft,
welche das System beeinfluft.

Aufgabe 2. Die Kraft zu bestimmen, welche ein mate-
rielles System bei gegebener Bewegung ausiibt.

Nach 467 bezeichnen wir mit 2, die Komponente der ge-
suchten Kraft nach der Koordinate ;r___:_ aus 468 und 481 folgt
dann:

Py—= —mfy—Supso Py
1
In diesen Gleichungen sind die f, als gegeben zu betrachten,
und zwar miissen sie in den Hudi11-;_;m];;fﬁgleivi111:1;__'&':1: an sich ge-
niigen. Die Griflen P, sind ebenfalls bestimmt, wenn auch
dasjenige System gegeben wird, mit welchem das betrachtete
gekoppelt ist. Solange aber nur die Bewegung des Systems
der p, gegeben ist, bleiben die P, unbekannt. Die Kraft,
welche ein bewegtes System ausiibt, ist also allein durch die
Angabe der Bewegung des Systems noch nicht vollig bestimmt,
sondern enthilt einen unbestimmt bleibenden Summanden,
dessen Komponenten die Form haben:

Y
'T{r —_—n j-’z(. Vn §
1

und welcher daher auf jeder moglichen Verriickung des Sy-
stems senkrecht steht.

Anmerkung. Obwohl von der Kraft, welche ein hewegtes
System auvsiibt, nicht alle Komponenten durch die Bewegung
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des Systems eindeutig bestimmt sind, so sind doch die Kom-
ponenten in Richtung einer jeden miglichen Verriickung des
Systems durch seine Bewegung eindeutig bestimmt.

Folgerung. Von der Kraft, welche ein bewegtes System
ausiibt, sind die Komponenten in Richtung einer jeden freien
Koordinate des Systems durch die Bewegung eindeutig be-
stimmt.

[st nimlich p, eine freie Koordinate, so verschwinden die
P, und damit die unbestimmten Glieder, und es kann die
Komponente der Kraft des Systems nach p, geschrieben wer-
den in den Formen:

f’,",= — m.fy (491) a)

WE d [6,F)

5 i '&p_' (291a) b)

0, ;
= s (291D) ©)
aﬂ: 15
ﬂ‘fi — (o (294). @)
ap, % ’

Innerer Zwang.

Lehrsatz. Die Beschleunigung eines Systems materieller
Punkte, zwischen welchen keine Zusammenhinge bestehen,
findet statt in Richtung der Kraft, welche auf das System
wirkt, und ihre GroBe ist gleich der GroBe der Kraft, divi-
diert durch die Masse des Systems,

Denn wenn zwischen den n Punkten eines Systems keine
Zusammenhinge bestehen, so ist fiir jede der 32 rechtwink-
ligen Koordinaten des Systems (482):

m, . X,
— (i =

m m

die linken Seiten der Gleichungen aber stellen die Kompo-

nenten der Beschleunigung des Systems nach den z, dar (275).
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495 Folgerung. Die Beschleunigung eines einzelnen materiellen L2
Punktes geschieht in Richtung der Kraft, welche auf den
Punkt wirkt, und ihre GroBe ist gleich der Grofe der
Kraft, dividiert durch die Masse des Punktes. (NEwrons Lex

secunda.)

496 Anmerkung. Bestehen Zusammenhinge zwischen den
Punkten eines materiellen Systems, auf welches eine Kraft
wirkt, so weicht die Beschleunigung des Systems im allge-
meinen ab von der durch den Lehrsatz 494 gegebenen. Als
Ursache dieser Abweichung konnen wir also die Zusammen-
hinge des Systems ansehen, und die Abweichung selbst haben
wir nach 886 als den inneren Zwang des Systems zu be-

zeichnen,

497 Aufgabe. Den inneren Zwang eines Systems zu bestim-
men, ‘welches sich unter dem EinfluB von Kriften bewegt.
Die wirkliche Komponente der Beschleunigung des Systems
nach der allgemeinen Koordinate p, ist f,, die Komponente,
welche nach Aufhebung der Bedingungsgleichungen eintreten
wiirde, ist (494) P,/m, der Unterschied beider GroBen, oder:
iJ
a) 7 f——k
e=Te JrEaE
also die Komponente des Zwanges nach p,.

Zur Bestimmung der Grofe des Zwanges reicht die
Kenntnis der Komponenten desselben nach den p, im allge-
meinen nicht aus (245). Wenden wir deshalb auch rechtwink-
lige Koordinaten an, so erhalten wir fiir die Komponente
nach z,:

i 5 -
b) 2y = (ot — A3) s
m
also die GroBe z des Zwanges als die positive Wurzel der

Gleichung (244):
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Lehrsatz 1. Die GroBe des Zwanges eines materiellen
Systems unter dem KinfluB von Kriiften ist wie bei einem
freien System in jedem Augenblick kleiner fiir die natirliche
welche in dem betrachteten Augenblick nach Lage und Ge-
schwindigkeit mit jener zusammenfallt,

Denn als notwendige und hinreichende Bedingung dafiir,
daB bei gegebenen Werten der X, die GroBe 1mz? ein Mini-
mum werde, erhalten wir nach derselben Methode wie in 155
die 3n Gleichungen:

Bewegung, als fir irgend eine andere mogliche Bewegung

My ity — X 5 N Ty X, =0 |

in welchen die X, ¢ unbestimmte Multiplikatoren bezeichnen,
welche zusammen mit den 8n GroBen #, aus jenen 32 Glei-
chungen und den ¢ Bedingungsgleichungen des Systems ein-
deutig zn bestimmen sind. Die vorstehenden Gleichungen aber
ergeben dieselben Werte der #, und X,, wie die mit ihnen
iibereinstimmenden Gleichungen der natiirlichen Bewegung (482).

Anmerkung. Der vorstehende Lehrsatz enthilt das voll-
stindige Gausssche Prinzip des kleinsten Zwanges. Wir
konnen den Lehrsatz 388 als einen hesonderen Fall desselben
bezeichnen. Aber nach unserer ganzen Auffassung werden
wir lieber jenen Lehrsatz als den allgemeinen ansehen und
den vorliegenden als die Anpassung desselben an besondere,
verwickeltere Verhiltnisse betrachten.

Lehrsatz 2. Die Richtung des Zwanges steht bei der
natiirlichen Bewegung eines Systems unter dem KEinfluB einer
Kraft, wie bei der natiirlichen Bewegung eines freien Systems,
bestiindig senkrecht auf jeder moglichen oder virtuellen Ver-
riickung des Systems aus seiner augenblicklichen Lage.

Denn zufolge 497a und 481 lassen sich die Komponenten
des Zwanges nach den p, auch schreiben in der Form:

&

S il
Zg=— _‘_I\”_[”er -{/ 3
=¥ m ‘1—' il

der Zwang als VektorgroBe steht also (250) senkrecht auf
Jjeder moglichen Verriickung des Systems.

Hertz, Mechanik, 2, Aufl, 15
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501 Symbolischer Ausdruck. Bezeichnen wir mit dp, die
Anderungen der Koordinaten p, fiir irgend eine beliebige mog-
liche Verriickung des Systems, so kionnen wir den vorstehen-
den Satz in die Gestalt der symbolischen Gleichung kleiden

(vergl. 393):

a) :,_. ‘),r“. z J’iﬂ)w:” ;
1

5 m |

welehe unter Anwendung rechtwinkliger Koordinaten die Form

annimmt:;

b ™, (9 By — \,] Oy =— 0
s
502 Anmerkung. Der Lehrsatz 500 enthilt das vollstindige

p’Arevperrsche Prinzip, die Gleichungen 501a und b die ge-
wohnliche Fassung desselben, Uber das Verhiltnis des Satzes
500 zu dem Satz 392 ist dasselbe zu bemerken, wie unter 499.

503 Folgerung 1. Die Komponente der Beschleunigung eines
materiellen Systems in Richtung einer jeden moglichen Be-
wegung ist gleich der Komponente der wirkenden Kraft nach

. dieser Richtung, dividiert durch die Masse des Systems.
Denn die Komponente des Zwanges nach .der Richtung
jeder moglichen Bewegung verschwindet.

504 Folgerung 2. Die Komponente der Beschleunigung eines
materiellen Systems in Richtung seiner wirklichen Bewegung
ist gleich der Komponente der wirkenden Kraft nach der
gleichen Richtung, dividiert durch die Masse des Systems.

505 Folgerung 3. Die Komponente der Beschleunigung eines
materiellen Systems nach jeder freien Koordinate des Systems
ist gleich der Komponente der wirkenden Kraft nach der
cleichen Richtung, dividiert durch die Masse des Systems.

506 Lehrsatz. Bei der natiirlichen Bewegung eines materiellen
Systems unter dem Einflub von Kriiften ist die Komponente
der Beschleunigung nach jeder Koordinate der absoluten
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Lage bestiindig gleich der Komponente der wirkenden Kraft nach
der gleichen Richtung, dividiert durch die Masse des Systems,
— welches auch der innere Zusammenhang des Systems ist,

Folgerung 1. Wihlen wir die Koordinaten eines Systems
iibrigens beliebig, jedoch so, daB sich unter ihnen sechs Koordi-
naten der absoluten Lage finden, so kiénnen wir bei vorhan-
dener Kenntnis der auf das System wirkenden Krifte, aber
ohne Kenntnis des inneren Zusammenhangs des Systems doch
stets sechs der Bewegungsgleichungen des Systems angeben.

Folgerung 2. Treffen wir insbesondere iiber die Koordi-
naten der absoluten Lage dieselbe Verfigung wie in 402 und
wenden den Lehrsatz zunichst an auf die Richtung der 3 Ko-
ordinaten e, w, &y, so ergibt er uns die drei Gleichungen;

Diese drei Gleichungen, welche sich dahin interpretieren
lassen, daB der Schwerpunkt sich so bewegt, als sei die ganze
Masse des Systems in ihm vereinigt, und griffen an ihm alle
Elementarkrifte an, bilden das sogenannte erweiterte Prinzip
des Schwerpunkts. (Vergleiche 404.)

Folgerung 3. Angewandt auf die Richtung der drei Ko-
ordinaten der absoluten Lage o, w, w, ergibt der Lehrsatz
die drei Gleichungen:

\‘i

2 My (X, o
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Diese -drei Gleichungen bilden das sogenannte erweiterte
Prinzip der Flichen. (Vergleiche 406.

Energie, Arbeit.

Definition. Die Vermehrung der Energie eines Systems
vorgestellt als Folge einer auf das System ausgeiibten Kraft,
wird die Arbeit jener Kraft genannt.

Die Arbeit, welche eine Kraft in bestimmter Zeit leistet,
wird gemessen durch die Zunahme der Energie des Systems,
auf welches sie wirkt, in jener Zeit.

Eine etwaige Abnahme der Energie infolge des Vor-
handenseins der Kraft rechnen wir als negative Zunahme. Die
Arbeit einer Kraft kann also positiv oder negativ sein.

Folgerung. Wihrend die auf ein System wirkende Kraft
eine gewisse Arbeit leistet, leistet die von dem System aus-
geiibte Gegenkraft stets die entgegengesetzt gleiche Arbeit.

Denn die letztere Arbeit ist gleich der Zunahme der
Energie desjenigen Systems, mit welchem das betrachtete ge-
koppelt ist; die Summe der Energien beider Systeme aber
ist konstant.

Lehrsatz. Die Arbeit, welche die auf ein System wir-
kende Kraft wihrend der Durchlaufung eines Bahnelements
leistet, ist gleich dem Produkt aus der Linge des Elements
und der Komponente der Kraft in seiner Richtung.

Denn die Zunahme d# der Energie withrend des Zeit-
elements df, in welchem das Bahnelement ds zuriickgelegt
wird, ist (283):

dBE =muv o dt=m1 ds
Nach 280 ist aber # die Komponente der Beschleunigung

des Systems in Richtung seiner Bahn, also nach 504 ms die
Komponente der Kraft in Richtung der Bahn.

Anmerkung 1. Die in Rede stehende Arbeit ist mit dem-
selben Rechte auch gleich dem Produkt aus der Griofe der
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Kraft und der in ihre Richtung fallenden Komponente des
Bahnelements.

Anmerkung 1. Erleiden wihrend der Durchlaufung des
Bahnelements ds die Koordinaten p, die Anderungen dp,, so
ist die Arbeit der wirkenden Kraft dargestellt durch die
Gleichung:

dE= e Py dp,

1

Denn die Komponente der Kraft in Richtung des Bahn-
elements ist gleich (247):

\;‘” P dp,
=" Yds
Folgerung 1. Die Kraft, welche auf ein System wirkt,
leistet positive oder negative Arbeit, je nachdem der Winkel,
welchen sie mit der Geschwindigkeit des Systems bildet, kleiner
oder groBer als ein rechter ist. Steht die Kraft senkrecht
auf der Bewegungsrichtung, so leistet sie keine Arbeit.

Folgerung 2. Kine Kraft, welche auf ein ruhendes Sy-
stem wirkt, leistet keine Arbeit.

Gleichgewicht, Statik.

Definition. Wir sagen, zwei oder mehrere Kriifte, welche
auf dasselbe System wirken, halten sich das Gleichgewicht,
wenn eine jede von ihnen den EinfluB der anderen aufhebt,
d. h. wenn unter dem EinfluB beider oder aller jener Kriifte
das System sich so bewegt, als wire keine von ihnen vor-
handen.

Lehrsatz. Zwei oder mehrere Kriifte halten sich das
Gleichgewicht, wenn ihre Summe senkrecht steht auf jeder
moglichen (virtuellen) Verriickung des Systems aus seiner augen-
blicklichen Lage, — und umgekehrt.

Der Satz folgt unmittelbar aus 471 und 488.
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519 Symbolischer Ausdruck. Bezeichnen wir mit Z,, P; usw.
die Komponenten der einzelnen Krifte nach den p,, mit dp,
die Anderungen der p, fiir irgend eine mogliche Verriickung des
Systems, so konnen wir die Forderung des vorstehenden Satzes
in die Gestalt der symbolischen Gleichung kleiden:

\‘r_ ( l“, + }r,; L usw.) rﬁ_,'h: =1

Vergleiche 893, 501.

520 Anmerkung. Der vorstehende Lehrsatz enthalt das
Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten (Verriickungen, Mo-
mente), die Gleichung 519 die gewidhnliche analytische Fassung
desselben.

ozl Folgerung 1. Halten sich mehrere Kriifte an einem System
das Gleichgewicht, so verschwindet die Summe der von den
Kriften geleisteten Arbeiten bei jeder méglichen (virtuellen)
Verriickung des Systems aus seiner augenblicklichen Lage, —
und umgekehrt. (Prinzip der virtuellen Arbeit.)
Denn schreiben wir die Gleichung 519 in der Form:

S

e 0po + De Py dp, + usw. =0

so ergibt sich nach 514 die Behauptung.

522 Folgerung 2. Halten sich zwei oder mehr Krifte das
Gleichgewicht an einem System, so verschwindet die Summe
ihrer Komponenten in Richtung jeder moglichen Bewegung
des Systems.

523 Folgerung 3. Halten sich zwei oder mehr Kriifte das
(Gleichgewicht an einem System, so verschwindet die Summe
ihrer Komponenten nach jeder freien Koordinate des Systems.

524 Lehrsatz. Halten sich zwei oder mehr Kriifte das Gleich-

gewicht an einem System, so verschwindet die Summe ihrer
Komponenten in Richtung einer jeden Koordinate der abso-
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luten Lage, welches auch immer der innere Zusammenhang

des Systems sein mdoge.

Anmerkung. Auch ohne Kenntnis des inneren Zusammen-
hangs eines Systems konnen wir demnach doch stets 6 not-
wendige Bedingungsgleichungen fiir sein Gleichgewicht an-
geben. Wihlen wir als Koordinaten der absoluten Lage die
., welche wir in 402 einfiihrten, so
liefert uns der vorige Lehrsatz diejenigen 6 Gleichungen,
welche dem Prinzip des Schwerpunkts und der Flichen ent-
sprechen, und welche Lacraxae im 3. Abschnitt § 1 und § 2
des ersten Teils der Mécanique analytique behandelt.

6 Groben e, o, ¢, 0, 0, o,

Bemerkung 1. Halten sich zwei oder mehr Kriifte in
einer bestimmten Lage des Systems das Gleichgewicht bei
einer gewissen (eschwindigkeit, so halten sich dieselben
Krafte in derselben Lage das Gleichgewicht auch bei jeder
anderen Geschwindigkeit.

Denn die Bedingung des Gleichgewichts enthilt nicht
die wirkliche Geschwindigkeit des Systems.

Bemerkung 2. Halten sich zwei oder mehr Kriifte das
Gleichgewicht an einem ruhenden System, so beharrt das
System in seinem Zustand der Ruhe; und umgekehrt: Be-
harrt ein System trotz des Angriffs zweier oder mehrerer
Krifte in der Ruhe, so halten sich die Kriifte an dem System
das Gleichgewicht,

Folgerung 1. Zwei Kriifte, welche, gleichzeitig an dem-
selben ruhenden System angreifend, die Ruhe des Systems
nicht storen, haben entgegengesetzt gleiche Komponenten in
Richtung jeder miglichen Bewegung des Systems,

Folgerung 2. Zwei Kriifte, welche, nacheinander auf das-
selbe ruhende System zugleich mit denselben andern Kriiften
wirkend, das System in Ruhe lassen, haben gleiche Kompo-
nenten in Richtung jeder méglichen Bewegung des Systems.

226

227

bZ8

529

Anmerkung. Auf den letzten beiden Folgerungen beruht 530

die statische Vergleichung der Kriifte.
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Maschinen und innere Krafte.

Definition. Kin System, dessen Massen als verschwindend
klein betrachtet werden gegen die Massen der Systeme, mit
welchen es gekoppelt ist, wird eine Maschine genannt.

Kine Maschine ist also hinsichtlich ihres Einflusses auf
die Bewegung der iibrigen Systeme vollstindig dargestellt
durch ibre Bedingungsgleichungen; die Kenntnis des Ausdrucks
der Energie der Maschine in ihren Koordinaten ist nicht er-
forderlich.

Einfach heiBt eine Maschine, welche nur einen Grad der
Bewegungsfreiheit hat.

Lehrsatz. Solange eine Maschine sich mit endlicher Ge-
schwindigkeit bewegt, halten sich die auf die Maschine wir-
kenden Krifte bestindig das Gleichgewicht.

Denn ergiiben diese Kriifte eine Komponente in Rich-
tung irgend einer méglichen Bewegung der Maschine, so wiirde
die Komponente der Beschleunigung in dieser Richtung wegen
der verschwindenden Masse unendlich grof (504).

Folgerung. Zwischen den Komponenten der auf eine
Maschine wirkenden Krifte nach ihren Koordinaten besteht
eine Anzahl homogener linearer Gleichungen, deren Zahl
gleich der Zahl der Bewegungsfreiheiten der Maschine ist.
Kine einfache Maschine wird vertreten durch eine einzige
homogene lineare Gleichung zwischen den auf ihre Koordi-
naten wirkenden Kriften.

Bemerkung 1. Wird eine Maschine nach allen ihren Ko-
ordinaten gekoppelt mit zwei oder mehr materiellen Systemen,
so kann die auf diese Art hergestellte mechanische Verbin-
dung zwischen den letzteren analytisch dargestellt werden
durch einen Satz homogener linearer Differentialgleichurigen
zwischen den Koordinaten der verbundenen Systeme. Denn
wir konnen in den Bedingungsgleichungen der Maschine die
Koordinaten derselben ersetzen durch die ihnen gleichen Ko-
ordinaten der verbundenen Systeme.

Umgekehrt kénnen wir daher auch jeden analytisch ge-
gebenen Satz homogener linearer Differentialgleichungen zwischen
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den Koordinaten zweier oder mehrerer Systeme physikalisch
deuten als eine mechanische Verbindung der angegebenen Art,
welche wir bezeichnen als eine Koppelung jener Systeme durch
die Maschine.

Folgerung. Sind zwei oder mehr Systeme durch eine
Maschine gekoppelt, so ist die von jedem der Systeme ge-
leistete Arbeit engegengesetzt gleich der Summe der von
den iibrigen Systemen geleisteten Arbeit. Bei der Koppelung
der Systeme mittels einer Maschine wird also Arbeit nicht
gewonnen,

Denn die von den Systemen ausgeiibten Krifte halten
sich an der Maschine das Gleichgewicht, die Summe der von
ihnen geleisteten Arbeit ist also Null,

Bemerkung 2. FKin jedes materielle System kann auf 5

mannigfaltige Art aufgefaBt werden als bestehend aus zwei
oder mehr Systemen, welche durch Maschinen gekoppelt sind.
Denn teilen wir die Massen des Systems in mehrere Teile, und
sind die p, Koordinaten des ersten Teiles, die p; Koordinaten
des zweiten Teiles, usw., so konnen wir diejenigen Bedingungs-
gleichungen des vollstindigen Systems, welche nur die p, ent-
halten, betrachten als Bedingungsgleichungen des ersten Teil-
systems, diejenigen Gleichungen, welche nur die P, enthalten, als
Bedingungsgleichungen des zweiten Teilsystems, usw., wihrend
diejenigen Bedingungsgleichungen des vollstindigen Systems,
welche die p,, p. usw. gemischt enthalten, aufgefaBt wer-
den als die Gleichungen der die Teilsysteme koppelnden Ma-
schinen.

Die Krifte, welche bei dieser zulissigen, wenn auch will-
kiirlichen Auffassung auf die Teilsysteme von den sie koppeln-
den Maschinen ausgeiibt werden, bezeichnen wir als innere
Kriifte des Systems.

Folgerung 1. Ein jeder Satz innerer Krifte kann einen
Teil des Zusammenhanges eines Systems ersetzen. Lassen
wir niimlich diejenigen Bedingungsgleichungen des ganzen
Systems fort, welche die Maschinen zwischen den Teilsystemen
darstellen, behalten aber die von den Maschinen ausgeiibten
Krifte bei, so bewegt sich das System wie vorher.
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Folgerung 2. Der gesamte Zusammenhang eines Systems
kann aufeeltst werden in und ersetzt werden durch eine An-
zahl von Elementarkriften, welche auf die einzelnen materiellen
Punkte des Systems wirken.

Denn wir kionnen die einzelnen Punkte als Teilsysteme
betrachten und das ganze System als Gesamtheit dieser durch
Maschinen gekoppelten Teilsysteme.

Folgerung 8. Die inneren Kriifte, welche den Zusammen-
hang eines Systems vollstindig oder teilweise ersetzen, halten
sich, an dem urspriinglichen System angreifend, bestiindig das
Gleichgewicht.

Denn sie halten sich nach 532 das Gleichgewicht an den
Maschinen, welche Teile des urspriinglichen Systems bilden.

Anmerkung. Diese letztere Uberlegung ist es, mit deren
Hilfe in der gewthnlichen Entwickelung der Mechanik der
[._-H}i'_’!"r_f."lllf:{' von den Gesetzen des Gleichgewichts (dem Prinzip
der virtuellen Geschwindigkeiten) zu den Gesetzen der Be-
wegung (dem p’ArnempERTschen Prinzip) gemacht wird.

Messung der Krifte.

Aus unseren Uberlegungen ergeben sich im ganzen drei
unabhéingige Methoden, um diejenigen Komponenten der Krifte
unmittelbar zu messen, welche iiberhaupt EinfluB anf die Er-
scheinungen haben. Durch Anwendung einer jeden dieser
drei Methoden kionnen auch die Kriifte aus Rechnungsgriofien
zu Gegenstinden der unmittelbaren Erfahrung gemacht werden,
d. h. zu Zeichen fiir bestimmte Verbindungen sinnlicher Kmp-
findungen und Wahrnehmungen.

Die erste Methode bestimmt die Kraft aus den Massen
und Bewegungen des Systems, von welchem sie ausgeiibt wird.
Physikalisch wird diese Methode die Messung der Kraft nach
ihrem Ursprunge genannt. Sie wird z. B. angewandt in der
Annahme, dafl gleich gespannte Federn, gleiche Mengen explo-
dierenden Pulvers usw. unter iibrigens gleichen Verhiltnissen
gleiche Kriifte ausiiben,
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Die zweite Methode bestimmt die Kraft aus den Massen
und der Bewegung des Systems, auf welches sie wirkt. In der
Physik wird diese Methode als die dynamische Messung der
Kraft bezeichnet. Sie wurde z. B. von Newton angewandt,
als er die auf die Planeten wirkende Kraft aus deren Be-
wegung ableitete.

Die dritte Methode bestimmt die Kraft, indem sie sie mit
bekannten Kriiften ins Gleichgewicht bringt. Diese Methode
wird die statische genannt. Auf ihr beruhen z. B. alle Kriifte-
messungen mit der Wage.

Angewandt zur Bestimmung einer und derselben Kraft
unter Beobachtung der von uns abgeleiteten Beziehungen
milssen aber diese drei verschiedenen Methoden unter allen
Umstéinden zu dem gleichen Resultate fihren, wenn anders
das Grundgesetz, auf welches sich unsere Uberlegungen
stiitzen, wirklich alle mogliche mechanische Erfahrung richtig
zusammenfaBt.

Abschnitt 5. Systeme mit verborgenen Massen.

I. Cyklische Bewegung.

Definition 1. Cyklische Koordinate eines Systems heifit eine
freie Koordinate des Systems dann, wenn die Linge einer
unendlich kleinen Verriickung des Systems nicht von dem
Werte der Koordinate, sondern nur von dem ihrer Anderung
abhiingt.

Anmerkung 1. Ks gibt cyklische Koordinaten. Denn
es geniigt z. B. eine rechtwinklige Koordinate des Systems,
wenn sie frei ist, der Voraussetzung. Cyklische Koordinaten
konnen stets eingefithrt werden, wenn unendlich kleine Ver-
riickungen des Systems moglich sind, welche nicht eine Ande-
rung der Massenverteilung im Raume zur Folge haben, son-
dern nur eine cyklische Vertauschung der Massen unter sich.
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