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Holonome Systeme. 191

weil das Ergebnis des Flichensatzes doch nur in uneigent-
lichem Sinne ein Integral genannt werden kann. Als wesent-
lichen Inhalt jener Prinzipien betrachten wir vielmehr, wie uns
scheint mit Recht, den Vorteil, daB sie Behauptungen liefern,
welche unabhiingig von dem besonderen Zusammenhang des
Systems allgemeingiiltig ausgesagt werden konnen.

Anmerkung 2 zu 402 bis 406. Bei der Ableitung des Satzes
vom Schwerpunkt und des Flichensatzes als besonderer Fille
des Satzes 400 haben wir nicht von allen Eigenschaften Ge-
brauch gemacht, welche wir den ¢ und den w durch die
Definition beilegten. In der Tat hiitten wir jene Siitze auch
mit Benutzung anderer Koordinaten ableiten kénnen, z. B.
aller Koordinaten, welche mit den ¢ und ® gleiche Richtung
haben, ohne doch identisch mit ihnen zu sein. Uberhaupt
wiirden wir bei beliebiger Wahl der Koordinaten nicht jedes-
mal 6 Gleichungen erhalten, welche einen neuen physikalischen
Sinn ergiiben oder von den Gleichungen 403 und 405 vollig
unabhiingig wiren, sondern es wiirden stets diejenigen Glei-
chungen sein, welche aus den Gleichungen 408 und 405 durch
Transformation auf die gewithlten Koordinaten entstehen. Aber
fiir alle diese verschiedenen Formen gibt der Lehrsatz 400
einen gemeinschaftlichen Ausdruck und den physikalischen Sinn.

Holonome Systeme.

Bemerkung, Ist fiir ein holonomes System die geradeste
Entfernung (217) bekannt, so lassen sich die Gleichungen der
geradesten Bahnen in endlicher Form darstellen (225). Diese
Bahnen sind aber die natiirlichen Bahnen des Systems, so-
bald dasselbe frei ist, und alle Bewegungen, bei welchen sie
mit gleichbleibender Geschwindigkeit durchlaufen werden, sind
natiirliche Bewegungen des Systems. Die Bewegungsglei-
chungen eines freien holonomen Systems werden sich also in
endlicher Form darstellen lassen.

Aufgabe. Die Bewegungsgleichungen eines freien holo-
nomen Systems mit Hilfe der geradesten Entfernung desselben
darzustellen.
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(410) Es sei wie frither § die geradeste Entfernung des Sy-

stems, gedacht als Funktion der freien Koordinaten p, und p,

ihrer Anfangs- und Endlage. KEs sei ¢, die Zeit, zu welcher ‘
das '-‘.';\}'?-'tt]u die ;\1|‘.';m;_r~'l:a:t-. (5] die Zeit, zu welcher es die
Endlage durchliuft. Es ist dann #—# die Dauer des Uber-

gangs, also
a) ()

die konstante Geschwindigkeit des Systems in seiner Bahn,

also seine Energie:

b) = & i -
2 (t—15)*

und seine Momente g, und ¢, zu den Zeiten # und #:

- [ iy V @, €08 8,14,
e)
S y
Go, = 1 pg, COS 8,1
{.1 f-_ & 00y JJI g1
. Fiir die Gleichungen der geradesten Bahnen finden wir

zwei Formen in den Gleichungen 224a und 226a. Multipli-
zieren wir dieselben mit mS8/(t,—7%) oder, was nach b) das-
selbe ist, mit l';‘_imf:-', so erhalten wir die folgenden vier Sitze
von je r Gleichungen:

m a8
d) Qo = L} 5
1
€) To, ~
s : - a8
f) To, | 2m b =
N Po;
s 68

ap

= I';'_’m B —
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Damit ist unsere Aufgabe gelist und zwar in mehrfacher
Weise.

Denn betrachten wir # als die variabele Zeit, und also
die p, als die Koordinaten der mit dieser Zeit sich ver-
indernden Lage, so bestimmen uns die » G leichungen e) diese
r Koordinaten als endliche Funktionen von ¢, und das gleiche
leisten uns die Gleichungen g), wenn wir zu diesen noch die
Beziehung zwischen # und #, also die Gleichung b) hinzu-
nehmen. Die 27 Groflen p, und g, spielen dabei die Rolle der
2r willkiirlichen Konstanten. Bei der gleichen Betrachtungs-
weise geben uns nebenbei auch die Gleichungen d), oder f)
und b), die Bewegungsgleichungen des Systems, und zwar nun-
mehr als Differentialgleichungen erster Ordnung, in welchen
die r GroBen P, die Rolle der » willkiirlichen Konstanteu
ithernehmen.,

Oder betrachten wir, was nicht minder erlaubt, die Zeit
o als die variabele Zeit, also die Lage 0 als die variabele
Lage, so geben uns die Gleichungen d), oder auch f) und b),
die Bewegungsgleichungen in endlicher Form, mit der Zeit #
als unabhiingiger, den p, als abhiingigen Variabelen und den
Po, und g, als 2r willkiirlichen Konstanten. Zugleich geben
uns dann nebenbei die Gleichungen e), oder auch g) und b),
die Bewegungsgleichungen in der Gestalt von Differentialglei-
chungen erster Ordnung, in welchen die po, die Rolle von r
willkiirlichen Konstanten spielen.

Folgerung 1. Setzen wir
VeEm.S=T |, i)

und betrachten 7 als Funktion der p,, p, und von #, so
lassen sich die natiirlichen Bewegungen des Systems darstellen
in der Form:

ar
Irf’."l = dap, b)
al
o= — ap, %
!’J i
ly—t, = 97 a)

Hertz, Mechanik. 2. Aud, *
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Denn die Gleichungen b) und ¢) fallen zusammen mit den
Gleichungen 410f und g, und die Gleichung d) folgt aus Glei-
chung a) und 410b.

412 Anmerkung. Die so eingefiihrte Funktion /7 ist Hamrr-
mons charakteristische Funktion des Systems; sie ist bei Ha-
vinrox mit dem gleichen Buchstaben bezeichnet. Kine solche
Funktion besteht also nur fir holonome Systeme. Ihrer
mechanischen Bedeutung mnach gibt die charakteristische
Funktion den doppelten Wert des Zeitintegrals der Knergie
an, welcher eintritt, wenn das System mit gegebener Energie
aus gegebener Anfangs- in gegebene Endlage iibergeht, ge-
dacht als Funktion jener Energie und der Koordinaten der
Anfangs- und der Endlage.

Denn es ist nach Gleichung 41la und 410b:

V=2K/({,—t))
dem Werte nach, der Form nach allerdings nur dann, wenn

wir in der rechten Seite die Dauer des Ubergangs #—# als
Funktion von # und den p, und p, dargestellt denken.

413 Lehrsatz. Die charakteristische Funktion 7/~ eines freien
. holonomen Systems geniigt den beiden partiellen Differential-

gleichungen erster Ordnung:

b ol WL LB
R s ol ' 0p,, 0P,

ar av

P, r':pr,J -

G
1 1 1
\,,\..,— /){”To

9 Pl
< m . T

Denn dieselben werden erhalten durch Multiplikation der
Gleichungen 227 fiir die geradeste Entfernung mit 2m# und
Beachtung der Gleichung 411a.

414 Folgerung 2. Setzen wir
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und betrachten P als Funktion der p,,p, und von # und #,
so stellen die Gleichungen:

8P
i i
aP
0= —3 P 2

die natiirlichen Bewegungen des Systems dar. Die Energie #
des Systems kann aus P unmittelbar abgeleitet werden mit
Hilfe der Gleichungen:

a"() '-j_)
o B 2

at,  at

Denn die Gleichungen b) und e¢) fallen zusammen mit
den Gleichungen 410d und e, und die Gleichungen ) folgen
aus Gleichung a) und 410b.

Anmerkung., Die jetzt eingefithrte Funktion P ist die 415
Hamruronsche Prinzipalfunktion des Systems: sie ist bei Ha-
MILTON selbst mit § bezeichnet. Nur fiir holonome Systeme be-
| steht eine solche Funktion. IThrer mechanischen Bedeutung nach
gibt die Prinzipalfunktion den Wert des Zeitintegrals der
Energie an, welcher eintritt, wenn das System in gegebener
Zeit aus gegebener Anfangs- in gegebene KEndlage iibergeht,
gedacht als Funktion jener Zeit und der Anfangs- und End-
werte der Koordinaten. %
Denn es ist nach Gleichungen 414a und 410b:

P=E(t—t)

dem Werte nach, der Form nach allerdings nur dann, wenn
wir uns in der rechten Seite Z als Funktion der Pous Po, Und
der # und ¢ dargestellt denken.

Lehrsatz. Die Prinzipalfunktion eines freien holonomen 416
Systems geniigt den beiden partiellen Differentialgleichungen
erster Ordnung:

13
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1 -\1 -\1 A P eP P
] 0 - — e

2 00 ap,, 0P, ét,

| — -y agFP dFP o

> dpy, Pa, ) dfy

Denn dieselben werden erhalten, indem man die Glei-
chungen 227 multipliziert mit (410b)

‘3
m S -

l‘;.
2(t—t)*

und die Beziehungen 414a und d beachtet.

Anmerkung zu 411 bis 416. Ebenso wie wir in 232 bis
236 von den Differentialgleichungen 227 ausgehend Funktionen
betrachten konnten, welche der geradesten Entfernung ver-
wandt waren und sie in analytischer Hinsicht vollkommen er-
setzten, ohne doch eine gleich einfache geometrische Bedeutung
wie sie zu haben, ebenso kionnen wir von den Differential-
gleichungen 413 und 416 ausgehend zu Funktionen gelangen,
welche der charakteristischen Funktion und der Prinzipal-
funktion verwandt sind und in analytischer Hinsicht gleiche
Dienste leisten oder selbst Vorteile bieten, deren Bedeutung
in physikalischer Hinsicht aber durch die mathematische Ver-
wickelung mehr und mehr verdunkelt erscheint, Solche Funk-
tionen wiirde man passend als Jacopische Prinzipalfunktionen
und charakteristische Funktionen bezeichnen.

Es erhellt iibrigens, daB auch schon in der charakte-
ristischen Funktion und in der Prinzipalfunktion nur der ein-
fache Sinn der geradesten Entfernung und auch dieser in
leichter Verschleierung auftritt, so daB die Einfithrung jener
Funktionen nebeneinander und neben der geradesten KEnt-
fernung nur eine geringe Bedeutung haben wiirde, wenn es
gsich stets, wie hier, um die Betrachtung vollstiindig bekannter
freier Systeme handelte.
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