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184 Zaveites Buch.
s verdient hervorgehoben zu werden, dab die Gleichungen

378a und 3881a verschiedene Aussagen darstellen und nicht
etwa dieselben Aussagen in verschiedener Form.

Innerer Zwang der Systeme.

tem materieller Punkte, zwischen welchen

Lehrsatz, Ein Sj
keine Zusammenhiinge bestehen, beharrt in seinem Zustand
der Ruhe oder der gleichformigen Bewegung lings einer ge-
raden Bahn.

Denn fiir ein solches System ist die gerade Bahn zugleich
die geradeste.

Folgerung 1. Kin freier materieller Punkt beharrt in
seinem Zustand der Ruhe oder der gleichférmigen Bewegung
in einer geraden Bahn (Gariners Trigheitsgesetz oder NEw-
ToNs Lex prima)

Folgerung 2. Die Beschleunigung eines H_\_':StLTID\‘ mate-
rieller Punkte, zwischen welchen keine Zusammenhinge be-
stehen, 1st Null. Die Zusammenhiinge zwischen den Puankten
eines materiellen Systems konnen also als die Ursache auf-
gefalit werden, aus welcher die Beschleunigung im allgemeinen
von Null abweicht.

Definition, Die Abiinderung, welche die siimtlichen Zu-
sammenhiinge eines materiellen Systems an seiner Beschleu-
nigung hervorrufen, heifit der Zwang, welchen die Zusammen-
hiinge dem System auferlegen; jene Abiinderung wird auch
kurz der innere Zwang oder noch kiirzer der Zwang des Sy-
stems genannt.

Der Zwang wird gemessen durch den Unterschied zwischen
der wirklichen Beschleunigung des Systems und der Beschleu-
nigung derjenigen natiirlichen Bewegung, welche bei Aufhebung
simtlicher Bedingungsgleichungen des Systems eintreten wiirde;
er ist gleich der ersteren vermindert um die letztere.

Folgerung 1. Der innere Zwang eines Systems ist wie
die Beschleunigung eine Vektorgrife in bezug auf das System.




Innerer Zwang. 185

Folgerung 2. In einem freien System ist der inmere 357
Zwang gleich der Beschleunigung des Systems; er ist hier in
der Tat nur eine andere Auffassung der Beschleunigung (382).
Lehrsatz 1. Die Grobe des Zwanges ist in jedem Augen- 388
blick fiir die natiirliche Bewegung eines freien Systems
kleiner als fiir irgend eine andere mogliche Bewegung, welche
in dem betrachteten Augenblick nach Lage der Geschwindig-
keit mit jener zusammenfiillt.

Denn diese Behauptung ist nach 387 nur im Ausdruck ver-

schieden von dem Lehrsatz 344,

Folgerung. FEin jeder Zusammenhang, welcher den vor- 389
handenen Zusammenhiingen des Systems hinzugefiigt wird, ver-
grofert den Zwang des Systems. Die Auflésung irgend eines
Zusammenhanges #ndert die natiirliche Bewegung in solcher
Weise, dabll sich der Zwang verkleinert.

Anmerkung 1. Der vorstehende Lehrsatz entspricht dem 390
Gavssschen Prinzip des kleinsten Zwanges. Um sein Ver-
hiiltnis zu diesem Prinzipe genau darzustellen, wiirden wir uns
derselben Ausdrucksweise zu bedienen haben wie in 350.

Anmerkung 2. Das Gausssche Prinzip und das Trig- 391

heitsgesetz (f zusammen konnen das Grundgesetz vollstiindig

ersetzen, und zwar fir alle Systeme.
Denn sie sagen zusammen den Lehrsatz 344 aus.

Lehrsatz 2. Die Richtung des Zwanges steht bei der 392
natiirlichen Bewegung eines freien Systems bestiindig senkrecht
auf jeder moglichen oder virtuellen (111) Verriickung des Sy-
stems aus seiner augenblicklichen Lage.

Denn die Komponenten des Zwanges nach den Koordi-
naten p, sind nach 887 in einem freien System gleich £,
konnen also nach 872 geschrieben werden in der Form:

1 LI\
sind also nach 250 senkrecht auf jeder mdglichen Verriickung
des Systems.

BADISCHE
LANDESBIBLIOTHEK



LANDESBIBLIOTHEK

393

396

<
51

395

g

186 Zweiles Buch.

Symbolischer Ausdruck. Bezeichnen die Jp, die Ande-
rungen der Koordinaten p, fiir irgend eine beliebige mogliche
oder virtuelle Verriickung des Systems, so gibt die Gleichung:

.
1 ¥ G
:l' \:r II"J !)Jll"“i -{'
1

einen symbolischen Ausdruck des vorigen Lehrsatzes. Denn
die Gleichung ersetzt den Lehrsatz nach 249, und sie ist sym-
bolisch, insofern sie als Symbol fiir unendlich viele Gleichungen
steht. '

Wenden wir rechtwinklige Koordinaten an, und bezeichnet
dr, die fﬁmlerung von z, fiir irgend eine mogliche oder vir-
tuelle Verriickung, so nimmt die Gleichung a) die Gestalt an:

3n
b) >
1

v by -}:i' (),i"__ =)

Anmerkung 1. Der vorstehende Lehrsatz 892 entspricht
dem pD’'Aremserrschen Prinzip; die Gleichungen 893a und b
entsprechen der gewohnlichen Darstellungsweise desselben. Um
das Verhiltnis zwischen diesem Prinzip und jerem Lehrsatz
genau festzustellen, wiirden wir uns derselben Ausdrucksweise
zu bedienen haben wie in 350.

Anmerkung 2. Aus der Bedingung, daf der Zwang senk-
recht stehe auf jeder virtuellen Verriickung des Systems, folgen
nach 250 die Bewegungsgleichungen der freien Systems in der
Form 872. Das p’Auemserrsche Prinzip kann also fiir sich
allein das Grundgesetz vertreten und zwar fir alle Systeme.
Das von uns benutzte Grundgesetz hat vor jenem Prinzip die
einfachere und durchsichtigere Bedeutung voraus.

Folgerung 1. In einem freien System steht die Beschlen-
nigung bestindig senkrecht auf jeder méoglichen Verriickung
des Systems aus seiner augenblicklichen Lage.

Folgerung 2. Bei der Bewegung eines freien Systems
steht die Beschleunigung bestiindig senkrecht auf der Richtung
der wirklichen augenblicklichen Bewegung,
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Folgerung 3. Bei der Bewegung eines freien Systems ist 398
die Komponente der Beschleunigung in jeder Richtung einer
mbglichen Bewegung bestindig gleich Null.

Folgerung 4. Die Komponente der Beschleunigung eines 399
freien Systems in der Richtung irgend einer freien Koordinate
des Systems ist bestindig gleich Null

Lehrsatz. [Ein freies System bewegt sich in solcher Weise, 400
daB die Komponente der Beschleunigung in Richtung einer
jeden Koordinate der absoluten Lage bestindig Null bleibt,
welches auch immer der innere Zusammenhang zwischen den
Punkten des Systems ist.

Denn welches auch der Zusammenhang des Systems ist,
Jede Koordinate seiner absoluten Lage ist eine freie Koordi-
nate (142),

Folgerung. Wihlen wir die Koordinaten eines freien Sy- 401
stems fibrigens beliebig, aber doch so, daB sich unter ihnen
sechs Koordinaten der absoluten Lage finden (19), so kinnen
wir auch ohne Kenntnis des Zusammenhanges des Systems,
oder ohne vollstindige Kenntnis desselben, doch stets sechs
Differentialgleichungen der Bewegung des Systems angeben.

Besondere Wahl der Koordinaten. Die folgende Wahl von 402
Koordinaten der absoluten Lage ist fiir jedes System eine zu-
lissige Wahl.

Wir bezeichnen mit

LRI 3
die arithmetischen Mittelwerte derjenigen rechtwinkligen Koordi-
naten aller Massenteilchen, welche beziehlich mit », x, 2, pa-
rallel sind. Die Grofen «,
winklige Koordinaten eines Punktes von mittlerer Lage, welchen
wir den Schwerpunkt des Systems nennen. Durch den Schwer-
punktlegen wir drei Gerade parallel den drei Koordinatenachsen;
durch diese drei Geraden und alle Massenteilchen legen wir
Ebenen und bezeichnen mit

@, o, betrachten wir als recht-

(73] (7] (7]

1 2 2
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die arithmetischen Mittelwerte der Winkel aller durch dieselbe
Gerade gelegten Ebenen mit einer beliebigen unter ihnen.
Die sechs GroBen ¢ und @ sind voneinander unabhingig ver-
inderliche Griflen, deren _-.infin-ruug notwendig eine Anderung
in der Lage des Systems bedingt, und welche durch die Kon-
figuration allein nicht bestimmt sind. Wir kinnen also diese
sechs GroBen zu Koordinaten der absoluten Lage machen (21),
und wir machen sie zu Koordinaten der absoluten Lage, so-
bald wir neben ihnen nur noch Konfigurationskoordinaten als
weitere Koordinaten einfiihren.

Krteilen wir den ¢z und @ beliebige Veriinderungen, withrend
wir die iibrigen Koordinaten festhalten, so bewegt sich das
System wie ein starrer Korper. Wir erhalten daher aus rein
geometrischen Griinden fiir die Anderuncen der rechtwinkligen
Koordinaten, wenn wir den Index » von 1 bis n laufen
lassen (1

dity, o=dot; (2, O5) dwrg— (Xg, _1— 0tz) dg

a) Ay, _1=dttst (Tgy _o—0y) dvg— (Xg, ~as) dw
| 1 By =2 1 3 Sy 1

| dig, =day+(Tg,_1—ta) dty—(Lg,_o— ) dw)y

Hieraus ergeben sich, wenn wir auch nun die x, als Funk-
tionen simtlicher Koordinaten betrachten, die Werte der par-
tiellen Differentialquotienten der z, nach den ¢ und w; also

zum Beispiel:

023, o o o
b) Wi =1 , =0, A
dety dey
da 02,1 dxs,
8), = =0 , - — (g, — Ot3) ; Vo, 11— Cla
oriq diy oy X 5

Folgerung 1. Zufolge der Bemerkung, daB die Be-
schleunigungen des Systems nach den Koordinaten ¢, &, ¢, ver-
schwinden miissen (400), gelten die drei Gleichungen:
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Denn nach 242 und 275 ist die Beschleunigung nach der
Koordinate ¢, des Schwerpunktes gleich:

also nach 402b gleich:

und entsprechende Ausdriicke gelten fir die Beschleunigungen

nach ¢, und «,.

Anmerkung. Die drei Gleichungen 403, welche sich un-
mittelbar zweimal integrieren lassen und dann aussagen, daB
der Schwerpunkt eines freien Systems sich in gleichférmiger,
geradliniger Bewegung befindet, enthalten das sogenannte
Prinzip des Schwerpunktes.

Folgerung 2. Zufolge der Bemerkung, daB die Be-
schleunigungen des Systems nach den Koordinaten w, @, o,
verschwinden miissen (400), gelten die drei Gleichungen:

Ua, Ugy _i]__-il
r':." 2 gy }'__” )
— ( .

Denn nach 242 und 275 ist die Beschleunigung nach m,
gleich:

LA e
~ ® 4

“or dw, m

also nach 402¢ gleich:
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und entsprechende Werte gelten fiir die Beschleunigungen
nach m, und m,.

Anmerkung. Die drei Gleichungen 405 enthalten das so-
genannte Prinzip der Fliichen. Jene Gleichungen lassen sich
namlich unmittelbar einmal integrieren und ergeben dann die
Differentialgleichungen erster Ordnung:

¥ My, (Bgy_y : Tgy dgyq)=const; ,
Svm, (Zsy,, gy 0— Tay0Ts, )=oconsk ,
GRS
> My, (Lgys Tay_y — Toy_1 T3y o) = CODSE;

1

welche die folgende, den Namen rechtfertigende geometrische
Deutung erlauben:

Ziehen wir vom Ursprung der Koordinaten nach jedem
Massenteilchen des Systems einen Radius, so wichst die
Summe der Projektionen der von diesen Radien beschriebenen
Flichen auf jede der drei Koordinatenebenen gleichférmig mit
der Zeit.

Anmerkung 1 zu 402 bis 406. Wir haben die Prinzipien
des Schwerpunktes und der Flichen als hesondere Fille des
allgemeinen Lehrsatzes 400 eingefithrt. Wir hitten hierzu
kein Recht gehabt, wenn man, wie es bisweilen geschieht, als
den wesentlichen Inhalt jener Prinzipien den Vorteil ansehen
wollte, dall sie Integrale der Bewegungsgleichungen liefern.
Diese Auffassung scheint uns aber schon deshalb unzulissig,
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weil das Ergebnis des Flichensatzes doch nur in uneigent-
lichem Sinne ein Integral genannt werden kann. Als wesent-
lichen Inhalt jener Prinzipien betrachten wir vielmehr, wie uns
scheint mit Recht, den Vorteil, daB sie Behauptungen liefern,
welche unabhiingig von dem besonderen Zusammenhang des
Systems allgemeingiiltig ausgesagt werden konnen.

Anmerkung 2 zu 402 bis 406. Bei der Ableitung des Satzes
vom Schwerpunkt und des Flichensatzes als besonderer Fille
des Satzes 400 haben wir nicht von allen Eigenschaften Ge-
brauch gemacht, welche wir den ¢ und den w durch die
Definition beilegten. In der Tat hiitten wir jene Siitze auch
mit Benutzung anderer Koordinaten ableiten kénnen, z. B.
aller Koordinaten, welche mit den ¢ und ® gleiche Richtung
haben, ohne doch identisch mit ihnen zu sein. Uberhaupt
wiirden wir bei beliebiger Wahl der Koordinaten nicht jedes-
mal 6 Gleichungen erhalten, welche einen neuen physikalischen
Sinn ergiiben oder von den Gleichungen 403 und 405 vollig
unabhiingig wiren, sondern es wiirden stets diejenigen Glei-
chungen sein, welche aus den Gleichungen 408 und 405 durch
Transformation auf die gewithlten Koordinaten entstehen. Aber
fiir alle diese verschiedenen Formen gibt der Lehrsatz 400
einen gemeinschaftlichen Ausdruck und den physikalischen Sinn.

Holonome Systeme.

Bemerkung, Ist fiir ein holonomes System die geradeste
Entfernung (217) bekannt, so lassen sich die Gleichungen der
geradesten Bahnen in endlicher Form darstellen (225). Diese
Bahnen sind aber die natiirlichen Bahnen des Systems, so-
bald dasselbe frei ist, und alle Bewegungen, bei welchen sie
mit gleichbleibender Geschwindigkeit durchlaufen werden, sind
natiirliche Bewegungen des Systems. Die Bewegungsglei-
chungen eines freien holonomen Systems werden sich also in
endlicher Form darstellen lassen.

Aufgabe. Die Bewegungsgleichungen eines freien holo-
nomen Systems mit Hilfe der geradesten Entfernung desselben
darzustellen.
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