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Differentialgleichungen der Bewegung. 179

finden. Hiitte die Natur wirklich die Absicht, einen kiirzesten
Weg, einen kleinsten Aufwand an Energie, eine kiirzeste Zeit
zu erzielen, so wire es unméglich zu verstehen, wie es Sy-
steme geben konnte, in welchen diese Absicht, obwohl er-
reichbar, dennoch der Natur regelmiBig fehlschliige.

Will man darin, daB ein System unter allen moglichen
Bahnelementen bestiindig ein geradestes auswihlt, den Aus-
druck eines bestimmten Willens erkennen, so steht dies frei:
man sieht alsdann eben schon darin den Ausdruck eines be-
stimmten Willens, daB ein natiirliches System itberhaupt unter
allen moglichen Bewegungen keine willkiirliche, sondern stets
eine durch besondere Merkmale bezeichnete, im voraus be-
stimmbare Bewegung auswihlt.

Analytische Darstellung. Differentialgleichungen
der Bewegung.

Erlauterung. Unter den Differentialgleichungen der Be-
wegung eines Systems verstehen wir einen Satz von Differential-
gleichungen, in welchen die Zeit die unabhingige Variabele,
die Koordinaten des Systems die abhiingigen Variabelen sind,
und welche zusammen mit einer Anfangslage und einer An-
fangsgeschwindigkeit die Bewegung des Systems eindeutig be-
stimmen (331),

Aufgabe 1. Die Differentialgleichungen der Bewegung
eines freien Systems in den rechtwinkligen Koordinaten des-
selben darzustellen,

In 155d haben wir die Differentialgleichungen der gerade-
sten Bahnen des Systems in den rechtwinkligen Koordinaten
abgeleitet. In diese Gleichungen fithren wir anstatt der Bahn-
linge die Zeit ¢ als unabhiingige Variabele ein. Nach dem
Grundgesetz ist ds/dét—w» von ¢, also auch von s unabhiingig,
und wir haben:
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Multiplizieren wir demnach die Gleichungen 155d mit mop?®
jetzt X,, so erhalten

und setzen zur Abkiirzung fiir mv =,
wir als Losung der Aufgabe die 8n Gleichungen:

a) ;fd,,.i',—]—\f.r‘r,. X, =0

welche zusammen mit den i Gleichungen (vgl. 1565 h):

3n an  9n -
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die 8n-4i GroBen #, und X, als cindeutige Funktionen der

2, und #, bestimmen.

¥

Anmerkung 1. Die Gleichungen der Bewegung des freien
Systems in der Form 868 werden gewdhnlich als LLAGRANGES

(Gleichungen der ersten Form bezeichnet.

Anmerkung 2. Jede einzelne der Gleichungen 368a gibt
uns, nachdem wir die X, zuerst bestimmt haben, die Kompo-
nente der Beschleunigung des Systems nach einer bestimmten
der rechtwinkligen Koordinaten des Systems.

Aufgabe 2. Die Differentialgleichungen der Bewegung
eines freien Systems in den allgemeinen Koordinaten p, des-
selben auszudriicken.

Die Differentialgleichungen der geradesten Bahnen in den
p, finden wir in 158d. In diese fithren wir statt der Bahnlinge
die Zeit als unabhiingige Variabele ein, indem wir wiederum

bemerken, daB nach dem Grundgesetz ist:

Po=Po (3 - }'.*I’.‘; =Po 8 .

[ndem wir also die Gleichungen 158d multiplizieren mit mov?
und setzen fiir mv®ll, jetzt P,, so erhalten wir als Lisung
der Aufgabe die r Gleichungen:

[
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welche zusammen mit den % Gleichungen (vgl. 158b):

e Prglio 2 PoPo=0 b)

ol
die r+ % Grofen ji, und P, als eindeutige Funktionen der
7, und der P, bestimmen.

Anmerkung., Indem wir Gebrauch machen von' der Be- 372
.

ziehung 277, konnen wir die Bewegungsgleichungen 871a in der
Form schreiben:

f”]{\g - _\:" pzy f“z =0

Denken wir uns die P, zuerst bestimmt, so gibt uns
eine jede dieser Gleichungen die Komponente der Beschleu-
nigung nach einer bestimmten der Koordinaten p,, ausgedriickt
als Funktion der augenblicklichen Lage und Geschwindigkeit
des Systems.

Folgerung 1. Driicken wir mit Hilfe der Beziehung 373
291a die Komponenten der Beschleunigung durch die Energie
aus, so nehmen die Bewegungsgleichungen eines freien Systems
die Form an:

H. = zk;_ﬂxg "r)z"_'o

a |3, 1

Anmerkung 1. Die Differentialgleichungen der Bewegung 374
in dieser Form heillen auch die allgemeinen LiaerANGEschen
Gleichungen der Bewegung oder Liacranees Gleichungen der
zweiten Form (vgl. 369).

Anmerkung 2. Ist die Koordinate p, eine freie Koordi- 375
nate, so kommt sie in den Bedingungsgleichungen des Systems
nicht vor (140), die GroBen p,, sind also simtlich gleich Null,
und die auf p, beziigliche Bedingungsgleichung wird:

d (6,E\ 8,8

------ L i =0 .
dt | dp, ;"l P,

BADISCHE
LANDESBIBLIOTHEK



Zweiles DBuch.

In einem holonomen System konnen (144) stets die simt-
lichen Gleichungen der Bewegung in dieser einfachen Form
dargestellt werden.

376 Folgerung 2. Die Bewegungsgleichungen eines freien ho-
lonomen Systems in irgend welchen » freien Koordinaten Po
des Systems konnen geschrieben werden in der Form der
27 Gleichungen (289, 375):

a,l

a) o — ==

10 ap,
: g a, b
] Jo=—

1¢ ap,
von welchen die ersteren nur Definitionen, die letzteren aber
Erfahrungstatsachen enthalten. Man kann die Bewegungs-
gleichungen in dieser Form auffassen als 2 Differential-
gleichungen erster Ordnung fiir die 2r GroBen p, und gq,,
welche Gleichungen zusammen mit 27 Anfangswerten den Ver-
lauf jener Grofen fiir alle Zeiten bestimmen.

377 Anmerkung 1. Die Gleichungen 876a und b wiirde man
wohl mit Recht als die Poissonsche Form der Bewegungs-
gleichungen bezeichnen.

1 378 Anmerkung 2. Aus den Gleichungen 376 folgen zwei

reziproke Beziehungen, welche analytisch dargestellt sind durch
die Gleichungen:

8yip _ Oyl

a) = (aus b))
P, ap,
.9, O, J
b) oo ,__f : (aus a) und b))
oPs Py

und welche einen einfachen physikalischen Sinn besitzen. Beide
Beziehungen enthalten Elemente der Erfahrung und wiirden
nicht fir jede mogliche Bewegung des Systems gelten, konnen
also auch unter Umstiinden zur Priifung des Grundgesetzes
verwertet werden. Kine dritte analoge, allein aus 376a ab-
geleitete Beziehung wiirde nur die Folge unserer Defini-
tionen sein.
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Folgerung 3. Die Bewegungsgleichungen eines freien ho-
lonomen Systems in irgend welchen r freien Koordinaten p,
des Systems konnen geschrieben werden in der Form der
2r Gleichungen (290, 289, 292, 375):

) 8,/

¢ aq, Y
w00l ”
doy g )

von welchen die ersteren nur Definitionen, die letzteren aber
Erfahrungstatsachen enthalten., Auch in dieser Form er-
scheinen die Bewegungsgleichungen als 2r Differentialglei-
chungen erster Ordnung fir die 2r Groflen p, und g,, welche
Gleichungen zusammen mit 2r Anfangswerten den Verlauf
jener Groben fiir alle Zeiten bestimmen.

Anmerkung 1. Die vorstehenden Gleichungen 379a und b
werden gewohnlich als die Hamriuronsche Form der Be-
wegungsgleichungen fiir ein freies System bezeichnet.

Anmerkung 2. Aus den Gleichungen 379 folgen zwei rezi-
proke Beziehungen, welche analytisch dargestellt sind durch
die Gleichungen:

_6/'?.';{'. — aql?" a)
ap, 0 Po

Opy ___ Puts %
dp, 97, :

und welche eine einfache physikalische Bedeutung besitzen.
Beide Beziehungen enthalten Elemente der Erfahrung und
zeichnen die natiirliche Bewegung vor andern mbglichen Be-
wegungen aus, konnen also auch unter Umstéinden riickwiirts
zur Priifung des Grundgesetzes verwertet werden. Kine dritte
analoge, allein aus 879a abzuleitende Beziehung wiirde nur
die Folge unserer Definitionen sein, also keine mechanische
Bedeutung besitzen.
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184 Zaveites Buch.
s verdient hervorgehoben zu werden, dab die Gleichungen

378a und 3881a verschiedene Aussagen darstellen und nicht
etwa dieselben Aussagen in verschiedener Form.

Innerer Zwang der Systeme.

tem materieller Punkte, zwischen welchen

Lehrsatz, Ein Sj
keine Zusammenhiinge bestehen, beharrt in seinem Zustand
der Ruhe oder der gleichformigen Bewegung lings einer ge-
raden Bahn.

Denn fiir ein solches System ist die gerade Bahn zugleich
die geradeste.

Folgerung 1. Kin freier materieller Punkt beharrt in
seinem Zustand der Ruhe oder der gleichférmigen Bewegung
in einer geraden Bahn (Gariners Trigheitsgesetz oder NEw-
ToNs Lex prima)

Folgerung 2. Die Beschleunigung eines H_\_':StLTID\‘ mate-
rieller Punkte, zwischen welchen keine Zusammenhinge be-
stehen, 1st Null. Die Zusammenhiinge zwischen den Puankten
eines materiellen Systems konnen also als die Ursache auf-
gefalit werden, aus welcher die Beschleunigung im allgemeinen
von Null abweicht.

Definition, Die Abiinderung, welche die siimtlichen Zu-
sammenhiinge eines materiellen Systems an seiner Beschleu-
nigung hervorrufen, heifit der Zwang, welchen die Zusammen-
hiinge dem System auferlegen; jene Abiinderung wird auch
kurz der innere Zwang oder noch kiirzer der Zwang des Sy-
stems genannt.

Der Zwang wird gemessen durch den Unterschied zwischen
der wirklichen Beschleunigung des Systems und der Beschleu-
nigung derjenigen natiirlichen Bewegung, welche bei Aufhebung
simtlicher Bedingungsgleichungen des Systems eintreten wiirde;
er ist gleich der ersteren vermindert um die letztere.

Folgerung 1. Der innere Zwang eines Systems ist wie
die Beschleunigung eine Vektorgrife in bezug auf das System.
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