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170 Zweites Buch.

reichend genaue Untersuchung, dafl sie nur angeniherte Giil-
tigkeit haben und daher nur abgeleitete Zusammenhinge sein
konnen. Die letzten, urspriinglichen Zusammenhinge sind wir
gezwungen in der Welt der Atome zu suchen, und sie sind :

uns unbekannt. Aber auch wenn sie uns bekannt wiren,
miiften wir auf ihre Benutzung zu praktischen Zwecken ver-
zichten und verfahren, wie wir verfahren. Denn die wirkliche
Beherrschung jedes Problems erfordert stets die Beschriin-
kung der Betrachtung auf eine #uBerst kleine Zahl von
Variabelen, withrend das Zuriickgehen auf die Zusammen-
hinge der Atome die Einfilhrung einer unermeBlichen Zahl
von Veridnderlichen nitig machen wiirde.

Daf wir aber das Grundgesetz so anwenden diirfen, wie
wir es anwenden, ist nicht als eine neue Erfahrung neben dem
Grundgesetz anzusehen, sondern ist, wie wir sahen, eine not-
wendige Folge eben dieses Gesetzes selbst,

Abschnitt 3. Bewegung der freien Systeme.
Allgemeine Eigenschaften der Bewegung.

|. Bestimmtheit der Bewegung.

331 Lehrsatz. Kine natiirliche Bewegung eines freien Systems
ist eindeutig bestimmt durch die Angabe der Lage und der
Geschwindigkeit des Systems zu einer bestimmten Zeit.

Denn durch die Lage und die Richtung der Geschwindig-
keit ist die Bahn des Systems eindeutig bestimmt (161); die
konstante Geschwindigkeit des Systems in seiner Bahn ist
durch die Grofle der Geschwindigkeit zur Anfangszeit gegeben.

332 Folgerung 1, Durch den gegenwiirtigen Zustand (261)
eines freien Systems sind seine zukiinftigen Zustinde und seine
vergangenen Zustinde zu allen Zeiten eindeutig bestimmt. i

333 Folgerung 2. Kionnte man in irgend einer Lage die Ge-
schwindigkeit eines Systems umkehren (was niemals gegen die
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Bedingungsgleichungen des Systems verstoBen w iirde), so wiirde
das System die Lagen seiner vorherigen Bewegung in umge-
kehrter Reihenfolge durchlaufen.

Bemerkung 1. In einem freien holonomen System (128) gibt 334
es stets eine natiirliche Bewsgung, welche das System in ge-
gebener Zeit aus einer willkiirlich gegebenen n Anfangs- in eine
willkiirlich gegebene KEndlage iiberfiihrt.

Denn es ist stets eine natiirliche Bahn zwischen beiden
Lagen méglich (192); in dieser Bahn ist jede Geschwindigkeit
zuliissig, also auch eine solche, welche das System in der ge-
gebenen Zeit die gegebene Strecke durchlaufen 1Bt

Anmerkung. Die vorige Bemerkung bleibt richtig, wenn 335
an Stelle der Zeit des [berganges die (JE&:(.I\\'.rud]gLut- des
Systems in seiner Bahn oder auch die Energie des Systems
gesetzt wird.

Bemerkung 2. Ein freies System, welches kein holonomes 336
, kann nicht aus jeder méglichen Anfangslage in jede mog-
liche Endlage durch eine natiirliche Bewegung iibergefiihrt
werden (162),

Lehrsatz. Eine natiirliche Bewegung eines freien holo- 337
nomen Systems ist bestimmt durch die Angabe zweier Lagen,
in welchen sich das System zu zwei bestimmten Zeiten
finden soll.

Denn durch diese Angabe ist die Bahn des Systems be-
stimmt und die Geschwindigkeit in dieser Bahn.

Aﬁmerkung 1. Die Bestimmung einer natiirlichen Be- 338
wegung durch zwei Lagen, zwischen welchen sie stattfindet,
ist im allgemeinen eine mehrdeutige; sie ist eine eindeutige,
sobald die Entfernung der beiden Lagen ein gewisses endliches
MaB nicht iiberschreitet und die Linge der beschriebenen
Bahn von der Ordnung dieser Entfernung sein soll (vgl,
167, 172, 190 u. 176).

Anmerkung 2. Kine natiirliche Bewegung eines freien 339
holonomen Systems ist, abgesehen von dem absoluten Wert
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der Zeit, auch bestimmt durch zwei Lagen des Systems und
entweder die Zeitdauer des Uberganges oder die Geschwindig-
keit des Systems in seiner Bahn oder die Energie des Systems.

2. Erhaltung der Energie.

340 Lehrsatz. Die Energie eines in beliebiger Bewegung be-
griffenen freien Systems #ndert sich nicht mit der Zeit.

Denn die Energie setzt sich zusammen (282) aus der Masse

des Systems, welche unveriinderlich ist, und der Geschwindig-
keit lines der Bahn, welche ebenfalls unveriinderlich ist.

341 Anmerkung 1. Von den drei Teilaussagen, in welche wir
das Grundgesetz zerlegten (323), bedurften wir zum Beweise
des Satzes nur die zweite und dritte. Wir kinnen auch die le
dritte entbehrlich machen, und den Satz von einer bestimmten
Art der Zeitmessung unabhiingig aussagen, wenn wir ihm die
Form geben:

Das Verhiltnis der Energieen irgend zweier in beliebiger ;
Bewegung begriffener freier Systeme #ndert sich nicht mit
der Zeit.

342 Anmerkung 2. Der Satz von der Erhaltung der Energie
ist eine notwendige Folge des Grundgesetzes. Umgekehrt folgt
aus dem Satz von der Erhaltung der Energie die zweite Teil-
aussage (323) jenes Gesetzes, aber nicht die erste, also nicht
das ganze Gesetz. Ks wiren natiirliche Systeme denkbar,
fir welche der Satz von der Erhaltung der Energie gilte, und
welche sich dennoch nicht in geradesten Bahnen bewegten.
KEs wire zum Beispiel denkbar, daB der Satz von der Er-
haltung der Energie Giiltigkeit hiitte auch fiir belebte Systeme,
und daB dieselben dennoch sich unserer Mechanik entzdgen.
Umgekehrt lieBen sich auch natiirliche Systeme denken,
welche sich nur in geradesten Bahnen bewegten, und fiir welche
dennoch der Satz von der Erhaltung der Energie keine Giiltig-
keit hitte.

L

343 Anmerkung 3. Es ist in neuerer Zeit mehrfach die An-
sicht vorgetragen worden, daB die Energie bewegter Systeme
an einen bestimmten Ort gebunden sei und sich von Ort zu
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Ort fortpflanze. Man hat deshalb die Energie, wie in Hin-
sicht der Unzerstorbarkeit, so auch in dieser Hinsicht mit der
Materie in Vergleich gestellt. Diese Auffassung der Energie
weicht offenbar sehr weit ab von der Auffassung der hier vor-
getragenen Mechanik. Mit dem gleichen Rechte, aber nicht
mit groberem Rechte, kann man sagen: die Energie eines be-
wegten Systems sei am Orte des Systems vorhanden, mit
welchem man sagen kann: die Geschwindigkeit eines bewegten
Korpers sei an den Ort desselben gebunden. Diese letztere
Ausdrucksweise aber ist mit Recht ungebriiuchlich.

3. Kleinste Beschleunigung.

Lehrsatz. Ein freies System bewegt sich in solcher Weise, 344
daB die GroBe seiner Beschleunigung in jedem Augenblick
die kleinste ist, welche mit der augenblicklichen Lage, der
augenblicklichen Geschwindigkeit und dem Zusammenhange des
Systems sich vertriigt.

Denn das Quadrat der GriBe der Beschleunigung ist
nach 280 und 281 gleich

.T, Da nun fiir die natiirliche Bewegung ¢ =0 ist, » einen durch

' die augenblickliche Geschwindigkeit gegebenen Wert hat und
¢ den kleinsten Wert hat, welcher mit der gegebenen Richtung
der Bewegung und dem Zusammenhange des Systems vertrig-
lich ist, so nimmt der Ausdruck selbst den kleinsten, mit den
genannten Nebenumstéinden vertriglichen Wert an.

Anmerkung 1. Die in dem vorigen Lehrsatz ausgesagte 345
Eigenschaft der natiirlichen Bewegung bestimmt diese Bewegung
eindentig, und es kann daher der Lehrsatz das Grundgesetz
vollstiindig vertreten.

Denn soll der Ausdruck

7 ot 24

ein Minimum werden, so muB zuniichst #=0 sein, also das
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System seine Bahn mit konstanter Geschwindigkeit durch-

lanfen, zweitens muBf entweder » =0 sein — alsdann ruht
das System — oder ¢ mufl den kleinsten, bei der Richtung
der Bahn mioglichen Wert haben, — dann ist die Bahn eine
geradeste.

Anmerkung 2. Der Lehrsatz 344 wiirde, als Grundgesetz
vorangestellt, vor der benutzten Form sogar den Vorzug haben,
daBl er das Gesetz in eine einzige unteilbare Aussage zu-
sammenfaBte, nicht nur #uBerlich in einen Satz. Die benutzte
Porm hat aber den Vorzug, daB sie ihre Bedentung klarer
und durchsichtiger erkennen lift.

4. Kiirzeste Bahn,

Lehrsatz. Die natiirliche Bahn eines freien holonomen
Systems zwischen irgend zwei hinreichend benachbarten Lagen
ist kiirzer als irgend eine andere mogliche Bahn zwischen
beiden Lagen.

Denn in einem holonomen System ist eine geradeste Bahn
zwischen hinreichend benachbarten Lagen zugleich die kiirzeste
(190, 176).

Anmerkung 1. Wird die Beschrinkung auf hinreichend
benachbarte Lagen weggelassen, so kann nicht mehr behauptet
werden, daB die natiirliche Bahn kiirzer sei als alle anderen
Bahnen, nicht einmal, daB sie kiirzer sei als alle benachbarten
Bahnen; es gilt aber immer noch die in dem vorigen Satz
enthaltene He}muptmm, daB die Variation der Linge der Bahn
verschwinde beim Ubergang zu irgend einer benachbarten mog-
lichen Bahn (190, 171).

Anmerkung 2. Der vorige Lehrsatz entspricht dem Prinzip
der kleinsten Wirkung in der Form, welche Jacosr diesem
Prinzip gegeben hat. Denn nennen wir fir den Augenblick
m, die Masse, ds, die Weglinge des »ten der n Punkte des
Systems in einem bestimmten Zeitelement, so sagt der Lehr-
satz aus, dab die Variation des Integrals
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verschwinde bei der natiirlichen Bewegung des Systems, und
dies ist die Jacosische Form jenes Prinzips.

Anmerkung 3. Um das Verhilltnis zwischen dem Lehr-
satz 347 und dem JacoBrschen Satz genauer festzustellen
milssen wir aussagen: Nach der gewdhnlichen Auffassung der
Mechanik enthilt der Lehrsatz einen besonderen Fall des
Jacoprschen Satzes, den Fall nimlich, daB keine Krifte
wirken.

Nach unserer Auffassung sind umgekehrt die Voraus-
setzungen des vollstindigen Jacosrschen Satzes als die
engeren zu bezeichnen, und der Jacomrsche Satz ist nach
dieser Auffassung eine Anpassung des Lehrsatzes an beson-
dere Verhiltnisse und seine Umformung auf die Voraussetzungen
derselben.

Anmerkung 4. Der Lehrsatz 347 hat den Satz von der
Erhaltung der Energie weder zur Voraussetzung, noch zur
Folge, sondern ist von demselben ganz unabhingig. Zu-
sammen mit dem Satz von der Energie vermag er das Grund-
gesetz vollstindig zu ersetzen, jedoch nur fiir holonome
Systeme. Angewandt auf andere Systeme wiirde der Satz
allerdings auch bestimmte Bewegungen ergeben, aber diese Be-
wegungen wiirden dem Grundgesetz widersprechen (194), also
falsche Losungen der gestellten mechanischen Probleme sein.

5. Kiirzeste Zeit.

Lehrsatz. Die natiirliche Bewegung eines freien holono-
men Systems fithrt das System in kiirzerer Zeit aus einer
gegebenen Anfangslage in eine hinreichend benachbarte End-
lage, als es durch irgend eine andere mogliche, mit dem glei-
chen konstanten Wert der Energie ausgefiihrte Bewegung ge-
schehen konnte.
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Denn ist fiir alle verglichenen Bewegungen die Energie,
also die Bahngeschwindigkeit die gleiche, so ist die Dauer des
Ubergangs der Bahnliinge proportional, also die kleinste fiir
die kiirzeste Bahn, also fiir die natiirliche Bahn.

Anmerkung. Fillt die Beschriinkung auf hinreichend be-
nachbarte Lagen fort, so wird die Zeit des Ubergangs nicht
mehr notwendig ein Minimum, aber sie behilt immer noch
die Eigenschaft, gleich zu sein fiir die natiirliche Bahn und
alle ihr unendlich benachbarten mdglichen Bahnen (vergl. 848).

Folgerung 1. Fiir die natiirliche Bewegung eines freien
holonomen Systems zwischen gegebenen, hinreichend benach-
barten Endlagen ist das Zeitintegral der Energie kleiner, als
fiir irgend eine andere mégliche, mit dem gleichen konstanten
Wert der Energie ausgefiihrte Bewegung.

Denn es ist jenes Zeitintegral gleich dem Produkt aus
dem gegebenen konstanten Wert der Energie und der Zeit-
dauer des Ubergangs.

Anmerkung 1. Der Lehrsatz 3852, insbesondere in der
Form der Folgerung 854, entspricht dem MaupErTUISSchen
Prinzip der kleinsten Wirkung. Wollen wir sein Verhiltnis zu
diesem Prinzipe genauer feststellen, so miissen wir uns in der-
selben Weise ausdriicken, wie dies in 350 geschehen ist.

Anmerkung 2. Die Folgerung 854 und auch der Lehr-
satz 852 setzen fiir die miteinander verglichenen Bewegungen
die Konstanz der Energie mit der Zeit voraus. Zusammen
mit der Voraussetzung, daB die natiirliche Bewegung sich
itberhaupt unter den verglichenen finde, geniigen sie also zur
Bestimmung derselben und kiénnen das Grundgesetz vertreten,
jedoch nur fiir holonome Systeme. Ihre Voraussetzungen auf
andere Systeme angewandt, wiirden zu falschen mechanischen
Liisungen fiithren.

Folgerung 2. KEin freies holonomes System wird aus
seiner Anfangslage in gegebener Zeit auf groBere geradeste
Entfernung fortgetragen durch seine natiirliche Bewegung, als
durch irgend eine andere mogliche Bewegung, welche mit dem
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gleichen konstanten Wert der Energie erfolgt, wie die natiir-
liche Bewegung.

6. Kleinstes Zeitintegral der Energie.

Lehrsatz. Das Zeitintegral der KEnergie ist beim Uber- 358
gang eines freien holonomen Systems aus einer gegebenen
Anfangslage in eine hinreichend benachbarte Endlage kleiner

fir die natiirliche Bewegung, als fiir jede andere migliche
Bewegung, welche das System in der gleichen Zeit aus der
gegebenen Anfangslage in die gegebene Endlage iiberfiihrt.
Vergleichen wir n#mlich zuniichst nur Bewegungen in
einer und derselben Bahn von der Liu 8, so erreicht unter
diesen das Zeitintegral der Energie sein Minimum fiir diejenige

Bewegung, fiir welche die Bahngeschwindigkeit » konstant ist.
Denn da die Summe der GriBen »df den gegebenen Wert §
hat, so wird die Summe der GrioBen »?d{ dann und nur dann
ihren kleinsten Wert erreichen, wenn alle » gleich sind. Ist
aber die Bahngeschwindigkeit konstant, so ist das Zeitintegral
der Energie gleich (mS8%7, wenn 7' die Dauer des Ubergangs
1anek=]g o eben ist, so verhilt sich fiir verschiedene
Bahnen des Systems das Zeitintegral der Energie wie das
Quadrat der Bahnlinge, erstere Grofe hat also wie die
letztere ihren Minimalwert fiir die nattirliche Bahn.

Anmerkung 1., Fiillt die Beschrinkung auf hinreichend 359

benachbarte Lagen fort, so wird das Zeitintegral der Energie
nicht mehr notwendig ein Minimum, aber seine Variation ver-
schwindet immer noch beim ij'!mrg:'mg zu einer anderen der
in Betracht gezogenen Bewegungen (vgl. 348).

Anmerkung 2. Der vorstehende Lehrsatz entspricht dem 360
Haminroxschen Prinzip. Wollen wir sein Verhiltnis zu diesem
Prinzipe genauner feststellen, so miissen wir uns derselben Aus-
drucksweise bedienen wie in 350.

Anmerkung 3. Der Lehrsatz 858 und die Folgerung 354 361
stimmen darin iiberein, daB sie unter gewissen Klassen mog-
licher Bewegungen die natiirliche Bewegung auszeichnen durch
12

Hertz, Mechanik. 2, Aufl.
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ein und dasselbe Merkmal, néimlich den Minimalwert des Zeit-
integrals der Energie; sie unterscheiden sich aber wesentlich
voneinander dadurch, dall sie ganz verschiedene Klassen

moglicher Bewegungen in Betracht ziehen.

Anmerkung 4. Der Satz von der Erhaltung der KEnergie
ist eine notwendige Folge des Lehrsatzes 858, und dieser Lehr-
satz kann daher, als Prinzip vorangestellt, als vollstindiger
Ersatz fiir das Grundgesetz dienen, jedoch nur in der An-
wendung desselben auf holonome Systeme. Lilit man die
Beschriinkung auf holonome Systeme fallen, so ergibt der
Satz zwar auch bestimmte Bewegungen der materiellen Systeme,
aber diese widersprechen im allgemeinen dem Grundgesetz
und sind also, mechanisch betrachtet, falsche Lisungen der ge-
stellten Probleme.

Riickblick auf 847 bis 362, DBenutzen wir die in den
Lehrsiitzen 847, 352, 3564, 3568 ausgesprochenen Eigenschaften
der natiirlichen Bewegung als Prinzipien zur vollstindigen
oder teilweisen Bestimmung dieser Bewegung, so machen wir
die gegenwiirtiz eintretenden Anderungen im Zustand des
Systems abhiingig von solchen Eigentiimlichkeiten der Be-
wegung, welche erst in der Zukunft hervortreten kinnen, und
welche oft in menschlichen Verrichtungen als erstrebenswerte
Ziele erscheinen. Dieser Umstand hat bisweilen Physiker und
Philosophen dazu gefithrt, in den Gesetzen der Mechanik den
Ausdruck einer bewuBten Absicht auf zukiinftige Ziele, ver-
bunden mit Voraussicht der zweckmibBigen Mittel, zu erblicken.
line solche Auffassung ist aber weder notwendig, noch auch
nur zulissig.

DaB nimlich eine solche Auffassung jener Prinzipien
nicht notwendig ist, ergibt sich daraus, daB die Eigenschaften
der natiirlichen Bewegung, welche eine Absicht anzudeuten
scheinen, als denknotwendige Folgen eines Gesetzes erkannt
wurden, in welchem man den Ausdruck einer Voraussicht in
die Zukunft nicht findet.

Dal jene Auffassung der Prinzipien aber sogar unzulissig
ist, ergibt sich daraus, daB die Kigenschaften der natiirlichen
Bewegung, welche eine Absicht auf zukiinftigen Erfolg anzu-
deuten scheinen, nicht bei allen natiirlichen Bewegungen sich
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finden. Hiitte die Natur wirklich die Absicht, einen kiirzesten
Weg, einen kleinsten Aufwand an Energie, eine kiirzeste Zeit
zu erzielen, so wire es unméglich zu verstehen, wie es Sy-
steme geben konnte, in welchen diese Absicht, obwohl er-
reichbar, dennoch der Natur regelmiBig fehlschliige.

Will man darin, daB ein System unter allen moglichen
Bahnelementen bestiindig ein geradestes auswihlt, den Aus-
druck eines bestimmten Willens erkennen, so steht dies frei:
man sieht alsdann eben schon darin den Ausdruck eines be-
stimmten Willens, daB ein natiirliches System itberhaupt unter
allen moglichen Bewegungen keine willkiirliche, sondern stets
eine durch besondere Merkmale bezeichnete, im voraus be-
stimmbare Bewegung auswihlt.

Analytische Darstellung. Differentialgleichungen
der Bewegung.

Erlauterung. Unter den Differentialgleichungen der Be-
wegung eines Systems verstehen wir einen Satz von Differential-
gleichungen, in welchen die Zeit die unabhingige Variabele,
die Koordinaten des Systems die abhiingigen Variabelen sind,
und welche zusammen mit einer Anfangslage und einer An-
fangsgeschwindigkeit die Bewegung des Systems eindeutig be-
stimmen (331),

Aufgabe 1. Die Differentialgleichungen der Bewegung
eines freien Systems in den rechtwinkligen Koordinaten des-
selben darzustellen,

In 155d haben wir die Differentialgleichungen der gerade-
sten Bahnen des Systems in den rechtwinkligen Koordinaten
abgeleitet. In diese Gleichungen fithren wir anstatt der Bahn-
linge die Zeit ¢ als unabhiingige Variabele ein. Nach dem
Grundgesetz ist ds/dét—w» von ¢, also auch von s unabhiingig,
und wir haben:

A ’ o 0
Ly=T,V 3 Ly =Ty ¥V -
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Multiplizieren wir demnach die Gleichungen 155d mit mop?®
jetzt X,, so erhalten

und setzen zur Abkiirzung fiir mv =,
wir als Losung der Aufgabe die 8n Gleichungen:

a) ;fd,,.i',—]—\f.r‘r,. X, =0

welche zusammen mit den i Gleichungen (vgl. 1565 h):

3n an  9n -
3 E A 1 Oy . . F
b) \r P \‘.\ - Ty Ly = U
P el died P I
1 1 1 i

die 8n-4i GroBen #, und X, als cindeutige Funktionen der

2, und #, bestimmen.

¥

Anmerkung 1. Die Gleichungen der Bewegung des freien
Systems in der Form 868 werden gewdhnlich als LLAGRANGES

(Gleichungen der ersten Form bezeichnet.

Anmerkung 2. Jede einzelne der Gleichungen 368a gibt
uns, nachdem wir die X, zuerst bestimmt haben, die Kompo-
nente der Beschleunigung des Systems nach einer bestimmten
der rechtwinkligen Koordinaten des Systems.

Aufgabe 2. Die Differentialgleichungen der Bewegung
eines freien Systems in den allgemeinen Koordinaten p, des-
selben auszudriicken.

Die Differentialgleichungen der geradesten Bahnen in den
p, finden wir in 158d. In diese fithren wir statt der Bahnlinge
die Zeit als unabhiingige Variabele ein, indem wir wiederum

bemerken, daB nach dem Grundgesetz ist:

Po=Po (3 - }'.*I’.‘; =Po 8 .

[ndem wir also die Gleichungen 158d multiplizieren mit mov?
und setzen fiir mv®ll, jetzt P,, so erhalten wir als Lisung
der Aufgabe die r Gleichungen:

[

i ¥, e [Ba,, L -7 U T 1 y
a) m'i-\:-r’ o P+ Do D Pors i | 7 ,u,} + Dn Pug Pr=0,
1 TR b “Po | =
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welche zusammen mit den % Gleichungen (vgl. 158b):

e Prglio 2 PoPo=0 b)

ol
die r+ % Grofen ji, und P, als eindeutige Funktionen der
7, und der P, bestimmen.

Anmerkung., Indem wir Gebrauch machen von' der Be- 372
.

ziehung 277, konnen wir die Bewegungsgleichungen 871a in der
Form schreiben:

f”]{\g - _\:" pzy f“z =0

Denken wir uns die P, zuerst bestimmt, so gibt uns
eine jede dieser Gleichungen die Komponente der Beschleu-
nigung nach einer bestimmten der Koordinaten p,, ausgedriickt
als Funktion der augenblicklichen Lage und Geschwindigkeit
des Systems.

Folgerung 1. Driicken wir mit Hilfe der Beziehung 373
291a die Komponenten der Beschleunigung durch die Energie
aus, so nehmen die Bewegungsgleichungen eines freien Systems
die Form an:

H. = zk;_ﬂxg "r)z"_'o

a |3, 1

Anmerkung 1. Die Differentialgleichungen der Bewegung 374
in dieser Form heillen auch die allgemeinen LiaerANGEschen
Gleichungen der Bewegung oder Liacranees Gleichungen der
zweiten Form (vgl. 369).

Anmerkung 2. Ist die Koordinate p, eine freie Koordi- 375
nate, so kommt sie in den Bedingungsgleichungen des Systems
nicht vor (140), die GroBen p,, sind also simtlich gleich Null,
und die auf p, beziigliche Bedingungsgleichung wird:

d (6,E\ 8,8

------ L i =0 .
dt | dp, ;"l P,
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In einem holonomen System konnen (144) stets die simt-
lichen Gleichungen der Bewegung in dieser einfachen Form
dargestellt werden.

376 Folgerung 2. Die Bewegungsgleichungen eines freien ho-
lonomen Systems in irgend welchen » freien Koordinaten Po
des Systems konnen geschrieben werden in der Form der
27 Gleichungen (289, 375):

a,l

a) o — ==

10 ap,
: g a, b
] Jo=—

1¢ ap,
von welchen die ersteren nur Definitionen, die letzteren aber
Erfahrungstatsachen enthalten. Man kann die Bewegungs-
gleichungen in dieser Form auffassen als 2 Differential-
gleichungen erster Ordnung fiir die 2r GroBen p, und gq,,
welche Gleichungen zusammen mit 27 Anfangswerten den Ver-
lauf jener Grofen fiir alle Zeiten bestimmen.

377 Anmerkung 1. Die Gleichungen 876a und b wiirde man
wohl mit Recht als die Poissonsche Form der Bewegungs-
gleichungen bezeichnen.

1 378 Anmerkung 2. Aus den Gleichungen 376 folgen zwei

reziproke Beziehungen, welche analytisch dargestellt sind durch
die Gleichungen:

8yip _ Oyl

a) = (aus b))
P, ap,
.9, O, J
b) oo ,__f : (aus a) und b))
oPs Py

und welche einen einfachen physikalischen Sinn besitzen. Beide
Beziehungen enthalten Elemente der Erfahrung und wiirden
nicht fir jede mogliche Bewegung des Systems gelten, konnen
also auch unter Umstiinden zur Priifung des Grundgesetzes
verwertet werden. Kine dritte analoge, allein aus 376a ab-
geleitete Beziehung wiirde nur die Folge unserer Defini-
tionen sein.
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Folgerung 3. Die Bewegungsgleichungen eines freien ho-
lonomen Systems in irgend welchen r freien Koordinaten p,
des Systems konnen geschrieben werden in der Form der
2r Gleichungen (290, 289, 292, 375):

) 8,/

¢ aq, Y
w00l ”
doy g )

von welchen die ersteren nur Definitionen, die letzteren aber
Erfahrungstatsachen enthalten., Auch in dieser Form er-
scheinen die Bewegungsgleichungen als 2r Differentialglei-
chungen erster Ordnung fir die 2r Groflen p, und g,, welche
Gleichungen zusammen mit 2r Anfangswerten den Verlauf
jener Groben fiir alle Zeiten bestimmen.

Anmerkung 1. Die vorstehenden Gleichungen 379a und b
werden gewohnlich als die Hamriuronsche Form der Be-
wegungsgleichungen fiir ein freies System bezeichnet.

Anmerkung 2. Aus den Gleichungen 379 folgen zwei rezi-
proke Beziehungen, welche analytisch dargestellt sind durch
die Gleichungen:

_6/'?.';{'. — aql?" a)
ap, 0 Po

Opy ___ Puts %
dp, 97, :

und welche eine einfache physikalische Bedeutung besitzen.
Beide Beziehungen enthalten Elemente der Erfahrung und
zeichnen die natiirliche Bewegung vor andern mbglichen Be-
wegungen aus, konnen also auch unter Umstéinden riickwiirts
zur Priifung des Grundgesetzes verwertet werden. Kine dritte
analoge, allein aus 879a abzuleitende Beziehung wiirde nur
die Folge unserer Definitionen sein, also keine mechanische
Bedeutung besitzen.
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s verdient hervorgehoben zu werden, dab die Gleichungen

378a und 3881a verschiedene Aussagen darstellen und nicht
etwa dieselben Aussagen in verschiedener Form.

Innerer Zwang der Systeme.

tem materieller Punkte, zwischen welchen

Lehrsatz, Ein Sj
keine Zusammenhiinge bestehen, beharrt in seinem Zustand
der Ruhe oder der gleichformigen Bewegung lings einer ge-
raden Bahn.

Denn fiir ein solches System ist die gerade Bahn zugleich
die geradeste.

Folgerung 1. Kin freier materieller Punkt beharrt in
seinem Zustand der Ruhe oder der gleichférmigen Bewegung
in einer geraden Bahn (Gariners Trigheitsgesetz oder NEw-
ToNs Lex prima)

Folgerung 2. Die Beschleunigung eines H_\_':StLTID\‘ mate-
rieller Punkte, zwischen welchen keine Zusammenhinge be-
stehen, 1st Null. Die Zusammenhiinge zwischen den Puankten
eines materiellen Systems konnen also als die Ursache auf-
gefalit werden, aus welcher die Beschleunigung im allgemeinen
von Null abweicht.

Definition, Die Abiinderung, welche die siimtlichen Zu-
sammenhiinge eines materiellen Systems an seiner Beschleu-
nigung hervorrufen, heifit der Zwang, welchen die Zusammen-
hiinge dem System auferlegen; jene Abiinderung wird auch
kurz der innere Zwang oder noch kiirzer der Zwang des Sy-
stems genannt.

Der Zwang wird gemessen durch den Unterschied zwischen
der wirklichen Beschleunigung des Systems und der Beschleu-
nigung derjenigen natiirlichen Bewegung, welche bei Aufhebung
simtlicher Bedingungsgleichungen des Systems eintreten wiirde;
er ist gleich der ersteren vermindert um die letztere.

Folgerung 1. Der innere Zwang eines Systems ist wie
die Beschleunigung eine Vektorgrife in bezug auf das System.
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Folgerung 2. In einem freien System ist der inmere 357
Zwang gleich der Beschleunigung des Systems; er ist hier in
der Tat nur eine andere Auffassung der Beschleunigung (382).
Lehrsatz 1. Die Grobe des Zwanges ist in jedem Augen- 388
blick fiir die natiirliche Bewegung eines freien Systems
kleiner als fiir irgend eine andere mogliche Bewegung, welche
in dem betrachteten Augenblick nach Lage der Geschwindig-
keit mit jener zusammenfiillt.

Denn diese Behauptung ist nach 387 nur im Ausdruck ver-

schieden von dem Lehrsatz 344,

Folgerung. FEin jeder Zusammenhang, welcher den vor- 389
handenen Zusammenhiingen des Systems hinzugefiigt wird, ver-
grofert den Zwang des Systems. Die Auflésung irgend eines
Zusammenhanges #ndert die natiirliche Bewegung in solcher
Weise, dabll sich der Zwang verkleinert.

Anmerkung 1. Der vorstehende Lehrsatz entspricht dem 390
Gavssschen Prinzip des kleinsten Zwanges. Um sein Ver-
hiiltnis zu diesem Prinzipe genau darzustellen, wiirden wir uns
derselben Ausdrucksweise zu bedienen haben wie in 350.

Anmerkung 2. Das Gausssche Prinzip und das Trig- 391

heitsgesetz (f zusammen konnen das Grundgesetz vollstiindig

ersetzen, und zwar fir alle Systeme.
Denn sie sagen zusammen den Lehrsatz 344 aus.

Lehrsatz 2. Die Richtung des Zwanges steht bei der 392
natiirlichen Bewegung eines freien Systems bestiindig senkrecht
auf jeder moglichen oder virtuellen (111) Verriickung des Sy-
stems aus seiner augenblicklichen Lage.

Denn die Komponenten des Zwanges nach den Koordi-
naten p, sind nach 887 in einem freien System gleich £,
konnen also nach 872 geschrieben werden in der Form:

1 LI\
sind also nach 250 senkrecht auf jeder mdglichen Verriickung
des Systems.
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Symbolischer Ausdruck. Bezeichnen die Jp, die Ande-
rungen der Koordinaten p, fiir irgend eine beliebige mogliche
oder virtuelle Verriickung des Systems, so gibt die Gleichung:

.
1 ¥ G
:l' \:r II"J !)Jll"“i -{'
1

einen symbolischen Ausdruck des vorigen Lehrsatzes. Denn
die Gleichung ersetzt den Lehrsatz nach 249, und sie ist sym-
bolisch, insofern sie als Symbol fiir unendlich viele Gleichungen
steht. '

Wenden wir rechtwinklige Koordinaten an, und bezeichnet
dr, die fﬁmlerung von z, fiir irgend eine mogliche oder vir-
tuelle Verriickung, so nimmt die Gleichung a) die Gestalt an:

3n
b) >
1

v by -}:i' (),i"__ =)

Anmerkung 1. Der vorstehende Lehrsatz 892 entspricht
dem pD’'Aremserrschen Prinzip; die Gleichungen 893a und b
entsprechen der gewohnlichen Darstellungsweise desselben. Um
das Verhiltnis zwischen diesem Prinzip und jerem Lehrsatz
genau festzustellen, wiirden wir uns derselben Ausdrucksweise
zu bedienen haben wie in 350.

Anmerkung 2. Aus der Bedingung, daf der Zwang senk-
recht stehe auf jeder virtuellen Verriickung des Systems, folgen
nach 250 die Bewegungsgleichungen der freien Systems in der
Form 872. Das p’Auemserrsche Prinzip kann also fiir sich
allein das Grundgesetz vertreten und zwar fir alle Systeme.
Das von uns benutzte Grundgesetz hat vor jenem Prinzip die
einfachere und durchsichtigere Bedeutung voraus.

Folgerung 1. In einem freien System steht die Beschlen-
nigung bestindig senkrecht auf jeder méoglichen Verriickung
des Systems aus seiner augenblicklichen Lage.

Folgerung 2. Bei der Bewegung eines freien Systems
steht die Beschleunigung bestiindig senkrecht auf der Richtung
der wirklichen augenblicklichen Bewegung,
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Folgerung 3. Bei der Bewegung eines freien Systems ist 398
die Komponente der Beschleunigung in jeder Richtung einer
mbglichen Bewegung bestindig gleich Null.

Folgerung 4. Die Komponente der Beschleunigung eines 399
freien Systems in der Richtung irgend einer freien Koordinate
des Systems ist bestindig gleich Null

Lehrsatz. [Ein freies System bewegt sich in solcher Weise, 400
daB die Komponente der Beschleunigung in Richtung einer
jeden Koordinate der absoluten Lage bestindig Null bleibt,
welches auch immer der innere Zusammenhang zwischen den
Punkten des Systems ist.

Denn welches auch der Zusammenhang des Systems ist,
Jede Koordinate seiner absoluten Lage ist eine freie Koordi-
nate (142),

Folgerung. Wihlen wir die Koordinaten eines freien Sy- 401
stems fibrigens beliebig, aber doch so, daB sich unter ihnen
sechs Koordinaten der absoluten Lage finden (19), so kinnen
wir auch ohne Kenntnis des Zusammenhanges des Systems,
oder ohne vollstindige Kenntnis desselben, doch stets sechs
Differentialgleichungen der Bewegung des Systems angeben.

Besondere Wahl der Koordinaten. Die folgende Wahl von 402
Koordinaten der absoluten Lage ist fiir jedes System eine zu-
lissige Wahl.

Wir bezeichnen mit

LRI 3
die arithmetischen Mittelwerte derjenigen rechtwinkligen Koordi-
naten aller Massenteilchen, welche beziehlich mit », x, 2, pa-
rallel sind. Die Grofen «,
winklige Koordinaten eines Punktes von mittlerer Lage, welchen
wir den Schwerpunkt des Systems nennen. Durch den Schwer-
punktlegen wir drei Gerade parallel den drei Koordinatenachsen;
durch diese drei Geraden und alle Massenteilchen legen wir
Ebenen und bezeichnen mit

@, o, betrachten wir als recht-

(73] (7] (7]

1 2 2
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die arithmetischen Mittelwerte der Winkel aller durch dieselbe
Gerade gelegten Ebenen mit einer beliebigen unter ihnen.
Die sechs GroBen ¢ und @ sind voneinander unabhingig ver-
inderliche Griflen, deren _-.infin-ruug notwendig eine Anderung
in der Lage des Systems bedingt, und welche durch die Kon-
figuration allein nicht bestimmt sind. Wir kinnen also diese
sechs GroBen zu Koordinaten der absoluten Lage machen (21),
und wir machen sie zu Koordinaten der absoluten Lage, so-
bald wir neben ihnen nur noch Konfigurationskoordinaten als
weitere Koordinaten einfiihren.

Krteilen wir den ¢z und @ beliebige Veriinderungen, withrend
wir die iibrigen Koordinaten festhalten, so bewegt sich das
System wie ein starrer Korper. Wir erhalten daher aus rein
geometrischen Griinden fiir die Anderuncen der rechtwinkligen
Koordinaten, wenn wir den Index » von 1 bis n laufen
lassen (1

dity, o=dot; (2, O5) dwrg— (Xg, _1— 0tz) dg

a) Ay, _1=dttst (Tgy _o—0y) dvg— (Xg, ~as) dw
| 1 By =2 1 3 Sy 1

| dig, =day+(Tg,_1—ta) dty—(Lg,_o— ) dw)y

Hieraus ergeben sich, wenn wir auch nun die x, als Funk-
tionen simtlicher Koordinaten betrachten, die Werte der par-
tiellen Differentialquotienten der z, nach den ¢ und w; also

zum Beispiel:

023, o o o
b) Wi =1 , =0, A
dety dey
da 02,1 dxs,
8), = =0 , - — (g, — Ot3) ; Vo, 11— Cla
oriq diy oy X 5

Folgerung 1. Zufolge der Bemerkung, daB die Be-
schleunigungen des Systems nach den Koordinaten ¢, &, ¢, ver-
schwinden miissen (400), gelten die drei Gleichungen:



Innerer Zwang. 189

Denn nach 242 und 275 ist die Beschleunigung nach der
Koordinate ¢, des Schwerpunktes gleich:

also nach 402b gleich:

und entsprechende Ausdriicke gelten fir die Beschleunigungen

nach ¢, und «,.

Anmerkung. Die drei Gleichungen 403, welche sich un-
mittelbar zweimal integrieren lassen und dann aussagen, daB
der Schwerpunkt eines freien Systems sich in gleichférmiger,
geradliniger Bewegung befindet, enthalten das sogenannte
Prinzip des Schwerpunktes.

Folgerung 2. Zufolge der Bemerkung, daB die Be-
schleunigungen des Systems nach den Koordinaten w, @, o,
verschwinden miissen (400), gelten die drei Gleichungen:

Ua, Ugy _i]__-il
r':." 2 gy }'__” )
— ( .

Denn nach 242 und 275 ist die Beschleunigung nach m,
gleich:

LA e
~ ® 4

“or dw, m

also nach 402¢ gleich:
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und entsprechende Werte gelten fiir die Beschleunigungen
nach m, und m,.

Anmerkung. Die drei Gleichungen 405 enthalten das so-
genannte Prinzip der Fliichen. Jene Gleichungen lassen sich
namlich unmittelbar einmal integrieren und ergeben dann die
Differentialgleichungen erster Ordnung:

¥ My, (Bgy_y : Tgy dgyq)=const; ,
Svm, (Zsy,, gy 0— Tay0Ts, )=oconsk ,
GRS
> My, (Lgys Tay_y — Toy_1 T3y o) = CODSE;

1

welche die folgende, den Namen rechtfertigende geometrische
Deutung erlauben:

Ziehen wir vom Ursprung der Koordinaten nach jedem
Massenteilchen des Systems einen Radius, so wichst die
Summe der Projektionen der von diesen Radien beschriebenen
Flichen auf jede der drei Koordinatenebenen gleichférmig mit
der Zeit.

Anmerkung 1 zu 402 bis 406. Wir haben die Prinzipien
des Schwerpunktes und der Flichen als hesondere Fille des
allgemeinen Lehrsatzes 400 eingefithrt. Wir hitten hierzu
kein Recht gehabt, wenn man, wie es bisweilen geschieht, als
den wesentlichen Inhalt jener Prinzipien den Vorteil ansehen
wollte, dall sie Integrale der Bewegungsgleichungen liefern.
Diese Auffassung scheint uns aber schon deshalb unzulissig,
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weil das Ergebnis des Flichensatzes doch nur in uneigent-
lichem Sinne ein Integral genannt werden kann. Als wesent-
lichen Inhalt jener Prinzipien betrachten wir vielmehr, wie uns
scheint mit Recht, den Vorteil, daB sie Behauptungen liefern,
welche unabhiingig von dem besonderen Zusammenhang des
Systems allgemeingiiltig ausgesagt werden konnen.

Anmerkung 2 zu 402 bis 406. Bei der Ableitung des Satzes
vom Schwerpunkt und des Flichensatzes als besonderer Fille
des Satzes 400 haben wir nicht von allen Eigenschaften Ge-
brauch gemacht, welche wir den ¢ und den w durch die
Definition beilegten. In der Tat hiitten wir jene Siitze auch
mit Benutzung anderer Koordinaten ableiten kénnen, z. B.
aller Koordinaten, welche mit den ¢ und ® gleiche Richtung
haben, ohne doch identisch mit ihnen zu sein. Uberhaupt
wiirden wir bei beliebiger Wahl der Koordinaten nicht jedes-
mal 6 Gleichungen erhalten, welche einen neuen physikalischen
Sinn ergiiben oder von den Gleichungen 403 und 405 vollig
unabhiingig wiren, sondern es wiirden stets diejenigen Glei-
chungen sein, welche aus den Gleichungen 408 und 405 durch
Transformation auf die gewithlten Koordinaten entstehen. Aber
fiir alle diese verschiedenen Formen gibt der Lehrsatz 400
einen gemeinschaftlichen Ausdruck und den physikalischen Sinn.

Holonome Systeme.

Bemerkung, Ist fiir ein holonomes System die geradeste
Entfernung (217) bekannt, so lassen sich die Gleichungen der
geradesten Bahnen in endlicher Form darstellen (225). Diese
Bahnen sind aber die natiirlichen Bahnen des Systems, so-
bald dasselbe frei ist, und alle Bewegungen, bei welchen sie
mit gleichbleibender Geschwindigkeit durchlaufen werden, sind
natiirliche Bewegungen des Systems. Die Bewegungsglei-
chungen eines freien holonomen Systems werden sich also in
endlicher Form darstellen lassen.

Aufgabe. Die Bewegungsgleichungen eines freien holo-
nomen Systems mit Hilfe der geradesten Entfernung desselben
darzustellen.
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(410) Es sei wie frither § die geradeste Entfernung des Sy-

stems, gedacht als Funktion der freien Koordinaten p, und p,

ihrer Anfangs- und Endlage. KEs sei ¢, die Zeit, zu welcher ‘
das '-‘.';\}'?-'tt]u die ;\1|‘.';m;_r~'l:a:t-. (5] die Zeit, zu welcher es die
Endlage durchliuft. Es ist dann #—# die Dauer des Uber-

gangs, also
a) ()

die konstante Geschwindigkeit des Systems in seiner Bahn,

also seine Energie:

b) = & i -
2 (t—15)*

und seine Momente g, und ¢, zu den Zeiten # und #:

- [ iy V @, €08 8,14,
e)
S y
Go, = 1 pg, COS 8,1
{.1 f-_ & 00y JJI g1
. Fiir die Gleichungen der geradesten Bahnen finden wir

zwei Formen in den Gleichungen 224a und 226a. Multipli-
zieren wir dieselben mit mS8/(t,—7%) oder, was nach b) das-
selbe ist, mit l';‘_imf:-', so erhalten wir die folgenden vier Sitze
von je r Gleichungen:

m a8
d) Qo = L} 5
1
€) To, ~
s : - a8
f) To, | 2m b =
N Po;
s 68

ap

= I';'_’m B —
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Damit ist unsere Aufgabe gelist und zwar in mehrfacher
Weise.

Denn betrachten wir # als die variabele Zeit, und also
die p, als die Koordinaten der mit dieser Zeit sich ver-
indernden Lage, so bestimmen uns die » G leichungen e) diese
r Koordinaten als endliche Funktionen von ¢, und das gleiche
leisten uns die Gleichungen g), wenn wir zu diesen noch die
Beziehung zwischen # und #, also die Gleichung b) hinzu-
nehmen. Die 27 Groflen p, und g, spielen dabei die Rolle der
2r willkiirlichen Konstanten. Bei der gleichen Betrachtungs-
weise geben uns nebenbei auch die Gleichungen d), oder f)
und b), die Bewegungsgleichungen des Systems, und zwar nun-
mehr als Differentialgleichungen erster Ordnung, in welchen
die r GroBen P, die Rolle der » willkiirlichen Konstanteu
ithernehmen.,

Oder betrachten wir, was nicht minder erlaubt, die Zeit
o als die variabele Zeit, also die Lage 0 als die variabele
Lage, so geben uns die Gleichungen d), oder auch f) und b),
die Bewegungsgleichungen in endlicher Form, mit der Zeit #
als unabhiingiger, den p, als abhiingigen Variabelen und den
Po, und g, als 2r willkiirlichen Konstanten. Zugleich geben
uns dann nebenbei die Gleichungen e), oder auch g) und b),
die Bewegungsgleichungen in der Gestalt von Differentialglei-
chungen erster Ordnung, in welchen die po, die Rolle von r
willkiirlichen Konstanten spielen.

Folgerung 1. Setzen wir
VeEm.S=T |, i)

und betrachten 7 als Funktion der p,, p, und von #, so
lassen sich die natiirlichen Bewegungen des Systems darstellen
in der Form:

ar
Irf’."l = dap, b)
al
o= — ap, %
!’J i
ly—t, = 97 a)

Hertz, Mechanik. 2. Aud, *
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Denn die Gleichungen b) und ¢) fallen zusammen mit den
Gleichungen 410f und g, und die Gleichung d) folgt aus Glei-
chung a) und 410b.

412 Anmerkung. Die so eingefiihrte Funktion /7 ist Hamrr-
mons charakteristische Funktion des Systems; sie ist bei Ha-
vinrox mit dem gleichen Buchstaben bezeichnet. Kine solche
Funktion besteht also nur fir holonome Systeme. Ihrer
mechanischen Bedeutung mnach gibt die charakteristische
Funktion den doppelten Wert des Zeitintegrals der Knergie
an, welcher eintritt, wenn das System mit gegebener Energie
aus gegebener Anfangs- in gegebene Endlage iibergeht, ge-
dacht als Funktion jener Energie und der Koordinaten der
Anfangs- und der Endlage.

Denn es ist nach Gleichung 41la und 410b:

V=2K/({,—t))
dem Werte nach, der Form nach allerdings nur dann, wenn

wir in der rechten Seite die Dauer des Ubergangs #—# als
Funktion von # und den p, und p, dargestellt denken.

413 Lehrsatz. Die charakteristische Funktion 7/~ eines freien
. holonomen Systems geniigt den beiden partiellen Differential-

gleichungen erster Ordnung:

b ol WL LB
R s ol ' 0p,, 0P,

ar av

P, r':pr,J -

G
1 1 1
\,,\..,— /){”To

9 Pl
< m . T

Denn dieselben werden erhalten durch Multiplikation der
Gleichungen 227 fiir die geradeste Entfernung mit 2m# und
Beachtung der Gleichung 411a.

414 Folgerung 2. Setzen wir
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und betrachten P als Funktion der p,,p, und von # und #,
so stellen die Gleichungen:

8P
i i
aP
0= —3 P 2

die natiirlichen Bewegungen des Systems dar. Die Energie #
des Systems kann aus P unmittelbar abgeleitet werden mit
Hilfe der Gleichungen:

a"() '-j_)
o B 2

at,  at

Denn die Gleichungen b) und e¢) fallen zusammen mit
den Gleichungen 410d und e, und die Gleichungen ) folgen
aus Gleichung a) und 410b.

Anmerkung., Die jetzt eingefithrte Funktion P ist die 415
Hamruronsche Prinzipalfunktion des Systems: sie ist bei Ha-
MILTON selbst mit § bezeichnet. Nur fiir holonome Systeme be-
| steht eine solche Funktion. IThrer mechanischen Bedeutung nach
gibt die Prinzipalfunktion den Wert des Zeitintegrals der
Energie an, welcher eintritt, wenn das System in gegebener
Zeit aus gegebener Anfangs- in gegebene KEndlage iibergeht,
gedacht als Funktion jener Zeit und der Anfangs- und End-
werte der Koordinaten. %
Denn es ist nach Gleichungen 414a und 410b:

P=E(t—t)

dem Werte nach, der Form nach allerdings nur dann, wenn
wir uns in der rechten Seite Z als Funktion der Pous Po, Und
der # und ¢ dargestellt denken.

Lehrsatz. Die Prinzipalfunktion eines freien holonomen 416
Systems geniigt den beiden partiellen Differentialgleichungen
erster Ordnung:

13
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1 -\1 -\1 A P eP P
] 0 - — e

2 00 ap,, 0P, ét,

| — -y agFP dFP o

> dpy, Pa, ) dfy

Denn dieselben werden erhalten, indem man die Glei-
chungen 227 multipliziert mit (410b)

‘3
m S -

l‘;.
2(t—t)*

und die Beziehungen 414a und d beachtet.

Anmerkung zu 411 bis 416. Ebenso wie wir in 232 bis
236 von den Differentialgleichungen 227 ausgehend Funktionen
betrachten konnten, welche der geradesten Entfernung ver-
wandt waren und sie in analytischer Hinsicht vollkommen er-
setzten, ohne doch eine gleich einfache geometrische Bedeutung
wie sie zu haben, ebenso kionnen wir von den Differential-
gleichungen 413 und 416 ausgehend zu Funktionen gelangen,
welche der charakteristischen Funktion und der Prinzipal-
funktion verwandt sind und in analytischer Hinsicht gleiche
Dienste leisten oder selbst Vorteile bieten, deren Bedeutung
in physikalischer Hinsicht aber durch die mathematische Ver-
wickelung mehr und mehr verdunkelt erscheint, Solche Funk-
tionen wiirde man passend als Jacopische Prinzipalfunktionen
und charakteristische Funktionen bezeichnen.

Es erhellt iibrigens, daB auch schon in der charakte-
ristischen Funktion und in der Prinzipalfunktion nur der ein-
fache Sinn der geradesten Entfernung und auch dieser in
leichter Verschleierung auftritt, so daB die Einfithrung jener
Funktionen nebeneinander und neben der geradesten KEnt-
fernung nur eine geringe Bedeutung haben wiirde, wenn es
gsich stets, wie hier, um die Betrachtung vollstiindig bekannter
freier Systeme handelte.
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Dynamische Modelle.

Definition. Ein materielles System heiBt dynamisches
Modell eines zweiten Systems, wenn sich die Zusammenhinge
des ersteren durch solche Koordinaten darstellen lassen, daB
den Bedingungen geniigt ist:

1. daB die Zahl der Koordinaten des ersten Systems
gleich der Zahl der Koordinaten des andern Systems ist,

2. daB nach passender Zuorduung der Koordinaten fiir
beide Systeme die gleichen Bedingungsgleichungen bestehen,

3. dab der Ausdruck fiir die GriBe einer Verrtickung in
beiden Systemen bei jener Zuordnung der Koordinaten iiber-
einstimme,

Je zwei einander zugeordnete Koordinaten beider Systeme
heifen auch korrespondierende. Korrespondierende Lagen,
Verriickungen, usw. heiBen solche Lagen, Verriickungen, usw.
beider Systeme, welchen gleiche Werte der korrespondierenden
Koordinaten und ihrer Anderungen zugehoren,

Folgerung 1. Ist ein System Modell eines zweiten Sy-
stems, so ist auch umgekehrt das zweite System Modell des
ersten. Sind zwei Systeme Modelle eines dritten, so sind sie
auch Modelle voneinander. Das Modell des Modells eines
Systems ist auch Modell des urspriinglichen Systems.

Alle Systeme, welche Modelle voneinander sind, heiBen
auch dynamisch #hnlich.

Folgerung 2. Die Eigenschaft eines Systems, Modell
eines andern zu sein, ist unabhiingig von der Wahl der
Koordinaten des einen oder des andern Systems, obwohl sie
erst bei besonderer Wahl der Koordinaten unmittelbar her-
vortritt.

Folgerung 3. Ein System ist noch nicht vollstindig be-
stimmt dadurch, daf es Modell eines gegebenen Systems ist.
Unendlich viele, physikalisch ghnzlich verschiedene Systeme
kinnen Modelle eines und desselben Systems sein. Ein System
ist Modell unendlich vieler, ginzlich verschiedener Systeme.

Denn die Koordinaten der Massen der beiden Systeme,
welche Modelle voneinander sind, konnen der Zahl nach
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ginzlich verschieden und giinzlich verschiedene Funktionen der
korrespondierenden Koordinaten sein.

Folgerung 4. Modelle holonomer Systeme sind wieder

holonome Systeme. Modelle nicht holonomer Systeme sind
wieder nicht holonome Systeme.

Anmerkung. Damit ein holonomes System Modell eines
es, daB sich solche freie Koordinaten beider

andern sei, genil
angeben lassen, in welchen der Ausdruck fiir die Grofle der
Verriickung beider Systeme der gleiche wird.

Lehrsatz. Haben zwei Modelle voneinander korrespon-
dierende Zustinde zu einer bestimmten Zeit, so haben sie
korrespondierende Zustinde zu allen Zeiten.

Denn durch die Bedingungsgleichungen eines Systems,
den Ausdruck fiir die GroBe der Verriickung (164) und durch
die Anfangswerte der Koordinaten und ihrer Veriinderung (332)
ist der Verlauf dieser Koordinaten fiir alle Zeiten bestimmt,
welche Funktion dieser Koordinaten auch immer die Lage
der Massen des Systems ist.

Folgerung 1. Um den Ablauf der natiirlichen Bewegung
eines materiellen Systems vorauszusehen, geniigt die Kenntnis
eines Modells jenes Systems. Das Modell kann unter Um-
standen viel einfacher sein, als das System, dessen Bewegungen
es darstellt.

Folgerung 2. Sind von einer Anzahl materieller Systeme,
welche Modelle voneinander sind, dieselben Grofen korre-
spondierende Koordinaten, und sind nur diese korrespondierenden
Koordinaten der Beobachtung zuginglich, so sind alle diese
Systeme in Hinsicht der beschriinkten Beobachtung nicht von-
einander verschieden, sondern erscheinen als gleiche Systeme,
wie verschieden auch in Wahrheit in ihnen Zahl und Zu-
sammenhang der materiellen Punkte sein moge.

Es ist daher auch unméglich, allein aus der Beobachtung
der natiirlichen Bewegungen eines freien materiellen Systems,
d. h. ohne direkte Bestimmung seiner Massen (300), den Zu-
sammenhang des Systems weiter zu erkennen, als soweit, dab
man ein Modell des Systems angeben konne.
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Anmerkung 1. Lassen wir allgemein und ohne Ein-
schrinkung zu, daB auBer den unmittelbar, d. h. den mit der
Wage bestimmbaren Massen noch andere, hypothetische Massen
(801) in den Systemen der Natur sich finden kénnen, so ist
es iiberhaupt unméglich, in der Erkenntnis des Zusammen-
hanges natiirlicher Systeme weiter zu gelangen, als soweit,
dafl man Modelle der wirklichen Systeme angeben konne.
Wir konnen dann in der Tat keine Kenntnis haben, ob die
Systeme, welche wir in der Mechanik betrachten, mit den
wirklichen Systemen der Natur, welche wir zu betrachten
meinen, in irgend etwas anderem iibereinstimmen, als allein
darin, daB die einen Modelle der anderen sind.

Anmerkung 2. Das Verhiiltnis eines dynamischen Modells
zu dem System, als dessen Modell es betrachtet wird, ist das-
selbe, wie das Verhiltnis der Bilder, welche sich unser Geist
von den Dingen bildet, zu diesen Dingen. Betrachten wir
nimlich den Zustand des Modells als eine Abbildung des Zu-
standes des Systems, so sind die Folgen der Abbildung, welche
nach den Gesetzen dieser Abbildung eintreten miissen, zu-
gleich die Abbildung der Folgen, welche sich an dem urspriing-
lichen Gegenstand nach den Gesetzen dieses urspriinglichen
Gegenstandes entwickeln miissen. Die Ubereinstimmung zwischen
Geist und Natur ldBt sich also vergleichen mit der Uberein-
stimmung zwischen zwei Systemen, welche Modelle vonein-
ander sind, und wir kénnen uns sogar Rechenschaft ablegen
von jener [.‘.'bureinstimmung, wenn wir annehmen wollen, dab
der Geist die Fahigkeit habe, wirkliche dynamische Modelle
der Dinge zu bilden und mit ihnen zu arbeiten.

Abschnitt 4. Bewegung der unfreien Systeme.

Vorbemerkung 1. Nach unserer Auffassung ist jedes un-
freie System Teil eines griBeren freien Systems; unfreie
Systeme, fiir welche diese Annahme nicht zutriife, kennen wir
nicht. Soll aber jenes Verhiiltnis besonders hervorgehoben
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