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reichend genaue Untersuchung, dafl sie nur angeniherte Giil-
tigkeit haben und daher nur abgeleitete Zusammenhinge sein
konnen. Die letzten, urspriinglichen Zusammenhinge sind wir
gezwungen in der Welt der Atome zu suchen, und sie sind :

uns unbekannt. Aber auch wenn sie uns bekannt wiren,
miiften wir auf ihre Benutzung zu praktischen Zwecken ver-
zichten und verfahren, wie wir verfahren. Denn die wirkliche
Beherrschung jedes Problems erfordert stets die Beschriin-
kung der Betrachtung auf eine #uBerst kleine Zahl von
Variabelen, withrend das Zuriickgehen auf die Zusammen-
hinge der Atome die Einfilhrung einer unermeBlichen Zahl
von Veridnderlichen nitig machen wiirde.

Daf wir aber das Grundgesetz so anwenden diirfen, wie
wir es anwenden, ist nicht als eine neue Erfahrung neben dem
Grundgesetz anzusehen, sondern ist, wie wir sahen, eine not-
wendige Folge eben dieses Gesetzes selbst,

Abschnitt 3. Bewegung der freien Systeme.
Allgemeine Eigenschaften der Bewegung.

|. Bestimmtheit der Bewegung.

331 Lehrsatz. Kine natiirliche Bewegung eines freien Systems
ist eindeutig bestimmt durch die Angabe der Lage und der
Geschwindigkeit des Systems zu einer bestimmten Zeit.

Denn durch die Lage und die Richtung der Geschwindig-
keit ist die Bahn des Systems eindeutig bestimmt (161); die
konstante Geschwindigkeit des Systems in seiner Bahn ist
durch die Grofle der Geschwindigkeit zur Anfangszeit gegeben.

332 Folgerung 1, Durch den gegenwiirtigen Zustand (261)
eines freien Systems sind seine zukiinftigen Zustinde und seine
vergangenen Zustinde zu allen Zeiten eindeutig bestimmt. i

333 Folgerung 2. Kionnte man in irgend einer Lage die Ge-
schwindigkeit eines Systems umkehren (was niemals gegen die
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Bedingungsgleichungen des Systems verstoBen w iirde), so wiirde
das System die Lagen seiner vorherigen Bewegung in umge-
kehrter Reihenfolge durchlaufen.

Bemerkung 1. In einem freien holonomen System (128) gibt 334
es stets eine natiirliche Bewsgung, welche das System in ge-
gebener Zeit aus einer willkiirlich gegebenen n Anfangs- in eine
willkiirlich gegebene KEndlage iiberfiihrt.

Denn es ist stets eine natiirliche Bahn zwischen beiden
Lagen méglich (192); in dieser Bahn ist jede Geschwindigkeit
zuliissig, also auch eine solche, welche das System in der ge-
gebenen Zeit die gegebene Strecke durchlaufen 1Bt

Anmerkung. Die vorige Bemerkung bleibt richtig, wenn 335
an Stelle der Zeit des [berganges die (JE&:(.I\\'.rud]gLut- des
Systems in seiner Bahn oder auch die Energie des Systems
gesetzt wird.

Bemerkung 2. Ein freies System, welches kein holonomes 336
, kann nicht aus jeder méglichen Anfangslage in jede mog-
liche Endlage durch eine natiirliche Bewegung iibergefiihrt
werden (162),

Lehrsatz. Eine natiirliche Bewegung eines freien holo- 337
nomen Systems ist bestimmt durch die Angabe zweier Lagen,
in welchen sich das System zu zwei bestimmten Zeiten
finden soll.

Denn durch diese Angabe ist die Bahn des Systems be-
stimmt und die Geschwindigkeit in dieser Bahn.

Aﬁmerkung 1. Die Bestimmung einer natiirlichen Be- 338
wegung durch zwei Lagen, zwischen welchen sie stattfindet,
ist im allgemeinen eine mehrdeutige; sie ist eine eindeutige,
sobald die Entfernung der beiden Lagen ein gewisses endliches
MaB nicht iiberschreitet und die Linge der beschriebenen
Bahn von der Ordnung dieser Entfernung sein soll (vgl,
167, 172, 190 u. 176).

Anmerkung 2. Kine natiirliche Bewegung eines freien 339
holonomen Systems ist, abgesehen von dem absoluten Wert
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der Zeit, auch bestimmt durch zwei Lagen des Systems und
entweder die Zeitdauer des Uberganges oder die Geschwindig-
keit des Systems in seiner Bahn oder die Energie des Systems.

2. Erhaltung der Energie.

340 Lehrsatz. Die Energie eines in beliebiger Bewegung be-
griffenen freien Systems #ndert sich nicht mit der Zeit.

Denn die Energie setzt sich zusammen (282) aus der Masse

des Systems, welche unveriinderlich ist, und der Geschwindig-
keit lines der Bahn, welche ebenfalls unveriinderlich ist.

341 Anmerkung 1. Von den drei Teilaussagen, in welche wir
das Grundgesetz zerlegten (323), bedurften wir zum Beweise
des Satzes nur die zweite und dritte. Wir kinnen auch die le
dritte entbehrlich machen, und den Satz von einer bestimmten
Art der Zeitmessung unabhiingig aussagen, wenn wir ihm die
Form geben:

Das Verhiltnis der Energieen irgend zweier in beliebiger ;
Bewegung begriffener freier Systeme #ndert sich nicht mit
der Zeit.

342 Anmerkung 2. Der Satz von der Erhaltung der Energie
ist eine notwendige Folge des Grundgesetzes. Umgekehrt folgt
aus dem Satz von der Erhaltung der Energie die zweite Teil-
aussage (323) jenes Gesetzes, aber nicht die erste, also nicht
das ganze Gesetz. Ks wiren natiirliche Systeme denkbar,
fir welche der Satz von der Erhaltung der Energie gilte, und
welche sich dennoch nicht in geradesten Bahnen bewegten.
KEs wire zum Beispiel denkbar, daB der Satz von der Er-
haltung der Energie Giiltigkeit hiitte auch fiir belebte Systeme,
und daB dieselben dennoch sich unserer Mechanik entzdgen.
Umgekehrt lieBen sich auch natiirliche Systeme denken,
welche sich nur in geradesten Bahnen bewegten, und fiir welche
dennoch der Satz von der Erhaltung der Energie keine Giiltig-
keit hitte.

L

343 Anmerkung 3. Es ist in neuerer Zeit mehrfach die An-
sicht vorgetragen worden, daB die Energie bewegter Systeme
an einen bestimmten Ort gebunden sei und sich von Ort zu
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Ort fortpflanze. Man hat deshalb die Energie, wie in Hin-
sicht der Unzerstorbarkeit, so auch in dieser Hinsicht mit der
Materie in Vergleich gestellt. Diese Auffassung der Energie
weicht offenbar sehr weit ab von der Auffassung der hier vor-
getragenen Mechanik. Mit dem gleichen Rechte, aber nicht
mit groberem Rechte, kann man sagen: die Energie eines be-
wegten Systems sei am Orte des Systems vorhanden, mit
welchem man sagen kann: die Geschwindigkeit eines bewegten
Korpers sei an den Ort desselben gebunden. Diese letztere
Ausdrucksweise aber ist mit Recht ungebriiuchlich.

3. Kleinste Beschleunigung.

Lehrsatz. Ein freies System bewegt sich in solcher Weise, 344
daB die GroBe seiner Beschleunigung in jedem Augenblick
die kleinste ist, welche mit der augenblicklichen Lage, der
augenblicklichen Geschwindigkeit und dem Zusammenhange des
Systems sich vertriigt.

Denn das Quadrat der GriBe der Beschleunigung ist
nach 280 und 281 gleich

.T, Da nun fiir die natiirliche Bewegung ¢ =0 ist, » einen durch

' die augenblickliche Geschwindigkeit gegebenen Wert hat und
¢ den kleinsten Wert hat, welcher mit der gegebenen Richtung
der Bewegung und dem Zusammenhange des Systems vertrig-
lich ist, so nimmt der Ausdruck selbst den kleinsten, mit den
genannten Nebenumstéinden vertriglichen Wert an.

Anmerkung 1. Die in dem vorigen Lehrsatz ausgesagte 345
Eigenschaft der natiirlichen Bewegung bestimmt diese Bewegung
eindentig, und es kann daher der Lehrsatz das Grundgesetz
vollstiindig vertreten.

Denn soll der Ausdruck

7 ot 24

ein Minimum werden, so muB zuniichst #=0 sein, also das
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System seine Bahn mit konstanter Geschwindigkeit durch-

lanfen, zweitens muBf entweder » =0 sein — alsdann ruht
das System — oder ¢ mufl den kleinsten, bei der Richtung
der Bahn mioglichen Wert haben, — dann ist die Bahn eine
geradeste.

Anmerkung 2. Der Lehrsatz 344 wiirde, als Grundgesetz
vorangestellt, vor der benutzten Form sogar den Vorzug haben,
daBl er das Gesetz in eine einzige unteilbare Aussage zu-
sammenfaBte, nicht nur #uBerlich in einen Satz. Die benutzte
Porm hat aber den Vorzug, daB sie ihre Bedentung klarer
und durchsichtiger erkennen lift.

4. Kiirzeste Bahn,

Lehrsatz. Die natiirliche Bahn eines freien holonomen
Systems zwischen irgend zwei hinreichend benachbarten Lagen
ist kiirzer als irgend eine andere mogliche Bahn zwischen
beiden Lagen.

Denn in einem holonomen System ist eine geradeste Bahn
zwischen hinreichend benachbarten Lagen zugleich die kiirzeste
(190, 176).

Anmerkung 1. Wird die Beschrinkung auf hinreichend
benachbarte Lagen weggelassen, so kann nicht mehr behauptet
werden, daB die natiirliche Bahn kiirzer sei als alle anderen
Bahnen, nicht einmal, daB sie kiirzer sei als alle benachbarten
Bahnen; es gilt aber immer noch die in dem vorigen Satz
enthaltene He}muptmm, daB die Variation der Linge der Bahn
verschwinde beim Ubergang zu irgend einer benachbarten mog-
lichen Bahn (190, 171).

Anmerkung 2. Der vorige Lehrsatz entspricht dem Prinzip
der kleinsten Wirkung in der Form, welche Jacosr diesem
Prinzip gegeben hat. Denn nennen wir fir den Augenblick
m, die Masse, ds, die Weglinge des »ten der n Punkte des
Systems in einem bestimmten Zeitelement, so sagt der Lehr-
satz aus, dab die Variation des Integrals
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verschwinde bei der natiirlichen Bewegung des Systems, und
dies ist die Jacosische Form jenes Prinzips.

Anmerkung 3. Um das Verhilltnis zwischen dem Lehr-
satz 347 und dem JacoBrschen Satz genauer festzustellen
milssen wir aussagen: Nach der gewdhnlichen Auffassung der
Mechanik enthilt der Lehrsatz einen besonderen Fall des
Jacoprschen Satzes, den Fall nimlich, daB keine Krifte
wirken.

Nach unserer Auffassung sind umgekehrt die Voraus-
setzungen des vollstindigen Jacosrschen Satzes als die
engeren zu bezeichnen, und der Jacomrsche Satz ist nach
dieser Auffassung eine Anpassung des Lehrsatzes an beson-
dere Verhiltnisse und seine Umformung auf die Voraussetzungen
derselben.

Anmerkung 4. Der Lehrsatz 347 hat den Satz von der
Erhaltung der Energie weder zur Voraussetzung, noch zur
Folge, sondern ist von demselben ganz unabhingig. Zu-
sammen mit dem Satz von der Energie vermag er das Grund-
gesetz vollstindig zu ersetzen, jedoch nur fiir holonome
Systeme. Angewandt auf andere Systeme wiirde der Satz
allerdings auch bestimmte Bewegungen ergeben, aber diese Be-
wegungen wiirden dem Grundgesetz widersprechen (194), also
falsche Losungen der gestellten mechanischen Probleme sein.

5. Kiirzeste Zeit.

Lehrsatz. Die natiirliche Bewegung eines freien holono-
men Systems fithrt das System in kiirzerer Zeit aus einer
gegebenen Anfangslage in eine hinreichend benachbarte End-
lage, als es durch irgend eine andere mogliche, mit dem glei-
chen konstanten Wert der Energie ausgefiihrte Bewegung ge-
schehen konnte.
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Denn ist fiir alle verglichenen Bewegungen die Energie,
also die Bahngeschwindigkeit die gleiche, so ist die Dauer des
Ubergangs der Bahnliinge proportional, also die kleinste fiir
die kiirzeste Bahn, also fiir die natiirliche Bahn.

Anmerkung. Fillt die Beschriinkung auf hinreichend be-
nachbarte Lagen fort, so wird die Zeit des Ubergangs nicht
mehr notwendig ein Minimum, aber sie behilt immer noch
die Eigenschaft, gleich zu sein fiir die natiirliche Bahn und
alle ihr unendlich benachbarten mdglichen Bahnen (vergl. 848).

Folgerung 1. Fiir die natiirliche Bewegung eines freien
holonomen Systems zwischen gegebenen, hinreichend benach-
barten Endlagen ist das Zeitintegral der Energie kleiner, als
fiir irgend eine andere mégliche, mit dem gleichen konstanten
Wert der Energie ausgefiihrte Bewegung.

Denn es ist jenes Zeitintegral gleich dem Produkt aus
dem gegebenen konstanten Wert der Energie und der Zeit-
dauer des Ubergangs.

Anmerkung 1. Der Lehrsatz 3852, insbesondere in der
Form der Folgerung 854, entspricht dem MaupErTUISSchen
Prinzip der kleinsten Wirkung. Wollen wir sein Verhiltnis zu
diesem Prinzipe genauer feststellen, so miissen wir uns in der-
selben Weise ausdriicken, wie dies in 350 geschehen ist.

Anmerkung 2. Die Folgerung 854 und auch der Lehr-
satz 852 setzen fiir die miteinander verglichenen Bewegungen
die Konstanz der Energie mit der Zeit voraus. Zusammen
mit der Voraussetzung, daB die natiirliche Bewegung sich
itberhaupt unter den verglichenen finde, geniigen sie also zur
Bestimmung derselben und kiénnen das Grundgesetz vertreten,
jedoch nur fiir holonome Systeme. Ihre Voraussetzungen auf
andere Systeme angewandt, wiirden zu falschen mechanischen
Liisungen fiithren.

Folgerung 2. KEin freies holonomes System wird aus
seiner Anfangslage in gegebener Zeit auf groBere geradeste
Entfernung fortgetragen durch seine natiirliche Bewegung, als
durch irgend eine andere mogliche Bewegung, welche mit dem
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gleichen konstanten Wert der Energie erfolgt, wie die natiir-
liche Bewegung.

6. Kleinstes Zeitintegral der Energie.

Lehrsatz. Das Zeitintegral der KEnergie ist beim Uber- 358
gang eines freien holonomen Systems aus einer gegebenen
Anfangslage in eine hinreichend benachbarte Endlage kleiner

fir die natiirliche Bewegung, als fiir jede andere migliche
Bewegung, welche das System in der gleichen Zeit aus der
gegebenen Anfangslage in die gegebene Endlage iiberfiihrt.
Vergleichen wir n#mlich zuniichst nur Bewegungen in
einer und derselben Bahn von der Liu 8, so erreicht unter
diesen das Zeitintegral der Energie sein Minimum fiir diejenige

Bewegung, fiir welche die Bahngeschwindigkeit » konstant ist.
Denn da die Summe der GriBen »df den gegebenen Wert §
hat, so wird die Summe der GrioBen »?d{ dann und nur dann
ihren kleinsten Wert erreichen, wenn alle » gleich sind. Ist
aber die Bahngeschwindigkeit konstant, so ist das Zeitintegral
der Energie gleich (mS8%7, wenn 7' die Dauer des Ubergangs
1anek=]g o eben ist, so verhilt sich fiir verschiedene
Bahnen des Systems das Zeitintegral der Energie wie das
Quadrat der Bahnlinge, erstere Grofe hat also wie die
letztere ihren Minimalwert fiir die nattirliche Bahn.

Anmerkung 1., Fiillt die Beschrinkung auf hinreichend 359

benachbarte Lagen fort, so wird das Zeitintegral der Energie
nicht mehr notwendig ein Minimum, aber seine Variation ver-
schwindet immer noch beim ij'!mrg:'mg zu einer anderen der
in Betracht gezogenen Bewegungen (vgl. 348).

Anmerkung 2. Der vorstehende Lehrsatz entspricht dem 360
Haminroxschen Prinzip. Wollen wir sein Verhiltnis zu diesem
Prinzipe genauner feststellen, so miissen wir uns derselben Aus-
drucksweise bedienen wie in 350.

Anmerkung 3. Der Lehrsatz 858 und die Folgerung 354 361
stimmen darin iiberein, daB sie unter gewissen Klassen mog-
licher Bewegungen die natiirliche Bewegung auszeichnen durch
12

Hertz, Mechanik. 2, Aufl.
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ein und dasselbe Merkmal, néimlich den Minimalwert des Zeit-
integrals der Energie; sie unterscheiden sich aber wesentlich
voneinander dadurch, dall sie ganz verschiedene Klassen

moglicher Bewegungen in Betracht ziehen.

Anmerkung 4. Der Satz von der Erhaltung der KEnergie
ist eine notwendige Folge des Lehrsatzes 858, und dieser Lehr-
satz kann daher, als Prinzip vorangestellt, als vollstindiger
Ersatz fiir das Grundgesetz dienen, jedoch nur in der An-
wendung desselben auf holonome Systeme. Lilit man die
Beschriinkung auf holonome Systeme fallen, so ergibt der
Satz zwar auch bestimmte Bewegungen der materiellen Systeme,
aber diese widersprechen im allgemeinen dem Grundgesetz
und sind also, mechanisch betrachtet, falsche Lisungen der ge-
stellten Probleme.

Riickblick auf 847 bis 362, DBenutzen wir die in den
Lehrsiitzen 847, 352, 3564, 3568 ausgesprochenen Eigenschaften
der natiirlichen Bewegung als Prinzipien zur vollstindigen
oder teilweisen Bestimmung dieser Bewegung, so machen wir
die gegenwiirtiz eintretenden Anderungen im Zustand des
Systems abhiingig von solchen Eigentiimlichkeiten der Be-
wegung, welche erst in der Zukunft hervortreten kinnen, und
welche oft in menschlichen Verrichtungen als erstrebenswerte
Ziele erscheinen. Dieser Umstand hat bisweilen Physiker und
Philosophen dazu gefithrt, in den Gesetzen der Mechanik den
Ausdruck einer bewuBten Absicht auf zukiinftige Ziele, ver-
bunden mit Voraussicht der zweckmibBigen Mittel, zu erblicken.
line solche Auffassung ist aber weder notwendig, noch auch
nur zulissig.

DaB nimlich eine solche Auffassung jener Prinzipien
nicht notwendig ist, ergibt sich daraus, daB die Eigenschaften
der natiirlichen Bewegung, welche eine Absicht anzudeuten
scheinen, als denknotwendige Folgen eines Gesetzes erkannt
wurden, in welchem man den Ausdruck einer Voraussicht in
die Zukunft nicht findet.

Dal jene Auffassung der Prinzipien aber sogar unzulissig
ist, ergibt sich daraus, daB die Kigenschaften der natiirlichen
Bewegung, welche eine Absicht auf zukiinftigen Erfolg anzu-
deuten scheinen, nicht bei allen natiirlichen Bewegungen sich
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finden. Hiitte die Natur wirklich die Absicht, einen kiirzesten
Weg, einen kleinsten Aufwand an Energie, eine kiirzeste Zeit
zu erzielen, so wire es unméglich zu verstehen, wie es Sy-
steme geben konnte, in welchen diese Absicht, obwohl er-
reichbar, dennoch der Natur regelmiBig fehlschliige.

Will man darin, daB ein System unter allen moglichen
Bahnelementen bestiindig ein geradestes auswihlt, den Aus-
druck eines bestimmten Willens erkennen, so steht dies frei:
man sieht alsdann eben schon darin den Ausdruck eines be-
stimmten Willens, daB ein natiirliches System itberhaupt unter
allen moglichen Bewegungen keine willkiirliche, sondern stets
eine durch besondere Merkmale bezeichnete, im voraus be-
stimmbare Bewegung auswihlt.

Analytische Darstellung. Differentialgleichungen
der Bewegung.

Erlauterung. Unter den Differentialgleichungen der Be-
wegung eines Systems verstehen wir einen Satz von Differential-
gleichungen, in welchen die Zeit die unabhingige Variabele,
die Koordinaten des Systems die abhiingigen Variabelen sind,
und welche zusammen mit einer Anfangslage und einer An-
fangsgeschwindigkeit die Bewegung des Systems eindeutig be-
stimmen (331),

Aufgabe 1. Die Differentialgleichungen der Bewegung
eines freien Systems in den rechtwinkligen Koordinaten des-
selben darzustellen,

In 155d haben wir die Differentialgleichungen der gerade-
sten Bahnen des Systems in den rechtwinkligen Koordinaten
abgeleitet. In diese Gleichungen fithren wir anstatt der Bahn-
linge die Zeit ¢ als unabhiingige Variabele ein. Nach dem
Grundgesetz ist ds/dét—w» von ¢, also auch von s unabhiingig,
und wir haben:

A ’ o 0
Ly=T,V 3 Ly =Ty ¥V -
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