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Vorbemerkung. In diesem zweiten Buch werden wir unter 296
Zeiten, Raumen, Massen Zeichen fiir Gegenstinde der #uBeren
Erfahrung verstehen, deren Eigenschaften iibrigens den Eigen-
schaften nicht widersprechen, welche wir vorher den gleich-
benannten Groben als Formen unserer inneren Anschaunung
oder durch Definition beigelegt hatten. Unsere Aussagen iiber
die Beziehungen zwischen Zeiten, Riumen und Massen sollen
daher nicht mehr allein den Anspriichen unseres Geistes ge-
niigen, sondern sie sollen zugleich auch méglichen, insbhesondere
zukiinftigen Erfahrungen entsprechen. Diese Aussagen stiitzen
sich daher auch nicht mehr allein auf die Gesetze unserer
Anschanung und unseres Denkens, sondern aufBlerdem auf
vorangegangene Erfahrung. Den Anteil der letzteren aber,
soweit er nicht schon in den Grundbegriffen enthalten ist,
werden wir zusammenfassen in eine einzige allgemeine Aus-
sage, welche wir als Grundgesetz voranstellen. Eine spiitere,
nochmalige Berufung auf die Erfahrung findet dann nicht mehr
statt. Die Frage nach der Richtigkeit unserer Aussagen fillt
also zusammen mit der Frage nach der Richtigkeit oder
Allgemeingiiltigkeit jener einzigen Aussage.

Abschnitt 1. Zeit, Raum, Masse.

Zeit, Raum und Masse schlechthin sind unserer Erfahrung 297
in keinem Sinne zugiinglich, sondern nur bestimmte Zeiten,
bestimmte riumliche GroBen, bestimmte Massen. Jede be-
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stimmte Zeit, riumliche Griofle oder Masse aber kann das
Ergebnis einer bestimmten Erfahrung bilden. Wir machen
nimlich jene Begriffe zu Zeichen fiir Gegenstiinde der iuberen
Erfahrung, indem wir festsetzen, durch welche sinnlichen Wahr-
nehmungen wir bestimmte Zeiten, riumliche GriéBen und
Massen festlegen wollen. Die Beziehungen, welche wir aus-
sagen als bestehend zwischen Zeiten, Riumen und Massen sind
alsdann in Zukunft Beziehungen zwischen eben diesen sinn-
lichen Wahrnehmungen.

Festsetzung 1. Die Dauer der Zeit bestimmen wir mit
Hilfe des Chronometers nach der Zahl der Schlige seines
Pendels. Die Einheit der Dauer setzen wir durch willkiirliche
Ubereinkunft fest. Als Merkmal eines bestimmten Augenblicks
dient uns sein zeitlicher Abstand von einem durch weitere
willkiirliche Ubereinkunft festgesetzten Augenblick.

Diese Festsetzung enthilt erfahrungsgemiB nichts, was
uns hinderte, die Zeit als stets unabhiingige, niemals abhiingige,
auch stetig von einem Wert zum andern iibergehende Variabele
zu benutzen, Die Festsetzung ist auch bestimmt und ein-
deutig, abgesehen von solchen Unsicherheiten, welche es uns
iiberhaupt nicht gelingt aus unserer Erfahrung fern zu halten,
weder aus der fritheren, noch aus der zukiinftigen.

Festsetzung 2. Die Verhiltnisse des Raumes bestimmen
wir nach den Regeln der praktischen Geometrie mit Hilfe des
MaBstabes. Die Kinheit der Linge setzen wir fest durch will-
kiirliche Ubereinkunft. Als Merkmal eines bestimmten Ortes
im Raume dient uns seine relative Liage gegen ein in Hin-
sicht des entfernteren Fixsternhimmels ruhendes, im iibrigen
durch willkiirliche Ubereinkunft festgesetztes Koordinatensystem.

Bei Anwendung aller Aussagen der Kukripschen Geome-
trie auf die so bestimmten riumlichen Verhiiltnisse stoBen
wir erfahrungsmifiig auf keine Widerspriiche. Unsere Fest-
setzung ist auch bestimmt und eindeutig, abgesehen von Un-
sicherheiten, welche es uns micht gelingt aus unserer wirk-
lichen Erfahrung fernzuhalten, weder aus der fritheren, noch
aus der zukiinftigen.

Festsetzung 3. Die mit den greifbaren Kérpern bewegten
Massen bestimmen wir mit Hilfe der Wage. Als Einheit der
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Masse dient uns die Masse eines durch willkiirliche Uberein-
kunft festgesetzten Korpers.

Die nach dieser Festsetzung -bestimmte Masse der greif-
baren Korper besitzt die Eigenschaften, welche wir der be-
grifflich definierten Masse beilegten. Sie kann mniimlich in
beliebig viele gleiche Massenteilchen geteilt gedacht werden,
deren jedes unzerstérbar und unverfinderlich ist und als Merk-
er Zeit
einem Punkt des Raumes zu jeder anderen Zeit eindeutig
und bestimmt zuzuordnen (3). Die Festsetzung ist auch in
Hinsicht der greifbaren Korper bestimmt und eindeatig, ab-
gesehen von den Unsicherheiten, welche es iiberhaupt nicht
gelingt aus unserer wirklichen Erfahrung fernzuhalten, weder
aus der fritheren, noch aus der zukiinftigen,

mal dienen kann, um einen Punkt des Raumes zu eix

Zusatz zu Festsetzung 3. Ubrigens lassen wir die Ver-
mutung zu, dall es neben den greifbaren Kérpern auch andere
Korper gebe, welche wir nicht ergreifen, nicht bewegen, nicht
auf die Wage legen konnen, und auf welche daher die Fest-
setzung 3 keine Anwendung finden kann. Die Massen solcher
Korper kénnen nur durch Hypothese bestimmt werden.

Was diese hypothetisch anzunehmenden Massen anlangt,
so steht es in unserer Macht, ihnen keine Kigenschaften durch
die Hypothese beizulegen, welche den Eigenschaften der be-
grifflich definierten Masse widerspriichen.

Anmerkung 1. Die vorstehenden drei Festsetzungen sind
nicht neue Definitionen fiir die schon vorher fest definierten
Groflen Zeit, Raum und Masse. Vielmehr stellen sie die Ab-
bildungsgesetze dar, durch welche wir duBere Erfahrung, d, h.
konkrete sinnliche Empfindungen und Wahrnehmungen iiber-
tragen in die Zeichensprache unseres inneren Bildes (ver-
gleiche die Einleitung), und durch welche wir riickwirts die
denknotwendigen Folgen dieses Bildes wieder iibersetzen in
die Gestalt moglicher sinnlicher Empfindungen und Wahr-
nehmungen. Krst durch diese drei Festsetzungen werden also
die Zeichen Zeit, Raum und Masse zu Teilen unserer Schein-
bilder der #uBeren Gegenstinde. KErst durch diese drei Fest-
setzungen auch werden sie weitergehenden Anspriichen unter-
worfen, als der Denknotwendigkeit unseres Geistes,
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Anmerkung 2. Die Unbestimmtheiten, welche unsere
Festsetzungen enthalten, und welche wir in denselben aner-
kannten, sind also nicht Unbestimmtheiten unserer Bilder,
auch nicht unserer Abbildungsgesetze, sondern es sind Unbe-
stimmtheiten der abzubildenden iuBeren Erfahrung selbst.
Wir wollen damit sagen, daB wir durch tatsiichliche Be-
stimmung mit Hilfe unserer Sinne doch keine Zeit genauer
festlegen kinnen, als sie sich messen liBt mit Hilfe der besten
Chronometer, keine Lage genauer als sie sich beziehen lifBit
auf ein mit dem entfernteren Fixsternhimmel ruhendes Koordi-
natensystem, keine Masse genauer, als die besten Wagen sie
uns liefern.

Anmerkung 8. s ist gleichwoll anscheinend die Frage
berechtigt, ob durch unsere drei Festsetzungen wahre oder
absolute MaBe der Zeit, des Raumes und der Masse gegeben
seien, und diese Frage ist nach der Wahrscheinlichkeit zu
verneinen, da unsere Festsetzungen offenbar Zufilligkeiten und
Willkiir enthalten. In Wahrheit aber fillt diese Frage aus
unserer Betrachtung heraus und beriihrt ihre Richtigkeit nicht,
selbst wenn wir der Frage einen deutlichen Sinn beilegen und
sie verneinen wollen. Ks geniigt, daB unsere Festsetzungen
solche MaBe bestimmen, in welchen wir frithere und zukiinftige
Erfahrungen eindeutig bestimmt aussprechen und mitteilen
konnen. Wirden wir andere Mabe festsetzen, so wiirde sich
die Form unserer Aussagen entsprechend #ndern, in solcher
Weise aber, daB die ausgesagten Erfahrungen, die vergangenen
und die zukiinftigen, dieselben blieben.

Materielles System.

Erklirung. Unter einem materiellen System ist fortan
ein System von Massen der Erfahrung verstanden, dessen
Eigenschaften den Kigenschaften der begrifflich definierten
materiellen Systeme nicht widersprechen. In einem natiir-
lichen materiellen Systeme sind also gewisse Lagen und Ver-
riickungen moglich, andere unméglich, und es geniigt die Ge-
samtheit der moglichen Lagen und Verriickungen den Be-
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dingungen der Stetigkeit (121). In einem natiirlichen freien Sy-
steme sind die Zusammenhiinge unabhiingig von der Lage des
Systems gegen alle thm nicht angehtrenden Massen, und un-
abhiingig von der Zeit (122).

Bemerkung dazu. Erfahrungsgemif entspricht den so
definierten Begriffen auch ein wirklicher Inhalt.

Erstens niimlich lehrt uns die Erfahrung, daB es Zu-
sammenhiinge und zwar stetige Zusammenhiinge zwischen den
Massen der Natur gibt. Es gibt also materielle Systeme
im Sinne von 305. Wir diirfen sogar behaupten, daBb andere
als stetige Zusammenhiinge in der Natur nicht gefunden wer-
den, und daB also jedes natiirliche System materieller Punkte
zugleich ein materielles System sei.

Zweitens lehrt uns die Erfabrung, daB die Zusammen-
hiinge eines materiellen Systems unabhiingig sein konnen von
seiner Lage gegen andere Systeme und von seiner absoluten
Lage iiberhaupt. Wir diirfen sogar behaupten, daB diese Un-
abhiingigkeit stets eintritt, sobald ein materielles System von
allen anderen Systemen riumlich hinreichend entfernt wird.
Es gibt also Systeme, welche nur innere Zusammenhiinge
haben, und wir besitzen auch ein allgemeines Mittel, solche
Systeme zu erkennen und herzustellen.

Endlich lehrt uns die Erfahrung drittens, daf die ab-
solute Zeit ohne KinfluB auf die Vorgiinge in natiirlichen
Systemen ist, welche nur inneren Zusammenhingen unter-
liegen. Jedes derartige natiirliche System ist daher auch
nur gesetzmiBigen Zusammenhingen unterworfen und ist da-
her ein freies System. Es gibt also auch freie Systeme im
Sinne von 805, und wir konnen freie Systeme herstellen und
als solche erkennen unabhingig von den Aussagen, welche
wir weiter iiber freie Systeme vorzutragen haben werden.

Anmerkung. Die gesetzmiBigen Zusammenhiinge der
freien Systeme bilden die unabhingig von der Zeit bestehen-
den FEigenschaften derselben. HKs fillt der experimentellen
Physik die Aufgabe zu, aus der unendlichen Erscheinungswelt
solche endliche Gruppen von Massen herauszulosen, welche
als freie Systeme selbstindig bestehen konnen, und aus den

Hertz, Mechanik, 2. Aufl. 11
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in der Zeit und in Verbindung mit anderen Systemen ver-
laufenden Erscheinungen derselben ihre auBerzeitlichen Eigen-
séhaften abzuleiten.

Abschnitt 2. Das Grundgesetz.

308 Wir betrachten es als die Aufgabe der Mechanik, aus den
von der Zeit unabhiingigen Eigenschaften materieller Systeme
die in der Zeit verlaufenden KErscheinungen derselben und
ihre von der Zeit abhingigen Eigenschaften abzuleiten. Zur
Losung dieser Aufgabe stellen wir der Mechanik das folgende
und nur das folgende, der Erfahrung entnommene Grund- \
gesetz zur Verfligung:

309 Grundgesetz. Jedes freie System beharrt in seinem Zu-
stande der Ruhe oder der gleichférmigen Bewegung in einer
geradesten Bahn,

Systema omne liberum perseverare in statu suo quies-
cendi vel movendi uniformiter in directissimam.

Bemerkungen dazu.

310 1. Das Grundgesetz enthiilt nach dem Wortlaut nur Aus-
sagen, welche sich auf freie Systeme beziehen. Da aber jeder
Teil eines freien Systems ein unfreies System ist, so lassen
gich aus dem Grundgesetz auch Folgerungen ableiten, welche
gich auf unfreie Systeme bezichen.

311 2. Die Gesamtheit der Folgerungen, welche aus dem
Grundgesetz in Hinsicht freier Systeme und ihrer unfreien
Teile abgeleitet werden kénnen, bildet den Inhalt der Mechanik. ‘
Andere Ursachen der Bewegung, als welche aus dem Grund-
gesetz entspringen, kennt unsere Mechanik nicht. Die Kenntnis

des Grundgesetzes ist nach unserer Auffassung desselben nicht

allein notwendig zur Lsung der Aufgabe der Mechanik, son-
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dern auch hinreichend zu diesem Zwecke, und dies ist ein
wesentlicher Teil unserer Behauptung.

3. (Definition.) Jede Bewegung eines freien materiellen
Systems oder seiner Teile, welche im Einklange mit dem Grund-
gesetz erfolgt, nennen wir eine natiirliche Bewegung des Sy-
stems im Gegensatz zu den denkbaren und den mdglichen
Bewegungen desselben (257, 258).

Die Mechanik handelt also von den natiirlichen Be-
wegungen der freien materiellen Systeme und ihrer Teile.

-

4. Wir betrachten eine Erscheinung der Korperwelt als
mechanisch und damit als physikalisch erklirt, wenn wir sie
erkannt haben als denknotwendige Folge des Grundgesetzes
und der von der Zeit unabhiingigen Eigenschaften materieller
Systeme.

5. Die vollstindige Erklirung der Erscheinungen der
Korperwelt wiirde also erfordern: 1. ihre mechanische oder
physikalische Erklirung; 2. eine Erklirung des Grundgesetzes;
8. die Erklirung der auBerzeitlichen Eigenschaften der Korper-
welt. Die zweite und dritte dieser Erklirungen aber rechnen
wir nicht mehr in das Gebiet der Physik.

Berechtigung des Grundgesetzes.

Das Grundgesetz betrachten wir als das wahrscheinliche
Ergebnis allgemeinster Erfahrung. Genauer gesprochen ist
das Grundgesetz eine Hypothese oder Annahme, welche viele
Erfahrungen einschlieBt, welche durch keine Erfahrung wider-
legt wird, welche aber mehr aussagt, als durch sichere Er-
fahrungen - zurzeit erwiesen werden kann. Hinsichtlich ihres
Verhaltens zum Grundgesetz lassen sich némlich die mate-
riellen Systeme der Natur in drei Klassen einteilen.

1. Die erste Klasse umfaBt solche Kérpersysteme oder
Teile solcher Kiorpersysteme, welche den Bedingungen der
freien Systeme nach dem unmittelbaren Ergebnis der Erfahrung
geniigen, und auf welche das Grundgesetz ohne weiteres An-
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wendung findet. Hierher gehoren z. B. starre Kirper, welche
sich im leeren Raum, oder vollkommene Fliissigkeiten, welche
sich in geschlossenen Gefillen bewegen.

Aus den Erfahrungen an solchen Korpersystemen ist das
Grundgesetz abgeleitet. In Hinsicht dieser ersten Klasse stellt
es eine nackte Erfahrungstatsache dar.

2. Die zweite Klasse umfat solche Korpersysteme, welche
dann, aber auch nur dann den Voraussetzungen des Grund-
gesetzes sich fiigen, oder welche dann, aber auch nur dann
dem Grundgesetze folgen, wenn der unmittelbaren sinnlichen
Erfahrung gewisse angebbare Hypothesen iiber ihre Natur
hinzugefiigt werden.

a) Hierher gehoren erstens diejenigen Systeme, welche
der Bedingung der Stetigkeit in einzelnen Lagen nicht zu ge-
niigen scheinen, also diejenigen Systeme, in welchen Stéfe im
weitesten Sinne vorkommen. Hier geniigt die im héochsten
Grade wahrscheinliche Hypothese, daB alle Unstetigkeiten
scheinbare sind und verschwinden, sobald es uns gelingt, hin-
reichend kleine Raum- und Zeitteile in Betracht zu ziehen.

b) Hierher gehiren zweitens diejenigen Systeme, in welchen
Fernkriifte, die Kriifte der Wiirme, und andere, nicht immer
vollstindig verstandene Bewegungsursachen titig sind. Wenn
wir die greifbaren Korper solcher Systeme zur Ruhe bringen,
so verharren sie nicht in diesem Zustande, sondern setzen
sich, freigemacht, aufs neue in Bewegung. Sie folgen also
scheinbar nicht dem Grundgesetz. Hier wird die Hypothese
immer wahrscheinlicher, daB die greifbaren Kiorper nicht die
einzigen Massen, ihre sichtbaren Bewegungen nicht die ein-
zigen Bewegungen solcher Systeme sind, sondern daB, wenn
wir die sichtbaren Bewegungen der greifbaren Kérper zur
Ruhe gebracht haben, noch andere, verhorgene Bewegungen in
den Systemen bestehen, welche sich dann, wenn wir die greif-
baren Korper freigeben, diesen aufs neue mitteilen. Uber
diese verborgenen Bewegungen lassen sich, wie es scheint,
stets solche Annahmen machen, daB die vollstindigen Systeme
dem Gesetze gehorchen.

In Hinsicht dieser zweiten Klasse yon natiirlichen Systemen
trigt das Grundgesetz den Charakter einer teils sehr, teils
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ziemlich wahrscheinlichen, aber stets, soweit wir sehen, einer
zuliissigen Hypothese.

3. Die dritte Klasse der Korpersysteme enthiilt solche 318
Systeme, deren Bewegungen sich nicht ohne weiteres als not-
wendige Folgen des Grundgesetzes darstellen lassen, und fiir
welche auch keine bestimmten Hypothesen angegeben werden
kénnen, durch welche sie unter das Gesetz gefiigt wiirden.
Hierher gehdren z. B. alle Systeme, welche organische oder
belebte Wesen enthalten. Unsere Unkenntnis aller hierher
gehorigen Systeme ist aber so groB, daB auch der Beweis
nicht gefiihrt werden kann, daB solche Hypothesen unméglich
seien und dab die Erscheinungen an diesen Systemen dem
Gesetz widersprechen.

Hinsichtlich dieser dritten Klasse von Korpersystemen
trigt also das Grundgesetz den Charakter einer zuliissigen
Hypothese.

Anmerkung. Wenn es zulissig ist, anzunehmen, daf es 319
in der Natur kein freies System gibt, welches dem Grund-
gesetze nicht gehorchte, so ist es zulissig, jedes System iiber-
haupt anzusehen als ein solches freies System oder als Teil
eines solchen freien Systems, so daB es dann in der Tat
kein System in der Natur gibt, dessen Bewegungen nicht
durch seine Zusammenhinge und das Grundgesetz bestimmt
wiren.

Einschrinkung des Grundgesetzes.

In einem Korpersystem, welches dem Grundgesetze ge- 320
horcht, gibt es keine neue Bewegung, noch auch Ursachen
neuer Bewegung, sondern nur die Fortsetzung der bisherigen
Bewegung in gewisser einfacher Weise. Man kann kaum um-
hin, ein solches Korpersystem als ein lebloses oder totes zu
bezeichnen. Wollte man also den Satz auf die gesamte Natur
als das allgemeinste freie materielle System erweitern, und
aussagen: die gesamte Natur verfolge mit gleichbleibender Ge-
schwindigkeit eine geradeste Bahn, so wiirde man sich in
Widerspruch setzen zu einem gesunden und natiirlichen Ge-

BADISCHE
LANDESBIBLIOTHEK




LANDESBIBLIOTHEK

166 Zweites Buch.

fithl. HEs erscheint daher vorsichtiger, die wahrscheinliche
Gltigkeit des Satzes zu beschrinken auf leblose Systeme.
Es trifft dies zusammen mit der Aussage, daB der Satz, an-
gewandt auf die Systeme der dritten Klasse (318), eine un-
wahrscheinliche Hypothese bilde.

Auf diese Erwiigung ist indessen im folgenden keine
Riicksicht genommen, und es ist auch nicht notig, Riicksicht
auf sie zu nehmen, weil, wie wir sahen, das Grundgesetz auch
in Hinsicht dieser Systeme eine wenn auch nicht wahrschein-
liche, so doch zulissige Hypothese bildet. Konnte der Nach-
weis gefithrt werden, daB die belebten Systeme dem Satz
widersprechen, so wiirden diese dadurch aus der Mechanik
ausscheiden. Zugleich wiirde dann, aber auch erst dann, unsere

Mechanik eine KErginzung erfordern in bezug auf diejenigen
unfreien Systeme, welche zwar selber leblos, aber doch Teile
solcher freier Systeme sind, welche belebte Wesen enthalten.

Nach allem, was wir wissen, konnte diese Erginzung in-
dessen dann auch geleistet werden, und zwar durch die Er-
fahrung, daB belebte Systeme auf unbelebte niemals einen
anderen KinfluB auszuiiben vermégen, als welcher auch durch
ein unbelebtes System ausgeiibt werden kionnte. Darnach ist
es moglich, jedem belebten System ein unbelebtes unterzu-
schieben, welches jenes in den gerade behandelten Problemen
zu vertreten vermag, und dessen Angabe wir verlangen
diirfen, um das gegebene Problem zu einem rein mechanischen
zu machen.

Anmerkung, In der gewthnlichen Darstellung der Me-
chanik wird ein #hnlicher Vorbehalt fiir iiberfliissig gehalten,
und als sicher angenommen, daB die Grundgesetze die be-
lebte wie die unbelebte Natur in gleicher Weise umfassen.
Hs ist dies in jener Darstellung auch erlaubt, da man den
Formen der Kriifte, welche dort in die Grundgesetze ein-
treten, zuniichst den weitesten Spielraum 148t und sich
vorbehiilt, spiiter und auBerhalb der Mechanik zu erdrtern,
ob die Krifte der belebten und der unbelebten Natur ver-
schieden seien, und welche Eigenschaften etwa die einen vor
den anderen auszeichnen. In unserer Darstellung ist griBere
Vorsicht geboten, da eine bedeutende Zahl von Erfahrungen,
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welche sich zuniichst nur auf die unbelebte Natur beziehen,
in das Grundgesetz selbst schon einbezogen ist, und die Mog-
lichkeit spiterer Abgrenzung eine weit beschriinktere ist.

Zerlegung des Grundgesetzes.

Die gewihlte Fassung des Gesetzes schlieft sich absicht- 323
lich an die Fassung von NEwrons erstem Bewegungsgesetz
unmittelbar an. Offenbar aber enthiilt diese Fassung drei von
einander unabhiingige Aussagen, nimlich die folgenden:

1. Ein freies System verfolgt keine anderen seiner még-
lichen Bahnen, als nur die geradesten Bahnen;

2, Verschiedene freie Systeme beschreiben in identischen
Zeitriumen einander proportionale Lédngen ihrer Bahnen;

3. Die am Chronometer gemessene Zeit (298) wichst
proportional der Bahnlinge irgend eines bewegten freien
Systems.

Nur die beiden ersten Aussagen enthalten Erfahrungs-
tatsachen von groBer Allgemeinheit. Die dritte rechtfertigt
nur unsere willkiirliche Festsetzung der Zeitmessung und ent-
hilt nur die besondere Erfahrung, daB ein Chronometer in
gewisser Hinsicht sich verhilt wie ein freies System, obgleich
es genau genommen kein solches ist.

Methode der Anwendung des Geseizes.

Wird eine bestimmte Frage in Hinsicht der Bewegung 324
eines materiellen Systemes gestellt, so muB von den folgen-
den drei Fillen notwendig einer eintreten:

1. Es kann die Frage so gestellt sein, daBl das Grund-
gesetz zu einer bestimmten Beantwortung derselben ausreicht.
In diesem Falle ist das Problem ein bestimmtes mechanisches
Problem, und die Anwendung des Grundgesetzes gibt seine
Liésung,.

2. Es kann die Frage so gestellt sein, dal das Grundgesetz 325
zu einer bestimmten Beantwortung derselben unmittelbar nicht
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ausreicht, daB aber der Fragestellung eine oder mehrere An-
nahmen hinzugefiigt werden konnen, durch welche die be-
stimmte Anwendung des Grundgesetzes moglich gemacht wird.

Ist nur eine einzige solche Annahme moglich, und setzen
wir voraus, daB das Problem iiberhaupt ein mechanisches
Problem sei, so muf diese Annahme auch zutreffend sein;
das Problem kann also als ein bestimmtes mechanisches Pro-
blem betrachtet werden, und die Anwendung der hinzugeftgten
Annahme und des Grundgesetzes gibt die Libsung.

Sind mehrere Annahmen miglich, und setzen wir voraus,
daB das Problem fiberhaupt ein mechanisches Problem sei,
so mubP eine dieser Annahmen zutreffen; das Problem kann
alsdann als ein unbestimmtes mechanisches Problem betrachtet
werden, und die Anwendung des Grundgesetzes auf die ver-
schiedenen moglichen Annahmen gibt die mbglichen Losungen.

3. Es kann die Frage so gestellt sein, daB das Grund-
gesetz zur Beantwortung nicht ausreicht, und daB auch keine
Annahmen hinzugefiigt werden kénnen, durch welche die An-
wendung des Grundgesetzes moglich gemacht wiirde. In diesem
Falle muB in den Voraussetzungen der Fragestellung selbst

ein Widerspruch liegen gegen das Grundgesetz oder gegen

die Eigenschaften der Systeme, auf welche sie sich bezieht;
die gestellte Frage kann alsdann iiberhaupt nicht als ein
mechanisches Problem betrachtet werden.

Angendherte Anwendung des Grundgesetzes.

Bemerkung. Wenn aus den gegebenen Bedingungsglei-
chungen eines Systems zusammen mit dem Grundgesetze Glei-
chungen folgen, welche genau die Form der Bedingungsglei-
chungen haben, so ist es fiir die Bestimmung der Bewegung
des Systems gleichgiiltiz, ob wir allein jene urspriinglichen
oder neben und statt derselben die abgeleiteten Bedingungs-
gleichungen als Darstellungen des Zusammenhanges des Systems
betrachten.

Denn wenn wir auch aus der Reihe der urspriinglichen
Bedingungsgleichungen alle diejenigen streichen, welche schon
analytisch aus den iibrigen und aus den abgeleiteten Bedin-
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gungsgleichungen folgen, so geniigen doch den jetzt iibrig
bleibenden urspriinglichen und abgeleiteten Gleichungen sicher-
lich nur mogliche Verriickungen, wenn auch im allgemeinen
nicht alle Verriickungen, welche nach den wurspriinglichen
Gleichungen moglich waren. Eine Bahn, welche unter der
urspriinglichen groBeren Mannigfaltigkeit eine geradeste war,
wird es um so mehr unter der jetzigen beschriinkten Mannig-
faltigkeit sein. Und da sich die natiirlichen Bahnen unter
dieser beschriinkteren Mannigfaltigkeit finden miissen, so sind
die natiirlichen Bahnen die geradesten unter denjenigen, welche
nach den jetzigen Bedingungsgleichungen méglich sind. Dies
ist aber die Behauptung.

Folgernng 1. Gewinnen wir aus der FErfahrung die 328
Kenntnis, dafl ein System gewissen Bedingungsgleichungen
tatsiichlich geniigt, so ist es fir die Anwendung des Grund-
gesetzes vollstéindig gleichgiiltig, ob jene Zusammenhinge
urspriingliche, d. h. physikalisch nicht weiter erklirbare (313)
sind, oder ob es Zusammenhinge sind, welche sich darstellen
lassen als die notwendige Folge anderer Zusammenhiinge und
des Grundgesetzes, welche also eine mechanische Erklirung
zulassen,

Folgerung 2. Gewinnen wir aus der Erfahrung die 329
Kenntnis, daB gewissen Bedingungsgleichungen eines materiellen
Systems nur angeniihert, nicht aber genau geniigt werde, so
ist es gleichwohl zulissig, jene Bedingungsgleichungen als
angenaherte Darstellungen eines wahren Zusammenhanges be-
stehen zu lassen und durch Anwendung des Grundgesetzes
auf sie angeniiherte Aussagen iiber die Bewegung des Systems
zu gewinnen, obwohl es unzweifelhaft feststeht, dab jene an-
gendherten Bedingungsgleichungen nicht einen urspriinglichen,
stetigen, gesetzmifBigen Zusammenhang darstellen, sondern
nur als die angeniherte Folge unbekannter Zusammenhinge
und des Grundgesetzes angesehen werden konnen.

Anmerkung, Auf der vorstehenden Folgerung beruht jede 330
praktische Anwendung unserer Mechanik. Denn bei allen Zu-
sammenhiingen zwischen grobsinnlichen Massen, welche die
Physik entdeckt und die Mechanik verwertet, lehrt eine hin-
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reichend genaue Untersuchung, dafl sie nur angeniherte Giil-
tigkeit haben und daher nur abgeleitete Zusammenhinge sein
konnen. Die letzten, urspriinglichen Zusammenhinge sind wir
gezwungen in der Welt der Atome zu suchen, und sie sind :

uns unbekannt. Aber auch wenn sie uns bekannt wiren,
miiften wir auf ihre Benutzung zu praktischen Zwecken ver-
zichten und verfahren, wie wir verfahren. Denn die wirkliche
Beherrschung jedes Problems erfordert stets die Beschriin-
kung der Betrachtung auf eine #uBerst kleine Zahl von
Variabelen, withrend das Zuriickgehen auf die Zusammen-
hinge der Atome die Einfilhrung einer unermeBlichen Zahl
von Veridnderlichen nitig machen wiirde.

Daf wir aber das Grundgesetz so anwenden diirfen, wie
wir es anwenden, ist nicht als eine neue Erfahrung neben dem
Grundgesetz anzusehen, sondern ist, wie wir sahen, eine not-
wendige Folge eben dieses Gesetzes selbst,

Abschnitt 3. Bewegung der freien Systeme.
Allgemeine Eigenschaften der Bewegung.

|. Bestimmtheit der Bewegung.

331 Lehrsatz. Kine natiirliche Bewegung eines freien Systems
ist eindeutig bestimmt durch die Angabe der Lage und der
Geschwindigkeit des Systems zu einer bestimmten Zeit.

Denn durch die Lage und die Richtung der Geschwindig-
keit ist die Bahn des Systems eindeutig bestimmt (161); die
konstante Geschwindigkeit des Systems in seiner Bahn ist
durch die Grofle der Geschwindigkeit zur Anfangszeit gegeben.

332 Folgerung 1, Durch den gegenwiirtigen Zustand (261)
eines freien Systems sind seine zukiinftigen Zustinde und seine
vergangenen Zustinde zu allen Zeiten eindeutig bestimmt. i

333 Folgerung 2. Kionnte man in irgend einer Lage die Ge-
schwindigkeit eines Systems umkehren (was niemals gegen die
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Bedingungsgleichungen des Systems verstoBen w iirde), so wiirde
das System die Lagen seiner vorherigen Bewegung in umge-
kehrter Reihenfolge durchlaufen.

Bemerkung 1. In einem freien holonomen System (128) gibt 334
es stets eine natiirliche Bewsgung, welche das System in ge-
gebener Zeit aus einer willkiirlich gegebenen n Anfangs- in eine
willkiirlich gegebene KEndlage iiberfiihrt.

Denn es ist stets eine natiirliche Bahn zwischen beiden
Lagen méglich (192); in dieser Bahn ist jede Geschwindigkeit
zuliissig, also auch eine solche, welche das System in der ge-
gebenen Zeit die gegebene Strecke durchlaufen 1Bt

Anmerkung. Die vorige Bemerkung bleibt richtig, wenn 335
an Stelle der Zeit des [berganges die (JE&:(.I\\'.rud]gLut- des
Systems in seiner Bahn oder auch die Energie des Systems
gesetzt wird.

Bemerkung 2. Ein freies System, welches kein holonomes 336
, kann nicht aus jeder méglichen Anfangslage in jede mog-
liche Endlage durch eine natiirliche Bewegung iibergefiihrt
werden (162),

Lehrsatz. Eine natiirliche Bewegung eines freien holo- 337
nomen Systems ist bestimmt durch die Angabe zweier Lagen,
in welchen sich das System zu zwei bestimmten Zeiten
finden soll.

Denn durch diese Angabe ist die Bahn des Systems be-
stimmt und die Geschwindigkeit in dieser Bahn.

Aﬁmerkung 1. Die Bestimmung einer natiirlichen Be- 338
wegung durch zwei Lagen, zwischen welchen sie stattfindet,
ist im allgemeinen eine mehrdeutige; sie ist eine eindeutige,
sobald die Entfernung der beiden Lagen ein gewisses endliches
MaB nicht iiberschreitet und die Linge der beschriebenen
Bahn von der Ordnung dieser Entfernung sein soll (vgl,
167, 172, 190 u. 176).

Anmerkung 2. Kine natiirliche Bewegung eines freien 339
holonomen Systems ist, abgesehen von dem absoluten Wert
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der Zeit, auch bestimmt durch zwei Lagen des Systems und
entweder die Zeitdauer des Uberganges oder die Geschwindig-
keit des Systems in seiner Bahn oder die Energie des Systems.

2. Erhaltung der Energie.

340 Lehrsatz. Die Energie eines in beliebiger Bewegung be-
griffenen freien Systems #ndert sich nicht mit der Zeit.

Denn die Energie setzt sich zusammen (282) aus der Masse

des Systems, welche unveriinderlich ist, und der Geschwindig-
keit lines der Bahn, welche ebenfalls unveriinderlich ist.

341 Anmerkung 1. Von den drei Teilaussagen, in welche wir
das Grundgesetz zerlegten (323), bedurften wir zum Beweise
des Satzes nur die zweite und dritte. Wir kinnen auch die le
dritte entbehrlich machen, und den Satz von einer bestimmten
Art der Zeitmessung unabhiingig aussagen, wenn wir ihm die
Form geben:

Das Verhiltnis der Energieen irgend zweier in beliebiger ;
Bewegung begriffener freier Systeme #ndert sich nicht mit
der Zeit.

342 Anmerkung 2. Der Satz von der Erhaltung der Energie
ist eine notwendige Folge des Grundgesetzes. Umgekehrt folgt
aus dem Satz von der Erhaltung der Energie die zweite Teil-
aussage (323) jenes Gesetzes, aber nicht die erste, also nicht
das ganze Gesetz. Ks wiren natiirliche Systeme denkbar,
fir welche der Satz von der Erhaltung der Energie gilte, und
welche sich dennoch nicht in geradesten Bahnen bewegten.
KEs wire zum Beispiel denkbar, daB der Satz von der Er-
haltung der Energie Giiltigkeit hiitte auch fiir belebte Systeme,
und daB dieselben dennoch sich unserer Mechanik entzdgen.
Umgekehrt lieBen sich auch natiirliche Systeme denken,
welche sich nur in geradesten Bahnen bewegten, und fiir welche
dennoch der Satz von der Erhaltung der Energie keine Giiltig-
keit hitte.

L

343 Anmerkung 3. Es ist in neuerer Zeit mehrfach die An-
sicht vorgetragen worden, daB die Energie bewegter Systeme
an einen bestimmten Ort gebunden sei und sich von Ort zu
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Ort fortpflanze. Man hat deshalb die Energie, wie in Hin-
sicht der Unzerstorbarkeit, so auch in dieser Hinsicht mit der
Materie in Vergleich gestellt. Diese Auffassung der Energie
weicht offenbar sehr weit ab von der Auffassung der hier vor-
getragenen Mechanik. Mit dem gleichen Rechte, aber nicht
mit groberem Rechte, kann man sagen: die Energie eines be-
wegten Systems sei am Orte des Systems vorhanden, mit
welchem man sagen kann: die Geschwindigkeit eines bewegten
Korpers sei an den Ort desselben gebunden. Diese letztere
Ausdrucksweise aber ist mit Recht ungebriiuchlich.

3. Kleinste Beschleunigung.

Lehrsatz. Ein freies System bewegt sich in solcher Weise, 344
daB die GroBe seiner Beschleunigung in jedem Augenblick
die kleinste ist, welche mit der augenblicklichen Lage, der
augenblicklichen Geschwindigkeit und dem Zusammenhange des
Systems sich vertriigt.

Denn das Quadrat der GriBe der Beschleunigung ist
nach 280 und 281 gleich

.T, Da nun fiir die natiirliche Bewegung ¢ =0 ist, » einen durch

' die augenblickliche Geschwindigkeit gegebenen Wert hat und
¢ den kleinsten Wert hat, welcher mit der gegebenen Richtung
der Bewegung und dem Zusammenhange des Systems vertrig-
lich ist, so nimmt der Ausdruck selbst den kleinsten, mit den
genannten Nebenumstéinden vertriglichen Wert an.

Anmerkung 1. Die in dem vorigen Lehrsatz ausgesagte 345
Eigenschaft der natiirlichen Bewegung bestimmt diese Bewegung
eindentig, und es kann daher der Lehrsatz das Grundgesetz
vollstiindig vertreten.

Denn soll der Ausdruck

7 ot 24

ein Minimum werden, so muB zuniichst #=0 sein, also das
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System seine Bahn mit konstanter Geschwindigkeit durch-

lanfen, zweitens muBf entweder » =0 sein — alsdann ruht
das System — oder ¢ mufl den kleinsten, bei der Richtung
der Bahn mioglichen Wert haben, — dann ist die Bahn eine
geradeste.

Anmerkung 2. Der Lehrsatz 344 wiirde, als Grundgesetz
vorangestellt, vor der benutzten Form sogar den Vorzug haben,
daBl er das Gesetz in eine einzige unteilbare Aussage zu-
sammenfaBte, nicht nur #uBerlich in einen Satz. Die benutzte
Porm hat aber den Vorzug, daB sie ihre Bedentung klarer
und durchsichtiger erkennen lift.

4. Kiirzeste Bahn,

Lehrsatz. Die natiirliche Bahn eines freien holonomen
Systems zwischen irgend zwei hinreichend benachbarten Lagen
ist kiirzer als irgend eine andere mogliche Bahn zwischen
beiden Lagen.

Denn in einem holonomen System ist eine geradeste Bahn
zwischen hinreichend benachbarten Lagen zugleich die kiirzeste
(190, 176).

Anmerkung 1. Wird die Beschrinkung auf hinreichend
benachbarte Lagen weggelassen, so kann nicht mehr behauptet
werden, daB die natiirliche Bahn kiirzer sei als alle anderen
Bahnen, nicht einmal, daB sie kiirzer sei als alle benachbarten
Bahnen; es gilt aber immer noch die in dem vorigen Satz
enthaltene He}muptmm, daB die Variation der Linge der Bahn
verschwinde beim Ubergang zu irgend einer benachbarten mog-
lichen Bahn (190, 171).

Anmerkung 2. Der vorige Lehrsatz entspricht dem Prinzip
der kleinsten Wirkung in der Form, welche Jacosr diesem
Prinzip gegeben hat. Denn nennen wir fir den Augenblick
m, die Masse, ds, die Weglinge des »ten der n Punkte des
Systems in einem bestimmten Zeitelement, so sagt der Lehr-
satz aus, dab die Variation des Integrals
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verschwinde bei der natiirlichen Bewegung des Systems, und
dies ist die Jacosische Form jenes Prinzips.

Anmerkung 3. Um das Verhilltnis zwischen dem Lehr-
satz 347 und dem JacoBrschen Satz genauer festzustellen
milssen wir aussagen: Nach der gewdhnlichen Auffassung der
Mechanik enthilt der Lehrsatz einen besonderen Fall des
Jacoprschen Satzes, den Fall nimlich, daB keine Krifte
wirken.

Nach unserer Auffassung sind umgekehrt die Voraus-
setzungen des vollstindigen Jacosrschen Satzes als die
engeren zu bezeichnen, und der Jacomrsche Satz ist nach
dieser Auffassung eine Anpassung des Lehrsatzes an beson-
dere Verhiltnisse und seine Umformung auf die Voraussetzungen
derselben.

Anmerkung 4. Der Lehrsatz 347 hat den Satz von der
Erhaltung der Energie weder zur Voraussetzung, noch zur
Folge, sondern ist von demselben ganz unabhingig. Zu-
sammen mit dem Satz von der Energie vermag er das Grund-
gesetz vollstindig zu ersetzen, jedoch nur fiir holonome
Systeme. Angewandt auf andere Systeme wiirde der Satz
allerdings auch bestimmte Bewegungen ergeben, aber diese Be-
wegungen wiirden dem Grundgesetz widersprechen (194), also
falsche Losungen der gestellten mechanischen Probleme sein.

5. Kiirzeste Zeit.

Lehrsatz. Die natiirliche Bewegung eines freien holono-
men Systems fithrt das System in kiirzerer Zeit aus einer
gegebenen Anfangslage in eine hinreichend benachbarte End-
lage, als es durch irgend eine andere mogliche, mit dem glei-
chen konstanten Wert der Energie ausgefiihrte Bewegung ge-
schehen konnte.
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Denn ist fiir alle verglichenen Bewegungen die Energie,
also die Bahngeschwindigkeit die gleiche, so ist die Dauer des
Ubergangs der Bahnliinge proportional, also die kleinste fiir
die kiirzeste Bahn, also fiir die natiirliche Bahn.

Anmerkung. Fillt die Beschriinkung auf hinreichend be-
nachbarte Lagen fort, so wird die Zeit des Ubergangs nicht
mehr notwendig ein Minimum, aber sie behilt immer noch
die Eigenschaft, gleich zu sein fiir die natiirliche Bahn und
alle ihr unendlich benachbarten mdglichen Bahnen (vergl. 848).

Folgerung 1. Fiir die natiirliche Bewegung eines freien
holonomen Systems zwischen gegebenen, hinreichend benach-
barten Endlagen ist das Zeitintegral der Energie kleiner, als
fiir irgend eine andere mégliche, mit dem gleichen konstanten
Wert der Energie ausgefiihrte Bewegung.

Denn es ist jenes Zeitintegral gleich dem Produkt aus
dem gegebenen konstanten Wert der Energie und der Zeit-
dauer des Ubergangs.

Anmerkung 1. Der Lehrsatz 3852, insbesondere in der
Form der Folgerung 854, entspricht dem MaupErTUISSchen
Prinzip der kleinsten Wirkung. Wollen wir sein Verhiltnis zu
diesem Prinzipe genauer feststellen, so miissen wir uns in der-
selben Weise ausdriicken, wie dies in 350 geschehen ist.

Anmerkung 2. Die Folgerung 854 und auch der Lehr-
satz 852 setzen fiir die miteinander verglichenen Bewegungen
die Konstanz der Energie mit der Zeit voraus. Zusammen
mit der Voraussetzung, daB die natiirliche Bewegung sich
itberhaupt unter den verglichenen finde, geniigen sie also zur
Bestimmung derselben und kiénnen das Grundgesetz vertreten,
jedoch nur fiir holonome Systeme. Ihre Voraussetzungen auf
andere Systeme angewandt, wiirden zu falschen mechanischen
Liisungen fiithren.

Folgerung 2. KEin freies holonomes System wird aus
seiner Anfangslage in gegebener Zeit auf groBere geradeste
Entfernung fortgetragen durch seine natiirliche Bewegung, als
durch irgend eine andere mogliche Bewegung, welche mit dem
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gleichen konstanten Wert der Energie erfolgt, wie die natiir-
liche Bewegung.

6. Kleinstes Zeitintegral der Energie.

Lehrsatz. Das Zeitintegral der KEnergie ist beim Uber- 358
gang eines freien holonomen Systems aus einer gegebenen
Anfangslage in eine hinreichend benachbarte Endlage kleiner

fir die natiirliche Bewegung, als fiir jede andere migliche
Bewegung, welche das System in der gleichen Zeit aus der
gegebenen Anfangslage in die gegebene Endlage iiberfiihrt.
Vergleichen wir n#mlich zuniichst nur Bewegungen in
einer und derselben Bahn von der Liu 8, so erreicht unter
diesen das Zeitintegral der Energie sein Minimum fiir diejenige

Bewegung, fiir welche die Bahngeschwindigkeit » konstant ist.
Denn da die Summe der GriBen »df den gegebenen Wert §
hat, so wird die Summe der GrioBen »?d{ dann und nur dann
ihren kleinsten Wert erreichen, wenn alle » gleich sind. Ist
aber die Bahngeschwindigkeit konstant, so ist das Zeitintegral
der Energie gleich (mS8%7, wenn 7' die Dauer des Ubergangs
1anek=]g o eben ist, so verhilt sich fiir verschiedene
Bahnen des Systems das Zeitintegral der Energie wie das
Quadrat der Bahnlinge, erstere Grofe hat also wie die
letztere ihren Minimalwert fiir die nattirliche Bahn.

Anmerkung 1., Fiillt die Beschrinkung auf hinreichend 359

benachbarte Lagen fort, so wird das Zeitintegral der Energie
nicht mehr notwendig ein Minimum, aber seine Variation ver-
schwindet immer noch beim ij'!mrg:'mg zu einer anderen der
in Betracht gezogenen Bewegungen (vgl. 348).

Anmerkung 2. Der vorstehende Lehrsatz entspricht dem 360
Haminroxschen Prinzip. Wollen wir sein Verhiltnis zu diesem
Prinzipe genauner feststellen, so miissen wir uns derselben Aus-
drucksweise bedienen wie in 350.

Anmerkung 3. Der Lehrsatz 858 und die Folgerung 354 361
stimmen darin iiberein, daB sie unter gewissen Klassen mog-
licher Bewegungen die natiirliche Bewegung auszeichnen durch
12

Hertz, Mechanik. 2, Aufl.
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ein und dasselbe Merkmal, néimlich den Minimalwert des Zeit-
integrals der Energie; sie unterscheiden sich aber wesentlich
voneinander dadurch, dall sie ganz verschiedene Klassen

moglicher Bewegungen in Betracht ziehen.

Anmerkung 4. Der Satz von der Erhaltung der KEnergie
ist eine notwendige Folge des Lehrsatzes 858, und dieser Lehr-
satz kann daher, als Prinzip vorangestellt, als vollstindiger
Ersatz fiir das Grundgesetz dienen, jedoch nur in der An-
wendung desselben auf holonome Systeme. Lilit man die
Beschriinkung auf holonome Systeme fallen, so ergibt der
Satz zwar auch bestimmte Bewegungen der materiellen Systeme,
aber diese widersprechen im allgemeinen dem Grundgesetz
und sind also, mechanisch betrachtet, falsche Lisungen der ge-
stellten Probleme.

Riickblick auf 847 bis 362, DBenutzen wir die in den
Lehrsiitzen 847, 352, 3564, 3568 ausgesprochenen Eigenschaften
der natiirlichen Bewegung als Prinzipien zur vollstindigen
oder teilweisen Bestimmung dieser Bewegung, so machen wir
die gegenwiirtiz eintretenden Anderungen im Zustand des
Systems abhiingig von solchen Eigentiimlichkeiten der Be-
wegung, welche erst in der Zukunft hervortreten kinnen, und
welche oft in menschlichen Verrichtungen als erstrebenswerte
Ziele erscheinen. Dieser Umstand hat bisweilen Physiker und
Philosophen dazu gefithrt, in den Gesetzen der Mechanik den
Ausdruck einer bewuBten Absicht auf zukiinftige Ziele, ver-
bunden mit Voraussicht der zweckmibBigen Mittel, zu erblicken.
line solche Auffassung ist aber weder notwendig, noch auch
nur zulissig.

DaB nimlich eine solche Auffassung jener Prinzipien
nicht notwendig ist, ergibt sich daraus, daB die Eigenschaften
der natiirlichen Bewegung, welche eine Absicht anzudeuten
scheinen, als denknotwendige Folgen eines Gesetzes erkannt
wurden, in welchem man den Ausdruck einer Voraussicht in
die Zukunft nicht findet.

Dal jene Auffassung der Prinzipien aber sogar unzulissig
ist, ergibt sich daraus, daB die Kigenschaften der natiirlichen
Bewegung, welche eine Absicht auf zukiinftigen Erfolg anzu-
deuten scheinen, nicht bei allen natiirlichen Bewegungen sich
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finden. Hiitte die Natur wirklich die Absicht, einen kiirzesten
Weg, einen kleinsten Aufwand an Energie, eine kiirzeste Zeit
zu erzielen, so wire es unméglich zu verstehen, wie es Sy-
steme geben konnte, in welchen diese Absicht, obwohl er-
reichbar, dennoch der Natur regelmiBig fehlschliige.

Will man darin, daB ein System unter allen moglichen
Bahnelementen bestiindig ein geradestes auswihlt, den Aus-
druck eines bestimmten Willens erkennen, so steht dies frei:
man sieht alsdann eben schon darin den Ausdruck eines be-
stimmten Willens, daB ein natiirliches System itberhaupt unter
allen moglichen Bewegungen keine willkiirliche, sondern stets
eine durch besondere Merkmale bezeichnete, im voraus be-
stimmbare Bewegung auswihlt.

Analytische Darstellung. Differentialgleichungen
der Bewegung.

Erlauterung. Unter den Differentialgleichungen der Be-
wegung eines Systems verstehen wir einen Satz von Differential-
gleichungen, in welchen die Zeit die unabhingige Variabele,
die Koordinaten des Systems die abhiingigen Variabelen sind,
und welche zusammen mit einer Anfangslage und einer An-
fangsgeschwindigkeit die Bewegung des Systems eindeutig be-
stimmen (331),

Aufgabe 1. Die Differentialgleichungen der Bewegung
eines freien Systems in den rechtwinkligen Koordinaten des-
selben darzustellen,

In 155d haben wir die Differentialgleichungen der gerade-
sten Bahnen des Systems in den rechtwinkligen Koordinaten
abgeleitet. In diese Gleichungen fithren wir anstatt der Bahn-
linge die Zeit ¢ als unabhiingige Variabele ein. Nach dem
Grundgesetz ist ds/dét—w» von ¢, also auch von s unabhiingig,
und wir haben:

A ’ o 0
Ly=T,V 3 Ly =Ty ¥V -
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Multiplizieren wir demnach die Gleichungen 155d mit mop?®
jetzt X,, so erhalten

und setzen zur Abkiirzung fiir mv =,
wir als Losung der Aufgabe die 8n Gleichungen:

a) ;fd,,.i',—]—\f.r‘r,. X, =0

welche zusammen mit den i Gleichungen (vgl. 1565 h):

3n an  9n -
3 E A 1 Oy . . F
b) \r P \‘.\ - Ty Ly = U
P el died P I
1 1 1 i

die 8n-4i GroBen #, und X, als cindeutige Funktionen der

2, und #, bestimmen.

¥

Anmerkung 1. Die Gleichungen der Bewegung des freien
Systems in der Form 868 werden gewdhnlich als LLAGRANGES

(Gleichungen der ersten Form bezeichnet.

Anmerkung 2. Jede einzelne der Gleichungen 368a gibt
uns, nachdem wir die X, zuerst bestimmt haben, die Kompo-
nente der Beschleunigung des Systems nach einer bestimmten
der rechtwinkligen Koordinaten des Systems.

Aufgabe 2. Die Differentialgleichungen der Bewegung
eines freien Systems in den allgemeinen Koordinaten p, des-
selben auszudriicken.

Die Differentialgleichungen der geradesten Bahnen in den
p, finden wir in 158d. In diese fithren wir statt der Bahnlinge
die Zeit als unabhiingige Variabele ein, indem wir wiederum

bemerken, daB nach dem Grundgesetz ist:

Po=Po (3 - }'.*I’.‘; =Po 8 .

[ndem wir also die Gleichungen 158d multiplizieren mit mov?
und setzen fiir mv®ll, jetzt P,, so erhalten wir als Lisung
der Aufgabe die r Gleichungen:

[

i ¥, e [Ba,, L -7 U T 1 y
a) m'i-\:-r’ o P+ Do D Pors i | 7 ,u,} + Dn Pug Pr=0,
1 TR b “Po | =
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welche zusammen mit den % Gleichungen (vgl. 158b):

e Prglio 2 PoPo=0 b)

ol
die r+ % Grofen ji, und P, als eindeutige Funktionen der
7, und der P, bestimmen.

Anmerkung., Indem wir Gebrauch machen von' der Be- 372
.

ziehung 277, konnen wir die Bewegungsgleichungen 871a in der
Form schreiben:

f”]{\g - _\:" pzy f“z =0

Denken wir uns die P, zuerst bestimmt, so gibt uns
eine jede dieser Gleichungen die Komponente der Beschleu-
nigung nach einer bestimmten der Koordinaten p,, ausgedriickt
als Funktion der augenblicklichen Lage und Geschwindigkeit
des Systems.

Folgerung 1. Driicken wir mit Hilfe der Beziehung 373
291a die Komponenten der Beschleunigung durch die Energie
aus, so nehmen die Bewegungsgleichungen eines freien Systems
die Form an:

H. = zk;_ﬂxg "r)z"_'o

a |3, 1

Anmerkung 1. Die Differentialgleichungen der Bewegung 374
in dieser Form heillen auch die allgemeinen LiaerANGEschen
Gleichungen der Bewegung oder Liacranees Gleichungen der
zweiten Form (vgl. 369).

Anmerkung 2. Ist die Koordinate p, eine freie Koordi- 375
nate, so kommt sie in den Bedingungsgleichungen des Systems
nicht vor (140), die GroBen p,, sind also simtlich gleich Null,
und die auf p, beziigliche Bedingungsgleichung wird:

d (6,E\ 8,8

------ L i =0 .
dt | dp, ;"l P,
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In einem holonomen System konnen (144) stets die simt-
lichen Gleichungen der Bewegung in dieser einfachen Form
dargestellt werden.

376 Folgerung 2. Die Bewegungsgleichungen eines freien ho-
lonomen Systems in irgend welchen » freien Koordinaten Po
des Systems konnen geschrieben werden in der Form der
27 Gleichungen (289, 375):

a,l

a) o — ==

10 ap,
: g a, b
] Jo=—

1¢ ap,
von welchen die ersteren nur Definitionen, die letzteren aber
Erfahrungstatsachen enthalten. Man kann die Bewegungs-
gleichungen in dieser Form auffassen als 2 Differential-
gleichungen erster Ordnung fiir die 2r GroBen p, und gq,,
welche Gleichungen zusammen mit 27 Anfangswerten den Ver-
lauf jener Grofen fiir alle Zeiten bestimmen.

377 Anmerkung 1. Die Gleichungen 876a und b wiirde man
wohl mit Recht als die Poissonsche Form der Bewegungs-
gleichungen bezeichnen.

1 378 Anmerkung 2. Aus den Gleichungen 376 folgen zwei

reziproke Beziehungen, welche analytisch dargestellt sind durch
die Gleichungen:

8yip _ Oyl

a) = (aus b))
P, ap,
.9, O, J
b) oo ,__f : (aus a) und b))
oPs Py

und welche einen einfachen physikalischen Sinn besitzen. Beide
Beziehungen enthalten Elemente der Erfahrung und wiirden
nicht fir jede mogliche Bewegung des Systems gelten, konnen
also auch unter Umstiinden zur Priifung des Grundgesetzes
verwertet werden. Kine dritte analoge, allein aus 376a ab-
geleitete Beziehung wiirde nur die Folge unserer Defini-
tionen sein.
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Folgerung 3. Die Bewegungsgleichungen eines freien ho-
lonomen Systems in irgend welchen r freien Koordinaten p,
des Systems konnen geschrieben werden in der Form der
2r Gleichungen (290, 289, 292, 375):

) 8,/

¢ aq, Y
w00l ”
doy g )

von welchen die ersteren nur Definitionen, die letzteren aber
Erfahrungstatsachen enthalten., Auch in dieser Form er-
scheinen die Bewegungsgleichungen als 2r Differentialglei-
chungen erster Ordnung fir die 2r Groflen p, und g,, welche
Gleichungen zusammen mit 2r Anfangswerten den Verlauf
jener Groben fiir alle Zeiten bestimmen.

Anmerkung 1. Die vorstehenden Gleichungen 379a und b
werden gewohnlich als die Hamriuronsche Form der Be-
wegungsgleichungen fiir ein freies System bezeichnet.

Anmerkung 2. Aus den Gleichungen 379 folgen zwei rezi-
proke Beziehungen, welche analytisch dargestellt sind durch
die Gleichungen:

_6/'?.';{'. — aql?" a)
ap, 0 Po

Opy ___ Puts %
dp, 97, :

und welche eine einfache physikalische Bedeutung besitzen.
Beide Beziehungen enthalten Elemente der Erfahrung und
zeichnen die natiirliche Bewegung vor andern mbglichen Be-
wegungen aus, konnen also auch unter Umstéinden riickwiirts
zur Priifung des Grundgesetzes verwertet werden. Kine dritte
analoge, allein aus 879a abzuleitende Beziehung wiirde nur
die Folge unserer Definitionen sein, also keine mechanische
Bedeutung besitzen.
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s verdient hervorgehoben zu werden, dab die Gleichungen

378a und 3881a verschiedene Aussagen darstellen und nicht
etwa dieselben Aussagen in verschiedener Form.

Innerer Zwang der Systeme.

tem materieller Punkte, zwischen welchen

Lehrsatz, Ein Sj
keine Zusammenhiinge bestehen, beharrt in seinem Zustand
der Ruhe oder der gleichformigen Bewegung lings einer ge-
raden Bahn.

Denn fiir ein solches System ist die gerade Bahn zugleich
die geradeste.

Folgerung 1. Kin freier materieller Punkt beharrt in
seinem Zustand der Ruhe oder der gleichférmigen Bewegung
in einer geraden Bahn (Gariners Trigheitsgesetz oder NEw-
ToNs Lex prima)

Folgerung 2. Die Beschleunigung eines H_\_':StLTID\‘ mate-
rieller Punkte, zwischen welchen keine Zusammenhinge be-
stehen, 1st Null. Die Zusammenhiinge zwischen den Puankten
eines materiellen Systems konnen also als die Ursache auf-
gefalit werden, aus welcher die Beschleunigung im allgemeinen
von Null abweicht.

Definition, Die Abiinderung, welche die siimtlichen Zu-
sammenhiinge eines materiellen Systems an seiner Beschleu-
nigung hervorrufen, heifit der Zwang, welchen die Zusammen-
hiinge dem System auferlegen; jene Abiinderung wird auch
kurz der innere Zwang oder noch kiirzer der Zwang des Sy-
stems genannt.

Der Zwang wird gemessen durch den Unterschied zwischen
der wirklichen Beschleunigung des Systems und der Beschleu-
nigung derjenigen natiirlichen Bewegung, welche bei Aufhebung
simtlicher Bedingungsgleichungen des Systems eintreten wiirde;
er ist gleich der ersteren vermindert um die letztere.

Folgerung 1. Der innere Zwang eines Systems ist wie
die Beschleunigung eine Vektorgrife in bezug auf das System.
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Folgerung 2. In einem freien System ist der inmere 357
Zwang gleich der Beschleunigung des Systems; er ist hier in
der Tat nur eine andere Auffassung der Beschleunigung (382).
Lehrsatz 1. Die Grobe des Zwanges ist in jedem Augen- 388
blick fiir die natiirliche Bewegung eines freien Systems
kleiner als fiir irgend eine andere mogliche Bewegung, welche
in dem betrachteten Augenblick nach Lage der Geschwindig-
keit mit jener zusammenfiillt.

Denn diese Behauptung ist nach 387 nur im Ausdruck ver-

schieden von dem Lehrsatz 344,

Folgerung. FEin jeder Zusammenhang, welcher den vor- 389
handenen Zusammenhiingen des Systems hinzugefiigt wird, ver-
grofert den Zwang des Systems. Die Auflésung irgend eines
Zusammenhanges #ndert die natiirliche Bewegung in solcher
Weise, dabll sich der Zwang verkleinert.

Anmerkung 1. Der vorstehende Lehrsatz entspricht dem 390
Gavssschen Prinzip des kleinsten Zwanges. Um sein Ver-
hiiltnis zu diesem Prinzipe genau darzustellen, wiirden wir uns
derselben Ausdrucksweise zu bedienen haben wie in 350.

Anmerkung 2. Das Gausssche Prinzip und das Trig- 391

heitsgesetz (f zusammen konnen das Grundgesetz vollstiindig

ersetzen, und zwar fir alle Systeme.
Denn sie sagen zusammen den Lehrsatz 344 aus.

Lehrsatz 2. Die Richtung des Zwanges steht bei der 392
natiirlichen Bewegung eines freien Systems bestiindig senkrecht
auf jeder moglichen oder virtuellen (111) Verriickung des Sy-
stems aus seiner augenblicklichen Lage.

Denn die Komponenten des Zwanges nach den Koordi-
naten p, sind nach 887 in einem freien System gleich £,
konnen also nach 872 geschrieben werden in der Form:

1 LI\
sind also nach 250 senkrecht auf jeder mdglichen Verriickung
des Systems.
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Symbolischer Ausdruck. Bezeichnen die Jp, die Ande-
rungen der Koordinaten p, fiir irgend eine beliebige mogliche
oder virtuelle Verriickung des Systems, so gibt die Gleichung:

.
1 ¥ G
:l' \:r II"J !)Jll"“i -{'
1

einen symbolischen Ausdruck des vorigen Lehrsatzes. Denn
die Gleichung ersetzt den Lehrsatz nach 249, und sie ist sym-
bolisch, insofern sie als Symbol fiir unendlich viele Gleichungen
steht. '

Wenden wir rechtwinklige Koordinaten an, und bezeichnet
dr, die fﬁmlerung von z, fiir irgend eine mogliche oder vir-
tuelle Verriickung, so nimmt die Gleichung a) die Gestalt an:

3n
b) >
1

v by -}:i' (),i"__ =)

Anmerkung 1. Der vorstehende Lehrsatz 892 entspricht
dem pD’'Aremserrschen Prinzip; die Gleichungen 893a und b
entsprechen der gewohnlichen Darstellungsweise desselben. Um
das Verhiltnis zwischen diesem Prinzip und jerem Lehrsatz
genau festzustellen, wiirden wir uns derselben Ausdrucksweise
zu bedienen haben wie in 350.

Anmerkung 2. Aus der Bedingung, daf der Zwang senk-
recht stehe auf jeder virtuellen Verriickung des Systems, folgen
nach 250 die Bewegungsgleichungen der freien Systems in der
Form 872. Das p’Auemserrsche Prinzip kann also fiir sich
allein das Grundgesetz vertreten und zwar fir alle Systeme.
Das von uns benutzte Grundgesetz hat vor jenem Prinzip die
einfachere und durchsichtigere Bedeutung voraus.

Folgerung 1. In einem freien System steht die Beschlen-
nigung bestindig senkrecht auf jeder méoglichen Verriickung
des Systems aus seiner augenblicklichen Lage.

Folgerung 2. Bei der Bewegung eines freien Systems
steht die Beschleunigung bestiindig senkrecht auf der Richtung
der wirklichen augenblicklichen Bewegung,
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Folgerung 3. Bei der Bewegung eines freien Systems ist 398
die Komponente der Beschleunigung in jeder Richtung einer
mbglichen Bewegung bestindig gleich Null.

Folgerung 4. Die Komponente der Beschleunigung eines 399
freien Systems in der Richtung irgend einer freien Koordinate
des Systems ist bestindig gleich Null

Lehrsatz. [Ein freies System bewegt sich in solcher Weise, 400
daB die Komponente der Beschleunigung in Richtung einer
jeden Koordinate der absoluten Lage bestindig Null bleibt,
welches auch immer der innere Zusammenhang zwischen den
Punkten des Systems ist.

Denn welches auch der Zusammenhang des Systems ist,
Jede Koordinate seiner absoluten Lage ist eine freie Koordi-
nate (142),

Folgerung. Wihlen wir die Koordinaten eines freien Sy- 401
stems fibrigens beliebig, aber doch so, daB sich unter ihnen
sechs Koordinaten der absoluten Lage finden (19), so kinnen
wir auch ohne Kenntnis des Zusammenhanges des Systems,
oder ohne vollstindige Kenntnis desselben, doch stets sechs
Differentialgleichungen der Bewegung des Systems angeben.

Besondere Wahl der Koordinaten. Die folgende Wahl von 402
Koordinaten der absoluten Lage ist fiir jedes System eine zu-
lissige Wahl.

Wir bezeichnen mit

LRI 3
die arithmetischen Mittelwerte derjenigen rechtwinkligen Koordi-
naten aller Massenteilchen, welche beziehlich mit », x, 2, pa-
rallel sind. Die Grofen «,
winklige Koordinaten eines Punktes von mittlerer Lage, welchen
wir den Schwerpunkt des Systems nennen. Durch den Schwer-
punktlegen wir drei Gerade parallel den drei Koordinatenachsen;
durch diese drei Geraden und alle Massenteilchen legen wir
Ebenen und bezeichnen mit

@, o, betrachten wir als recht-

(73] (7] (7]

1 2 2
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die arithmetischen Mittelwerte der Winkel aller durch dieselbe
Gerade gelegten Ebenen mit einer beliebigen unter ihnen.
Die sechs GroBen ¢ und @ sind voneinander unabhingig ver-
inderliche Griflen, deren _-.infin-ruug notwendig eine Anderung
in der Lage des Systems bedingt, und welche durch die Kon-
figuration allein nicht bestimmt sind. Wir kinnen also diese
sechs GroBen zu Koordinaten der absoluten Lage machen (21),
und wir machen sie zu Koordinaten der absoluten Lage, so-
bald wir neben ihnen nur noch Konfigurationskoordinaten als
weitere Koordinaten einfiihren.

Krteilen wir den ¢z und @ beliebige Veriinderungen, withrend
wir die iibrigen Koordinaten festhalten, so bewegt sich das
System wie ein starrer Korper. Wir erhalten daher aus rein
geometrischen Griinden fiir die Anderuncen der rechtwinkligen
Koordinaten, wenn wir den Index » von 1 bis n laufen
lassen (1

dity, o=dot; (2, O5) dwrg— (Xg, _1— 0tz) dg

a) Ay, _1=dttst (Tgy _o—0y) dvg— (Xg, ~as) dw
| 1 By =2 1 3 Sy 1

| dig, =day+(Tg,_1—ta) dty—(Lg,_o— ) dw)y

Hieraus ergeben sich, wenn wir auch nun die x, als Funk-
tionen simtlicher Koordinaten betrachten, die Werte der par-
tiellen Differentialquotienten der z, nach den ¢ und w; also

zum Beispiel:

023, o o o
b) Wi =1 , =0, A
dety dey
da 02,1 dxs,
8), = =0 , - — (g, — Ot3) ; Vo, 11— Cla
oriq diy oy X 5

Folgerung 1. Zufolge der Bemerkung, daB die Be-
schleunigungen des Systems nach den Koordinaten ¢, &, ¢, ver-
schwinden miissen (400), gelten die drei Gleichungen:
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Denn nach 242 und 275 ist die Beschleunigung nach der
Koordinate ¢, des Schwerpunktes gleich:

also nach 402b gleich:

und entsprechende Ausdriicke gelten fir die Beschleunigungen

nach ¢, und «,.

Anmerkung. Die drei Gleichungen 403, welche sich un-
mittelbar zweimal integrieren lassen und dann aussagen, daB
der Schwerpunkt eines freien Systems sich in gleichférmiger,
geradliniger Bewegung befindet, enthalten das sogenannte
Prinzip des Schwerpunktes.

Folgerung 2. Zufolge der Bemerkung, daB die Be-
schleunigungen des Systems nach den Koordinaten w, @, o,
verschwinden miissen (400), gelten die drei Gleichungen:

Ua, Ugy _i]__-il
r':." 2 gy }'__” )
— ( .

Denn nach 242 und 275 ist die Beschleunigung nach m,
gleich:

LA e
~ ® 4

“or dw, m

also nach 402¢ gleich:
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und entsprechende Werte gelten fiir die Beschleunigungen
nach m, und m,.

Anmerkung. Die drei Gleichungen 405 enthalten das so-
genannte Prinzip der Fliichen. Jene Gleichungen lassen sich
namlich unmittelbar einmal integrieren und ergeben dann die
Differentialgleichungen erster Ordnung:

¥ My, (Bgy_y : Tgy dgyq)=const; ,
Svm, (Zsy,, gy 0— Tay0Ts, )=oconsk ,
GRS
> My, (Lgys Tay_y — Toy_1 T3y o) = CODSE;

1

welche die folgende, den Namen rechtfertigende geometrische
Deutung erlauben:

Ziehen wir vom Ursprung der Koordinaten nach jedem
Massenteilchen des Systems einen Radius, so wichst die
Summe der Projektionen der von diesen Radien beschriebenen
Flichen auf jede der drei Koordinatenebenen gleichférmig mit
der Zeit.

Anmerkung 1 zu 402 bis 406. Wir haben die Prinzipien
des Schwerpunktes und der Flichen als hesondere Fille des
allgemeinen Lehrsatzes 400 eingefithrt. Wir hitten hierzu
kein Recht gehabt, wenn man, wie es bisweilen geschieht, als
den wesentlichen Inhalt jener Prinzipien den Vorteil ansehen
wollte, dall sie Integrale der Bewegungsgleichungen liefern.
Diese Auffassung scheint uns aber schon deshalb unzulissig,
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weil das Ergebnis des Flichensatzes doch nur in uneigent-
lichem Sinne ein Integral genannt werden kann. Als wesent-
lichen Inhalt jener Prinzipien betrachten wir vielmehr, wie uns
scheint mit Recht, den Vorteil, daB sie Behauptungen liefern,
welche unabhiingig von dem besonderen Zusammenhang des
Systems allgemeingiiltig ausgesagt werden konnen.

Anmerkung 2 zu 402 bis 406. Bei der Ableitung des Satzes
vom Schwerpunkt und des Flichensatzes als besonderer Fille
des Satzes 400 haben wir nicht von allen Eigenschaften Ge-
brauch gemacht, welche wir den ¢ und den w durch die
Definition beilegten. In der Tat hiitten wir jene Siitze auch
mit Benutzung anderer Koordinaten ableiten kénnen, z. B.
aller Koordinaten, welche mit den ¢ und ® gleiche Richtung
haben, ohne doch identisch mit ihnen zu sein. Uberhaupt
wiirden wir bei beliebiger Wahl der Koordinaten nicht jedes-
mal 6 Gleichungen erhalten, welche einen neuen physikalischen
Sinn ergiiben oder von den Gleichungen 403 und 405 vollig
unabhiingig wiren, sondern es wiirden stets diejenigen Glei-
chungen sein, welche aus den Gleichungen 408 und 405 durch
Transformation auf die gewithlten Koordinaten entstehen. Aber
fiir alle diese verschiedenen Formen gibt der Lehrsatz 400
einen gemeinschaftlichen Ausdruck und den physikalischen Sinn.

Holonome Systeme.

Bemerkung, Ist fiir ein holonomes System die geradeste
Entfernung (217) bekannt, so lassen sich die Gleichungen der
geradesten Bahnen in endlicher Form darstellen (225). Diese
Bahnen sind aber die natiirlichen Bahnen des Systems, so-
bald dasselbe frei ist, und alle Bewegungen, bei welchen sie
mit gleichbleibender Geschwindigkeit durchlaufen werden, sind
natiirliche Bewegungen des Systems. Die Bewegungsglei-
chungen eines freien holonomen Systems werden sich also in
endlicher Form darstellen lassen.

Aufgabe. Die Bewegungsgleichungen eines freien holo-
nomen Systems mit Hilfe der geradesten Entfernung desselben
darzustellen.
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(410) Es sei wie frither § die geradeste Entfernung des Sy-

stems, gedacht als Funktion der freien Koordinaten p, und p,

ihrer Anfangs- und Endlage. KEs sei ¢, die Zeit, zu welcher ‘
das '-‘.';\}'?-'tt]u die ;\1|‘.';m;_r~'l:a:t-. (5] die Zeit, zu welcher es die
Endlage durchliuft. Es ist dann #—# die Dauer des Uber-

gangs, also
a) ()

die konstante Geschwindigkeit des Systems in seiner Bahn,

also seine Energie:

b) = & i -
2 (t—15)*

und seine Momente g, und ¢, zu den Zeiten # und #:

- [ iy V @, €08 8,14,
e)
S y
Go, = 1 pg, COS 8,1
{.1 f-_ & 00y JJI g1
. Fiir die Gleichungen der geradesten Bahnen finden wir

zwei Formen in den Gleichungen 224a und 226a. Multipli-
zieren wir dieselben mit mS8/(t,—7%) oder, was nach b) das-
selbe ist, mit l';‘_imf:-', so erhalten wir die folgenden vier Sitze
von je r Gleichungen:

m a8
d) Qo = L} 5
1
€) To, ~
s : - a8
f) To, | 2m b =
N Po;
s 68

ap

= I';'_’m B —
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Damit ist unsere Aufgabe gelist und zwar in mehrfacher
Weise.

Denn betrachten wir # als die variabele Zeit, und also
die p, als die Koordinaten der mit dieser Zeit sich ver-
indernden Lage, so bestimmen uns die » G leichungen e) diese
r Koordinaten als endliche Funktionen von ¢, und das gleiche
leisten uns die Gleichungen g), wenn wir zu diesen noch die
Beziehung zwischen # und #, also die Gleichung b) hinzu-
nehmen. Die 27 Groflen p, und g, spielen dabei die Rolle der
2r willkiirlichen Konstanten. Bei der gleichen Betrachtungs-
weise geben uns nebenbei auch die Gleichungen d), oder f)
und b), die Bewegungsgleichungen des Systems, und zwar nun-
mehr als Differentialgleichungen erster Ordnung, in welchen
die r GroBen P, die Rolle der » willkiirlichen Konstanteu
ithernehmen.,

Oder betrachten wir, was nicht minder erlaubt, die Zeit
o als die variabele Zeit, also die Lage 0 als die variabele
Lage, so geben uns die Gleichungen d), oder auch f) und b),
die Bewegungsgleichungen in endlicher Form, mit der Zeit #
als unabhiingiger, den p, als abhiingigen Variabelen und den
Po, und g, als 2r willkiirlichen Konstanten. Zugleich geben
uns dann nebenbei die Gleichungen e), oder auch g) und b),
die Bewegungsgleichungen in der Gestalt von Differentialglei-
chungen erster Ordnung, in welchen die po, die Rolle von r
willkiirlichen Konstanten spielen.

Folgerung 1. Setzen wir
VeEm.S=T |, i)

und betrachten 7 als Funktion der p,, p, und von #, so
lassen sich die natiirlichen Bewegungen des Systems darstellen
in der Form:

ar
Irf’."l = dap, b)
al
o= — ap, %
!’J i
ly—t, = 97 a)

Hertz, Mechanik. 2. Aud, *
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Denn die Gleichungen b) und ¢) fallen zusammen mit den
Gleichungen 410f und g, und die Gleichung d) folgt aus Glei-
chung a) und 410b.

412 Anmerkung. Die so eingefiihrte Funktion /7 ist Hamrr-
mons charakteristische Funktion des Systems; sie ist bei Ha-
vinrox mit dem gleichen Buchstaben bezeichnet. Kine solche
Funktion besteht also nur fir holonome Systeme. Ihrer
mechanischen Bedeutung mnach gibt die charakteristische
Funktion den doppelten Wert des Zeitintegrals der Knergie
an, welcher eintritt, wenn das System mit gegebener Energie
aus gegebener Anfangs- in gegebene Endlage iibergeht, ge-
dacht als Funktion jener Energie und der Koordinaten der
Anfangs- und der Endlage.

Denn es ist nach Gleichung 41la und 410b:

V=2K/({,—t))
dem Werte nach, der Form nach allerdings nur dann, wenn

wir in der rechten Seite die Dauer des Ubergangs #—# als
Funktion von # und den p, und p, dargestellt denken.

413 Lehrsatz. Die charakteristische Funktion 7/~ eines freien
. holonomen Systems geniigt den beiden partiellen Differential-

gleichungen erster Ordnung:

b ol WL LB
R s ol ' 0p,, 0P,

ar av

P, r':pr,J -

G
1 1 1
\,,\..,— /){”To

9 Pl
< m . T

Denn dieselben werden erhalten durch Multiplikation der
Gleichungen 227 fiir die geradeste Entfernung mit 2m# und
Beachtung der Gleichung 411a.

414 Folgerung 2. Setzen wir
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und betrachten P als Funktion der p,,p, und von # und #,
so stellen die Gleichungen:

8P
i i
aP
0= —3 P 2

die natiirlichen Bewegungen des Systems dar. Die Energie #
des Systems kann aus P unmittelbar abgeleitet werden mit
Hilfe der Gleichungen:

a"() '-j_)
o B 2

at,  at

Denn die Gleichungen b) und e¢) fallen zusammen mit
den Gleichungen 410d und e, und die Gleichungen ) folgen
aus Gleichung a) und 410b.

Anmerkung., Die jetzt eingefithrte Funktion P ist die 415
Hamruronsche Prinzipalfunktion des Systems: sie ist bei Ha-
MILTON selbst mit § bezeichnet. Nur fiir holonome Systeme be-
| steht eine solche Funktion. IThrer mechanischen Bedeutung nach
gibt die Prinzipalfunktion den Wert des Zeitintegrals der
Energie an, welcher eintritt, wenn das System in gegebener
Zeit aus gegebener Anfangs- in gegebene KEndlage iibergeht,
gedacht als Funktion jener Zeit und der Anfangs- und End-
werte der Koordinaten. %
Denn es ist nach Gleichungen 414a und 410b:

P=E(t—t)

dem Werte nach, der Form nach allerdings nur dann, wenn
wir uns in der rechten Seite Z als Funktion der Pous Po, Und
der # und ¢ dargestellt denken.

Lehrsatz. Die Prinzipalfunktion eines freien holonomen 416
Systems geniigt den beiden partiellen Differentialgleichungen
erster Ordnung:

13
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1 -\1 -\1 A P eP P
] 0 - — e

2 00 ap,, 0P, ét,

| — -y agFP dFP o

> dpy, Pa, ) dfy

Denn dieselben werden erhalten, indem man die Glei-
chungen 227 multipliziert mit (410b)

‘3
m S -

l‘;.
2(t—t)*

und die Beziehungen 414a und d beachtet.

Anmerkung zu 411 bis 416. Ebenso wie wir in 232 bis
236 von den Differentialgleichungen 227 ausgehend Funktionen
betrachten konnten, welche der geradesten Entfernung ver-
wandt waren und sie in analytischer Hinsicht vollkommen er-
setzten, ohne doch eine gleich einfache geometrische Bedeutung
wie sie zu haben, ebenso kionnen wir von den Differential-
gleichungen 413 und 416 ausgehend zu Funktionen gelangen,
welche der charakteristischen Funktion und der Prinzipal-
funktion verwandt sind und in analytischer Hinsicht gleiche
Dienste leisten oder selbst Vorteile bieten, deren Bedeutung
in physikalischer Hinsicht aber durch die mathematische Ver-
wickelung mehr und mehr verdunkelt erscheint, Solche Funk-
tionen wiirde man passend als Jacopische Prinzipalfunktionen
und charakteristische Funktionen bezeichnen.

Es erhellt iibrigens, daB auch schon in der charakte-
ristischen Funktion und in der Prinzipalfunktion nur der ein-
fache Sinn der geradesten Entfernung und auch dieser in
leichter Verschleierung auftritt, so daB die Einfithrung jener
Funktionen nebeneinander und neben der geradesten KEnt-
fernung nur eine geringe Bedeutung haben wiirde, wenn es
gsich stets, wie hier, um die Betrachtung vollstiindig bekannter
freier Systeme handelte.
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Dynamische Modelle.

Definition. Ein materielles System heiBt dynamisches
Modell eines zweiten Systems, wenn sich die Zusammenhinge
des ersteren durch solche Koordinaten darstellen lassen, daB
den Bedingungen geniigt ist:

1. daB die Zahl der Koordinaten des ersten Systems
gleich der Zahl der Koordinaten des andern Systems ist,

2. daB nach passender Zuorduung der Koordinaten fiir
beide Systeme die gleichen Bedingungsgleichungen bestehen,

3. dab der Ausdruck fiir die GriBe einer Verrtickung in
beiden Systemen bei jener Zuordnung der Koordinaten iiber-
einstimme,

Je zwei einander zugeordnete Koordinaten beider Systeme
heifen auch korrespondierende. Korrespondierende Lagen,
Verriickungen, usw. heiBen solche Lagen, Verriickungen, usw.
beider Systeme, welchen gleiche Werte der korrespondierenden
Koordinaten und ihrer Anderungen zugehoren,

Folgerung 1. Ist ein System Modell eines zweiten Sy-
stems, so ist auch umgekehrt das zweite System Modell des
ersten. Sind zwei Systeme Modelle eines dritten, so sind sie
auch Modelle voneinander. Das Modell des Modells eines
Systems ist auch Modell des urspriinglichen Systems.

Alle Systeme, welche Modelle voneinander sind, heiBen
auch dynamisch #hnlich.

Folgerung 2. Die Eigenschaft eines Systems, Modell
eines andern zu sein, ist unabhiingig von der Wahl der
Koordinaten des einen oder des andern Systems, obwohl sie
erst bei besonderer Wahl der Koordinaten unmittelbar her-
vortritt.

Folgerung 3. Ein System ist noch nicht vollstindig be-
stimmt dadurch, daf es Modell eines gegebenen Systems ist.
Unendlich viele, physikalisch ghnzlich verschiedene Systeme
kinnen Modelle eines und desselben Systems sein. Ein System
ist Modell unendlich vieler, ginzlich verschiedener Systeme.

Denn die Koordinaten der Massen der beiden Systeme,
welche Modelle voneinander sind, konnen der Zahl nach
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ginzlich verschieden und giinzlich verschiedene Funktionen der
korrespondierenden Koordinaten sein.

Folgerung 4. Modelle holonomer Systeme sind wieder

holonome Systeme. Modelle nicht holonomer Systeme sind
wieder nicht holonome Systeme.

Anmerkung. Damit ein holonomes System Modell eines
es, daB sich solche freie Koordinaten beider

andern sei, genil
angeben lassen, in welchen der Ausdruck fiir die Grofle der
Verriickung beider Systeme der gleiche wird.

Lehrsatz. Haben zwei Modelle voneinander korrespon-
dierende Zustinde zu einer bestimmten Zeit, so haben sie
korrespondierende Zustinde zu allen Zeiten.

Denn durch die Bedingungsgleichungen eines Systems,
den Ausdruck fiir die GroBe der Verriickung (164) und durch
die Anfangswerte der Koordinaten und ihrer Veriinderung (332)
ist der Verlauf dieser Koordinaten fiir alle Zeiten bestimmt,
welche Funktion dieser Koordinaten auch immer die Lage
der Massen des Systems ist.

Folgerung 1. Um den Ablauf der natiirlichen Bewegung
eines materiellen Systems vorauszusehen, geniigt die Kenntnis
eines Modells jenes Systems. Das Modell kann unter Um-
standen viel einfacher sein, als das System, dessen Bewegungen
es darstellt.

Folgerung 2. Sind von einer Anzahl materieller Systeme,
welche Modelle voneinander sind, dieselben Grofen korre-
spondierende Koordinaten, und sind nur diese korrespondierenden
Koordinaten der Beobachtung zuginglich, so sind alle diese
Systeme in Hinsicht der beschriinkten Beobachtung nicht von-
einander verschieden, sondern erscheinen als gleiche Systeme,
wie verschieden auch in Wahrheit in ihnen Zahl und Zu-
sammenhang der materiellen Punkte sein moge.

Es ist daher auch unméglich, allein aus der Beobachtung
der natiirlichen Bewegungen eines freien materiellen Systems,
d. h. ohne direkte Bestimmung seiner Massen (300), den Zu-
sammenhang des Systems weiter zu erkennen, als soweit, dab
man ein Modell des Systems angeben konne.
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Anmerkung 1. Lassen wir allgemein und ohne Ein-
schrinkung zu, daB auBer den unmittelbar, d. h. den mit der
Wage bestimmbaren Massen noch andere, hypothetische Massen
(801) in den Systemen der Natur sich finden kénnen, so ist
es iiberhaupt unméglich, in der Erkenntnis des Zusammen-
hanges natiirlicher Systeme weiter zu gelangen, als soweit,
dafl man Modelle der wirklichen Systeme angeben konne.
Wir konnen dann in der Tat keine Kenntnis haben, ob die
Systeme, welche wir in der Mechanik betrachten, mit den
wirklichen Systemen der Natur, welche wir zu betrachten
meinen, in irgend etwas anderem iibereinstimmen, als allein
darin, daB die einen Modelle der anderen sind.

Anmerkung 2. Das Verhiiltnis eines dynamischen Modells
zu dem System, als dessen Modell es betrachtet wird, ist das-
selbe, wie das Verhiltnis der Bilder, welche sich unser Geist
von den Dingen bildet, zu diesen Dingen. Betrachten wir
nimlich den Zustand des Modells als eine Abbildung des Zu-
standes des Systems, so sind die Folgen der Abbildung, welche
nach den Gesetzen dieser Abbildung eintreten miissen, zu-
gleich die Abbildung der Folgen, welche sich an dem urspriing-
lichen Gegenstand nach den Gesetzen dieses urspriinglichen
Gegenstandes entwickeln miissen. Die Ubereinstimmung zwischen
Geist und Natur ldBt sich also vergleichen mit der Uberein-
stimmung zwischen zwei Systemen, welche Modelle vonein-
ander sind, und wir kénnen uns sogar Rechenschaft ablegen
von jener [.‘.'bureinstimmung, wenn wir annehmen wollen, dab
der Geist die Fahigkeit habe, wirkliche dynamische Modelle
der Dinge zu bilden und mit ihnen zu arbeiten.

Abschnitt 4. Bewegung der unfreien Systeme.

Vorbemerkung 1. Nach unserer Auffassung ist jedes un-
freie System Teil eines griBeren freien Systems; unfreie
Systeme, fiir welche diese Annahme nicht zutriife, kennen wir
nicht. Soll aber jenes Verhiiltnis besonders hervorgehoben
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werden, so bezeichnen wir das unfreie System als Teilsystem,
das freie System aber, von welchem es ein Teil ist, als das §
vollstiindige System.

150 Vorbemerkung 2. Indem wir einen Teil eines freien
Systems als unfreies System behandeln, setzen wir voraus, dab
das iibrige System uns mehr oder weniger unbekannt ist, so
dafl die unmittelbare Anwendung des Grundgesetzes unmog-
lich wird. Dieser Mangel unserer Kenntnis muB in irgend
einer Weise durch besondere Angaben ausgeglichen sein.
Solche Angaben konnen in verschiedener Weise gemacht wer-
den. Ohne die Moglichkeiten erschipfen zu wollen, ziehen
wir nur zwei Formen fiir jene Angaben in Betracht, welche
in der hisherigen Entwickelung der Mechanik besondere Be-
deutung gewonnen haben.

Die erste Form ist diejenige, bei welcher wir die Be-
wegung des unfreien Systems als eine geleitete bezeichnen; die
zweite ist diejenige, bei welcher wir sagen, die Bewegung des
unfreien Systems sei durch Kriifte beeinfluBt.

I. Geleitetes unfreies System.

. 431 Definition. Geleitete Bewegung eines unfreien Systems
heibt jede Bewegung, welche das System ausfihrt, wihrend
die iibrigen Massen des vollstindigen Systems eine ganz be-
stimmte, vorgeschriebene Bewegung ausfithren. KEin System,
welches geleitete Bewegungen ausfithrt, nennen wir ein ge-
leitetes System.

432 Zusatz 1. Mogliche Bewegung eines geleiteten Systems
heift jede Bewegung desselben, welche dem Zusammenhange
des vollstindigen Systems und der bestimmten Bewegung
der iibricen Massen de

sselben nicht widerspricht.

433 Zusatz 2, Natiirliche Bewegung eines geleiteten Systems
heibt jede Bewegung desselben, welche mit der bestimmten
Bewegung der iibrigen Massen zusammen eine natiirliche

Bewegung des vollstindigen Systems bildet.
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Aufgabe. Die mdglichen Bewegungen eines geleiteten
Systems analytisch darzustellen.

Seien die » GroBen p, allgemeine Koordinaten des be-
trachteten Teilsystems, die r Grifen p, irgendwelche Ko-
ordinaten der iibrigen Massen des vollstindigen Systems, Die
r-+1 Groben p, und p, sind alsdann allgemeine Koordinaten des
vollsténdigen Systems, und die Zusammenhiinge dieses sind dar-
gestellt durch eine Anzahl, etwa ., Gleichungen von der Form:

r o

z’-'jfzga ].’L; + :i Pzo i‘x;; 0 y a)
1

worin die p,, und auch die P., Funktionen sowohl der P, als
auch der p, sein kénnen. Sind nun die Bewegungen der
Massen, deren Koordinaten die p, sind, bestimmt, so sind die
P, gegebene Funktionen der Zeit. Zum Teil sind die Glei-
chungen a) durch diese Funktionen identisch erfiillt, zum Teil
nehmen sie durch Einsetzen derselben die Form der % Glei-
chungen an:

291”29 })11 —I_ng»‘: 0 b)
oder auch:
\;ﬁ'i’)*‘-ﬂ rfp,‘. + P df=0 , c)
1

welche die Bedingungsgleichungen des geleiteten Systems
heiflen, und in welchen die p,, und p,, jetzt allein Funktionen
der p, und der Zeit ¢ sind. Alle méglichen Bewegungen des
geleiteten Systems geniigen diesen Gleichungen, und alle Be-
wegungen, welche ihnen geniigen, sind miogliche Bewegungen.

43

Anmerkung 1, Ist das geleitete System ein holonomes 435

System, so lassen sich die Differentialgleichungen b) und e) fiir
dasselbe ersetzen durch ebensoviel endliche Gleichungen zwischen
den » Koordinaten des Systems und der Zeit # Die méglichen
Lagen eines geleiteten holonomen Systems lassen sich dar-
stellen durch Koordinaten, welche keinen anderen Bedingungen
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unterworfen sind, als dieser, daB eine Anzahl unter ihnen ge-
gebene Funktionen der Zeit sind.

Anmerkung 2. Die Bedingungsgleichungen eines geleiteten
it, und das

Systems enthalten also im allgemeinen die Z
geleitete System wiirde fiir sich betrachtet der Forderung
der GesetzmaBigkeit (119) widersprechen., Umgekehrt be-
trachten wir nun auch jedes System, dessen Bedingungs-
gleichungen nach der gewdhnlichen Redeweise der Mechanik
die Zeit L‘X]:H‘/.itic enthalten, und welches also in unserer Rede-
weise anscheinend ungesetzmiBlig ist, als ein geleitetes System,
als ein System also, welches zusammen mit anderen unbe-
kannten Massen den Bedingungen der Gesetzmiifligkeit geniigt.

Ist diese Annahme zulissig, so macht erst sie das Problem
zu einem bestimmten mechanischen Problem (325) Ist
diese Annahme aber bei einer besonderen Form der Be-
dingungsgleichungen etwa unzulissig, so enthalten diese Be-
dingungsgleichungen bereits einen Widerspruch gegen das
Grundgesetz oder seine Voraussetzungen, und alle in bezug
anf das System gestellten Fragen wiren keine mechanischen

Probleme (326).

Anmerkung 8. Auf ein geleitetes System ist das Grund-
gesetz nicht unmittelbar anwendbar. Denn der Begriff der
geradesten Bahnen ist nur definiert fiir gesetzmiiBige Zu-
sammenhiinge (120); die inneren Zusammenhiinge des geleiteten
Systems aber sind ungesetzmiBige. Es miissen daher ander-
weitige Merkmale aufgesucht werden, durch welche die natiir-
lichen Bewegungen eines geleiteten Systems sich von der
grofleren Mannig
scheiden.

iltigkeit der moglichen Bewegungen unter-

Lehrsatz 1. Wie ein freies System, so bewegt sich auch
ein geleitetes System in solcher Weise, daB die Griofle der
Beschleunigung bestindig kleiner ist fir die wirkliche Be-
wegung, als fiir irgend eine andere Bewegung, welche den Be-
dingungsgleichungen des Systems geniigt, und welche in dem
betrachteten Augenblick nach Lage und Geschwindigkeit mit
der wirklichen zusammenfillt.

Denn das Quadrat der GroBe der Beschleunigung des
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vollstindigen Systems ist gleich der Summe der entsprechen-
den Groben fir das Teilsystem und fir das iibrige System,
diese Grioben multipliziert mit den Massen ihrer Systeme und
dividiert durch die Masse des Gesamtsystems. Diese Summe
soll nach 844 ein Minimum sein; der zweite Summand wird
als bereits bestimmte und solche Funktion der Zeit voraus-
gesetzt, fiir welche das Minimum der Summe eintritt (436);
dieses Minimum wird also dann und nur dann erzielt, wenn
der erste Summand zu einem Minimum gemacht wird.

Lehrsatz 2. Wie ein freies, so bewegt sich auch ein ge-
leitetes holonomes System in solcher Weise, daBl das Zeitintegral
der Energie beim Ubergang zwischen hinreichend benachbarten
Lagen kleiner wird fiir die wirkliche Bewegung, als fir irgend
eine andere Bewegung, welche den Bedingungsgleichungen
geniigt, und welche das System in der gleichen Zeit aus der
gegebenen Anfangs- in die Endlage iiberfiihrt.

Denn das Zeitintegral der Energie des vollstiindigen
Systems ist gleich der Summe der entsprechenden GréBen fiir
das Teilsystem und fir das iibrige System. Diese Summe
soll nach 858 ecin Minimum sein; der zweite Summand wird
als bereits bestimmt und als solcher vorausgesetzt, fiir welchen
das Minimum der Summe eintritt; dieses Minimum wird also
dann und nur dann erzielt, wenn der erste Summand zu
einem Minimum gemacht wird.

Anmerkung 1. Die vorstehenden beiden Lehrsitze (488,
439) enthalten offenbar die Anpassung der Sitze 344 und 858
an die besonderen Voraussetzungen dieses Abschnittes. In
der gewohnlichen Ausdrucksweise der Mechanik konnen wir
ihren Inhalt in die Form der Aussage kleiden: Der Satz von
der kleinsten Beschleunigung und das Haminronsche Prinzip
behalten ihre Giiltigkeit, auch wenn die Bedingungsgleichungen
eines Systems die Zeit explizite enthalten.

Anmerkung 2. Die Sitze von der Energie, vom kiirzesten
Wege, von der kiirzesten Zeit (840, 847, 852) lassen sich nicht
in gleich unmittelbarer Weise den Voraussetzungen der ge-
leiteten S

steme anpassen. I[n der gewdhnlichen Ausdrucks-
weise der Mechanik nimmt diese Aussage die Form an: Das
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Prinzip der Energie und das Prinzip der kleinsten Wirkung
verlieren ihre Giiltigkeit, wenn die Bedingungsgleichungen
eines Systems die Zeit explizite enthalten.

Aufgabe. Die Differentialgleichungen der Bewegung eines
geleiteten Systems anzugeben.

Es seien wieder m die Masse, die p, die Koordinaten und
die f, die Beschleunigungen nach den p, fir das geleitete
System. KEs seien ferner m die Masse und die p, irgend-
welche Koordinaten der iibrigen materiellen Punkte des voll-
stiindigen Systems. Die p, und p, konnen auch als Koordi-
naten des vollstiindigen Systems gelten; es mogen bei dieser
Auffassung die Komponenten der Beschleunigung des voll-
stindigen Systems nach diesen Koordinaten mit £, und f, be-
zeichnet werden. Dann ist die Bewegung des vollstindigen
Systems eindeutig bestimmt durch seine 4 Bedingungs-
gleichungen von der Form 434a und durch r-4r Bewegungs-
ole

amal.

chungen von der Form (372

a) (mA4m) fo + DrpPug Pu=0
b) (7 - II]]]";J -+ \':_:ng P=0 .

Nun haben wir nach der Voraussetzung uns die p, be-
reits bestimmt zu denken als solche Funktionen der Zeit,
durch welche die Gleichungen b) identisch erfiillt werden, und
durch deren Einsetzen die 4 Bedingungsgleichungen des voll-
stindigen Systems tibergehen in die % Bedingungsgleichungen
(484b) des geleiteten Systems. Ferner haben wir nach 255:

¢) (m+m) fo=mf, .

Hiernach erhalten wir als zu beriicksichtigende Gleichungen
die » Bewegungsgleichungen:

d) -”"fll o \\‘_:lej;.’::“
- g
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und die 4 Bedingungsgleichungen:

welche »+ & Gleichungen nun eine Beziehung auf die unbe-
kannten Massen des vollstiindigen Systems nicht mehr ent-
halten, welche zur eindeutigen Bestimmung der » -+ % Grofen
7o und P, ausreichen, und welche daher die Losung der ge-
stellten Aufgabe bilden.

Folgerung 1. Die Differentialgleichungen der Bewegung
eines geleiteten Systems haben dieselbe Form wie diejenigen
eines freien Systems.

In der gewbhnlichen Ausdrucksweise der Mechanik wiir-
den wir sagen, die Giiltigkeit jener Form hiinge nicht davon
ab, ob die Bedingungsgleichungen des Systems die Zeit expli-
zite enthalten oder nicht. Die Bewegungsgleichungen eines
geleiteten Systems werden daher auch genau dieselben Um-
formungen zulassen, wie diejenigen eines freien Systems
(868 ff.); diejenigen Formen allerdings, welche alle Koordinaten
als freie voraussetzen, werden ihre Anwendbarkeit verlieren.

Folgerung 2. Kine natiirliche Bewegung eines geleiteten
Systems ist eindeutig bestimmt durch Angabe der Lage und
Geschwindigkeit des Systems zu einer bestimmten Zeit
(vergl. 331).

Bemerkung. Wie in einem freien, so ist in einem ge-
leiteten System der Zwang des Systems gleich seiner Be-
schleunigung.

Denn wenn die siimtlichen Bedingungsgleichungen eines
geleiteten Systems aufgeltst werden, so werden die materiellen
Punkte des Systems freie Punkte und die Beschleunigung der
natiirlichen Bewegung des Systems gleich Null (885).

Lehrsatz 1. Wie in einem freien, so ist in einem ge-
leiteten System die Grofe des Zwanges in jedem Augenblick
kleiner fiir die natiirliche Bewegung, als fiir irgend eine andere
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mbgliche Bewegung, welche in dem betrachteten Augenblick
nach Lage und Geschwindigkeit mit jener zusammenfillt.
Der Satz folgt aus 445 und 438.

Lehrsatz 2. Wie bei der natiirlichen Bewegung eines
freien Systems, so steht auch bei der natiirlichen Bewegung
eines geleiteten Systems die Richtung des Zwanges bestiindig
senkrecht auf jeder moglichen oder virtuellen Verriickung des
Systems aus seiner augenblicklichen Lage.

Der Satz folgt aus 445 und 442 wie in 392.

Anmerkung. Die vorstehenden beiden Sitze 446 und 447
enthalten die Anpassung der Sitze 888 und 392 an die be-
sonderen Verhiiltnisse der geleiteten Systeme. In der gewdhn-
lichen Ausdrucksweise der Mechanik wiirden wir ihren Inhalt
in der Fassung wiedergeben: Das Gauvsssche Prinzip des
kleinsten Zwanges und das p’Aremsrrrsche Prinzip behalten
ihre Giiltigkeit, auch wenn die Bedingungsgleichungen eines
Systems die Zeit explizite enthalten,

Bemerkung. Wenn die Koordinaten p, des vollstindigen
Systems, welche in den Gleichungen 434a mit den p, in den-
selben Gleichungen auftreten, nicht Funktionen der }-’,eit, son-
dern konstant in derselben sind, so nehmen die Bedingungs-
gleichungen des geleiteten Systems die Form an:

DePrebe=0
1

worin die p,, die Zeit nicht enthalten. Das geleitete System
erscheint in diesem Falle als ein gesetzmiifiges, aber es hirt
nicht notwendig auf, ein unfreies zu sein, da die p,, Funk-
tionen des absoluten Ortes sein kinnen, wihrend sie in den
Bedingungsgleichungen eines freien Systems von der absoluten
Liage unabhiingig sind.

In solchen unfreien, aber gesetzmiiBigen Systemen behiilt
der Begriff der geradesten Bahn seine Anwendbarkeit. Auch
das Grundgesetz ist daher auf solche Systeme unmittelbar an-
wendbar, und es gelten daher fiir ein solches System auch alle
Lehrsiitze, welche fiir die Bewegung eines freien Systems auf-
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gestellt wurden, mit alleiniger Ausnahme derjenigen, welche
sich auf die absolute Lage beziehen, also allein mit Ausnahme
des Lehrsatzes 400 und seiner Folgerungen.

II. Systeme durch Krifte beeinflufit.

Definition. Zwei materielle Systeme heiflen direkt ge-
koppelt, wenn eine oder mehrere Koordinaten des einen einer
oder mehreren Koordinaten des andern dauernd gleich sind.
Gekoppelt schlechthin heiflen zwei Systeme, wenn ihre Koordi-
naten so gewihlt werden konnen, daB die Systeme in das Ver-
hiltnis der direkten Koppelung treten. Gekoppelte Systeme,
welche nicht direkt gekoppelt sind, heiBen indirekt gekoppelt.

Folgerung 1. Die Koppelung zweier Systeme ist eine Be-
ziehung zwischen beiden, welche unabhingig von unserer Will-
kiir, insbesondere unabhiingiz von der Wahl der Koordinaten
besteht. Ob aber eine bestehende Koppelung eine direkte
oder eine indirekte sei, hingt ab von der Wahl der Koordi-
naten, ist also eine Frage unserer willkiirlichen Auffassung.

Folgerung 2. Jede bestehende Koppelung zwischen zwei
Systemen kann durch geeignete Wahl der Koordinaten zu
einer direkten gemacht werden. Wenn nicht ausdriicklich das
Gegenteil bemerkt ist, so setzen wir im folgenden voraus, daB
dies geschehen sei. Die bestindig gleichen Koordinaten® der
gekoppelten Systeme bezeichnen wir dann auch als ihre ge-
meinsamen Koordinaten.

Folgerung 8, Jedes von zwei gekoppelten Systemen ist
durch die Koppelung notwendig ein unfreies System, beide
bilden aber zusammen oder zusammen mit weiteren Systemen,
mit welchen sie gekoppelt sind, ein freies System. Wenn
nicht ausdriicklich das Gegenteil bemerkt ist, so wird im fol-
genden angenommen, daB eine Koppelung mit mehreren Sy-
stemen nicht stattfindet, so daB die beiden gekoppelten Systeme
zusammen bereits ein freies bilden.

450

451

453

Analytische Darstellung. Sind die p, die Koordinaten des 454

cinen, die p, die Koordinaten des andern Systems, so wird
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eine Koppelung zwischen beiden Systemen dadurch hergestellt,
daB fiir ein oder mehrere Wertpaare von o und o p, gleich
p, gemacht wird. Wir konnen aber offenbar chne Beschriin-
kung der Allgemeinheit die Indizes so verteilen, dafl iiberein-
stimmende Koordinaten in beiden Systemen denselben Index
erhalten. Diese Systeme sind dann gekoppelt, wenn fiir einen
oder mehrere Werte von o dauernd

a) _]J:, — Po- = 1)

wird, von welcher Gleichung die Gleichungen

b) Po—Po=0 oder
c) r"]p:., t)ilp.at, == ()

notwendige Folgen sind.

Definition. Unter einer Kraft verstehen wir den selb-
stiindig vorgestellten EinfluB, welchen das eine von zwei ge-
koppelten Systemen zufolge des Grundgesetzes auf die Be-
wegung des andern ausiibt.

Folgerung. Zu jeder Kraft gibt es stets notwendig eine
Gegenkraft,

Denn die Vorstellung des Einflusses, welchen das in der
Definition als das zweite bezeichnete System auf das erste
ausiibt, ist nach der Definition selbst wieder eine Kraft. Kraft
und Gegenkraft sind gleichberechtigt in dem Sinne, daB nach
Willkiir jede von ihnen als die Kraft oder auch als die Gegen-
kraft aufgefaft werden kann.

Aufgabe. Kinen Ausdruck fiir den EinfluB anzugeben,
welche das eine von zwei gekoppelten Systemen auf die Be-
wegung des andern ausiibt.

Es seien m die Masse und die » Grifen p, die Koordi-
naten des ersten Systems; es seien die £ Gleichungen

a) 2“'.'});{.?1‘.‘:1 =0
1
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wieder die Bedingungsgleichungen desselben. KEs seien m die
Masse und die r GroBen p, die Koordinaten des zweiten Sy-
stems; es seien die £ Gleichungen

\}:'-' ’DZ[_} 1‘-15‘1 -0 b)
1

die Bedingungsgleichungen desselben. Es mégen ferner zwischen
beiden, fiir einen oder mehrere, nimlich 2 Werte von g, Koppe-
lungsgleichungen von der Form

Po—Po=0 &

bestehen. Wir betrachten nun die Bewegung des ersten
Systems unter dem FKinflusse des zweiten, und behandeln
es dabei als geleitetes System. Soweit die p, in den Glei-
chungen ¢) nicht vorkommen, sind die Beschleunigungen nach
ibnen gegeben durch die Gleichungen (442):

.3
mfo+ Drpug Pu=0 ; a)
1

fiir diejenigen p, aber, welche in ¢) vorkommen, haben wir
anch diese Gleichungen zu beriicksichtigen und also den
Faktor von p, in denselben, ndmlich —1, zu multiplizieren
mit einem unbestimmten Faktor, welcher P, heiflen moge, und
das Produkt der linken Seite hinzuzufiigen; fiir diese p, wird
also:

Mify+ Dxpug Pu— Pp=0 ¢)

1

Das Eintreten der 2 Griofen P, in die Bewegungsgleichungen
vermehrt die Zahl der Unkekannten in denselben um 7%, und
zur Bestimmung dieser 4 GroBen ist auch die Zahl der Be-
dingungsgleichungen um die / Gleichungen ¢) vermehrt, in
welchen wir uns die p, als Funktionen der Zeit explizite ge-
geben denken miissen. Nehmen wir aber an, die GroBen £,

Hertz, Mechanik. 2. Aufl, 14
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rechnen nicht zu den Unbekannten, sondern seien uns als
Funktionen der Zeit unmittelbar gegeben, alsdann sind die
h Gleichungen ¢) und jede Kenntnis der p, und des zweiten
Systems iiberhaupt entbehrlich, und die %+ r Gleichungen
a) d) e) geniigen wiederum zur eindeutigen Bestimmung der
k+r Unbekannten P, und j,. Die /& Multiplikatoren 2P,
stellen also den EinfluB des zweiten Systems auf das erste
vollstiindig dar, und ihre Gesamtheit kann als ein analytischer
Ausdrock fiir diesen EinfluB angesehen werden, wie ihn die
Aufgabe verlangt.

458 Zusatz 1. Wollen wir in symmetrischer Weise den Ein-
fluf des ersten Systems auf das zweite darstellen, so haben
wir die Koppelungsgleichungen zu schreiben in der Form:

a) fl.’{’ i‘}'..’ — () 3

und es werden nun fiir diejenigen p,, welche sich in a) nicht
finden, die Bewegungsgleichungen:

\

b) m fi’ “:" :‘ ng i";f -0

withrend sie fiir die iibrigen p, die Form annehmen:
¢) mf, -+ R Do Be—P,=0

unter den P, die unbestimmten Multiplikatoren der Glei-
chungen a) verstanden. Die Gesamtheit der ‘B, gibt uns
einen Ausdruck fir den EinfluB, welchen das erste System in
jedem Augenblick auf die Bewegung des zweiten ausiibt.

459 Zusatz 2. Offenbar kénnen wir alle Bewegungsgleichungen
des ersten Systems in der Form:

m fl,‘, - X_":‘nz,‘, !“, -— J'“r‘, - ()
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und alle Bewegungsgleichungen des zweiten Systems in der
Form:

m fo + : Dug Px —Ppo= 0 b)

schreiben, wenn wir in zuliissiger, wenn auch willkiirlicher
Weise festsetzen, daB fiir alle nicht gekoppelten Koordinaten
die GroBen P, und P, den Wert Null haben sollen. Aller-
dings verliert die Gesamtheit der P, und 8, dabei ihre Be-
deutung als System der Multiplikatoren der Gleichungen 45%7¢
und 458a, aber sie behilt ihre Bedeutung als Ausdruck des
Kinflusses, welchen das eine System auf das andere ausiibt.

Analytische Darstellung der Kraft. Wir konnen und
wollen daher im Einklang mit der Definition 455 festsetzen,
daB die Gesamtheit der fiir alle p, nach 459 eindeutig be-
stimmten GroBen P, den analytischen Ausdruck fir die Kraft
bilden solle, welche das System der p, auf das System der
p, ausiibt. Entsprechend bildet dann die Gesamtheit der
Grofen P, den analytischen Ausdruck fiir die Kraft, welche
das System der p, auf das der p, ausiibt. Die einzelnen
GroBen P, bez. B, heiBen die Komponenten der Kraft nach
den Lnt‘;}uechcnden Koordinaten Po bez. p,, auch wohl kurz
die Krifte nach diesen Koordinaten.

Durch diese Bestimmung setzen wir uns zugleich in Kin-
klang mit der bestehenden Bezeichnung der Mechanik, und die
Notwendigkeit, diesen Einklang herzustellen, rechtfertigt hin-
reichend, warum wir unter mehreren IIII(LSSI“'EH Beshmmuurren
gerade diese getroffen haben.

460

Folgerung 1. Die Kraft, welche ein System auf ein 161

zweites ausiibt, kann betrachtet werden als eine VektorgriBe
in bezug auf das zweite System, als eine VektorgroBe nim-
lich, deren Komponenten nach den gemeinsamen Koordinaten
im allgemeinen von Null verschieden sind, deren Komponenten
nach den nicht gemeinsamen Koordinaten verschwinden, deren
Komponenten nach solchien Richtungen aber, welche sich nicht
durch Anderungen der benutzten Koordinaten ausdriicken
lassen, unbestimmt bleiben.
14%
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Folgerung 2. Die Kraft, welche ein System auf ein
zweites ausiibt, kann aber auch betrachtet werden als Vektor-
griofe in bezug auf das erstere System, als eine Vektorgrife
nimlich, deren Komponenten nach den gemeinsamen Koordi-
naten im allgemeinen von Nnll verschieden sind, deren Kom-
ponenten nach den nicht gemeinsamen Koordinaten verschwinden,
deren Komponenten in Richtungen aber, welche sich nicht
durch Anderungen der benutzten Koordinaten ausdriicken
lassen, unbestimmt bleiben.

Anmerkung. Betrachtet als Vektorgrofe in bezug auf
ein System enthilt also jede Kraft Komponenten, welche ab-
hiingen von der Wahl der Koordinaten, d. h. von unserer will-
kiirlichen Auffassung. Es rithrt dies daher, daB von der Wahl
der Koordinaten die Mannigfaltigkeit derjenigen Bewegungen
des Systems abhiingt, welche wir iiberhaupt in Betracht ziehen,
in deren Richtung wir also einen méglichen EinfluBl zulassen
wollen.

Bemerkung 1. Wird ein System nacheinander mit
mehreren anderen Systemen gekoppelt, und erleidel es dabei
von diesen Systemen die gleiche Kraft, so ist seine Bewegung
die gleiche, wie verschieden auch immer diese anderen Systeme
unter sich sein mogen.

Wir reden daher auch (entsprechend der Definition 455)
von der Bewegung eines Systems unter dem Einflul oder der
Einwirkung oder dem Angriff einer Kraft schlechthin, ohne
der anderen Systeme zu erwihnen, von welchen sie ausgeht,
und ohne welche sie nicht denkbar wiire,

Bemerkung 2. Wird ein System nacheinander mit
mehreren anderen Systemen gekoppelt, und fithrt es dabei die
gleiche Bewegung aus, so kann es dabei auf jene anderen
Systeme gleiche Kraft ausiitben, obwohl jene Systeme unter
sich vollkommen verschieden sein kinnen.

Wir reden daher auch (entsprechend der Definition 455)
von der Kraft, welche ein bewegtes System ausiibt, schlecht-
hin, ohne der anderen Systeme zu erwiihnen, auf welche
jene Kraft ausgeiibt wird, und ohne welche sie nicht denk-
bar wire.
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Bemerkung 3. Da aber alle Kriifte, von welchen schlecht-
hin die Rede ist, doch keine anderen sein konnen, als welche
von materiellen Systemen zufolge des Grundgesetzes auf ma-
terielle Systeme ausgeiibt werden, so haben alle Krifte von
vornherein gewisse Kigenschaften gemeinsam. Die Quelle
aller solcher gemeinsamen Eigenschaften sind die Eigenschaften
der materiellen Systeme und das Grundgesetz.

Wirkung und Gegenwirkung.

Bezeichnung, 1. Die Komponenten der Kraft, welche das
System der p, auf das der p, ausiibt, betrachtet als Vektor-
groBen in bezug auf das System der p,, haben wir in 460 be-
reits bezeichnet mit P,. Betrachten wir dieselbe Kraft als
Vektorgrofe in bezug auf das System der Po; so wollen wir
ihre Komponenten nach den p, bezeichnen mit P,. Identisch
ist dann fiir alle gemeinsamen Koordinaten:

:
Po=P,

2. Die Komponenten der Kraft, welche das System der
p, auf das der p, ausiibt, betrachtet als VektorgroBen in
bezug auf das System der P,, haben wir in 460 bereits be-
zeichnet mit 93,. Betrachten wir dieselbe Kraft als Vektor-
groBe in bezug auf das System der p,, so wollen wir ihre
Komponenten nach den P, bezeichnen mit P,. Identisch ist
dann fiir alle gemeinsamen Koordinaten:

\'Bg = 1){,

Die auf ein System ausgeiibten Krifte sind also durch
nicht akzentuierte, die von dem System ausgeiibten Krifte
durch akzentuierte Buchstaben bezeichnet, sobald wir sie als
VektorgroBen in bezug auf das System selbst betrachten.

Lehrsatz. Kraft und Gegenkraft sind einander stets ent-
gegengesetzt gleich. Hs soll damit gesagt sein, daf die Kom-
ponenten beider nach jeder der benutzten Koordinaten ent-
gegengesetzt gleich sind, und zwar sowohl wenn wir Kraft
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und Gegenkraft betrachten als VektorgroBen in bezug auf
das eine, als auch in bezug auf das andere System.

Denn wir kénnen auch die beiden gekoppelten Systeme
(457) betrachten als ein einziges, freies System. Seine Masse
ist m +m, seine Koordinaten sind die pound p,. Seine Be-
dingungsgleichungen sind die Gleichungen 457a und b und die
Koppelungsgleichungen, etwa in der Form 457¢. Bezeichnen
wir nunmehr die Multiplikatoren jener Gleichungen a) mit 72,
die der Gleichungen b) mit ‘P, die die Gleichungen e) mit
s 80 nehmen die Bewegungsgleichungen des gesamten Sy-
stems (vergl. 442) die Form an:

a) 'mf'.r. 5 :Z;rzsr f’,, —0 ,
1

b) Mo+ S Pug P + P =0
1

in welchen fiir die Koordinaten, welche in den Koppelungs-
gleichungen nicht vorkommen, die P, gleich Null zu setzen sind.

Die durch diese Gleichungen dargestellte Bewegung ist
nun aber dieselbe, welche wir vorhin als Bewegung der ein-
zelnen Systeme betrachteten. Eine mogliche Lisung der
gegenwirtigen Gleichungen erhalten wir also, wenn wir fiir die
f. und f, ihre fritheren Werte setzen, wenn wir machen

i P, =P,

auberdem in a)
dy J?J" _["
und in b)

0 P — 1,

Aber da durch die Gleichungen a) und b) die unbestimm-
ten Multiplikatoren eindeutig bestimmt sind, so ist diese mog-
liche Losung zugleich die einzig mogliche Losung. Daher
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gelten die Gleichungen d) und e) mit Notwendigkeit; aus
ihnen folgt:

Po=—%, , D

oder mit Benutzung der Bezeichnung 467:

oAy

Bl 513
\l\? — \-\'\' "
welches die Behauptung ist.

Anmerknng 1. Der vorstehende Lehrsatz entspricht der 469
Lex tertia NEwrons und wird auch wohl das Prinzip der Re-
aktion genannt. Doch deckt sich sein Inhalt nicht vollstéindig
mit dem Inhalt jenes dritten Gesetzes, sondern das genaue
Verhiltnis ist das folgende:

Das Newronsche Gesetz enthiilt unsern Lehrsatz 468
vollstandig, nach der Absicht des Begriinders, wie die dem
Gesetze beigefiigten Beispiele zeigen.

Das Newronsche Gesetz enthilt aber mehr. Wenigstens
wird es auch allgemein angewandt auf die Wirkung von Fern-
kriften, d. h. von Kriften zwischen Korpern, welche keine
gemeinsamen Koordinaten haben. Solche Kriifte aber kennt
unsere Mechanik nicht. Damit man also beispielsweise aus
unserem Lehrsatze die Folgerung ziehen konne, dab ein
Planet die Sohne mit gleicher Kraft anziehe wie diese ihn,
ist notig, daB nidhere Angaben ither die Natur des Zusammen-
hanges zwischen beiden Kérpern gemacht werden.

Anmerkung 2. Es darf aber als fraglich bezeichnet wer- 470
den, ob der UberschuB dieser Anwendung des Reaktionsprin-
zipes iiber den Inhalt des Lehrsatzes 468 nach Form und
[nhalt mit Recht zu den Grundgesetzen der Mechanik konne
gerechnet werden, und ob nicht vielmehr der wesentliche und
allgemein giiltige Inhalt jenes Prinzipes bereits durch den Lehr-
satz 468 erschopft werde.

Was die Form anlangt, so ist offenbar die Fassung des
dritten (Gesetzes, sobald es auf Fernkriifte angewandt wird,
nicht vollig klar bestimmt. Denn wenn Kraft und Gegen-
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kraft an verschiedenen Kirpern angreifen, so ist nicht schlecht-
hin deutlich, was unter entgegengesetzter Richtung zu ver-
stehen sei. Dies tritt zom Beispiel hervor, wenn es sich um
die Wechselwirkung zwischen Stromelementen handelt.

Was den Inhalt anlangt, so stellt die Anwendung des
Reaktionsprinzipes auf die Fernkriifte der gewthnlichen Me-
chanik offenbar eine Krfahrungstatsache dar, iiber deren ge-
naues Zutreffen in allen Fillen man anfingt zweifelhaft zu
werden, So ist die Klektrodynamik bereits fast iiberzeugt
davon, dall die Wechselwirkung zwischen bewegten Magneten
dem Prinzip nicht in allen Fillen genau unterworfen sei.

Zusammensetzung der Krifte.

Lehrsatz. Ist ein System gleichzeitig mit mehreren Sy-
stemen gekoppelt, so ist die Kraft, welche die Gesamtheit

jener Systeme auf das erste System ausiibt, gleich der Summe

der Kriifte, welche die einzelnen Systeme auf dasselbe ausiiben.

Es sei nimlich das System 1 von der Masse m und den
Koordinaten p,, dessen Bedingungsgleichungen die % Glei-
chungen

i) :_ Pio f"-".‘," - {)

sind, gleichzeitig gekoppelt mit den Systemen 2, 3, usw., deren
Koordinaten die y, p,’, usw. sind.

Betrachten wir die Systeme 2, 3, usw. zunichst als ge-
trennte Systeme, so sind die Koppelungsgleichungen fiir jede
gemeinsame Koordinate p, zu schreiben in der Form:

b) 1 Po=0
©) Po— =0
s,

Behandeln wir nun das aus 1, 2, 3, usw. zusammengesetzte
System als freies und bezeichnen wieder die Multiplikatoren
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der Gleichungen a) mit P,, dagegen die von b) mit 2, die

von e) mit £,”, usw., so erhalten wir die Bewegungsgleichungen

des Systems 1 in der Form:

I;‘ . o oy
m‘fl, + \a}]w ]’, 5 "{)'J il '[)i’

nsw. =0 . d)

worin die siamtlichen 2, P;”, usw. ebenso wie die P, ein-
deutig bestimmte GroBen sind. Die P, P, usw. stellen die
Komponenten der Kriifte dar, welche die einzelnen Systeme 2,
3, usw. auf das System 1 ausiiben.

Betrachten wir nun aber zweitens die Systeme 2, 3, usw.
zusammen als ein System, so kinnen die nach Gleichungen
b) ¢) usw. gleichen Griofen Yo, P, , usw. als eine einzige Ko-
ordinate p, desselben angesehen werden, und an Stelle jener
Koppelungsgleichungen tritt dann fiir jede gemeinsame Ko-
ordinate p, die eine Gleichung:

Po—DPe=0 .

©)
Ist Z, der Multiplikator derselben, und bezeichnen wir
mit £, die Multiplikatoren der Gleichungen a), welche dem
jetzigen System der Bewegungsgleichungen entsprechen, so
nehmen diese die Form an:

??i';i:{‘}_{_ z”j}zr‘; -"“z _J‘U{’JZU f)
1

Die P, stellen die Komponenten der Gesamtkraft dar, welche
auf das System 1 wirkt.

Die verschiedene Auffassung kann nun die nach dem
Grundgesetze erfolgende Bewegung selbst nicht #ndern. Eine
mogliche Losung der Gleichungen f) erhalten wir daher, in-
dem wir mit Benutzung der fritheren Lisung setzen:

2 1 p)
e I % 2)
P, = P; =L P;." -+ usw. h)
Aber da es nur eine einzige mogliche Lésung gibt, so
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ist die vorstehende eben diese, und die Gleichung h), welche
unsere Behauptung enthilt, mufl mit Notwendigkeit zutreffen.

Folgerung 1. KEine jede Zahl von Kriiften, welche auf
ein System wirkt, oder welche von einem System ausgeiibt
wird, kann aufgefaBit werden als eine einzige Kraft, und zwar
als diejenige Kraft, welche als Vektorgrofle in bezug auf das
System betrachtet gleich der Summe jener Kriifte ist,

Fassen wir eine Zahl von Kriften in dieser Weise auf,
so sagen wir, daB wir sie zusammensetzen. Das Ergebnis
der Zusammensetzung nennen wir auch die Resultante der
einzelnen Kriifte.

Folgerung 2. Kine jede Kraft, welche auf ein System
wirkt, oder welche von einem System ausgeiibt wird, kann auf-
gefaBt werden als Summe einer beliebigen Zahl von Kriften,
und zwar jeder Zahl von Kriiften, deren Summe als Vektor-
grofien in bezug auf das System gleich jener urspriinglichen
Kraft ist.

Fassen wir eine Kraft in dieser Weise auf, so sagen wir,
dab wir sie zerlegen; die Krifte, welche das Ergebnis einer
solchen Zerlegung sind, nennen wir die Komponenten der ur-
spriinglichen Kraft.

Anmerkung. Die geometrischen Komponenten einer Kraft
nach den Koordinaten kénnen zugleich als Komponenten der-
selben im Sinne von 473 aufsefaflit werden.

Definition. FEine Kraft, welche von einem einzelnen mate-
riellen Punkte ausgeiibt wird, oder welche auf einen einzelnen
materiellen Punkt wirkt, heifit eine Klementarkraft.

Anmerkung. Die elementare Mechanik versteht gewohn-
lich unter Kriften nur Elementarkriifte. Im Gegensatz zu
denselben bezeichnet man dann wohl die bisher von uns be-
trachteten allgemeineren Kraftformen als Lagrancrsche Kriifte.
Man konnte dementsprechend die Elementarkrifte selbst auch
passend als Garrersche oder Newronsche Kriifte bezeichnen.

Folgerung 1. Jede Elementarkraft ist darstellbar durch
die geometrische Verriickung eines Punktes, also durch eine
nach GroBe und Richtung gegebene Strecke.
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Denn jede Elementarkraft ist \ek‘[m"mlﬁn in bezug auf

einen einzelnen Punkt.

Folgerung 2. Die Zusammensetzung der Elementarkrifte,
welche an demselben Punkte angreifen, geschieht nach der Me-
thode der geometrischen Zusammensetzung und Zerlegung von
Strecken.

Inshesondere setzen sich also zwei Kriifte, welche an dem-
selben Punkte angreifen, zusammen zu einer einzigen Kraft,
welche nach Grofe und Richtung durch die Diagonale eines
Parallelogramms dargestellt ist, dessen Seiten nach GroBe und
Richtung jene Krifte darstellen (Parallelogramm der Kriifte).

Folgerung 8. Jede Lagrangrsche Kraft ist darstellbar
als eine Summe von Elementarkriiften, also zerlegbar in
Elementarkrifte.

Denn: jede Verriickung eines Systems kann aufgefaft
werden als eine Summe von Verriickungen seiner einzelnen
Punkte.

Folgerung 4. Die Komponenten einer Kraft nach den
rechtwinkligen Koordinaten des Systems, auf welches die Kraft
wirkt, oder welches die Kraft ausiibt, kénnen unmittelbar auf-
gefallt werden als Elementarkrifte, welche auf die einzelnen
materiellen Punkte des Systems wirken.

Bewegung unter dem EinfluB von Kraften.

Aufgabe 1. Die Bewegung eines materiellen Systems
unter dem KinfluB einer gegebenen Kraft zu bestimmen.

Die Auflosung folgt unmittelbar ans 457. Sind die P, die
gegebenen Komponenten der wirkenden Kraft nach den p,, so
benutze man die » Gleichungen

k
- 1
f’?'fta‘r.\”jjxga j);:' j)y
1

zusammen mit den % Bedingungsgleichungen des Systems zur
Bestimmung der r+ % Grofen j, und P,, zu deren eindeu-
tiger Bestimmung jene Gleichungen ausreichen.
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Anmerkung 1. Die Bewegungsgleichungen eines Systems,
auf welches Kriifte wirken, haben in den rechtwinkligen Koordi-
naten desselben die Form der 3z Gleichungen:

S, X=X
1

Wy Ly 1

wenn unter X, die Komponente der Kraft nach =z, verstanden
wird, und im iibrigen die Bezeichnung von 368 benutzt wird.

Anmerkung 2. Ist die Koordinate p, eine freie Koordi-
nate, so nimmt die ihr entsprechende Bewegungsgleichung die
einfache Form an:

mfy= I’L,

Sind in einem holonomen System alle p, freie Koordinaten,
so nehmen alle Bewegungsgleichungen des Systems diese Form
an, und diese r Gleichungen geniigen zur Bestimmung der
r Grében o

Folgerung. Die natiirliche Bewegung eines materiellen
Systems von einem bestimmten Augenblick an ist eindeutig
bestimmt durch die Liage und Geschwindigkeit des Systems in
jenem Augenblick und die Angabe der auf das System wir-
kenden Kraft fir alle Zeiten von jenem Augenblick an (vergl.
331, 444).

Lehrsatz. Die Beschleunigung, welche mehrere gleich-
zeitig wirkende Kriifte einem System erteilen, ist gleich der
Summe der Beschleunigungen, welche die Krifte einzeln
wirkend dem System erteilen wiirden.

Denn die Bewegungsgleichungen 481 sind linear in den f,
und den P,. Sind also die Wertsysteme f,, £, , f,, L., USW. die
Auflosungen dieser (ileichungen fiir die Kriifte P,, P,,, usw,
so ist das Wertsystem £, + fotusw., P, 4P, +usw. die Auf-
I6sung fiir die Kraft P, + P, + usw.

Anmerkung. Der Inhalt des Lehrsatzes kann auch wieder-

gegeben werden in der Aussage, daB mehrere gleichzeitig
wirkende Kriifte sich hinsichtlich der Beschleunigung, welche
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sie erzeugen, nicht storen. Ohne einen besonderen Namen er-
halten zu haben, ist dieser Satz seit Gavineis Zeiten stets
als Prinzip angenommen und benutzt worden.

Folgerung. Die Beschleunigung, welche eine resultierende 487
Kraft einem System erteilt, ist gleich der Summe der Be-
schleunigungen, welche die Komponenten, einzeln wirkend, dem
System erteilen wiirden (472, 473).

Lehrsatz. Steht eine Kraft als Vektorgrifie senkrecht 488
auf jeder moglichen Verriickung eines materiellen Systems, so
iibt sie keinen EinfluB auf die Bewegung des Systems aus, —
und umgekehrt.

Denn ist w eine solche Kraft, so haben ihre Kompo-
nenten m, nach den p, die Form (250):

LS

T == #* Py Vo
@ = L Png i

Lassen wir nun diese Kraft neben der Kraft P auf das Sy-
stem wirken, so kinnen die Bewegungsgleichungen in der Form
geschrieben werden:

k

'."”’fi' + > Pro l-Pz Vx) = i():.

Bei der Auflosung dieser Gleichungen nach j, und P, er-
scheinen also nur die P, vergroflert um die y,; die ji,, welche
allein die Bewegung bestimmen, erscheinen unverindert.
Umgekehrt: Andert die Hinzufiigung der Komponenten x,
zu den rechten Seiten der Gleichungen 481 nicht die f,, son-
dern nur die P,, so lassen sich die m, schreiben in der Form:

~ 4
Ro= 2”}729 Ve 5
1

die Kraft @ steht also senkrecht auf jeder méglichen Verriickung
des Systems (250).
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Anmerkung. Der Lehrsatz gibt die Bedingung an, welcher
derjenige Teil einer als VektorgrisBbe betrachteten Kraft unter-
worfen ist, welcher von der Wahl der Koordinaten, also von
unserer Willkiir abhiingt (463). Denn dieser Teil muB not-
wendig ein solcher sein, welcher in der wirklichen Bewegung
nicht zur Geltung kommt.

Folgerung. Obgleich aus der Kenntnis der auf ein System
wirkenden Kraft eindeutig geschlossen werden kaun auf die
Bewegung des Systems, so kann doch aus der Bewegung des
Systems nicht eindeutigz geschlossen werden auf die Kraft,
welche das System beeinfluft.

Aufgabe 2. Die Kraft zu bestimmen, welche ein mate-
rielles System bei gegebener Bewegung ausiibt.

Nach 467 bezeichnen wir mit 2, die Komponente der ge-
suchten Kraft nach der Koordinate ;r___:_ aus 468 und 481 folgt
dann:

Py—= —mfy—Supso Py
1
In diesen Gleichungen sind die f, als gegeben zu betrachten,
und zwar miissen sie in den Hudi11-;_;m];;fﬁgleivi111:1;__'&':1: an sich ge-
niigen. Die Griflen P, sind ebenfalls bestimmt, wenn auch
dasjenige System gegeben wird, mit welchem das betrachtete
gekoppelt ist. Solange aber nur die Bewegung des Systems
der p, gegeben ist, bleiben die P, unbekannt. Die Kraft,
welche ein bewegtes System ausiibt, ist also allein durch die
Angabe der Bewegung des Systems noch nicht vollig bestimmt,
sondern enthilt einen unbestimmt bleibenden Summanden,
dessen Komponenten die Form haben:

Y
'T{r —_—n j-’z(. Vn §
1

und welcher daher auf jeder moglichen Verriickung des Sy-
stems senkrecht steht.

Anmerkung. Obwohl von der Kraft, welche ein hewegtes
System auvsiibt, nicht alle Komponenten durch die Bewegung
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des Systems eindeutig bestimmt sind, so sind doch die Kom-
ponenten in Richtung einer jeden miglichen Verriickung des
Systems durch seine Bewegung eindeutig bestimmt.

Folgerung. Von der Kraft, welche ein bewegtes System
ausiibt, sind die Komponenten in Richtung einer jeden freien
Koordinate des Systems durch die Bewegung eindeutig be-
stimmt.

[st nimlich p, eine freie Koordinate, so verschwinden die
P, und damit die unbestimmten Glieder, und es kann die
Komponente der Kraft des Systems nach p, geschrieben wer-
den in den Formen:

f’,",= — m.fy (491) a)

WE d [6,F)

5 i '&p_' (291a) b)

0, ;
= s (291D) ©)
aﬂ: 15
ﬂ‘fi — (o (294). @)
ap, % ’

Innerer Zwang.

Lehrsatz. Die Beschleunigung eines Systems materieller
Punkte, zwischen welchen keine Zusammenhinge bestehen,
findet statt in Richtung der Kraft, welche auf das System
wirkt, und ihre GroBe ist gleich der GroBe der Kraft, divi-
diert durch die Masse des Systems,

Denn wenn zwischen den n Punkten eines Systems keine
Zusammenhinge bestehen, so ist fiir jede der 32 rechtwink-
ligen Koordinaten des Systems (482):

m, . X,
— (i =

m m

die linken Seiten der Gleichungen aber stellen die Kompo-

nenten der Beschleunigung des Systems nach den z, dar (275).
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495 Folgerung. Die Beschleunigung eines einzelnen materiellen L2
Punktes geschieht in Richtung der Kraft, welche auf den
Punkt wirkt, und ihre GroBe ist gleich der Grofe der
Kraft, dividiert durch die Masse des Punktes. (NEwrons Lex

secunda.)

496 Anmerkung. Bestehen Zusammenhinge zwischen den
Punkten eines materiellen Systems, auf welches eine Kraft
wirkt, so weicht die Beschleunigung des Systems im allge-
meinen ab von der durch den Lehrsatz 494 gegebenen. Als
Ursache dieser Abweichung konnen wir also die Zusammen-
hinge des Systems ansehen, und die Abweichung selbst haben
wir nach 886 als den inneren Zwang des Systems zu be-

zeichnen,

497 Aufgabe. Den inneren Zwang eines Systems zu bestim-
men, ‘welches sich unter dem EinfluB von Kriften bewegt.
Die wirkliche Komponente der Beschleunigung des Systems
nach der allgemeinen Koordinate p, ist f,, die Komponente,
welche nach Aufhebung der Bedingungsgleichungen eintreten
wiirde, ist (494) P,/m, der Unterschied beider GroBen, oder:
iJ
a) 7 f——k
e=Te JrEaE
also die Komponente des Zwanges nach p,.

Zur Bestimmung der Grofe des Zwanges reicht die
Kenntnis der Komponenten desselben nach den p, im allge-
meinen nicht aus (245). Wenden wir deshalb auch rechtwink-
lige Koordinaten an, so erhalten wir fiir die Komponente
nach z,:

i 5 -
b) 2y = (ot — A3) s
m
also die GroBe z des Zwanges als die positive Wurzel der

Gleichung (244):
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Lehrsatz 1. Die GroBe des Zwanges eines materiellen
Systems unter dem KinfluB von Kriiften ist wie bei einem
freien System in jedem Augenblick kleiner fiir die natirliche
welche in dem betrachteten Augenblick nach Lage und Ge-
schwindigkeit mit jener zusammenfallt,

Denn als notwendige und hinreichende Bedingung dafiir,
daB bei gegebenen Werten der X, die GroBe 1mz? ein Mini-
mum werde, erhalten wir nach derselben Methode wie in 155
die 3n Gleichungen:

Bewegung, als fir irgend eine andere mogliche Bewegung

My ity — X 5 N Ty X, =0 |

in welchen die X, ¢ unbestimmte Multiplikatoren bezeichnen,
welche zusammen mit den 8n GroBen #, aus jenen 32 Glei-
chungen und den ¢ Bedingungsgleichungen des Systems ein-
deutig zn bestimmen sind. Die vorstehenden Gleichungen aber
ergeben dieselben Werte der #, und X,, wie die mit ihnen
iibereinstimmenden Gleichungen der natiirlichen Bewegung (482).

Anmerkung. Der vorstehende Lehrsatz enthilt das voll-
stindige Gausssche Prinzip des kleinsten Zwanges. Wir
konnen den Lehrsatz 388 als einen hesonderen Fall desselben
bezeichnen. Aber nach unserer ganzen Auffassung werden
wir lieber jenen Lehrsatz als den allgemeinen ansehen und
den vorliegenden als die Anpassung desselben an besondere,
verwickeltere Verhiltnisse betrachten.

Lehrsatz 2. Die Richtung des Zwanges steht bei der
natiirlichen Bewegung eines Systems unter dem KEinfluB einer
Kraft, wie bei der natiirlichen Bewegung eines freien Systems,
bestiindig senkrecht auf jeder moglichen oder virtuellen Ver-
riickung des Systems aus seiner augenblicklichen Lage.

Denn zufolge 497a und 481 lassen sich die Komponenten
des Zwanges nach den p, auch schreiben in der Form:

&

S il
Zg=— _‘_I\”_[”er -{/ 3
=¥ m ‘1—' il

der Zwang als VektorgroBe steht also (250) senkrecht auf
Jjeder moglichen Verriickung des Systems.

Hertz, Mechanik, 2, Aufl, 15
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501 Symbolischer Ausdruck. Bezeichnen wir mit dp, die
Anderungen der Koordinaten p, fiir irgend eine beliebige mog-
liche Verriickung des Systems, so kionnen wir den vorstehen-
den Satz in die Gestalt der symbolischen Gleichung kleiden

(vergl. 393):

a) :,_. ‘),r“. z J’iﬂ)w:” ;
1

5 m |

welehe unter Anwendung rechtwinkliger Koordinaten die Form

annimmt:;

b ™, (9 By — \,] Oy =— 0
s
502 Anmerkung. Der Lehrsatz 500 enthilt das vollstindige

p’Arevperrsche Prinzip, die Gleichungen 501a und b die ge-
wohnliche Fassung desselben, Uber das Verhiltnis des Satzes
500 zu dem Satz 392 ist dasselbe zu bemerken, wie unter 499.

503 Folgerung 1. Die Komponente der Beschleunigung eines
materiellen Systems in Richtung einer jeden moglichen Be-
wegung ist gleich der Komponente der wirkenden Kraft nach

. dieser Richtung, dividiert durch die Masse des Systems.
Denn die Komponente des Zwanges nach .der Richtung
jeder moglichen Bewegung verschwindet.

504 Folgerung 2. Die Komponente der Beschleunigung eines
materiellen Systems in Richtung seiner wirklichen Bewegung
ist gleich der Komponente der wirkenden Kraft nach der
gleichen Richtung, dividiert durch die Masse des Systems.

505 Folgerung 3. Die Komponente der Beschleunigung eines
materiellen Systems nach jeder freien Koordinate des Systems
ist gleich der Komponente der wirkenden Kraft nach der
cleichen Richtung, dividiert durch die Masse des Systems.

506 Lehrsatz. Bei der natiirlichen Bewegung eines materiellen
Systems unter dem Einflub von Kriiften ist die Komponente
der Beschleunigung nach jeder Koordinate der absoluten
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Lage bestiindig gleich der Komponente der wirkenden Kraft nach
der gleichen Richtung, dividiert durch die Masse des Systems,
— welches auch der innere Zusammenhang des Systems ist,

Folgerung 1. Wihlen wir die Koordinaten eines Systems
iibrigens beliebig, jedoch so, daB sich unter ihnen sechs Koordi-
naten der absoluten Lage finden, so kiénnen wir bei vorhan-
dener Kenntnis der auf das System wirkenden Krifte, aber
ohne Kenntnis des inneren Zusammenhangs des Systems doch
stets sechs der Bewegungsgleichungen des Systems angeben.

Folgerung 2. Treffen wir insbesondere iiber die Koordi-
naten der absoluten Lage dieselbe Verfigung wie in 402 und
wenden den Lehrsatz zunichst an auf die Richtung der 3 Ko-
ordinaten e, w, &y, so ergibt er uns die drei Gleichungen;

Diese drei Gleichungen, welche sich dahin interpretieren
lassen, daB der Schwerpunkt sich so bewegt, als sei die ganze
Masse des Systems in ihm vereinigt, und griffen an ihm alle
Elementarkrifte an, bilden das sogenannte erweiterte Prinzip
des Schwerpunkts. (Vergleiche 404.)

Folgerung 3. Angewandt auf die Richtung der drei Ko-
ordinaten der absoluten Lage o, w, w, ergibt der Lehrsatz
die drei Gleichungen:

\‘i

2 My (X, o
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Diese -drei Gleichungen bilden das sogenannte erweiterte
Prinzip der Flichen. (Vergleiche 406.

Energie, Arbeit.

Definition. Die Vermehrung der Energie eines Systems
vorgestellt als Folge einer auf das System ausgeiibten Kraft,
wird die Arbeit jener Kraft genannt.

Die Arbeit, welche eine Kraft in bestimmter Zeit leistet,
wird gemessen durch die Zunahme der Energie des Systems,
auf welches sie wirkt, in jener Zeit.

Eine etwaige Abnahme der Energie infolge des Vor-
handenseins der Kraft rechnen wir als negative Zunahme. Die
Arbeit einer Kraft kann also positiv oder negativ sein.

Folgerung. Wihrend die auf ein System wirkende Kraft
eine gewisse Arbeit leistet, leistet die von dem System aus-
geiibte Gegenkraft stets die entgegengesetzt gleiche Arbeit.

Denn die letztere Arbeit ist gleich der Zunahme der
Energie desjenigen Systems, mit welchem das betrachtete ge-
koppelt ist; die Summe der Energien beider Systeme aber
ist konstant.

Lehrsatz. Die Arbeit, welche die auf ein System wir-
kende Kraft wihrend der Durchlaufung eines Bahnelements
leistet, ist gleich dem Produkt aus der Linge des Elements
und der Komponente der Kraft in seiner Richtung.

Denn die Zunahme d# der Energie withrend des Zeit-
elements df, in welchem das Bahnelement ds zuriickgelegt
wird, ist (283):

dBE =muv o dt=m1 ds
Nach 280 ist aber # die Komponente der Beschleunigung

des Systems in Richtung seiner Bahn, also nach 504 ms die
Komponente der Kraft in Richtung der Bahn.

Anmerkung 1. Die in Rede stehende Arbeit ist mit dem-
selben Rechte auch gleich dem Produkt aus der Griofe der
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Kraft und der in ihre Richtung fallenden Komponente des
Bahnelements.

Anmerkung 1. Erleiden wihrend der Durchlaufung des
Bahnelements ds die Koordinaten p, die Anderungen dp,, so
ist die Arbeit der wirkenden Kraft dargestellt durch die
Gleichung:

dE= e Py dp,

1

Denn die Komponente der Kraft in Richtung des Bahn-
elements ist gleich (247):

\;‘” P dp,
=" Yds
Folgerung 1. Die Kraft, welche auf ein System wirkt,
leistet positive oder negative Arbeit, je nachdem der Winkel,
welchen sie mit der Geschwindigkeit des Systems bildet, kleiner
oder groBer als ein rechter ist. Steht die Kraft senkrecht
auf der Bewegungsrichtung, so leistet sie keine Arbeit.

Folgerung 2. Kine Kraft, welche auf ein ruhendes Sy-
stem wirkt, leistet keine Arbeit.

Gleichgewicht, Statik.

Definition. Wir sagen, zwei oder mehrere Kriifte, welche
auf dasselbe System wirken, halten sich das Gleichgewicht,
wenn eine jede von ihnen den EinfluB der anderen aufhebt,
d. h. wenn unter dem EinfluB beider oder aller jener Kriifte
das System sich so bewegt, als wire keine von ihnen vor-
handen.

Lehrsatz. Zwei oder mehrere Kriifte halten sich das
Gleichgewicht, wenn ihre Summe senkrecht steht auf jeder
moglichen (virtuellen) Verriickung des Systems aus seiner augen-
blicklichen Lage, — und umgekehrt.

Der Satz folgt unmittelbar aus 471 und 488.
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519 Symbolischer Ausdruck. Bezeichnen wir mit Z,, P; usw.
die Komponenten der einzelnen Krifte nach den p,, mit dp,
die Anderungen der p, fiir irgend eine mogliche Verriickung des
Systems, so konnen wir die Forderung des vorstehenden Satzes
in die Gestalt der symbolischen Gleichung kleiden:

\‘r_ ( l“, + }r,; L usw.) rﬁ_,'h: =1

Vergleiche 893, 501.

520 Anmerkung. Der vorstehende Lehrsatz enthalt das
Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten (Verriickungen, Mo-
mente), die Gleichung 519 die gewidhnliche analytische Fassung
desselben.

ozl Folgerung 1. Halten sich mehrere Kriifte an einem System
das Gleichgewicht, so verschwindet die Summe der von den
Kriften geleisteten Arbeiten bei jeder méglichen (virtuellen)
Verriickung des Systems aus seiner augenblicklichen Lage, —
und umgekehrt. (Prinzip der virtuellen Arbeit.)
Denn schreiben wir die Gleichung 519 in der Form:

S

e 0po + De Py dp, + usw. =0

so ergibt sich nach 514 die Behauptung.

522 Folgerung 2. Halten sich zwei oder mehr Krifte das
Gleichgewicht an einem System, so verschwindet die Summe
ihrer Komponenten in Richtung jeder moglichen Bewegung
des Systems.

523 Folgerung 3. Halten sich zwei oder mehr Kriifte das
(Gleichgewicht an einem System, so verschwindet die Summe
ihrer Komponenten nach jeder freien Koordinate des Systems.

524 Lehrsatz. Halten sich zwei oder mehr Kriifte das Gleich-

gewicht an einem System, so verschwindet die Summe ihrer
Komponenten in Richtung einer jeden Koordinate der abso-
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luten Lage, welches auch immer der innere Zusammenhang

des Systems sein mdoge.

Anmerkung. Auch ohne Kenntnis des inneren Zusammen-
hangs eines Systems konnen wir demnach doch stets 6 not-
wendige Bedingungsgleichungen fiir sein Gleichgewicht an-
geben. Wihlen wir als Koordinaten der absoluten Lage die
., welche wir in 402 einfiihrten, so
liefert uns der vorige Lehrsatz diejenigen 6 Gleichungen,
welche dem Prinzip des Schwerpunkts und der Flichen ent-
sprechen, und welche Lacraxae im 3. Abschnitt § 1 und § 2
des ersten Teils der Mécanique analytique behandelt.

6 Groben e, o, ¢, 0, 0, o,

Bemerkung 1. Halten sich zwei oder mehr Kriifte in
einer bestimmten Lage des Systems das Gleichgewicht bei
einer gewissen (eschwindigkeit, so halten sich dieselben
Krafte in derselben Lage das Gleichgewicht auch bei jeder
anderen Geschwindigkeit.

Denn die Bedingung des Gleichgewichts enthilt nicht
die wirkliche Geschwindigkeit des Systems.

Bemerkung 2. Halten sich zwei oder mehr Kriifte das
Gleichgewicht an einem ruhenden System, so beharrt das
System in seinem Zustand der Ruhe; und umgekehrt: Be-
harrt ein System trotz des Angriffs zweier oder mehrerer
Krifte in der Ruhe, so halten sich die Kriifte an dem System
das Gleichgewicht,

Folgerung 1. Zwei Kriifte, welche, gleichzeitig an dem-
selben ruhenden System angreifend, die Ruhe des Systems
nicht storen, haben entgegengesetzt gleiche Komponenten in
Richtung jeder miglichen Bewegung des Systems,

Folgerung 2. Zwei Kriifte, welche, nacheinander auf das-
selbe ruhende System zugleich mit denselben andern Kriiften
wirkend, das System in Ruhe lassen, haben gleiche Kompo-
nenten in Richtung jeder méglichen Bewegung des Systems.

226

227

bZ8

529

Anmerkung. Auf den letzten beiden Folgerungen beruht 530

die statische Vergleichung der Kriifte.
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Maschinen und innere Krafte.

Definition. Kin System, dessen Massen als verschwindend
klein betrachtet werden gegen die Massen der Systeme, mit
welchen es gekoppelt ist, wird eine Maschine genannt.

Kine Maschine ist also hinsichtlich ihres Einflusses auf
die Bewegung der iibrigen Systeme vollstindig dargestellt
durch ibre Bedingungsgleichungen; die Kenntnis des Ausdrucks
der Energie der Maschine in ihren Koordinaten ist nicht er-
forderlich.

Einfach heiBt eine Maschine, welche nur einen Grad der
Bewegungsfreiheit hat.

Lehrsatz. Solange eine Maschine sich mit endlicher Ge-
schwindigkeit bewegt, halten sich die auf die Maschine wir-
kenden Krifte bestindig das Gleichgewicht.

Denn ergiiben diese Kriifte eine Komponente in Rich-
tung irgend einer méglichen Bewegung der Maschine, so wiirde
die Komponente der Beschleunigung in dieser Richtung wegen
der verschwindenden Masse unendlich grof (504).

Folgerung. Zwischen den Komponenten der auf eine
Maschine wirkenden Krifte nach ihren Koordinaten besteht
eine Anzahl homogener linearer Gleichungen, deren Zahl
gleich der Zahl der Bewegungsfreiheiten der Maschine ist.
Kine einfache Maschine wird vertreten durch eine einzige
homogene lineare Gleichung zwischen den auf ihre Koordi-
naten wirkenden Kriften.

Bemerkung 1. Wird eine Maschine nach allen ihren Ko-
ordinaten gekoppelt mit zwei oder mehr materiellen Systemen,
so kann die auf diese Art hergestellte mechanische Verbin-
dung zwischen den letzteren analytisch dargestellt werden
durch einen Satz homogener linearer Differentialgleichurigen
zwischen den Koordinaten der verbundenen Systeme. Denn
wir konnen in den Bedingungsgleichungen der Maschine die
Koordinaten derselben ersetzen durch die ihnen gleichen Ko-
ordinaten der verbundenen Systeme.

Umgekehrt kénnen wir daher auch jeden analytisch ge-
gebenen Satz homogener linearer Differentialgleichungen zwischen
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den Koordinaten zweier oder mehrerer Systeme physikalisch
deuten als eine mechanische Verbindung der angegebenen Art,
welche wir bezeichnen als eine Koppelung jener Systeme durch
die Maschine.

Folgerung. Sind zwei oder mehr Systeme durch eine
Maschine gekoppelt, so ist die von jedem der Systeme ge-
leistete Arbeit engegengesetzt gleich der Summe der von
den iibrigen Systemen geleisteten Arbeit. Bei der Koppelung
der Systeme mittels einer Maschine wird also Arbeit nicht
gewonnen,

Denn die von den Systemen ausgeiibten Krifte halten
sich an der Maschine das Gleichgewicht, die Summe der von
ihnen geleisteten Arbeit ist also Null,

Bemerkung 2. FKin jedes materielle System kann auf 5

mannigfaltige Art aufgefaBt werden als bestehend aus zwei
oder mehr Systemen, welche durch Maschinen gekoppelt sind.
Denn teilen wir die Massen des Systems in mehrere Teile, und
sind die p, Koordinaten des ersten Teiles, die p; Koordinaten
des zweiten Teiles, usw., so konnen wir diejenigen Bedingungs-
gleichungen des vollstindigen Systems, welche nur die p, ent-
halten, betrachten als Bedingungsgleichungen des ersten Teil-
systems, diejenigen Gleichungen, welche nur die P, enthalten, als
Bedingungsgleichungen des zweiten Teilsystems, usw., wihrend
diejenigen Bedingungsgleichungen des vollstindigen Systems,
welche die p,, p. usw. gemischt enthalten, aufgefaBt wer-
den als die Gleichungen der die Teilsysteme koppelnden Ma-
schinen.

Die Krifte, welche bei dieser zulissigen, wenn auch will-
kiirlichen Auffassung auf die Teilsysteme von den sie koppeln-
den Maschinen ausgeiibt werden, bezeichnen wir als innere
Kriifte des Systems.

Folgerung 1. Ein jeder Satz innerer Krifte kann einen
Teil des Zusammenhanges eines Systems ersetzen. Lassen
wir niimlich diejenigen Bedingungsgleichungen des ganzen
Systems fort, welche die Maschinen zwischen den Teilsystemen
darstellen, behalten aber die von den Maschinen ausgeiibten
Krifte bei, so bewegt sich das System wie vorher.
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Folgerung 2. Der gesamte Zusammenhang eines Systems
kann aufeeltst werden in und ersetzt werden durch eine An-
zahl von Elementarkriften, welche auf die einzelnen materiellen
Punkte des Systems wirken.

Denn wir kionnen die einzelnen Punkte als Teilsysteme
betrachten und das ganze System als Gesamtheit dieser durch
Maschinen gekoppelten Teilsysteme.

Folgerung 8. Die inneren Kriifte, welche den Zusammen-
hang eines Systems vollstindig oder teilweise ersetzen, halten
sich, an dem urspriinglichen System angreifend, bestiindig das
Gleichgewicht.

Denn sie halten sich nach 532 das Gleichgewicht an den
Maschinen, welche Teile des urspriinglichen Systems bilden.

Anmerkung. Diese letztere Uberlegung ist es, mit deren
Hilfe in der gewthnlichen Entwickelung der Mechanik der
[._-H}i'_’!"r_f."lllf:{' von den Gesetzen des Gleichgewichts (dem Prinzip
der virtuellen Geschwindigkeiten) zu den Gesetzen der Be-
wegung (dem p’ArnempERTschen Prinzip) gemacht wird.

Messung der Krifte.

Aus unseren Uberlegungen ergeben sich im ganzen drei
unabhéingige Methoden, um diejenigen Komponenten der Krifte
unmittelbar zu messen, welche iiberhaupt EinfluB anf die Er-
scheinungen haben. Durch Anwendung einer jeden dieser
drei Methoden kionnen auch die Kriifte aus Rechnungsgriofien
zu Gegenstinden der unmittelbaren Erfahrung gemacht werden,
d. h. zu Zeichen fiir bestimmte Verbindungen sinnlicher Kmp-
findungen und Wahrnehmungen.

Die erste Methode bestimmt die Kraft aus den Massen
und Bewegungen des Systems, von welchem sie ausgeiibt wird.
Physikalisch wird diese Methode die Messung der Kraft nach
ihrem Ursprunge genannt. Sie wird z. B. angewandt in der
Annahme, dafl gleich gespannte Federn, gleiche Mengen explo-
dierenden Pulvers usw. unter iibrigens gleichen Verhiltnissen
gleiche Kriifte ausiiben,
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Die zweite Methode bestimmt die Kraft aus den Massen
und der Bewegung des Systems, auf welches sie wirkt. In der
Physik wird diese Methode als die dynamische Messung der
Kraft bezeichnet. Sie wurde z. B. von Newton angewandt,
als er die auf die Planeten wirkende Kraft aus deren Be-
wegung ableitete.

Die dritte Methode bestimmt die Kraft, indem sie sie mit
bekannten Kriiften ins Gleichgewicht bringt. Diese Methode
wird die statische genannt. Auf ihr beruhen z. B. alle Kriifte-
messungen mit der Wage.

Angewandt zur Bestimmung einer und derselben Kraft
unter Beobachtung der von uns abgeleiteten Beziehungen
milssen aber diese drei verschiedenen Methoden unter allen
Umstéinden zu dem gleichen Resultate fihren, wenn anders
das Grundgesetz, auf welches sich unsere Uberlegungen
stiitzen, wirklich alle mogliche mechanische Erfahrung richtig
zusammenfaBt.

Abschnitt 5. Systeme mit verborgenen Massen.

I. Cyklische Bewegung.

Definition 1. Cyklische Koordinate eines Systems heifit eine
freie Koordinate des Systems dann, wenn die Linge einer
unendlich kleinen Verriickung des Systems nicht von dem
Werte der Koordinate, sondern nur von dem ihrer Anderung
abhiingt.

Anmerkung 1. Ks gibt cyklische Koordinaten. Denn
es geniigt z. B. eine rechtwinklige Koordinate des Systems,
wenn sie frei ist, der Voraussetzung. Cyklische Koordinaten
konnen stets eingefithrt werden, wenn unendlich kleine Ver-
riickungen des Systems moglich sind, welche nicht eine Ande-
rung der Massenverteilung im Raume zur Folge haben, son-
dern nur eine cyklische Vertauschung der Massen unter sich.
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Daher der Name. Es kénnen aber auch unter anderen Ver-
hiilltnissen cyklische Koordinaten auftreten, wie es das Beispiel
der rechtwinkligen Koordinaten zeigt.

Anmerkung 2. Die Energie eines Systems hingt nicht
ab von dem Werte seiner cyklischen Koordinaten, sondern
nur von deren Anderungsgeschwindigkeiten mit der Zeit.

Definition 2. Cyklisches System heift ein materielles
System, dessen Energie mit hinreichender Anniherung als
eine homogene guadratische Funktion der Anderungsgeschwin-
digkeiten seiner cyklischen Koordinaten erscheint.

Ein cyklisches System heifft ein monocyklisches, di-
cyklisches, usw., je nachdem es eine, zwei, usw. cyklische
Koordinaten besitzt.

In einem cyklischen System werden die nicht cyklischen
Koordinaten auch die Parameter des Systems genannt; die
Anderungsgeschwindigkeiten der cyklischen Koordinaten nennen
wir auch die cyklischen Intensitiiten.

Anmerkung 1. Die Bedingung, deren angeniherte Kr-
filllung fiir eyklische Systeme erfordert wurde, kann mit Strenge
iberhaupt nicht erfiillt sein, abgesehen von dem Falle, dafl
das System nur cyklische Koordinaten besitat.

Denn ist eine Grofe Koordinate eines Systems, so be-
dingt ihre Anderung eine Verrickung mindestens eines ma-
teriellen Punktes des Systems; die Energie dieses Punktes ist
also quadratische Funktion der _-'-\'mlcx'un;:sgesch\\'Jndigl;eit
jener Koordinate, und fiir die Energie des Systems gilt dem-
nach das gleiche. Die KEnergie eines jeden Systems enthilt
daher in Strenge notwendig die Anderungsgeschwindigkeiten
aller Grofen, welche iiberhaupt Koordinaten des Systems sind,
also auch die Energie eines cyklischen Systems die Anderungs-
geschwindigkeiten seiner Parameter.

Anmerkung 2. Jene Bedingung fiir das Auftreten eines
cyklischen Systems kann aber mit jedem beliebigen Grade der
Annaherung erfiillt sein, sobald das System iiberhaupt eyklische
Koordinaten besitzt.

Sie ist niamlich erfiillt in dem Falle, daB die Teile der
Energie, welche die Anderungsgeschwindigkeiten der Para-
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meter enthalten, verschwinden gegen die Teile, welche von den
cyklischen Intensititen abhiingen, und dies kann stets dadurch
erreicht werden, daB die ,:‘.iudErrungsgeschwindigkviteu der
Parameter hinreichend klein, oder daB die cyklischen Inten-
sititen hinreichend groB angenommen werden. Wie groB
diese oder wie klein jene angenommen werden miissen, damit
ein bestimmter Grad der Anndherung erzielt werde, hiingt
ab von den besonderen Werten der Koeffizienten im Ausdruck
der Energie.

Im folgenden wird stets vorausgesetzt, daB die Bedingung
der cyklischen Systeme mit so groBer Annitherung erfiillt sei,
dall wir so reden konnen, als sei sie genau erfiillt.

Bezeichnung. Wir bezeichnen die cyklischen Koordinaten 352
des Systems mit Yo, mit r ihre Zahl, die Momente des Sy-
stems nach den p, mit g,. Die r nicht cyklischen Koordi-
naten des Systems mdgen mit Poy die Momente nach ihnen
mit ¢, bezeichnet werden. Die Masse des cyklischen Sy-
stems sei m.

Die fuBieren Kriifte, welche auf das System wirken, mogen
nach den p, die Komponenten Py, mach den p, die Kompo-
nenten P, haben. Die Krifte, welche das System selbst aus-
itht, haben dann nach den Po» beziehlich den p, Komponenten,
welche nach 467 mit FP,, beziehlich 1, zu*bezeichnen sind.

Folgerung 1. Die Energie © eines cyklischen Systems 553
kann geschrieben werden in den Formen (286):

T T

1 al ) . .
€= m Se S ags Py o
1 1
1 T b
o S
T am :: bor Qo o
o 1 1

in welchen die a, und b,, Funktionen allein der Po» micht
aber der p, sind (548), iibrigens aber dieselben Figenschaften
und denselben Zusammenhang haben, wie die @y, und b, (591F).

Betrachten wir € als Funktion der p, und der Doy Wie
es die erste Form darstellt, so mdge sein partielles Differential
mit 6,E bezeichnet werden; betrachten wir aber € als Funk-
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tion der p, und der g,, wie es die zweite Form darstellt, so
moge sein partielles Differential mit 8, bezeichnet werden
(vergl. 288). |

b4 Folgerung 2. Fiir alle Werte des o gelten die Glei-
chungen: \
n)  (289) o8 =q,=0 ,
’ S

b) (290

e)

d)

Diese Gleichungen enthalten die charakteristischen Merk-
male der cyklischen Systeme, und auf ihnen beruhen die be-
sonderen Higentiimlichkeiten derselben.

Die Gleichung b) wiederholt die Bemerkung (550), daB
ein  Widerspruch besteht zwischen der Annahme, daf die
Form der KEnergie. genau die angenommene sei und daB
gleichwohl die p, mit der Zeit veriinderliche Griofen seien.
Wir haben die Gleichung gemiB 551 dahin zu deuten, daB, |
wenn § sehr angenihert die gewihlte Gestalt hat, die p, als :
langsam sich veréindernde Grdofien betrachtet werden miissen. ‘

Kriafte and Kraftefunktion.

555 Aufgabe 1. Die Kraft P, zu bestimmen, welche das
cyklische System nach seinem Parameter p, ausiibt.
Zufolge der Gleichungen 498¢, d und 554a erhalten wir:

a) l‘”r.a —— o

oder in entwickelter Form:
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3 1 \L\ \;~ L‘-"Jm. ! .
Po= —1m D¢ >: 7 H.1, b)
¥ 2 e
1NN, % :
B 2IM <= <= gp, Qo e - <

Folgerung. Die Kriifte eines cyklischen Systems nach 556
seinen Parametern sind unabhiingig von den Anderungs-
geschwindigkeiten dieser Parameter.

Vorausgesetzt ist jedoch immer, daB diese -\ndelung\-
geschwindigkeiten nicht dasjenige MaB iibersteigen, welches
erlaubt, das System als ein cyklisches zu behandeln. So sind
in der Elektrodynamik die Anziehungen zwischen Magneten
zwar unabhiingig von der Geschwindigkeit ihrer Bewegung,
aber doch nur so lange, als diese Geschwindigkeit weit unter-
halb der Lichtgeschwindigkeit liegt.

(]
ot
=1

Aufgabe 2. Die Kraft S8, zu bestimmen, welche das :
cyklische System nach seiner cyklischen Koordmate p, ausiibt.
Zufolge der (Hleichungen 498¢ und 554¢ erhilt man:

A -
g‘bvz _qf;‘ . a)
Entwickelt, hat man, da (270)

Qo= Dellge s b)
1

o \ t,,,-
P, = — m\r (go o —m > N \ “Popr ¢)
l
Folgerung. Wirkt auf ein cyklisches System eine #uBere 558
Kraft, deren Komponenten nach den b, die !B, sind, so indern
sich die cyklischen Momente nach den Gleichungen:

q[i T \‘LL‘J

Lehrsatz. Wenn auf die cyklischen Koordinaten eines 559
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cyklischen Systems keine Kriifte wirken, so sind die siimtlichen
cyklischen Momente des Systems konstant in der Zeit,

Denn sind die P, gleich Null, so ergeben die vorigen
(3leichungen durch Integration

Qo= constans

Definition. FEine Bewegung eines cyklischen Systems, bei
welcher seine cyklischen Momente konstant bleiben, heillt eine
adiabatische Beweecung. Eine Bewegung eines cyklischen
Systems, bei welcher seine cyklischen Intensitiiten konstant
bleiben, heift eine isocyklische Bewegung.

Adiabatisch, beziehlich isocyklisch wird das cyklische
System selbst genannt, wenn es gezwungen ist, keine anderen
Bewegungen auszufiihren, als nur adiabatische, beziehlich iso-

cyklische,

Anmerkung 1. Die analytische Bedingung der adiabati-
schen Bewegung ist diese, daB fiir alle o:

q R (= (Jo = constans

sei. Die analytische Bedingung der isocyklischen Bewegung
ist diese, daB fiir. alle o:

by=—0 P, = constans

sel,

Anmerkung 2. Die Bewegung eines cyklischen Systems
ist eine adiabatische, sobald auf die cyklischen Koordinaten
dauernd keine Krifte wirken. Die Bewegung eines cyklischen
Systems ist eine isocyklische, wenn es nach den cyklischen
Koordinaten mit anderen Systemen gekoppelt ist, welche kon-
stante Anderungsgeschwindigkeit der gekoppelten Koordinaten
besitzen. Damit die Bewegung eine isocyklische sei, miissen
also geeignete Krifte auf die cyklischen Koordinaten wirken.

Definition. Lassen sich die Kriifte eines cyklischen Sy-
stems nach seinen Parametern darstellen als die partiellen
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Differentialquotienten einer Funktion der Parameter und kon-
stanter Groflen, nach den Parametern, so heiBt diese Funk-
tion die Kriftefunktion des cyklischen Systems.

Lehrsatz. Sowohl fiir die adiabatische, als auch fiir die
isocyklische Bewegung besteht eine Kraftefunktion,
Denn fiir die adiabatische Bewegung folgt aus 555¢:

r
e SIND N b Qe Ge . a)
e TR 2m

und hierin sind die GréBen q,q,/m Konstanten und die
b, Funktionen lediglich der Parameter,

Entsprechend folgt fiir die isocyklische Bewegung aus
xR

Bdb:

0 o IE s

Py= g 272 Gar g PP b
g 1 1

und hierin sind wiederum die Gréfen mp,p, Konstanten und

die g,, Funktionen lediglich der Parameter,

Anmerkung. Die Kriftefunktion fiir die adiabatische
und fiir die isocyklische Bewegung unterscheiden wir auch
wohl als adiabatische bez. isoeyklische Kriiftefunktion. Es
gibt weitere Bewegungsformen des Systems, fiir welche
Kriiftefunktionen bestehen, aber nicht fiir jede beliebige Be-
wegung besteht eine solche.

Zusatz 1. Die Kriftefunktion eines adiabatischen Systems
ist gleich der Abnahme der Energie des Systems, gerechnet

von einem willkiirlich gewihlten Anfangszustand aus. Sie ist
daher auch gleich einer willkiirlichen, d. h. durch die Defi-
nition nicht bestimmten Konstanten, vermindert um die Energie

des Systems.

Zusatz 2. Die Kriiftefunktion eines isocyklischen Systems
ist gleich der Zunahme der Energie des Systems, gerechnet
von einem willkiirlich gewiihlten Anfangszustand aus. Sie ist
daher auch gleich der Energie des Systems, vermindert um
eine willkiirliche Konstante.

Hertz, Mechanik. 2, Aufl. 16
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Reziproke Eigentiimlichkeiten.

Lehrsatz 1a. Wenn in einem adiabatischen System eine
VergroBerung des Parameters p, die Komponente der Kraft
nach dem anderen Parameter p; steigert, so steigert auch
umgekehrt eine Vergrofierung von p; die Kraft nach p,. Und
zwar ist bei unendlich kleiner VergroBerung das quantitative
Verhiltnis zwischen Ursache und Wirkung in beiden Fillen
das gleiche.

Denn in einem adiabatischen System konnen wir die p,
als die hinreichenden unabhiingigen Bestimmungsstiicke der
P, betrachten, und es liefert uns daher die fiir adiabatische
Systeme giiltige Gleichung 564 a:

ap; aP,

(-':1”_-'-. " E.-I;.J,-_

welches die Behauptung ist.
[=]

Lehrsatz 1b, Wenn in einem isocyklischen System eine
VergroBerung des Parameters p, die Komponente der Kraft
nach dem anderen Parameter p; steigert, so steigert auch
umgekehrt eine Vergroferung von p; die Kraft nach p,. Und
zwar ist bei unendlich kleiner VergroBerung das quantitative
Verhiltnis zwischen Ursache und Wirkung in beiden Fillen
das gleiche,

Denn auch in einem isocyklischen System konnen wir
die p, als hinreichende unabhiingige Bestimmungsstiicke der
P ansehen, und es liefert uns daher die fiir isocyklische Sy-

steme giltige Gleichung 564b:

aP, 8P,
p.  opr
welches die Behauptung ist.
Es ist zu bemerken, daf diese Gleichung von der vorigen
dem Sinne nach verschieden, wenn auch der Form nach
identisch ist.

Anmerkung. Damit die vorstehenden beiden Lehrsiitze
eine physikalische Anwendung gestatten, geniigt es, dall von
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dem cyklischen System zwei Parameter und die Krifte nach
diesen der unmittelbaren Beobachtung zugiinglich seien.

Lehrsatz 2a. Wenn in einem cyklischen System eine 571
Vermehrung des ml;hqrhuu Momentes q, bei festgehaltenen
Parametern eine Steigerung der Kraft nach dem Parameter
2, zur Folge hat, so ruft die adiabatische Vergroferung des
Parameters p; eine Verminderung der cyklischen Intensitiit Do
hervor, und umgekehrt. Und zwar ist bei unendlich kleiner
_\[ululu" das Grobenverhiltnis zwischen Ursache und Wir-
kung in beiden Fillen das gleiche.

Denn wir haben:

Ay . — e]Ll: o - 5'& 200
P = ap; (b5b5a) |, Pu= 0, (290)
also ist
dP; ap,,
T 9

von welcher Gleichung der Lehrsatz die richtige Interpre-
tation ist.

Folgerung. Wenn in einem monocyklischen System eine 572
Vermehrung der cyklischen Intensitit ) bei festgehaltenen
Parametern eine Steigerung der Kraft nach dem Parameter
p. zur Folge hat, so ruft die adiabatische Vergroferung des
Parameters p, eine Verminderung der cyklischen Intensitiit
hervor, und umgekehrt.

Denn in einem monocyklischen System geht Vermehrung
der cyklischen Intensitit und Vermehrung des cyklischen Mo-
mentes bei festgehaltenen Parametern stets Hand in Hand.
Fiir ein monocyklisches System ist nimlich

qg=map ,

worin a eine notwendig positive (62) Funktion der Parameter
des Systems ist.

Lehrsatz 2b. Wenn in einem cyklischen System eine
Vermehrung der cyklischen Intensitéit ), bei festgehaltenen
16*

= ey
ik
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Parametern eine Steigerung der Kraft nach dem Parameter p;
sur Folge hat, so ruft die isocyklische Vergrofierung des
Parameters p; eine Vermehrung des cyklischem Moments g,
hervor, und umgekehrt. Und zwar ist bei unendlich kleiner
Anderung das GroBenverhiltnis zwischen Ursache und Wir-
kung in beiden Fillen das gleiche.

Denn wir haben:

a,& 1] S 0. . .
Fi=g (B85a) , Qu = (289)
P an.,
also ist:
ar; dq,
:1‘ a1 T - ]
on,, Ur""-"-

von welcher Gleichung der Lehrsatz den Ausdruck in Wor-

ten gibt.

Folgerung. Wenn in einem monocyklischen System eine
Vermehrung des cyklischen Momentes q bei festgehaltenen
Parametern eine Steigerung der Kraft nach dem Parameter p;
zur Folge hat, so ruft die isocyklische VergroBerung des
Parameters p; eine Vermehrung des cyklischen Momentes g
hervor, und umgekehrt.

Der Grund ist derselbe wie in 572,

Anmerkung. Die vorstehenden Lehrsiitze 2a und 2b ge-
statten eine physikalische Anwendung dann, wenn es moglich
ist, neben einer cyklischen Intensitiit auch das entsprechende
cyklische Moment unmittelbar, d. h. ohne Kenntnis der Koetfi-
zienten a,,, zu bestimmen. Dies kann eintreten. In der
Elektrostatik entsprechen z. B. die Potentialdifferenzen der
Leiter den cyklischen Intensitiiten, die Elektrizititsmengen der
Leiter den cyklischen Momenten, und beide Grofen konnen
unabhiingig voneinander unmittelbar bestimmt werden.

Die Folgerungen verlangen nur die unmittelbare DBe-
stimmbarkeit entweder der cyklischen Intensitit oder des
cyklischen Momentes.

Lehrsatz 83a. Wenn in einem cyklischen System eine auf
die cyklische Koordinate p, ausgeiibte Kraft ein zeitliches An-
wachsen der Kraft nach dem Parameter p, zur Folge hat, so



Cyklische Bewegung. 245

ruft die adiabatische VergréBerung des Parameters p; eine
Verminderung der cyklischen Intensitit y, hervor, und um-
gekehrt. Und zwar ist bei unendlich kleiner Anderung das
GroBenverhilltnis zwischen Ursache und Wirkung in beiden
Fillen das gleiche.

Denn denken wir uns in der linken Seite der Gleichung
571a die \ndelunﬂfen 0P; und dg, entstanden in der Zeit df,
dividieren wir den Differentialquotienten im Zihler und Nenner
durch diese Zeit d¢, und beachten die Gleichung 558, indem
wir die Anderung &g, als Wirkung der Kraft P, ansehen,
so folgt:

P; .,

B, ap;,

von welcher Gleichung der Lehrsatz den vervollstindigten Aus-
druck in Worten gibt.

Lehrsatz 3b. Wenn in einem cyklischen System eine
Vermehrung der cyklischen Intensitit D, bei festgehaltenen
Parametern eine Steigerung der Kraft nach dem Parameter p;
zur Folge hat, so ruft die isocyklische VergriBerung des
Parameters p; eine Verminderung der Kraft des Systems nach
der cyklischen Koordinate p, hervor, und umgekehrt. Und
zwar ist bei unendlich kleiner Anderung das GréBenverhiltnis
zwischen Ursache und Wirkung in beiden Fillen das gleiche.

Denken wir uns in der rechten Seite der Gleichung 578a
die -\nderuu"en dq, und dp; entstanden in der Zeit dt, so
konnen wir setzen:

d : \/ I
5E]g;={-k Qu t[fZi.’qurfﬂ——' _\’b.“ dt (3b7a) ,

. d - ;
"P?‘,:dc'j);,- di=pdt ;

es wird also jene Gleichung:
) A 1
B B

welche Aussage der Lehrsatz in Worten wiedergibt.
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Anmerkung. .Die Lehrsitze 3a und 3b gestatten die
physikalische Anwendung dann, wenn neben einer cyklischen
Intensitit auch die entsprechende cyklische Kraftkomponente
der unmittelbaren Beobachtung zuginglich ist. Dies trifit
zum Beispiel fiir die Elektrodynamik zu, und man versinnlicht
sich die Bedeutung der Lehrsitze 3a und 3b am besten,
indem man sie in die Redeweise dieses Zweiges der Physik
iibersetzt.

Energie und Arbeit.

Lehrsatz 1. Bei der isocyklischen Bewegung eines cykli-
schen Systems ist die Arbeit, welche das System durch die
Koppelung seiner cyklischen Koordinaten aufnimmt, bestindig
das Doppelte der Arbeit, welche es durch die Koppelung seiner
Parameter abgibt.

Bei der isocyklischen Bewegung ist {, fiir alle o gleich
Null. also nach 514 und 557c¢ die Arbeit, welche die auf
die cyklischen Koordinaten wirkenden #ufleren Kriifte in der
Zeiteinheit leisten, gleich:

] e !;}I;rg

1 1 1

£ ¥ S . [ e e
= :" ﬂ-‘g D(} — m :\_2'\"\ T ca pﬁ_‘”r 1-"9
1

Die Arbeit aber, welche das System durch seine Krifte
nach den Parametern leistet, berechnet auf die Zeiteinheit,

wird gefunden mit Hilfe von 555h gleich:

G S 1 Do A M o v
o Popo=5Mm De Do >t Yo i Po
S Pk ailk gim G ;

Die Summen in beiden Gleichungen sind bis auf die Be-
zeichnung identisch, und die Glieder der ersten Gleichung sind
daher doppelt so grofl als die der letzten.

Folgerung. Wenn ein isocyklisches System durch die:
Krifte nach seinen Parametern Arbeit leistet, so wiichst gleich-
zeitig die Energie des Systems, und zwar um den Betrag der
geleisteten Arbeit; wenn ein isocyklisches System durch die
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Krifte nach seinen Parametern Arbeit aufnimmt, so nimmt
gleichzeitig die Energie des Systems ab, und zwar um den
Betrag der aufgemommenen Arbeit.

Denn die Zunahme der Energie des Systems ist gleich
dem Unterschiede der von den cyklischen Koordinaten auf-
genommenen und der durch die Parameter abgegebenen Arbeit.

Anmerkung. Wenn ein adiabatisches System durch die
Krifte nach seinen Parametern Arbeit leistet, so nimmt gleich-
zeitig die Energie des Systems ab, und zwar um den Betrag
der geleisteten Arbeit; wenn ein adiabatisches System durch
die Kriifte nach seinen Parametern Arbeit aufnimmt, so wiichst
gleichzeitig die Energie des Systems, und zwar um den Betrag
der aufgenommenen Arbeit.

Denn in einem adiabatischen System wird durch die
cyklischen Koordinaten keine Arbeit aufgenommen (562),

Lehrsatz 2. Bei der adiabatischen Verriickung eines
cyklischen Systems erleiden die cyklischen Intensititen stets
Anderungen in solchem Sinne, daB die von diesen Anderungen
hervorgerufenen Kriifte nach den Parametern bei der Ver-
riickung negative Arbeit leisten.

Es mogen bei der Verriickung die p, die Anderungen dp,
und die Intensitiiten , die Anderungen 0p, erleiden. Fénden
nur die letzteren Anderungen statt, so wiirden sich die Krifte
P, #ndern um die Betriige (555D):

' i 1-‘ Ol 3
OPy=1m Do Dt —" 1,09, ,

2 s G
und diese JP, sind es, welche der Lehrsatz als die von den
op. hervorgerufenen Kriifte bezeichnet. Die von ihnen ge-
leistete Arbeit ist gleich:

r . T T

3 A r o ce o
>o Py 3p, - 111::\ — D 0P Oy
Al L T R

=1 2”.\_:"' ")Iarr{ -{‘u’ Ji‘r 3
1 1
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und die Behauptung geht dahin, daB diese Arbeit notwendig
negativ sei. Nun ist aber fiir die adiabatische Bewegung:

qe=1M D¢ Qgr Py =constans
1
also:

T T
\'T Oy i‘-.r B \ Ooe If]prr
1 i |

Bilden wir diese Gleichungen fiir alle z, multiplizieren sie der
Reihe nach mit mop, und addieren, so erhalten wir links den
vorigen Ausdruck fiir die betrachtete Arbeit, rechts eine not-
wendig negative Grofe (62), womit die Behauptung erwiesen ist.

583 Folgerung, Bei der adiabatischen Verriickung eines
cyklischen Systems erleiden die cyklischen Intensitiiten stets
Anderungen in solchem Sinne, daB die von diesen Anderungen |
hervorgerufenen Kriifte die erzeugende Bewegung aufzuhalten
streben.
Dies ist in der Tat nur eine andere Form, den vorigen
Liehrs
Lenzschen Regel in der Elektrodynamik.

atz auszusagen. Sie entspricht der Ausdrucksweise der

584 Bemerkung. Bei [jeder unendlich kleinen Bewegung eines
monocyklischen Systems verhilt sich die durch die cyklische
Koordinate aufgenommene Arbeit zur Energie des Systems,
wie der doppelte Zuwachs, welchen das cyklische Moment des
Systems erfihrt, zu diesem Moment.

Denn die wihrend der Zeit d¢ durch. die cyklische Ko-
ordinate p aufgenommene Arbeit %) ist gleich:

“'f-\:l ::\_E,fp:q f;.}‘—:[‘} i\ .-.'Tf ::i\ Jq .
withrend die Energie § geschrieben werden kann:

C=iqp .
Also 1st:

welches die Behauptung ist.
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Folgerung 1. Bei beliebiger Bewegung eines mono- 585
cyklischen Systems ist der Ausdruck

d5)

das vollstindige Differential einer Funktion der Parameter und
der cyklischen Intensitit des Systems, nimlich der Funktion
2log . 8 )
qo
in welcher qo das cyklische Moment fiir eine willkiirlich ge-
wiihlte Anfangslage bedeutet. Diese Funktion wird auch die
Entropie des monocyklischen Systems genannt.

Folgerung 2. Der Wert des fiir eine beliebige endliche 586
Bewegung eines monocyklischen Systems gebildeten Integrales

I. '(f 1_;
€

e
hiingt nur ab von den Zustinden des Systems in der Anfangs-
und Endlage der Bewegung, nicht aber von den zwischen
beiden Lagen durchlaufenen Zustinden. Der Wert jenes Inte-
grales wird Null fir jede Bewegung, welche das System zu
seinem Anfangszustand zuriickfithrt.

Denn der Wert jenes Integrales ist gleich dem Unter-
schiede der Entropie im Anfangs- und im Endzustande der
Bewegung.

Folgerung 3. DBei der adiabatischen Bewegung eines 557
monocyklischen Systems bleibt die Entropie konstant, Denn
fir die adiabatische Bewegung ist P, also auch dQ0 gleich
Null. Die adiabatische Bewegung eines monocyklischen Sy-
stems wird deshalb auch eine isentropische genannt.

Zeitintegral der Energie.

Bemerkung 1. Andern sich bei der adiabatischen Be- 588
wegung eines cyklischen Systems die cyklischen Koordinaten p,
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in einer gewissen endlichen Zeit um die Betrige p,, so ist
das Zeitintegral der Energie des Systems, genommen iiber

jene Zeit, gleich

o] =

_\._‘."' o ’.:‘cf =

Denn es kann die Energie des Systems geschrieben werden
in der Form (286b):

and hierin sind fiir die adiabatische Bewegung die g, Kon-

stanten.

Bemerkung 2. Die Variation des Zeitintegrales der Energie
eines adiabatischen Systems bei variierter Bewegung des Sy-
stems hingt ab erstens von der Variation der Parameter
wihrend der ganzen Zeit, itber welche das Integral gebildet
ist, zweitens aber auch von den in der Zeit konstanten Varia-
tionen, welche die in der Zeit konstanten cyklischen Momente
des Systems erleiden.

Bezeichnung., Wir bezeichnen im folgenden:

mit & eine Variation, bei welcher die cyklischen Momente
willkiirliche Variationen erleiden,

mit §, eine Variation, bei welcher die cyklischen Momente
keine Variationen erleiden,

endlich mit 0, eine Variation, bei welcher die cyklischen
Momente solche Variationen erleiden, daf die Anfangs- und
Endwerte der cyklischen Koordinaten unvariiert bleiben.

Folgerung. Aus der Bezeichnung folgt von selbst fiir
alle (1

000a=0 , Jppp=0 ,

also wird nach 588 fiir beliebige Variationen der Parameter:




Cyklische Beweguny. 251

2] 5

s - 1~ =
dq l Edi= 2 _\:‘_f: 0o dg Po a)
. Lt L
s 1 >
rTL. I & dl = = :9 i){, Jp l"[[‘, . b)

Anmerkung. In einem adiabatischen System ist es stets, 592
und zwar im allgemeinen nur auf eine Weise moglich, bei
beliebiger Variation der Parameter den cyklischen Momenten
solche Variationen zu erteilen, daB die Anfangs- und End-
werte der cyklischen Koordinaten unvariiert bleiben.

Denn aus der allgemeinen Beziehung:

1~

i‘y " .‘:';" []rm' q i)
Uy el =

folgt fiir ein adiabatisches System, in welchem sich die p, von
den Werten p, auf die Werte p, #ndern:

1

L ~Q e
Po. —Po, =1 : Oo [ﬁw dt
ey

also bei beliehiger Variation der Parameter und der cyklischen
Momente:

. 3 |
1

1 1
% ;
1 ~2 o fi S S
0y, — Py, = = Zq 0o rfhw di +E 2!! g [ﬁw di - .
; 1] ‘G

Diese Gleichungen aber bilden r nicht homogene, lineare Glei-
chungen fiir die r GroBen dg,, welche also stets eine und
zwar im allgemeinen nur eine Lasung zulassen, insbesondere
auch dann, wenn die links stehenden Variationen ver-
schwinden,

Variationen der Art, welche wir mit J, bezeichneten, sind
also auch bei beliebiger Variation der Parameter stets moglich.

Lehrsatz. Bei gleicher, iibrigens willkiirlicher Variation 593
der Parameter wihrend einer gewissen Zeit fiillt die Variation
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des Zeitintegrals der Energie in einem adiabatischen System
entgegengesetzt gleich aus, wenn man das eine Mal die cy-
klischen Momente des Systems unvariiert lifit, das andere
Mal sie so variiert, daf Anfangs- und Endwerte der cyklischen
Koordinaten unvariiert bleiben.

Denn fiir eine beliebige Variation ist:

el f

0 / Eat o4 I‘G’ dt + : /‘U‘TG: O di

o o/ 1 = e
n T
=5 [ & dt + e P, 01,
! 2 Pe 90

also insbesondere fiir eine Variation, bei welcher Anfangs-
und Endwerte der p, unvariiert bleiben.

» »

’Fp/@”’{?’]l: l Ki rff—i—::-l_)g Oy L},‘, .

Subtrahiert man hiervon zweimal die Gleichung 591b, so folgt:

-~ .

r}__]l & dt= - Op I Cat

v L

welches die Behauptung ist.
Man vergleiche iibrigens die verwandten Sitze 96 und 293,

II. Verborgene cyklische Bewegung.

Erlduterungen und Definitionen.

594 1. Wir sagen, ein System enthalte verborgene Massen,
wenn durch die der Beobachtung zugiinglichen Koordinaten
des Systems noch nicht die Lage aller Massen des Systems

bestimmt ist, sondern nur die Lage eines Teiles derselben. ;
595 2. Diejenigen Massen, deren Lagen bei vollstindiger An-

gabe der beobachtbaren Koordinaten des Systems dennoch
unbekannt bleibt, heiflen verborgene Massen, ihre Bewegungen
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i verborgene Bewegungen, ihre Koordinaten verborgene Koordi-

naten. Im Gegensatz dazu heifen die iibrigen Massen des

y Systems sichtbare Massen, ihre Bewegungen sichtbare Be-
wegungen, ihre Koodinaten sichthare Koordinaten.

3. Die Aufgabe, welche der Mechanik in Hinsicht der 596
Systeme mit verborgenen Massen zufillt, ist diese: die Be-
wegungen der sichtbaren Massen des Systems oder auch die
Verinderungen der sichtbaren Koordinaten des Systems vor-
auszubestimmen trotz der vorhandenen Unkenntnis iiber die
Lage der verborgenen Massen.

4. Ein System, welches verborgene Massen enthilt, unter- 597
scheidet sich von einem System ohne verborgene Massen allein
in Hinsicht unserer Kenntnis des Systems. Alle bisherigen
Aussagen unserer Mechanik bleiben daher anwendbar auf Sy-
steme mit verborgenen Bewegungen, sobald wir unter den
Massen, Koordinaten usw. die simtlichen Massen, Koordi-
naten usw. verstehen. Krst dann werden Anderungen nitig,
wenn wir unsere Aussagen auf die sichtbaren GréBen be-
schriinken wollen., Die zu stellende Aufgabe kann daher auch
dahin formuliert werden, daB anzugeben sei, welche _:'inderungml
die bisherigen Aussagen unserer Mechanik erleiden miissen,
wenn unter den Massen, Koordinaten usw. schlechthin nur
die sichtbaren Massen, Koordinaten usw. verstanden werden.

5. Is ist klar, daB die in der einen oder der anderen 598
Form gestellte Aufgabe nicht zu losen ist ohne gewisse An-
gaben iber den Einflu, welchen die verborgenen Massen auf
die Bewegung der sichtbaren Massen ausiiben. Solche An-
gaben aber sind moglich. Kin geleitetes System oder ein von
Kriften beeinfluBtes System kann bereits als ein System mit
verborgenen Massen aufgefaBt werden, indem man die un-
bekannten Massen des leitenden Systems oder des beein-
flussenden Systems als verborgene ansieht. Im allgemeinen
ist es indessen in diesen Fillen moglich, auch die Massen des
leitenden oder des Kriifte ausiibenden Systems physikalisch zu
erkennen, und die Auffassung derselben als verborgener ist
alsdann eine freiwillige. Jetzt indessen fassen wir vorwiegend
solche Fille ins Auge, in welchen die Erkenntnis der ver-
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borgenen Massen in der Tat durch keine physikalische Beob-
achtung moglich 1st.

8. In sich zuriicklaufende Bewegungen, also cyklische
Bewegungen, sind hiiufig verborgene Bewegungen, da sie, allein
bestehend, eine Anderung in der Massenverteilung, also im
Anblick der Welt, nicht hervorrufen. So ist die Bewegung

ifle

einer homogenen Fliissigkeit in einem geschlossenen G
fiir den Anblick eine verborgene; sie wird erst sichtbar ge-
macht, wenn ihr durch Einbringen von Staub oder dergleichen
die Eigenschaft der streng cyklischen Bewegung geraubt wird.

Umgekehrt sind verborgene Bewegungen fast stets cyklische
Bewegungen. Nicht in sich zuriicklaufende Bewegungen fithren
nimlich stets iiber kurz oder lang eine groBere Anderung in
der Massenverteilung, also im Anblick der Welt hervor und
werden dadurch sichtbar.

7. Auch cyklische Bewegungen konnen ihre Verborgenheit
nicht lange bewahren, sobald wir Mittel gewinnen, auf die
einzelnen cyklischen Koordinaten zu wirken und die cyklischen
Intensititen beliebig abzuindern. Die Mannigfaltigkeit unseres
Finflusses auf das System ist in diesem Falle ebenso grob
wie die wirkliche Mannigfaltigkeit des Systems, und wir kinnen
von jener auf diese schliefen. Anders aber verhilt es sich,
wenn ein freiwilliger unmittelbarer Einflub auf die cyklischen
Koordinaten dauernd ausgeschlossen ist. Dies kann eintreten
in adiabatischen cyklischen Systemen (560), und in diesen
werden wir daher vorzugsweise die fiir unsere Beobachtung
danernd verborgenen Bewegungen zu suchen haben.

Auf solche Fille beschrinken wir daher zuniichst die Be-
trachtung der verborgenen Bewegung. Unsere Behandlungsart
aber bringt es mit sich, daB wir auch in solchen Fiillen die
verborgene Bewegung so behandeln, als wiire sie sichtbar, und
erst nachtriiglich untersuchen, welche unserer Aussagen an-
wendbar bleiben trotz der nunmehr vorausgesetzten Ver-
borgenheit.



o
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Konservative Systeme.

Konservative Systeme.

Definition 1. Ein materielles System, welches keine anderen
verborgenen Massen enthilt, als solche, welche adiabatische
cyklische Systeme bilden, heiBt ein konservatives System.

Der Name ist veranlaBt durch eine Kigenschaft solcher
Systeme, welche spiiter hervortreten wird; er ist zuniichst
durch den AnschluB an den feststehenden Gebrauch der Mecha-
nik geniigend gerechtfertigt.

Anmerkung., Jedes konservative System kann betrachtet
werden als bestehend aus zwei Teilsystemen, von denen das
eine alle sichtbaren Massen, das andere alle verborgenen
Massen des ganzen Systems enthilt. Die Koordinaten des
sichtbaren Teilsystems, also die sichtbaren Koordinaten des
ganzen Systems, sind zugleich die Parameter des verborgenen
Teilsystems.

Wir bezeichnen daunernd die Masse des sichtbaren Teil-
systems mit m, seine Koordinaten mit p,, seine Momente nach
den p, mit ¢,. Die Masse des verborgenen Teilsystems werde
mit m bezeichnet, seine Koordinaten mit p,, seine Momente
nach diesen mit g,.

Definition 2. Unter der Kriftefunktion eines konservativen
Systems verstehen wir die Kriftefunktion seines verborgenen
Teilsystems (563).

Die Kriftefunktion eines konservativen Systems ist also
im allgemeinen gegeben als Funktion der sichtbaren Koordi-
naten und konstanter Gréfen, ohne daB der Zusammenhang
dieser Konstanten mit den Momenten des cyklischen Teil-
systems offen gegeben sei. Die Form dieser Funktion ist
durch unsere Betrachtungen keiner Kinschriinkung unterworfen.

Wir bezeichnen die Kriftefunktion des konservativen Sy-
stems dauernd mit U.

Bemerkung, Damit die Bewegung der sichtharen Massen
eines konservativen Systems vollstindig bestimmt sei, geniigt
es, dall seine Kriftefunktion gegeben sei als Funktion seiner
sichtbaren Koordinaten, und es macht diese Angabe jede weitere
Angabe iiber die verborgenen Massen des Systems entbehrlich.
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Denn aus der Kriftefunktion in der angegebenen Form
folgen vollstindig die Kriifte, welche das verborgene Teilsystem
auf das sichtbare ausiibt, und diese Krifte vertreten voll-
stindig den Einfluf des ersteren auf das letztere 457 f1.).

Definition 8. Derjenige Teil der Energie eines konserva-
tiven Systems, welcher von der Bewegung seiner sichtbaren
Massen herrithrt, heift die kinetische Energie des ganzen
Systems. Im Gegensatz dazu wird die Energie der verborgenen
Massen die potentielle Energie des ganzen Systems genannt.

Die kinetische Energie wird auch wohl als lebendige Kraft
bezeichnet: nach einer anderen, ilteren Redeweise wird das
Doppelte der kinetischen KEnergie mit diesem Namen belegt.

Bezeichnung. Wir bezeichnen die kinetische Energie
dauernd mit 7. 7 ist demnach eine homogene quadratische
Funktion der p,, mit gleichem Rechte der ¢,; die Koeftizienten
dieser Funktion sind Funktionen der p,. Mit 8,7 bezeichnen
wir das partielle Differential von 7, sobald wir die p, und die
p, als unabhingig voneinander veriinderliche Variabele be-
trachten, mit d,7' aber dann, wenn wir die p, und die g, als
unabhiingig voneinander veriinderliche Variabele betrachten.

Die Knergie des verborgenen cyklischen Teilsystems, also
die potentielle Knergie des ganzen Systems, moge unter Bei-

behaltung einer bereits benutzten Bezeichnung (553) mit €

bezeichnet werden.

Anmerkung. Die kinetische und die potentielle KEnergie
eines konservativen Systems unterscheiden sich voneinander
nicht dureh ihre Natur, sondern nur durch den freiwilligen
Standpunkt unserer Auffassung, oder die unfreiwillige Be-
schriinktheit unserer Kenntnis von den Massen des Systems.
Dieselbe Energie, welche bei einem gewissen Stand unserer
Auffassung oder unserer Kenntnis als potentielle zu bezeichnen
ist, ist bei veriindertem Stand unserer Auffassung oder Kenntnis
als kinetische anzusprechen.

Folgerung 1. Die Energie eines konservativen Systems
ist gleich der Summe seiner kinetischen und seiner ||ntetltieui.‘ll
Energie.
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Wir bezeichnen die Gesamtenergie des konservativen
stems dauernd mit Z und haben alsdann:

E=T+¢

Folgerung 2. In einem freien konservativen System ist
die Summe der potentiellen und der kinetischen Energie kon-
stant in der Zeit; die kinetische Energie wiichst nur auf Kosten
der potentiellen, und umgekehrt (340).

Folgerung 3. In einem freien konservativen System ist
die Differenz zwischen kinetischer Energie und Kriiftefunktion
konstant in der Zeit; kinetische Energie und Kriftefunktion
nehmen gleichzeitig zu und ab und zwar um gleiche Betrige (566).

Definition 4. Die Differenz zwischen kinetischer Energie
und Kriiftefunktion eines konservativen Systems nennen wir
die mathematische oder analytische Energie des Systems.

Wir bezeichnen die mathematische Energie dauernd mit A.
Sie unterscheidet sich von der Energie des Systems nur durch
eine von Zeit und Lage des Systems unabhiingige, im all-
gemeinen aber unbekannte Konstante. Fiir die mathematische
Anwendung kann sie die Energie vollstindig vertreten, es fehlt
ihr aber die physikalische Bedeutung, welche diese besitzt.

Anmerkung. Die Definition wird wiedergegeben durch
die Gleichung:

=S —=h

. a)

oder in anderer Schreibart:

i b)

Ist das konservative System ein freies, so ist in dieser
Gleichung die GroBe % eine von der Zeit unabhingige Kon-
stante und die Gleichung wird alsdann auch wohl als die
Gleichung der Energie fiir das konservative System bezeichnet.

Aus b) und 608 leiten wir noch die Beziehung her:

U+Lh=E—E . ¢)

Hertz, Mechanik, 2. Aufl, 17
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613 Definition 5. Das Zeitintegral der kinetischen Energie
cines Systems, genommen zwischen zwei bestimmten Zeiten als
Grenzen. wird die Wirkung oder der Kraftaufwand wihrend
der Zwischenzeit genannt.

Die Wirkung bei der Bewegung eines konservativen Sy-
stems wihrend einer gegebenen Zeit wird also dargestellt
durch das Integral

" T dt

:
cenommen zwischen dem Anfangs- und dem Endwerte jener Zeit.

614 Anmerkung 1. Bezeichuet ds das Bahnelement des sicht-
baren Teilsystems, v die Geschwindigkeit desselben in seiner
Bahn, so kann die Wirkung auch dargestellt werden in der

Form des Integrals

genommen zwischen den Lagen, in welchen sich das System
zu Anfang und zu Ende der betrachteten Zeit befindet.

615 Anmerkung 2. Der Name ,Wirkung® fir das in Rede
stehende Integral ist oft als unpassend verurteilt worden. Es
ist aber nicht wohl einzusehen, warum der von JacoBr vor-
geschlagene Name ,,Kraftaufwand® besser wire, noch auch
was der urspriinglich von MauprrrUuls gewiihlte Ausdruck
_action* vor jenen voraushabe. Alle diese Benennungen er-
wecken Vorstellungen, welche mit dem bekannten Gegenstande
nichts zu schaffen haben. Es ist auch schwer verstiindlich,
wie die Summation der zu verschiedenen Zeiten vorhandenen
Energien etwas anderes liefern konne, als eine Rechnungsgrobe,
und es ist daber wohl nicht nur schwierig, sondern unmoglich,
{ir das in Rede stehende Integral eine passende Bezeichnung
von einfachem Sinne zu finden.

fithrten Namen

Auch die iibrigen in diesem Abschnitt eing
re Zweck-

miBigkeit gerechtfertigt, als durch die Notwendigkeit, uns der

und Bezeichnungen sind weniger durch ihre inne

bestehenden Redeweise der Mechanik so viel als moglich an-

zuschliefen.
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Differentialgleichungen der Bewegung.

Aufgabe. Die Differentialgleichungen der Bewegung eines

konservativen Systems aufzustellen.

8 616

Die Losung der Aufgabe besteht nur in der Angabe der
Bewegungsgleichungen fiir das sichthare Teilsystem. Die Masse

seien die % Gleichungen:

=

(U,-.'u "JIJ"’u =0

dieses Teilsystems ist m, seine Koordinaten sind die p,; es

a)

seine Bedingungsgleichungen. Da die Po zugleich die Para-
meter des verborgenen Teilsystems sind, so sind die Komponenten
der Krifte, welche dieses auf das sichtbare Teilsystem ausiibt,
gleich oU/ap, (568). Wirkt auf das sichtbare Teilsystem
durch Koppelung mit anderen sichtbaren Systemen noch eine

weitere Kraft, so mdgen deren Komponenten P, sein.
sind die Bewegungsgleichungen des Systems nach 481;

aly

an.,

mffo+ o Pry Ee=

JI_ ] )LJ ]

und diese » Gleichungen zusammen mit den % Gleichungen

Dann

b)

a)

reichen wieder aus zur eindeutigen Bestimmung der r+ % GroBen

o und P,

Anmerkung 1, Ist das betrachtete konservative System 617
ein freies, wirkt also auf dasselbe keine ZuBere Kraft, so sind
die P, gleich Null, und die Bewegungsgleichungen haben die

Form:

a 1 al/
Mmoo+ \“jj,ru e ==
= - 2 C'{'Jir

Anmerkung 2. Ist inshesondere die Koordinate P, eine 615
freie Koordinate des sichtbaren Teilsystems, so nimmt die dem

Index p zugehérige Bewegungsgleichung die Form an:

17*
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Jril,lf,, -
¢ an

da die p,, alsdann siimtlich verschwinden.

Anmerkung 3. Indem wir in die Gleichungen 616 bis 618

fiir die Beschleunigungen nach den p, ihre verschiedenen Aus-
driicke nach 291 einsetzen, erhalten wir fiir diese Gleichungen

eine Reihe verschiedener Formen, welche den .l'.‘)l'H;'I.']I ent-

sprechen, welche wir fiir ein vollstiindig bekanntes System in
368 u. ff. erhalten haben.

Folgerung 1. Sind in einem holonomen konservativen

System die p, siimtlich freie Koordinaten, und setzen wir zur
Abkiirzung:

so lasse die Bewegungsgleichungen des Systems dar-

stellen in der Form der 2r Gleichungen:

b) rl; - ;

welche als ebensoviele Differentialgleichungen erster Ordnung
fir die 2r Groflen p, und ¢, aunfgefabt werden konnen, und
welche zusammen mit bestimmten Anfangswerten den Verlauf
dieser Groflen eindeutig bestimmen,

den Wert von L ein,
partiellen Differentialquotienten, und beachten, daBl U die p,
nicht enthilt, daB also

Denn setzen wir entwickeln die

dy o op s

ist, so erkennen wir, daB die Gleichungen a) mit der aus den
Definitionen folgenden Beziehung der Go und der Pp ZUSAmMmMens-
fallen, die Gleichungen b) aber mit den Bewegungsgleichungen
in der Form 618. (289, 291)
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Anmerkung. Die Funktion Z, durch deren Benutzung die
Differentialgleichungen der Bewegung die einfache Form der
Gleichungen 620a und b annehmen, hat man bisweilen die
LaerancEsche Funktion des Systems genannt. Diese Funktion
besteht also nur in einem holonomen System, und sie ist hier
gleich der Differenz der kinetischen und der potentiellen
Energie, abgesehen von einer willkiirlich bleibenden Konstanten.

Folgerung 2. Sind in einem holonomen konservativen
System die p, simtlich freie Koordinaten, und setzen wir zur
Abkiirzung:

I'—U=H

so lassen sich die Bewegungsgleichungen des Systems dar-
stellen in der Form der 2r Gleichungen:

. 8,1
f’i’ i ('.',};{’ aj
: 3,1

s A ]
o ap, )

welche als ebensoviele Differentialgleichungen erster Ordnung
fir die 2r GroBen p, und ¢, aufgefaBt werden kémnen, und
welche zusammen mit bestimmten Anfangswerten den Verlauf
dieser Griflen eindeutig bestimmen.

Denn setzen wir den Wert von 7/ ein, und beachten, daB
U die g, nicht enthalt, daB also:

%V _ 4 U _aU

o r) o ap, i ap,

ist, so sehen wir, daB die Gleichungen a) die aus den Defi-
nitionen folgende Bezichung der ¢, und der j, darstellen,
withrend die Gleichungen b) mit den aus der Erfahrung ab-
geleiteten Bewegungsgleichungen (618) des Systems zusammen-
fallen. (290, 294)

Anmerkung., Die Funktion #, durch deren Benutzung die
Differentialgleichungen der Bewegung die einfache Gestalt der
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(Gleichungen 622a und b annehmen, hat man wohl die Ha-
minroNsche Funktion des Systems genannt. Diese Funktion
besteht also nur fir ein holonomes System, und sie ist fiir
ein solches gleich der Summe der kinetischen und der poten-
tiellen Energie, abgesehen von einer willkiirlich bleibenden
Konstanten; sie ist also auch gleich der Gesamtenergie des
Systems, von einer willkiirlichen Konstanten abgesehen.

Allgemein ist es zuliissig, fiir ein System mit beliebigen,
nicht notwendig cyklischen, verborgenen Bewegungen die Ha-
mirroNsche Funktion zu definieren durch die Gleichungen
622a und b, niimlich als eine Funktion der sichtbaren p,
und ¢,, durch deren Benutzung (vorausgesetzt, daB es eine
solche Funktion gibt) die Bewegungsgleichungen eben jene
einfache Form annehmen. Bei dieser allgemeineren Definition
ist die Haminronsche Funktion nicht immer gleich der Summe
der kinetischen und der potentiellen Energie.

Bemerkung. Aus den Gleichungen 620 und 622 kinnen
fiir ein System mit verborgenen Cykeln dieselben reziproken
Eigenschaften der Bewegung abgeleitet werden, welche wir fiir
ein vollstiindig bekanntes System in 378 und 381 abgeleitet
haben. Es ist aber diese neune Ableitung nicht erforderlich,
sondern es liegt schon im Wesen jener Beziehungen, daB jede
von ihnen Giiltigkeit hat unabhiingig davon, ob die in ihnen
nicht vorkommenden Koordinaten, Momente usw. sichtbare
oder verborgene Koordinaten, Momente, usw. sind.

Integralsitze fiir holonome Systeme.

Bemerkung 1. Das Integral

]

[(r—TU)at

ist beim Ubergang eines freien holonomen Systems mit verbor-
genen adiabatischen Cykeln zwischen hinreichend benachbarten
Lagen 0 und 1 kleiner fiir die natiirliche Bewegung des Systems,
als fiir jede andere mogliche Bewegung, welche in der gleichen
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Zeit sowohl die sichtbaren, als auch die verborgenen Koordi-
naten aus den Anfangswerten in die Endwerte iiberfiihrt.

De
um eine fiir alle moglichen Bewegungen gleiche Konstante (611),
so ist die Bemerkung nichts anderes, als der Lehrsatz 858, aus-

da I'— U gleich ist der Energie des Systems, vermehrt

gesagt unter Anwendung der gegenwirtigen Bezeichnung.

Anmerkung 1, Wird die Beschriinkung aunf hinreichend
benachbarte Endlagen weggelassen, so kann nur behauptet
werden, daB die Variation des Integrals verschwindet beim
t'hur;_mw_f zu irgend einer anderen der in Betracht kommenden
Bewegungen, Unter Anwendung der Bezeichnung 590 nimmt
alsdann die Aussage die Form an, daf

3 [ (T— U)dt=0

sei beim Ubergang von der natiirlichen Bewegung zu irgend
einer anderen moglichen, wihrend die Variationen der Anfangs-
und Endzeiten und der Anfangs- und Endwerte der sichtbaren

Koordinaten verschwinden. (Vergl. 859.)

Anmerkung 2. Die Bemerkung 1 unterscheidet die natiir-
lichen Bewegungen eindeutig von jeder anderen moglichen Be-
wegung, und sie kann daher dazu dienen, die natiirliche Be-
wegung zu bestimmen, sobald es moglich ist, die Variation
der Anmerkung 1 wirklich zu bilden. Sind aber, wie wir es
ja voraussetzen, die cyklischen Koordinaten verborgene, so ist
die Bildung der Variationen der Form J, nicht méglich, und
der Satz verliert daher nicht zwar seine Richtigkeit, wohl aber
seine Anwendbarkeit.

Lehrsatz 1, Das Integral

/.}_ I'+ U)at

ist beim Ubergang eines freien holonomen Systems mit ver-
borgenen adiabatischen Cykeln zwischen hinreichend benach-
barten Lagen seiner sichtbaren Massen kleiner fiir die natiir-
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liche Bewegung, als fiir irgend eine andere méogliche Bewegung,

welche in der gleichen Zeit und mit denselben Momenten der

verborgenen cyklischen Bewegungen die sichtbaren Koordinaten
aus den gegebenen Anfangswerten in die gegebenen Endwerte
itherfiihrt.

Wir fithren den Beweis, indem wir den Satz auf die Be-
merkung 625 zuriickfithren. Wir ordnen deshalb, wie es mnach
592 moglich ist, einer jeden nach den Anspriichen des Lehr-
satzes va

iierten Bewegung eine zweite zu, bei welcher die
sichtbaren Koordinaten dieselbe Variation erleiden, bei welcher
aber die cyklischen Momente so variieren, daB die Anfangs-
und Endwerte der cyklischen Koordinaten die urspriinglichen
bleiben. Eine Variation beim Ubergang zu einer Bewegung
der ersten Art haben wir nach 590 mit §,, eine Variation zu
der entsprechenden Bewegung zweiter Art mit d, zu bezeichnen.

Nun ist erstens, da 7' nur von den sichtbaren Koordi-
naten abhiingt:

a) b ." 1t - Jp I-}f',__f,x

Zweitens ist, da die Dauer der Bewegung nicht variiert
wird und — U sich nur durch eine Konstante von der Energie
der cyklischen Bewegung unterscheidet (666), zufolge von 593:

]” i\-_-, j‘ l'."'r."ra’- = - 'YU ‘lll If'r-"."I

Durch Addition von a) und b) ergibt sich:
) dy l: T+ U) dt =0y ] (LT dt

Die rechts stehende Variation aber hat (626, 625) fir die
natiirliche Bewegung stets einen verschwindenden und fiir hin-
reichend benachbarte Endlagen notwendig negativen Wert, also
auch die links stehende Variation. Das links stehende Integral
selbst hat also fiir die natiirliche Bewegung und hinreichend be-
nachbarte Endlagen einen Minimalwert, welches die Behauptungist.

62¢ Anmerkung 1. Wird die Beschriinkung auf hinreichend
benachbarte Lagen weggelassen, so kann nur noch behauptet
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werden, daB die Variation des Integrales verschwindet. Der
analytische Ausdruck dieser Behauptung ist in unserer Bezeich-
nungsweise (im Gegensatz zu der Aussage von 626):

.r\_. /l’ .,r—;- L('].r.-';f] = ()

Anmerkung 2. Die in dem Lehrsatz ausgesprochene 630
Eigenschaft der natiirlichen Bewegung unterscheidet dieselbe
eindeutig von jeder anderen mbelichen Bewegung, Die Varia-
tion d, kann gehildet werden, obwohl die cyklischen Bewegungen
als verborgene angesehen sind, denn ihre Bildung erfordert
nur, daB man die in der Kriftefunktion vorkommenden Kon-
stanten unvariiert lasse. Der Lehrsatz kann deshalb benutzt
werden zur Bestimmung der natiirlichen Bewegung konserva-
tiver Systeme. Seine Giltigkeit ist allerdings streng beschrinkt
auf holonome Systeme.

Anmerkung 8. Der vorstehende Lehrsatz, benutzt in der 631
Auffassung der Anmerkung 2, fiihrt den Namen des HAMrr.
roNschen Prinzips. Seine physikalische Bedeutung kann nach
unserer Anschauung keine andere sein, als die des Lehrsatzes
358, aus welchem wir das Prinzip hergeleitet haben. Das
Prinzip selbst stellt die Umformung dar, welche wir jenem
Satze 858 geben miissen, damit er trotz unserer Unkenntnis
der Einzelheiten der cyklischen Bewegung zur Jestimmung der
Bewegung des sichtbaren Systems anwendbar bleibe.

Bemerkung 2. Bezeichnen wir mit ds das Bahnelement 632
der sichtbaren Massen eines freien holonomen Systems, welches
verborgene adiabatische Cykeln enthiilt, so ist das Integral

beim Ubergang zwischen hinreichend benachbarten Lagen 0
und 1 kleiner fiir die natiirlichen Bahnen des Systems, als fiir
irgend welche andere mogliche Bahnen, welche sowohl die
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Werte der sichtbaren, als auch die Werte der cyklischen Ko-
ordinaten aus den gegebemen Anfangswerten in die gegebenen
Endwerte iiberfithren. Die Grofie £ ist dabei als eine von einer
natiirlichen Bahn zur anderen wechselnde, iibrigens fiir alle
jedesmal verglichenen Bahnen gleiche Konstante zu betrachten.
Denn fithren wir die Zeit als Hilfsgrofie ein und machen

ige Annahme, das System

dabei die willkiirliche aber zuldssi
durchlaufe die betrachteten Bahnen mit konstanter Geschwin-
digkeit, und zwar mit solcher Geschwindigkeit, da die Kon-
stante £ den Wert der analytischen Energie bezeichnet, so

gL

a) .J'r = {‘-- .-"j. = T - 5

Das Integral ist also, von dem Faktor abgesehen, gleich

der Zeitdauer des Uberganges. Diese ist aber nach 352 als

Folge von 847 fiir gegebenen Wert der Energie, also der Kon-
stanten %, ein Minimum. Unsere Bemerkung ist demmnach

12t

nichts anderes, als der Inhalt des Lehrsatzes

362, ausgess

unter Benutzung der inzwischen eingefithrten Bezeichnungen.

633 Anmerkung 1. Wird die Beschrinkung auf hinreichend
benachbarte Lagen fortgelassen, so kann nur noch das Ver-

schwinden einer Variation behauptet werden (853); welche Aus-

sage in unserer Bezeichnung in der Form darzustellen ist:

6: Anmerkung 2. Durch die Eigenschaft, welche die Be-

merkung 2 aussagt, sind die natiirlichen Bahnen, welche den
verschiedenen Werten der Konstanten % entsprechen, eindeutig |
ausgezeichnet vor jeder anderen mioglichen Bahn, und der Lehr-
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satz kann daher zur Bestimmung der natiirlichen Bahn des
Systems dienen, sobald es miglich ist, die Variation d, zu
bilden. Sind aber, wie wir voraussetzen, die Einzelheiten der
cyklischen Bewegung verborgen, so ist diese Bildung nicht
moglich, und die Bemerkung verliert daher nicht zwar ihre
Richtigkeit, wohl aber ihre Anwendbarkeit zu dem besagten
Ziwecke.

Lehrsatz 2%). Beim f_"h-.-}r;{;mg eines freien holonomen Sy-
stems, welches verborgene adiabatische Cykeln enthilt, zwischen
zwel hinreichend benachbarten Lagen 0 und 1 der sichtbaren
Massen, ist das Integral

/ [ { 4+ ft s

kleiner fiir die natiirlichen Bahnen, als fiir irgend welche
andere méogliche Bahnen, welche mit denselben Werten der
verborgenen cyklischen Momente und der Konstanten % die
sichtbaren Koordinaten aus den gegebenen Anfangswerten in
die gegebenen Kndwerte iiberfiihren.

Wir fithren wiederum den Beweis des Satzes, indem wir
ihn auf die vorangegangene Bemerkung (6

2) zuriickfiihren,
Zu dem Ende benutzen wir wieder die Zeit als Hilfsgrobe,
indem wir die willkiirliche aber zulissice Annahme machen,
dab das System die betrachteten Bahnen mit konstanter und
solcher Geschwindigkeit durchlaufe, daB die Konstante  gleich
der mathematischen Energie wird. Es 1Bt sich dann das In-
tegral, von dem der Lehrsatz handelt, schreiben in der Form:

[ [(U+h)dt .
m
Ferner ordnen wir wieder, wie es nach 592 zuliissig ist,
einer jeden nach der Vorschrift des Lehrsatzes variierten Be-
wegung eine zweite zu, bei welcher die sichtbaren Koordinaten

dieselbe Variation erleiden, fiir welche auch die Konstante 7,

*) Mit dem Originale iibereinstimmender Abdruck. — Der Herausgeber.

LANDESBIBLIOTHEK

=

L% 3




268 Zweites Buch.

(635) und also auch die Energie # ihren Wert behiilt, bei welcher
aber die ecyklischen Momente so variieren, da

3 die Anfangs-

und Endwerte der cyklischen Koordinaten die urspriinglichen

bleiben. Kine Variation, wie sie den Anspriichen des Lehr-

satzes entspricht, bezeichnen wir wieder mit J,, eine Variation

zu der entsprechenden zweiten Bewegung mit d,.
Nun ist erstens fiir beliebige Variationen g, der cykli-
schen Momente g, (566):

P ]'u" k) dt = &, !| U+h)dt+ e ['; f dqp dt

- 0y } ({ L) dt l : D‘J 0o

o/ 1
also im besonderen fiir eine Variation d,:

3 »

a) Iy [(U+h)dt =08y | (UA+h)dt —— e Pgdpie

Zweitens erhalten wir aus Gleichung 612¢ unter Beriick-
sichtigung der Beziehung 588 und der Konstanz von Z:

/ (U +h) dt !",'[f._ e 2N 1;1,‘, Jo

also durch eine Variation der Art o,:
b) r‘;-’l[%ﬁb” e 103 (5 — ) — = e Tp 05y

Durch Subtraktion von a) und ») ergibt sich:

¢) dq l (U+h)dt= f'.'-\r, (& —1,)
oder indem wir mit Hilfe von 632a die Zeit wieder elimi-

nieren:

d) }‘f l { )‘;f as
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Die rechts stehende Variation aber hat nach 632 fir die
natiirliche Bewegung stets einen verschwindenden und fiir hin-
reichend benachbarte Endlagen negativen Wert, also, da Z
notwendig positiv ist, auch die links stehende Variation.
Das links stehende Integral selbst hat also fir die natiirliche
Bewegung und hinr

ichend benachbarte Endlagen einen Minimal-
wert, welches die Behauptung ist.

Anmerkung 1. Wird die Beschriinkung auf hinreichend 636
benachbarte Lagen weggelassen, so kann nur noch behauptet
werden, daBl die Variation des Integrals verschwindet. Der
analytische Ausdruck dieser Behauptung ist in unserer Be-
zeichnungsweise (im (Gegensatz zu 633):

G I

Anmerkung 2. Fiir jeden Wert der Konstanten /& zeichnet 637
der Lehrsatz eine natiirliche Bahn in eindeutiger Weise aus
vor jeder anderen miglichen Bahn, Die Kigenschaft der
natiirlichen Bahnen, welche der Lehrsatz aussagt, kann daher
benutzt werden zur Bestimmung dieser Bahnen: und zwar
kann sie benutzt werden, obwohl die cyklischen Bewegungen
als verborgene vorausgesetzt sind.

Denn die Bildung der Variation d, erfordert nur, daB
man die in der Kriiftefunktion vorkommenden Konstanten
unvariiert lasse; die Variation kann also gebildet werden trotz
Unkenntnis der Einzelheiten der cyklischen Bewegung.

Anmerkung 3. Der Lehrsatz 2, benutzt in der Auffassung 638
der Anmerkung 2, ist die Jacomrsche Form des Prinzips der
kleinsten Wirkung, Denn nennen wir fiir den Augenblick m,
die Masse des wten der sichtbaren n Punkte des Systems, ds,
das Element der Bahn dieses Punktes, so ist

fla, 3

5 . :
m ds” e m, ds
1

und also das Integral, fiir welches wir einen Minimalwert
feststellen bis auf einen Faktor:
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| —- /r i
| VU+ LY Svm, ds,

welches, wiederum bis auf einen konstanten Faktor, das
Jacosische Integral ist.

Die physikalische Bedeutung des Jacosrschen Prinzips
kann nach unserer Auffassung keine andere sein, als die des
Lehrsatzes 852, bez. 847, aus welchem es abgeleitet ist; es

.stellt die Umformung dar, welche wir jenem Satze geben

miissen, damit er trotz vorhandener Unkenntnis der Einzel-
heiten der cyklischen Bewegungen zur Bestimmung der Be-
wegung des sichtbaren Systems anwendbar bleibe. Die Giiltig-
keit auch des Jacopischen Satzes erstreckt sich nur anf
holonome Systeme.

Lehrsatz 8. Beim Ubergang eines freien holonomen kon-
servativen Systems zwischen hinreichend benachbarten Lagen
ist das Zeitintegral der kinetischen Energie kleiner fiir die
natiirliche Bewegung, als fiir jede andere mogliche Bewegung,
welche das System von den gegebemen Anfangswerten zu den
Iindwerten der sichtbaren Koordinaten iiberfithrt, und welche
mit demselben gegebenen, in der Zeit konstanten Werte der
mathematischen Energie ausgefithrt wird.

Denn nennen wir A den gegebenen Wert der mathe-
matischen Knergie, so ist fiir alle in Betracht kommenden
Bahnen (611)

T'— U=h
also ist das Integral, von welchem der Satz handelt, nimlich

[Tt

bis anf einen konstanten Faktor dasselbe Integral, von welchem
der Lehrsatz 2 handelt; der gegenwiirtige Satz ist daher nur
eine andere Form, den Inhalt jenes Lehrsatzes auszusagen.
Die zu dem Lehrsatz 2 gemachten Anmerkungen 1 und 2
finden daber auch hier sinnentsprechende Anwendung.
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Anmerkung. Der Lehrsatz 639 gibt die urspriingliche
MavrerTuissche Form des Prinzips der kleinsten Wirkung.
Diese Form hat vor der Jacosischen den Vorzug, dab sie
sich in einfachen Worten aussprechen liBt und daher einen
einfachen physikalischen Sinn zu enthalten scheint. Sie hat
aber gegeniiber der Jacoprschen Form den Nachteil, daB
sie unnotigerweise die Zeit enthilt, obwohl doch die eigent-
liche Aussage nur die Bahn des Systems bestimmt, nicht die
Bewegung in dieser, und obwohl diese Bewegung vielmehr nur
durch die hinzugefiigte Bemerkung bestimmt ist, daB iiberhaupt
nur Bewegungen mit konstanter Energie in Betracht gezogen
werden sollen.

Riickblick auf 625 bis 640,
1. Nach den Ergebnissen unserer Uberlegung nimmt fiir
die natiirliche Bewegung eines freien konservativen Systems
ein jedes der Integrale:

]1 BTl /q R N
J ‘l {_f’:_ Pl J VOFhas
j.}"w )

unter bestimmten Verhiiltnissen einen ausgezeichneten Wert
an. Dabei beziehen sich die beiden oberen Integrale auf die
Bewegung des Systems, die iibrigen in Wahrheit nur auf die
Bahn desselben. Die beiden links stehenden Integrale be-
ziehen sich auf den Fall, daB alle, auch die cyklischen Ko-
ordinaten des Systems in Betracht gezogen werden, und daB
nur solche Lagen des Systems als gleiche gelten, bei welchen
auch die letzteren Koordinaten die gleichen Werte haben.
Die iibrigen Integrale beziehen sich auf den Fall, daB die
cyklischen Koordinaten des Systems verborgen sind, und daB
schon solche Liagen des Systems als gleich gelten, bei welchen
die sichtbaren Koordinaten gleiche Werte haben. Die Be-
trachtung des letzten Integrals setzt die Giiltigkeit des Prin-
zips von der Erhaltung der Euergie als zugestanden voraus;
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die Betrachtung der beiden obersten Integrale libt diese Giiltig-
keit folgen; die Betrachtung der beiden mittleren Integrale
kann von dieser Giiltigkeit unabhiingig gehalten werden.

2. Die physikalische Bedeutung der beiden links stehen-
den Integrale ist eine #Huberst einfache; die sie betreffenden

Aussagen sind unmittelbare Ausfliisse des Grundgesetzes. Die

rechts stehenden Integrale haben die einfache physikalische
Bedeutung verloren; aber die Aussage, daf sie fir die natiir-
liche Bewegung ausgezeichnete Werte annehmen, stellt immer
noch eine, wenn auch verwickelte und undurchsichtigzge Form
des Grundgesetzes dar. Verwickelt und undurchsichtig ist

aber die Form des Grundgesetzes hier deshalb geworden, weil

das Gesetz verwickelten und undurchsichticen Voraussetzungen

angepabt ist. Die Aussage, welche sich auf das untere Inte

bezieht, hat den triigerischen Schein einer selbstindigen, ein-
fachen physikalischen Bedeutung.

Unser Beweisverfahren war nicht darauf berechnet, mog-
lichst einfach zu sein, sondern darauf, den obigen Zusammen-
hang moglichst deutlich hervortreten zu lassen.

3. DaB die Natur nicht darauf eingerichtet ist, dab das
eine oder das andere jener Integrale ein Minimum werde, geht
erstens daraus hervor, dall schon in holonomen Systemen bei
ausgedehnterer Bewegung das Minimum im allgemeinen nicht
eintritt, und zweitens daraus, dall es natiirliche Systeme gibt,
filr welche das Minimum niemals eintritt, und fiir welche nicht
einmal die Variation jener Integrale verschwindet. Ein um-
fassender Ausdruck fiir die Gesetze der natiirlichen Bewegung
kann daher auch an keines jener Integrale angekniipft wer-
den, und hieraus nahmen wir auch das Recht her, den Schein
einfacher Bedeutung des letzten Integrals fiir triigerisch zu halten.

Endliche Bewegungsgleichungen fiir holonome Systeme.

Bemerkung 1. Bezeichnen wir mit 7”7 den Wert des
Integrales




Konservative Systeme. 213

genommen iiber die natiirliche Bahn zwischen zwei Wert-
systemen aller Koordinaten eines freien holonomen Systems
mit adiabatischen Cykeln, und gedacht als Funktion der An-
fangs- und Endwerte Jener Koordinaten, also der Poor Po, und
der p,, p,, und der GroBe %, so stellt der Ausdruck

1/ 28
l: m - m

die geradeste Entfernung des Systems dar. Die Bezeichnung
ist dabei dieselbe, welche wir bisher in diesem Abschnitt be.
nutzt haben.

Denn nach 632 ist 7’ gleich der Zeitdauer des natiir-
lichen Ubergangs zwischen den gegebenen Lagen fiir die
mathematische Energie 4 Ist also § die geradeste Entfernung
beider Lagen, so ist

T,
F—_ (m-+4m)

woraus die Behauptung folgt.

Folgerung. Mit Hilfe der Funktion 7’ lassen sich die 645
natiirlichen Bahnen des betrachteten Systems in geschlossener
Form darstellen.

Denn bezeichnen wir wie bisher mit ds das Bahnelement
des sichtbaren Teilsystems, weiter mit #8 das Bahnelement
des cyklischen Teilsystems und mit do das Bahnelement des
vollstiindigen Systems, so ist

(m+m)do® =mds* +mds? a)

also (57) bei der bisher benutzten Bezeichnung:

r T Ll oY,
- 1 w0 m 1 A m
r/f}",=\g-\.ﬂ - (JF‘IH“ r[];,_;-i—\f\ﬂ S ﬂurrdpn d'pu‘ . b
i i s S e - . b
~ < m-+m T m+im
Sind also schlieBlich noch a,p, und o,p, die Winkel, welche
die Bahn des ganzen Systems mit den Koordinaten p, und p,
des ganzen Systems bildet, so werden die Gleichungen der

Hertz, Mechanik., 2. Aufl, 18
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natiirlichen Bahnen zufolge von 224 und 226, nach Division
beider Seiten durch einen konstanten Faktor, erhalten in
der Form:

/28 a8V
€) Vit COS 0, | sl
s o m dp,
/ 24 a8V’

d) ) @y, COS T, g, = l 2
>3 * moaop,

/28 8}

e) Vage, cos 0,pp, = |/ :
>3 : m ap,
/T oV

f) Ve, cosa,p, = | :
i 2 m op,

und diese Gleichungen lassen sich auf je zwei Weisen so
interpretieren, dab sie die Gleichungen der natiirlichen Bahnen
als Differentialgleichungen erster Ordnung oder auch in end-
licher Florm angeben.

Anmerkung. Die vorstehenden Gleichungen e) bis f) sind
richtig in jedem Falle, ob nun die cyklischen Koordinaten als
beobachtbare oder als dauernd verborgene angesehen werden;
aber jene Gleichungen verlieren ihre Anwendbarkeit, sobald
das letztere vorausgesetzt wird. Denn alsdann ist der voll-
stindige Ausdruck von #/” nicht bekannt, und die Gleichungen
lassen sich nicht entwickelt hinschreiben.

Aufgabe 1. Die vorstehenden Bewegungsgleichungen eines
freien holonomen Systems so umzuformen, daB sie ilire Au-
wendbarkeit behalten, auch wenn die eyklischen Bewegungen
des Systems als verborgene gelten.

Wir bezeichnen mit /7 den Wert des Integrales

V2m ’ Ve hids: .

genommen iiber die natiirliche Bahn zwischen irgend zwei
Wertsystemen der sichtbaren Koordinaten. Bei Bestimmung
dieser natiirlichen Bahn wollen wir die in der Kriftefunktion




Konservative Systeme. 275

vorkommenden cyklischen Momente als unveriinderliche Kon-
stanten ansehen, und 7 soll also gedacht werden als Funk-
- tion der Anfangs- und Endwerte allein der sichtbaren Koordi-
naten und der Konstanten 2. Nach 685d ist nun beim
Ubergang von einer natiirlichen Bahn zu einer anderen mit
beliebig variierten sichtbaren Koordinaten:

1 3 1
hl._f 2m j VU hds =2 f',.r‘}',»,l_,ffi’.:./ --_-_,__f_z'\ A a)
2J YL

+

also ist auch insbesondere beim Ubergang von einer natiir-
lichen zu einer beliebigen benachbarten natiirlichen Bahn:

rj'._r J =2 }‘L‘ JU Irl : b)
also ist:
o -2 F E”—
ap,, op,,
s 78 c)
LA
f".}"':--. a 6";};_.'

Mit Hilfe dieser Gleichungen kinnen wir die eyklischen
Koordinaten aus den rechten Seiten der Gleichungen 645e¢
und d fortschaffen. Was die linken Seiten anlangt, so haben
wir die Winkel 6.p, zu ersetzen durch die 5,p,- Nun haben
wir nach 645b (75):

f/ r
[ . m

3 m
= l gy d COS ”-{}u = \"' —— Qgy "{[’ur
f m-+1n 7 * b L e || S
i)
m £ ~
= Vagodscossp,
m-4ur oS ;
und ferner aus den beiden Gleichungen
P 1 i
U+h=T=_m— und
2yt
e
(f'r)‘l'! )

T ] |
B =—(m+ m) o
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durch Division:

o = p

m / K

— l_x’ : s
mtmt U+h

f) do= ];‘f

also aus d) und f):

U+ h
g) COS 0Py = l_,-’ 7 COS 8, »

Indem wir nun das Ergebnis ¢) in die rechten, das KEr-
gebnis g) in die linken Seiten der umzuformenden Gleichungen
einsetzen, erhalten wir die Gleichungen:

(oo COSE s — —_ =<
00, oy V2m (U + h), 6p,,
h)
1 ar

I ”'-.“:.’u Cos .\‘.[‘i'_‘,“ = l 2m(( :—'_ h E;I”
am\U -+ i) oo

welches die gesuchten Umformungen sind. Denn sie enthalten
keine GroBen mehr, welche sich auf das verborgene Teil-
system beziehen, und sie lassen sich auf je zwei Weisen so
interpretieren, dab sie die natiirlichen Bahnen des sichtbaren
Teilsystems als Differentialgleichungen erster Ordnung oder
auch in endlicher Form angeben,

648 Anmerkung 1. Die Funktion 7 enthiilt nicht die Zeit und
gibt auch nur die natiirlichen Bahnen des Systems, nicht
aber die Bewegung des Systems in diesen Bahnen. Da aber
die natiirlichen Bahnen mit gleichbleibender Geschwindigkeit
durchlaufen werden, und da wir bereits der in 7 vorkommen-
den Konstanten % die Bedeutung der analytischen Energie bei-
legten, so ist es leicht, die Zeit als unabhiingige Variabele in
die Gleichungen einzufithren. Zuniichst ist die Verkniipfung
der Zeit mit der bisher als unabhingige Variabele benutzten
Weglinge gegeben durch die Gleichung:

1
ol ff'm X dE
a) =

oh / 3”]-('
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Sodann erhalten wir durch Multiplikation der Gleichungen
647h mit

o / e 1s
1-]‘2m (U+h)=Vem T=m : '
dt
und Beachtung von 75 und 270:
al .
f —
fﬂjt (’I;’:'I ‘ j
av
W = . €
)‘r,u d}.u:,_ )

Endlich erhalten wir fiir den Wert der Funktion selbst:
=2 J i L )
&

Der Form nach sind diese Gleichungen weit einfacher als
die Gleichungen der vorangegangenen Aufgabe, aber jene
Gleichungen haben den Vorzug, eine unabhingige Variabele
weniger zu enthalten,

Anmerkung 2. Die Funktion 7 ist diejenige Funktion, 649

welche von Haminrony mit dem gleichen Buchstaben bezeichnet
und die charakteristische Funktion des konservativen Systems
genannt worden ist. Diese Aussage steht im Einklang mit
der Aussage 412, denn unter der dort gemachten Voraus-
setzung, daf alle Koordinaten sichtbare seien, geht die jetzt
mit / bezeichnete Funktion in die dort mit dem gleichen
Buchstaben bezeichnete Funktion iiber.

Ubrigens erhellt, daB die charakteristische Funktion eines
Systems nach der jetzt erweiterten Definition eine Rechnungs-
grobe ohne physikalische Bedeutung ist. Denn je nachdem
wir groBere. oder kleinere Teile der cyklischen Bewegungen
als verborgene behandeln, kénnen wir fiir dasselbe System
verschiedene charakteristische Funktionen aufstellen, welche
den gleichen analytischen Dienst leisten, aber fiir identische
Ubergiinge des Systems verschiedene Werte besitzen.
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650 Lehrsatz. Die charakteristische Funktion 7 eines kon-
servativen Systems geniigt den beiden partiellen Differential-
gleichungen erster Ordnung:

i aVv oV .
E \{'\“ ,‘Jf‘ufl :f :[{ _I—;‘J}! »

ap,, 9y,

?" r‘ ! a7 .
N S ben— == U+ 1),

2m 4-—'\-,:— *8p,, Ops,
welche den Differentialgleichungen 227 fiir die geradeste Ent-
fernung entsprechen,

Denn diese Gleichungen werden erhalten durch Einsetzen
der Richtungscosinus aus den Gleichungen 647h in die Glei-
chung 88, welcher diese Richtungscosinus geniigen.

651 Bemerkung 2. Bezeichnen wir mit 7 den Wert des
Integrales

j (T—=U)at

[

genommen fiber die natiirliche Bewegung zwischen zwei Wert-
systemen der simtlichen Koordinaten eines freien holonomen
Systems mit adiabatischen Cykeln und gedacht als Funktion
dieser Werte und der Zeitdauner des Ubergangs, so unter-
scheidet sich 2’ von der Prinzipalfunktion des Systems (415)
nur um das Produkt der Zeitdauer des Ubergangs in eine
(unbekannte) Konstante,

Denn es unterscheidet sich 7— U/ von der Energie des
Systems nur um eine (unbekannte) Konstante.

652 Folgerung. Mit Hilfe der Funktion 7’ lassen sich die
natiirlichen Bewegungen des Systems in geschlossener Form
darstellen.

In der Tat hindert der Unterschied zwischen P’ und der
in 415 definierten Prinzipalfunktion nicht die unmittelbare
Anwendung der Gleichungen 414b und ¢, so daB wir als Be-
wegungsgleichungen erhalten:
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SRR ;

f{r\r! Ty I,:_;,i",?l 1 'l')
apr

Joi— e b)
aP

l]i‘l = (I-'rl, . 3 e)
o P

l]{‘l,, =N ;'U . ‘l)

Dagegen erfordert die Gleichung 4144 eine leichte Abinderung;
an ihrer Stelle wird erbalten:

i )
at, aty
Anmerkung. Die vorstehenden Gleichungen a) bis d) sind
richtig in jedem Falle, ob nun alle Koordinaten in Wahrheit
beobachtbar sind oder ob nicht, aber jene Gleichungen ver-
lieren ihre Anwendbarkeit, sobald die cyklischen Bewegungen
des Systems als verborgene behandelt werden.

Aufgabe 2. Die vorstehenden Bewegungsgleichungen
eines freien holonomen Systems so umzuformen, daB sie ihre
Anwendbarkeit behalten, auch wenn die cyklischen Bewegungen
des Systems als verborgene gelten.

Wir bezeichnen mit P den Wert des Integrales

/..,_[ T+ U)dt

¢
L

genommen fiir die natiirliche Bewegung zwischen zwei zu den
Zeiten ¢, und ¢, stattfindenden Wertsystemen der sichtharen
Koordinaten. Bei Bestimmung dieser natiirlichen Bewegung
sollen die in den Konstanten der Kriiftefunktion enthaltenen
cyklischen Momente als unabinderlich angesehen werden, und
P soll also gedacht sein als Funktion allein der Anfangs- und
Endwerte der sichtbaren Koordinaten und der Zeiten £, und ¢ .
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Nun gilt nach 628¢ beim Ubergang von einer natiirlichen
Bewegung zu einer beliebigen benachbarten Bewegung von
gleicher Dauer die Gleichung:

.1/1H ()ff!—-npll{?‘--{‘w ;

Wenden wir diese Gleichung an auf den li)ewann von einer
natiirlichen Bewegung zu einer henachbarten natiirlichen Be-
wegung von gleicher Dauer, so liefert sie uns:
r)”/):rﬁp.fll ; |
also:
aP aP’ ar apP
Ve 0P ' Op,  op,

Mit Hilfe dieser Gleichungen entfernen wir die verbor genen
Koordinaten aus den rechten Seiten der Gleichungen 652. Was
die linken Seiten anlangt, so geniigt die Bemerkung, daB das
Moment ¢, des gesamten Systems nach seiner Koordinate Po
zugleich das Moment des sichtbaren Teilsystems nach der
GriBe p, als Koordinate dieses Teils systems ist. Wir erhalten
demnach als Bewegungsgleichungen des sichtbaren Teilsystems:

a) = 61”
= B,

aP i

h) 1’1 e e {_IP:“ = .

welches die gesuchten Umformungen sind.

655 Anmerkung 1. Die jetzt von uns eingefiihrte Funktion 2
ist diejenige Funktion, welche von Haminrox mit
staben § bezeichnet und die Prinzipalfunktion
tiven Systems genannt worden ist. Diese
Einkl

dem Buch-
des konserva-
Aussage steht im
ang mit der Aussage 415, denn unter der dort gemachten
Voraussetzung, daB alle Koordinaten sichtbare seien, geht die
Jetzt mit P bezeichnete Funktion in die dort mit dem gleichen
Buchstaben belegte Funktion iiber.
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Anmerkung 2. Der Wert der Prinzipalfunktion fiir einen 636
bestimmten Ubergang hiingt mit dem der charakteristischen
Funktion in einfacher Weise zusammen. Durch einfache
Umformung wird niimlich erhalten:

t 4

/11 T+ U)dt= [.[j_’ U+ h)at

o .

Fis ts

—V2m /‘l' Uthds — l-/ / UM le

v i
] ]

Also ist (647, 644):

P=V—-h(t,—t) , a)
wobei wir uns in der rechten Seite, in 7 und im zweiten Sum-
manden, die GroBe & als Funktion von #—#, und der P Und
Po, eingesetzt zu denken haben.

Umgekehrt ist also auch

V=P+h(t,—1t) , b)

wobei wir uns in der rechten Seite, in P und im zweiten Sum-
manden, die GroBe #—#, als Funktion von % und der P, und
Po, eingesetzt zu denken haben,

Anmerkung 8. Die analytische Energie # kommt in der 657
Prinzipalfunktion nicht vor. Doch kann sie aus derselben mit
Hilfe der Gleichungen 654a, b, 286¢ und 612a mittelbar ab-
geleitet werden. Sie kann aber auch unmittelbar durch P
ausgedriickt werden. Denn indern wir in der rechten Seite
der Gleichung 656a nicht die p, und Poyy Sondern nur ¢
und ¢, und bezeichnen mit d4 die damit notwendig verbundene
Anderung von 4, so folgt:

a

dP= 27 dh— hd(t,— b)) — (t,— t,) dh

ah
also nach 64Sa:

dP= - hdlliety
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woraus folgt:

gL’ oF
pasts U2 .

E?fl f‘"fu

Lehrsatz. Die Prinzipalfunktion P eines konservativen
Systems geniigt den beiden partiellen Differentialgleichungen

erster Ordnung:

L or oP aP

1 1 3 -
S by,
2m et >4 r)p:,_ aprg, ol
1~ N p aP aP &P U
9 £ i }”"- ey i = 0 4
2m e &= S 00p,, 0p,, 3o

welche den Differentialgleichungen 227 fiir die geradeste Ent-
fernung entsprechen.

Denn diese Gleichungen werden erhalten, wenn man die
analytische Energie . das eine Mal direkt mit Hilfe von 657,
das andere Mal indirekt mit Hilfe von 612a und 654a, b durch
die Differentialquotienten von P ausdriickt.

Riickblick auf 644 bis 658.

1. In den Nummern 644 bis 658 sind vier endliche Dar-
stellungen der Bewegung eines holonomen Systems mit adiaba-
tischen Cykeln gegeben. In der ersten und dritten Darstellung
waren alle Koordinaten des Systems als beobachtbare an-
gesehen, in der zweiten und vierten Darstellung waren die
cyklischen Koordinaten als verborgene behandelt. Die erste
und zweite Darstellung, welche auf die charakteristische Funk-
tion fithrte, gab im Grunde nur die Bahn des Systems und
entsprach dem Prinzip der kleinsten Wirkung. Die dritte und
vierte Darstellung, welche auf die Prinzipalfunktion fithrte, gab
vollstiindig die Bewegung und entsprach dem Hamiuronschen
Prinzip.

2. Alle vier Darstellungen haben denselben einfachen
physikalischen Sinn und fiir alle ist der Grund der mathe-
matischen Verwickelung derselbe. Der einfache physikalische
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Sinn besteht in der Tatsache, daB die natiirlichen Bahnen
stets geradeste Bahnen sind, und in dem rein geometrischen
Zusammenhange dieser Bahnen mit der geradesten Entfernung
in holonomen Systemen. Der Grund der mathematischen Ver-
wickelung aber besteht darin, daB wir nicht stets alle wesent-
lichen Bestimmungsstiicke der Bewegung gleichmiBig behan-
delten, sondern einige derselben als verborgene eliminierten.
Wir konnen auch sagen, die UngleichmiBigkeit bestehe darin,
daB wir fir einige Koordinaten die Anfangs- und Endwerte,
fiir andere Koordinaten die Anfangsgeschwindigkeiten als Be-
stimmungsstiicke einfiihrten. Unsere Ableitungsweise war nicht
darauf berechnet, moglichst einfach zu sein, sondern darauf,
dies Verhiltnis moglichst deutlich hervortreten zu lassen.

3. Man kann weitere Darstellungen der Bewegung eines
holonomen Systems geben, indem man weitere Koordinaten
eliminiert, oder indem man auch fiir die sichtbaren Koordi-
naten nicht die Anfangs- und Endwerte, sondern andere Grifen
als Bestimmungsstiicke einfiihrt, oder indem man von den
partiellen Differentialgleichungen 650 oder 658 ausgeht, in #hn-
licher Weise, wie dies fiir die geradeste Entfernung in 232 u. ff
geschehen ist. Solche Darstellungen kénnen in besonderen
Fallen mathematische Vorteile bieten, wie Jacosr in um-
fassender Weise gezeigt hat. Je mehr man aber in dieser
Richtung fortschreitet, desto mehr verbirgt sich der physika-
lische Sinn der Operationen hinter deren mathematischer Form,
desto mehr nehmen die benutzten Funktionen den Charakter
von Hilfskonstruktionen an, welchen es nicht mehr méglich
ist, eine physikalische Bedeutung beizulegen,

Nicht-konservative Systeme.

Erlduterungen und Bemerkungen.

1. Enthdlt ein materielles System keine anderen ver-
borgenen Massen, als solche, welche in adiabatischer cyklischer
Bewegung begriffen sind, so ist es bei freier Verfigung iiber
die sichtbaren Koordinaten jederzeit moglich, Energie, welche
in die Energie der verborgenen Massen iibergegangen ist, in
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die Energie der sichtbaren Massen zuriickzuverwandeln. Die
einmal im System vorhandene sichtbare Energie kann also
dauernd als sichtbare Energie erhalten bleiben,

Dies ist die Kigenschaft, auf Grund deren wir solche
Systeme als konservative bezeichneten. Aus dem gleichen
Grunde bezeichnen wir die von den verborgenen Massen solcher
Systeme ausgeitbten Krifte als konservative Kriifte,

663 2. Im Gegensaiz dazu werden solche Systeme, bei welchen
die freie Verfiigung iiber die sichtbaren Koordinaten nicht
ausreicht, verborgene Energie jederzeit in sichtbare zuriick-
zuverwandeln, als nicht-konservative Systeme, und die Krifte
der verborgenen Massen solcher Systeme als nicht-konservative
Kriifte bezeichnet. Nicht-konservative Systeme, in welchen die
Energie sich vorzugsweise aus der Energie sichtbarer Massen
in die Energie der verborgenen Massen verwandelt, nicht aber
umgekehrt, heiflen dissipative Systeme, und die Krifte der
verborgenen Massen solcher Systeme dissipative Kriifte.

664 3. Im allgemeinen sind die Systeme und Krifte der Natur
nicht-konservativ, sobald iiberhaupt verborgene Massen in Be-
tracht kommen. Dieser Umstand ist eine notwendige Folge davon,
daB die konservativen Systeme nur Ausnahmefille, sogar nur
mit mehr oder weniger Anniiherung erreichte (5560) Ausnahme-
fille bilden, daB also fiir ein beliebig herausgegriffenes natiir-
liches System eine unendliche Wahrscheinlichkeit dagegen
spricht, daB es ein konservatives sei. Krfahrungsmibig aber
sind weiter die Systeme und Krifte der Natur dissipativ, so-
bald iiberhaupt verborgene Massen in Betracht kommen. Dieser
Umstand findet eine hinreichende Erklirung in der Hypothese,
daB in der Natur die Zahl der verborgenen Massen und ihrer
Bewegungsfreiheiten unendlich groll sei gegen die Zahl der
sichtbaren Massen und deren sichtbarer Koordinaten, so dab
fir eine beliebig herausgegriffene Bewegung eine unendliche
Wahrscheinlichkeit dagegen spricht, daf sich die Energie
gerade in der besonderen und ausgezeichneten Richtung von .
jener groBen Zahl von Massen auf diese ganz bestimmte kleine
Zahl hin konzentriere.

665 4, Ubrigens steht der Unterschied zwischen konservativen

BADISCHE
LANDESBIBLIOTHEK



Nicht-konservative Systeme. 28b

und dissipativen Systemen und Kriften nicht in der Natur,
sondern beruht lediglich auf der freiwilligen Beschriinkung

< unserer Auffassung oder der unfreiwilligen Beschriinktheit
unserer Kenntnis der natiirlichen Systeme. Werden alle Massen
der Natur als sichtbare Massen betrachtet, so fillt jener Unter-
schied fort, und alle Kriifte der Natur kinnen alsdann als
konservative Kriifte bezeichnet werden.

5. Die konservativen Kriifte erscheinen im allgemeinen 666
als Differentialquotienten von Kriiftefunktionen, also als solche
Funktionen der sichtbaren Koordinaten der Systeme, welche
unabhingig von der Zeit sind. Die nicht-konservativen Kriifte
hingen auBerdem im allgemeinen von den ersten und von
hoheren Differentialquotienten der sichtbaren Koordinaten nach
der Zeit ab, Bei jeder analytisch gegebenen Form einer Kraft
beider Arten kann die Frage aufgeworfen werden, ob diese
Form mit den Voraussetzungen unserer Mechanik vertriiglich
sei, oder ihr widerspreche.

6. Auf diese letztere Frage kann im allgemeinen Ant- 667
wort nicht erteilt werden; im einzelnen ist sie nach folgenden
(Gesichtspunkten zu beurteilen:

1. Wenn irgend ein gesetzmiibiges stetiges System auf-
gewiesen werden kann, welches Kriifte der gegebenen Form
ausiibt, so ist bewiesen, daB die gegebene Form den An-
spritchen unserer Mechanik geniigt.

- 2. Wenn die Unmiéglichkeit nachgewiesen werden kann,
ein solches System aufzufinden, so ist gezeigt, daB die gegebene
Form unserer Mechanik widerspricht.

3. Wenn in der Natur irgend ein System aufgewiesen
werden kann, welches erfahrungsmiBig Krifte der gegebenen
Form ausiibt, so betrachten wir dadurch zunichst als bewiesen,
dall die gegebene Form mit unserer Mechanik vertriiglich ist.

Trifft keiner der Fille 1. 2. 8. zu, so muB die gestellte
Frage eine offene bleiben. Sollte sich eine Form der Kraft
finden, welche nach 2. zuriickzuweisen wire, nach 8. aber zu-
gelassen werden miiBte, so wiire damit die Unzulinglichkeit
der Hypothese, welche unserer Mechanik zugrunde liegt, und
damit die Unzuléinglichkeit dieser Mechanik selbst erwiesen.

L . i — - o it T T e
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Absehnitt 6. Von den Unstetigkeiten der
Bewegung.

Erlauterungen und Bemerkungen.

1. Alle Systeme materieller Punkte, auf welehe das Grund-
gesetz nach seinen Voraussetzungen iiberhaupt Anwendung
finden kann, miissen stetige Zusammenhiinge besitzen. Die
Koeffizienten aller Bedingungsgleichungen solcher Systeme sind
also von vornherein stetige Funktionen der Lage (124). Dies
hindert aber nicht, dal diese Funktionen sich in der Nihe
gewisser Lagen duBerst schnell #indern, so daB die Gleichungen
schon in sehr benachbarten Lagen endlich verschiedene
Koeffizienten haben.

2. Wenn das betrachtete System durch eine solche Lage
sehr schneller Anderung hindurchgeht, so erfordert die voll-

stiindige Kenntnis seiner Bewegung die vollstindige Kenntnis

der Bedingungsgleichungen auch wihrend der schnellen Ande-
rung derselben. Gewisse Aussagen iiber die Bewegung aber
lassen sich fillen, auch wenn die Form der Bedingungs-
gleichungen des Systems nur vor und hinter der Stelle ihrer
schnellen Anderung gegeben ist. Beschrinken wir uns auf
diese Klasse von Aussagen, so ist es analytisch einfacher, auf
die besondere Art der Anderung keine Riicksicht zu nehmen,
und die Bedingungsgleichungen so zu behandeln, als ob ihre
Koeffizienten unstetig wiiren. In diesem Falle ist die Auf-
fassung des Systems als eines unstetigen bedingt durch die
freiwillige Beschrinkung unserer Behandlung desselben.

8. Es kann aber auch geschehen, dal unsere physika-
lischen Mittel uns zwar erlauben, den Zusammenhang eines
Systems im iibrigen vollstindig zu erforschen, daB sie aber
nicht ausreichen, ihn zu erforschen an den Stellen der sehr
schnellen Anderung, obwohl wir iiberzengt sind, und etwa auch
physikalisch nachweisen konnen, daB dieser Zusammenhang
auch hier ein stetiger ist. Trifft dies ein, so sind wir ge-
zwungen, den Zusammenhang analytisch als cinen unstetigen
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darzustellen, wenn wir nicht auf eine einheitliche Darstellung
desselben fiberhaupt verzichten wollen. In diesem Falle ist
dann die Auffassung des Systems als eines unstetigen bedingt
durch die unfreiwillige Beschriinktheit unserer Kenntnis von
dem System.

4. Sind uns umgekehrt unmittelbar analytisch die Koeffi-
zienten der Bedingungsgleichungen eines Systems als unstetige
Funktionen der Lage gegeben, ohne Angabe, wie diese Funk-
tionen ermittelt sind, so setzen wir voraus, daB einer der
beiden vorher erwihnten Fille vorliege. Wir betrachten also
die gegebenen Gleichungen nur als eine unvollstindige und
angeniiherte Angabe der wahren, stetigen Form derselben. Wir
nehmen also auch eo ipso an, daB man nicht eine vollstiindige
Bestimmung der Bewegung eines solchen Systems von uns ver-
lange, sondern nur die Angabe derjenigen Aussagen, welche
sich trotz der unvollstindigen Kenntnis des Systems tun
lassen unter der Voraussetzung, daB an den Unstetigkeits-
stellen der unbekannte Zusammenhang in Wirklichkeit ein
stetiger sei.

6. Geht ein System mit endlicher Geschwindigkeit durch
eine Stelle sehr schneller Anderung hindurch, so erleiden seine
Bedingungsgleichungen in verschwindender Zeit endliche Ande-
rungen. Ist das System wiithrend des ganzen Verlaufs auch
in Wirklichkeit, wie es das Grundgesetz voraussetzt, ein gesetz-
mibiges, so gewinnt es doch den Anschein, als erlitte seine
GesetzmiBigkeit zur Zeit des Durchgangs durch jene Lage
einen Bruch, ohne daB in Wahrheit ein solcher stattfinde.
Ist uns also analytisch ein System gegeben, dessen im iibrigen
von der Zeit unabhiingige Bedingungsgleichungen zu einer be-
stimmten Zeit in neue Formen iiberspringen, so betrachten
wir diese Bedingungsgleichungen zu dieser Zeit nur als an-
geniherte Vertreter eines anderen, uns unbekannten, vielleicht
viel verwickelteren, aber jedenfalls nicht nur stetigen, sondern
auch gesetzmiiigen Zusammenhangs. Wir nehmen also auch
an, dab man nicht eine vollstindige Bestimmung der Bewegung
des Systems von uns verlange, sondern nur die Angabe der-
jenigen Aussagen, welche sich trotz der vorhandenen Unkenntnis
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nach dem Grundgesetz aussagen lassen unter der Voraus-
setzung, daB auch zur Zeit der Unstetigkeit der wahre Zu-
sammenhang des Systems ein stetiger und gesetzmiiBiger sei.

6. Indem wir alle Unstetigkeitslagen und -zeiten in der
vorerwihnten Weise auffassen, haben wir freilich auf die Be-
handlung wirklich unstetiger Systeme verzichtet. Auf solche
wirde auch das Grundgesetz eine Anwendung gar nicht ge-
statten. Kinen Verzicht auf die Behandlung irgendwelcher
natiirlicher Systeme bedeutet aber diese Kinschriinkung nicht,
da alles uns zu der Annahme berechtigt, daB in der Natur
wohl scheinbare, aber keine wirklichen Unstetigkeiten vor-
kommen. DaB der Durchgang der Systeme durch scheinbare
Unstetigkeitslagen nicht vollstindig durch das Grundgesetz
allein bestimmt ist, entspricht auch vollstindig der physika-
lischen Erfahrung, daf die Kenntnis eines Systems vor und
hinter einer Unstetigkeitsstelle nicht hinreicht, um die Ande-
rung der Bewegung beim Durchgang durch die Stelle voll-
stindig zu ermitteln.

Von der StoBkraft oder dem StoB.

Bemerkung., Durchliuft ein System eine Unstetigkeits-
lage, so erleidet seine Geschwindigkeit eine Anderung von end-
licher Grofle. Die Differentialquotienten seiner Koordinaten
nach der Zeit springen plétzlich auf neue Werte iiber.

Denn unmittelbar vor und hinter der Unstetigkeitsstelle
miissen diese Differentialquotienten, und also die Komponenten
jener Geschwindigkeit, linearen Gleichungen mit endlich ver-
schiedenen Koeffizienten gentigen.

Folgerung 1. Beim Durchgang durch eine Unstetigkeits-
lage wird die Beschleunigung unendlich groB, jedoch in
solcher Weise, daB das Zeitintegral der Beschleunigung, ge-
nommen iber die Zeit des Durchgangs, im allgemeinen einen
endlichen Wert behilt.

Denn dieses Zeitintegral ist die im allgemeinen endliche
Anderung der Geschwindigkeit.
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Folgerung 2. Krleiden die Bedingungsgleichungen des 676
einen von zwei oder mehreren gekoppelten Systemen eine Un-
stetigkeit, so wird beim Durchgang durch diese Unstetigkeit
die zwischen den Systemen auftretende Kraft im allgemeinen
unendlich groB, jedoch in solcher Weise, daB das Zeitintegral
der Kraft, genommen iiber die Zeit des Durchgangs, end-
lich bleibt,

Denn im allgemeinen werden die Komponenten der Be-
schleunigung des unstetigen Systems auch nach den gemeinsamen
Koordinaten im Sinne der Folgerung 1 unendlich werden.
Da aber die Koeffizienten der Bedingungsgleichungen auch
wihrend der Unstetigkeit endlich bleiben, so ist die Kraft von
der Ordnung der Beschleunigung.

Definition. StoBkraft oder kurz StoB heiBt das Zeit- €77
integral der wihrend des Durchgangs durch eine Unstetig-
keitsstelle von einem System auf ein anderes ausgeiibten Kraft,
genommen iiber die Dauer des Durchgangs durch die Unstetig-
keitsstelle.

Anmerkung. Bei endlicher Geschwindigkeit aller betrach- 678
teten Systeme konnen endliche und unendlich kleine, nicht
aber unendlich groBe StéBe vorkommen. Wir setzen die StéBe
im folgenden als endlich voraus.

Folgerung 1. Zu jedem Stof gibt es immer einen 679
GegenstoB. Er ist das Zeitintegral der Kraft, welche das als
zweites bezeichnete System auf das in der Definition zuerst
genannte ausiibt.

Folgerung 2. KEin Stof wird stets ausgeiibt von einem 680
System, welches eine Unstetigkeit seiner Bewegung erleidet,
und ausgeiibt auf ein System, welches eine Unstetigkeit seiner
Beweguung erleidet; er ist nicht denkbar ohne zwei solcher
einander beeinflussender Systeme.

Aus denselben Griinden wie bei der Kraft kénnen wir
uns aber erlauben, von StéBen schlechthin zu reden, ohne

ausdriicklich der Systeme zu gedenken, von welchen oder auf

welche sie ausgeiibt werden.

Folgerung 3. FKin StoB kann stets betrachtet werden 681
als Vektorgrofie, sowohl in bezug auf das System, welches

Hertz, Mechanik, 2. Aufl. 19
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ihn ausiibt, als auch in bezug auf das System, auf welches
er ausgeiibt wird. Seine Komponenten nach den gemein-
samen Koordinaten sind im allgemeinen von Null verschieden:
seine Komponenten nach den nicht gemeinsamen Koordinaten
sind Null; seine Komponenten in Richtungen, welche sich
nicht durch Anderungen der benutzten Koordinaten ausdriicken
lassen, bleiben unbestimmi.

Denn die gleiche Behauptung gilt von der Kraft, von
welcher der Stol das Zeitintegral ist.

Bezeichnung. FErleidet ein System mit den Koordinaten
po eine Unstetigkeit seiner Bewegung, so wollen wir die Kom-
System wirkt, nach den
3 bezeichnen. Die Komponenten des StoBes aber,
welchen das System ausiibt, nach den p,, sollen mit J, be-

ponenten des Stofies, welcher auf das
p, mit J,

o

zeichnet werden. Iiir das zweite System, dessen Koordinaten
wir mit p, bezeichnen, miégen die entsprechenden Griben mit
%, und & bezeichnet werden (vergl. 467). Identisch ist dann:

[.n'\u = \-\\ 1} L]
i

Lehrsatz. StoB und GegenstoB sind einander stets ent-
gegengesetzt gleich, d. h. es sind die Komponenten beider
nach jeder Koordinate entgegengesetzt gleich, und zwar
sowohl wenn wir beide Groflen betrachten als VektorgriéBen
in bezug auf das eine, als auch in bezug auf das andere
System.

Denn Stof wund GegenstoB kénnen auch betrachtet
werden als die Zeitintegrale von Kraft und Gegenkraft
(vergl. 468).

In der eingefiihrten Bezeichnung wird der Lehrsatz wieder-
gegeben durch die Gleichungen:

o

-\..\“J
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Zusammensetzung der StiRe.

Lehrsatz. Ist ein System gleichzeitic mit mehreren Sy- 684
stemen gekoppelt, so ist ein StoB, welchen die Gesamtheit
Jener Systeme ausitbt, gleich der Summe der StoBe, welche
die einzelnen Systeme ausiiben.

Denn die Behauptung gilt fiir jeden Augenblick der StoB-

zeit fiir die wirkenden Krifte ( (471), also auch fiir die Integrale
derselben, die StoBe,

Folgerung. Gleichzeitig auf dasselbe System ausgeiibte, 685
oder von demselben oystem ausgeiibte StéBe kénnen wie
Krifte zusammengesetzt und zerlegt werden nach den Regeln
der Zusammensetzung und Zerlegung von VektorgrioBen iiber-
haupt. Wir reden von den I\ornpmmntu; eines StoBes und
von resultierenden StéBen in demselben Sinne, in welchem
wir von Komponenten der Kraft und von resultierenden Kriften
reden. ._\tfl‘_gﬂ. 472 his 474.)

Definition. Ein StoB, welcher von einem einzelnen ma- 686
teriellen Punkt oder auf einen einzelnen materiellen Punkt
ausgeiibt wird, heiBt ein ElementarstoB.

Folgerung 1. Jeder StoB, welcher von einem mate- 687
riellen System oder auf ein nmtvnelles System ausgeiibt wird,

kann zerlegt werden in eine Anzahl von Ltemuntalotnﬁeu.
(Vergl. 479.

Folgerung 2. Die Zusammensetzung und Zerlegung der 6ss
ElementarstoBe erfolgt nach den Regeln der Zusammen-
setzung und Zerlegung geometrischer Strecken. (Parallelo-
gramm der StéBe.) (Vergl. 478)

Bewegung unter dem EinfluB von StiBen.

Aufgabe 1. Die Bewegung eines materiellen Systems 689
unter dem Einfluf eines gegebenen StoBes zu bestimmen.
Die Losung der Aufgabe besteht nur in der Angabe der
Anderung, welche die Geschwindigkeit des Systems durch den
197
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(689) StoB erfihrt. KEs sei nun das betrachtete System dasselbe wie
in 481; bedeuten die P, die Komponenten der unendlichen Kraft,
welche wihrend der Dauer des StoBes auf das System wirkt,
so ist withrend dieser Dauer nach 481:

a) ;!é.f;, -E— \".' ‘,H,,_{‘, )'”;,_ = l’,‘, g

1

Wir multiplizieren diese Gleichung mit ¢ und integrieren
iitber die StoBzeit. Da die Werte der Koordinaten wihrend
dieser Zeit konstant sind, so ist

b) m I{;,zfr" Qoi—— 90, >

wenn wir durch den Index 0 die Groben vor dem StobBe,
durch den Index 1 die GrioBen nach dem StoBe charakteri-
sieren. Wir haben ferner nach 682:

¢) I‘Ps‘, di = .)‘r,‘.

v

und wenn wir noch zur Abkiirzung setzen:

-

d) / P dt=J, |,

so erhalten wir r Gleichungen von der Form:

e) Go,— Yo, T \AI:;,:,_,JE = J,‘,

Da die Geschwindigkeit des Systems vor und nach dem
Stofle den Zusammenhiingen des Systems geniigen muB, so
erhalten wir weiter aus den % Bedingungsgleichungen des
Systems & Gleichungen von der Form:

f) 22Pxg (Poy —Po) =0

1
welche znsammen mit den Gleichungen e) als r 4 & nicht
homogene, lineare Gleichungen fiir die % 4 » Groben p, — p,,
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und J, oder auch fiir die %+ GroBen ¢, — ¢, und J, angesehen
werden konnen, und welche also diese Grofen und damit die
Anderung der Geschwindigkeit des Systems eindeutig bestimmen.

Anmerkung 1. Ist uns die Geschwindigkeit des Systems vor
dem Stofle gegeben, und sind also die GroBen ¢, und 5, bekannt,
so kinnen wir die » Gleichungen 689e zusammen mit den %
Gleichungen 689f, oder, was dasselbe, mit den % Glei-
chungen

:‘_f‘}}v{r Po, =0

auch auffassen als r- % nicht homogene, lineare Gleichungen
fiir die » 4% Grofen P, und J,, welche also diese GriBen
und damit die Geschwindigkeit des Systems nach dem StoBe
eindeutig bestimmen.

Anmerkung 2  Wenden wir rechtwinklige Koordinaten
an, und bezeichnen wir die Komponente des Stofes nach der
Koordinate z, mit 7,, so nehmen die Gleichungen des StoBes
die Form der 3n Gleichungen an:

My (.r-',.[ - ,J-',.II] —|— : Ly [, =iy " a)
1

welche zusammen mit den ¢ aus den Bedingungsgleichungen
abgeleiteten Gleichungen:

Sn

::' Loy (_f"yl — ';‘"u.} =) b)

die 3n Komponenten #, — #, der Geschwindigkeitsiinderung und
die ¢ Hilfsgrofen /, eindeutig bestimmen.

690

691

Anmerkung 3. Ist die Koordinate p, eine freie Koordi- 692

nate, so sind die entsprechenden GriBen p,, gleich Null, und
die auf p, beziigliche Stofgleichung nimmt die einfache
Form an:

o, — Yo ="e
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Sind in einem holonomen System alle Koordinaten freie
Koordinaten, so nehmen alle Gleichungen diese Form an, und
die so entstehenden » Gleichungen geniigen zur Bestimmung
der r Griflen p, — p,, welche bekannte lineare Funktionen der
durch jene Gleichungen unmittelbar gegebenen ¢, — g¢,, sind.

Folgerung 1 (aus 689). Um ein System aus der Ruhe
plotzlich in eine gegebene mogliche Geschwindigkeit zu ver-
setzen, geniigt es, dem System einen StoBl zu erteilen, welcher
nach Richtung und GriBe gleich ist dem Produkt aus der
gegebenen Geschwindigkeit und der Masse des Systems.

Denn sind die g, =0, und geniigen die gegebenen P, AN
sich den Bedingungsgleichungen, so geniigt die Annahme:

JH:=H

J{’:?‘,H
den Gleichungen 689e und f.

Folgerung 2. Um ein bewegtes System in seiner augen-
blicklichen Lage plétzlich zur Ruhe zu bringen, geniigt es,
dem System einen StoB zu erteilen, welcher nach Richtung
und Grdfe entgegengesetzt gleich ist dem Produkt aus der
Greschwindigkeit des Systems in seine Masse,

Denn sollen die g, =0 werden, und geniigen die Pe, den
Bedingungsgleichungen des Systems, so geniigt die Annahme:

den Gleichungen 689e und f.

Lehrsatz. Die Geschwindigkeitsiinderung, welche mehrere
gleichzeitig wirkende St6Be einem System erteilen, ist die
Summe der Geschwindigkeitsinderungen, welche die StiBe,
einzeln wirkend, dem System erteilen wiirden.

Als gleichzeitig wirkend sind dabei alle Stife bezeichnet,
welche innerhalb einer verschwindend kleinen Zeit erfolgen,
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ohne Riicksicht auf ihre etwaigen Zeitunterschiede oder ihre
Reihenfolge innerhalb dieser Zeit.

Der Satz folgt (vergl. 485) aus der linearen Form der
(Gleichungen 689e, f, er kann aber auch als unmittelbare Folge-
rung des Satzes 485 angesehen werden.

Anmerkung., Der Inhalt des vorigen Lehrsatzes kann auch 696
wiedergegeben werden in der oft benutzten Form der Aus-
sage, daB mehrere gleichzeitig erfolgende Stife sich hinsicht-
lich der Geschwindigkeit, welche sie erzeugen, nicht stéren.

Lehrsatz. Steht die Richtung eines StoBes senkrecht auf 697
jeder moglichen Verriickung des Systems, auf welches er wirkt,
so iibt der StoB keinen Einfluf aus auf die Bewegung des
Systems. Und umgekehrt: Ubt ein StoB keinen EinfluB aus
auf die Bewegung des Systems, auf welches er wirkt, so steht
er senkrecht auf jeder méglichen Verriickung desselben.

Der Satz kann als unmittelbare Folgerung des Satzes 488
angesehen werden oder auch in entsprechender Weise aus den
Gleichungen 689e, f abgeleitet werden.

Anmerkung. Obwohl also aus der Angabe eines StoBes 698
eindeutig die Bewegungsinderung erschlossen werden kann,
welche er erzeugt, so kann doch nicht umgekehrt aus einer
plotzlichen Bewegungsiinderung eindeutig auf den StoB ge-
schlossen werden, welcher sie erzeugt hat.

Aufgabe 2. Die StoBkraft zu bestimmen, welche ein 699
materielles System bei gegebener plétzlicher Bewegungsinde-
rung ausiibt,

Nach 682 sind die Komponenten des gesuchten StoBes
zu bezeichnen mit J;, und nach 688 und 689e sind dieselben:

k
Jo=— o+ 0, — :‘Pﬂ?*}x
1

Hierin sind die ¢, und ¢, durch die Angaben der Auf-
gabe bestimmt, die J, aber sind nicht gegeben, solange nicht
anch die Bewegung des zweiten Systems gegeben ist, auf
welches der StoB ausgeiibt wird. Die Losung der Aufgabe
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ist also nicht eine bestimmte, sondern enthiilt einen unbestimmt
bleibenden Summanden, welcher einen auf jeder méglichen
Verriickung des Systems senkrechten StoB darstellt (250).

Anmerkung 1. Obwohl von dem StoB, welchen ein
System bei plotzlicher Bewegungsiinderung ausiibt, nicht alle
Komponenten durch die Bewegungsinderung des Systems be-
stimmt sind, so sind doch alle Komponenten in Richtung einer

moglichen Bewegung durch jene Bewegnngsinderung bestimmt.

Anmerkung 2.  Obwohl von dem StoB, welchen ein
System bei plotzlicher Bewegungsinderung ausiibt, nicht alle
Komponenten durch die Bewegungsinderung des Systems be-
stimmt sind, so ist doch jede Komponente in Richtung einer
freien Koordinate durch die Bewegungsinderung eindeutig
bestimmt.

Anmerkung 8. Ist p, eine freie Koordinate, so kann der
nach dieser Koordinate ausgeiibte StoB geschrieben werden
in den Formen:

Jo= — Qs+ 0s

Innerer Zwang heim StoBe.

Bemerkung 1. Trifft ein StoB ein System materieller
Punkte, zwischen welchen keine Zusammenhiinge bestehen, so
erfolgt eine Geschwindigkeitsinderung, deren Richtung die

Richtung des StoBes ist, und deren GroBe gleich ist der
GroBe des StoBes, dividiert durch die Masse des Systems.

Bemerkung 2. Bestehen Zusammenhiinge zwischen den
Punkten des gestoBenen Systems, so weicht die G eschwindig-
keitsinderung im allgemeinen ab von der durch die vorige
Bemerkung gegebenen, Als Ursache dieser Abweichung kinnen
wir also die Zusammenhinge des Systems betrachten.
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Definition. Inneren Zwang beim StoBe oder kurz Zwang
beim StoBe nennen wir die Abiinderung, welche die siimt-
lichen Zusammenhiinge eines Systems an der G eschwindigkeits-
finderung des Systems beim Stofie hervorbringen.

Der Zwang beim StoBe wird gemessen durch den Unter-
schied zwischen der wirklichen Geschwindigkeitsinderung und
derjenigen Geschwindigkeitsiinderung, welche bei Aufhebung
samtlicher Bedingungsgleichungen des Systems eintreten wiirde:
er ist gleich ersterer, vermindert um letztere.

Folgerung. Der Zwang beim StoBe ist das Zeitintegral
des inneren Zwanges des Systems wihrend des StoBes, ge-
nommen iiber die ganze Dauer desselben.

Aufgabe. Den Zwang eines Systems bei einem StoBe zu
bestimmen.

Wir bezeichnen die Komponenten des Zwanges nach den
Koordinaten p, mit Z,. Indem wir nun die Gleichung 497a
mit m d¢ multiplizieren, und iiber die Dauer des StoBes inte-
grieren, erhalten wir:

mly=qo,— qo,—Jy "

Zur Bestimmung der GroBe des Zwanges reichen die
Komponenten nach beliebizen Koordinaten im allgemeinen
nicht aus. Wenden wir deshalb auch rechtwinklige Koordi-
naten an und bezeichnen die Komponente des Zwanges nach
x, mit Z,, so erhalten wir:

m, = Ty !.r",.! -.r",.‘_]' S A b)
also wird die GroBe Z des Zwanges die positive Wurzel der
Gleichung:
! Bn / I\2
mZ% = "Dvm, |z, — i, ——]
< | A 5
Lehrsatz 1, Die GrioBe des Zwanges beim Stofie fillt
kleiner aus fiir die natiirliche Bewegungsiinderung, als sie aus-
fallen wiirde fiir irgend eine andere mogliche Bewegungs-
dnderung.
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Denn als notwendige und hinreichende Bedingung dafiir,
daB bei gegebenen Werten der 7, die GriBe 1mZ® ein Mini-
mum werde, erhalten wir (vergl. 1565, 498) die 3n Gleichungen:

My (.f',.l -y, I+ By T L, =0
1

in welchen die 7, zuniichst beliebige unbestimmte Multiplika-

toren bedeuten, und welche zusammen mit den i/ Gleichungen
Sy %y {""*'1 — 1, )=0

- &, und , eindeuntig bestimmen. Da aber

die 3n -+ ¢ Grifen :
die Gleichungen zusammenfallen mit den Bewegungsgleichungen

691 des Systems, so wird ihnen geniigt durch die natiirlichen
Geschwindigkeitsinderungen und nur durch diese.

Anmerkung. Der vorstehende Lehrsatz enthilt die An-
passung des Gavssschen Prinzips des kleinsten Zwanges an
die besonderen Verhiltnisse des StoBes.

Folgerung. Verhindern die Zusammenhinge des Systems,
daB der Winkel zwischen einem Stofe und der durch ihn
hervorgerufenen Geschwindigkeitsiinderung gleich Null werde
708), so fallt doch dieser Winkel so klein aus, als es die Zu-
sammenhinge des Systems irgend gestatten.

Denn zeichnen wir ein ebenes Dreieck, dessen Seiten sind
die GroBe des StoBes dividiert durch die Masse des Systems,
die Grofe einer beliebigen moglichen Geschwindigkeitsiinderung
und die Griofe des Unterschiedes beider, also des Zwanges,
welcher jener Geschwindigkeitsinderung entspricht, so stellt
der von den ersten beiden Seiten eingeschlossene Winkel &
den Winkel zwischen StoB und Geschwindigkeitsiinderung dar
(84). Kine migliche Geschwindigkeitsinderung von gegebener
Richtung kann nun alle Griéflen annehmen; unter allen
Geschwindigkeitsiinderungen von gegebener Richtung kann aber
nur diejenige die natiirliche sein, bei welcher der Zwang
senkrecht steht auf der Geschwindigkeitsinderung (708). Be-
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schriinken wir uns also auf diejenigen Geschwindigkeitsinde-
rungen, welche hiernach noch in Betracht kommen, so sind
alle in Betracht zu ziehenden Dreiecke rechtwinklig: die
Hypotenuse aller ist gleich und gegeben; die dem Winkel &
gegeniiberliegzende Kathete wird aber fiir die natiirliche Ge-
schwindigkeitsinderung kleiner als fiir jede andere (708), also
wird fiir diese Geschwindigkeitsinderung der Winkel ¢ selbst
ein Minimum, welches die Behauptung ist.

Lehrsatz 2. Die Richtung des Zwanges beim StoBe steht 711
senkrecht auf jeder mboglichen (virtuellen) Verriickung des
Systems aus seiner augenblicklichen Lage.

Denn nach 707 und 689 lassen sich die Komponenten des
Zwanges darstellen in der Form:

155
—_ \’,”;-:.a';z y
m ‘-." X
der Zwang als Vektorgrofe steht also (250) senkrecht auf
jeder moglichen Verriickung des Systems. Der Satz kann

auch als unmittelbare F
werden.

lgerung aus dem Satz 500 gezogen .

Symbolischer Ausdruck. Bezeichnen wir mit odp, die 712
Anderungen der Koordinaten p, fiir eine jede beliebige mig-
liche Verriickung des Systems, so kann der vorige Satz in die

Form der symbolischen Gleichung gekleidet werden:

e (o, — Go.—Jo) 9Pe=0 . )

1
welche fiir die rechtwinkligen Koordinaten die Form annimmt:

8n
s Lm0 | b)

Vergl. 898, 501.

£ Anmerkung. Der vorige Lehrsatz (711) enthilt die An- 713
passung des p’ArnemBERTschen Prinzips an die besonderen
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Verhiltnisse des StoBes, die symbolische Form 712 den ge-

wohnlichen Ausdruck dieser Anpassung.

Folgerung 1. Beim Stofe ist die Komponente der er-
zeugten Bewegungsinderung in der Richtung jeder mboglichen
Bewegung gleich der Komponente des StoBes nach derselben
Richtung, dividiert durch die Masse des Systems.

Folgerung 2. Beim Stofle ist die Komponente der er-
zeugten Bewegungsinderung nach jeder freien Koordinate
gleich der Komponente des Stofes nach dieser Koordinate,

dividiert durch die Masse des Systems.

Folgerung 3. Die Geschwindigkeitskomponente eines ge-
stoBenen Systems nach jeder Koordinate der absoluten Lage
indert sich um einen Betrag, welcher gleich ist der Kom-
ponente des wirkenden StoBes nach der gleichen Koordinate,
dividiert durch die Masse des Systems, — welches auch immer

die Zusammenhinge des Systems sind.

Anmerkung. Auch ohne Kenntnis, oder ohne vollstindige
Kenntnis des Zusammenhangs der Massen eines Systems konnen
wir demnach doch stets sechs Gleichungen fiir die Bewegung
des Systems unter dem EinfluB eines StoBles angeben. Wiihlen
wir als Koordinaten der absoluten Lage die sechs Grofien
¢y 0ty Uy 0, 0,05, Welche wir in 402 einfithrten, so stellen die
sechs Gleichungen, welche wir erhalten, die Anpassung des
Prinzips des Schwerpunkts und der Flichen an die besonderen
Verhiiltnisse des StoBes dar.

Energie, Arbeit.

Definition. Die Vermehrung der Energie eines Systems
infolge eines auf das System ausgeiibten StoBes wird die
Arbeit des Stofles genannt.

Eine etwaige Abnahme der Energie infolge des Stobies
wird als negative Zunahme gerechnet. Die Arbeit eines Stobes
kann demnach positiv oder negativ sein.

Folgerung. Die Arbeit eines Stofes ist das Zeitintegral
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der Arbeit, welche diejenige Kraft leistet, deren Zeitintegral
der Stob ist.

Lehrsatz. Die Arbeit eines StoBes ist gleich dem Produkt
aus der GroBe des StoBes und der in seiner Richtung ge-
nommenen Komponente des Mittelwertes der Anfangs- und der
Endgeschwindigkeit des Systems.

Denn welches auch in Wahrheit der Verlauf der wirken-
den Kraft withrend der Stofizeit und die Bewegung des Systems
wihrend dieser Zeit ist, die schlieBliche Bewegung wund
also die Arbeit des StoBes wird dieselbe sein, als wirkte die
Kraft mit konstanter mittlerer GriéBe in der Richtung des
StoBes selber. Machen wir aber diese vereinfachende Vor-
aussetzung, so wird erstens die GroBe der wirkenden Kraft gleich
der GrioBe des StoBes dividiert durch die StoBzeit. Zweitens
geht die Geschwindigkeit gleichmiBig sich #ndernd aus dem
Anfangs- in den Endwert iiber, und ihr Mittelwert ist das
arithmetische Mittel ihres Anfangs- und ihres Endwertes. Die
Komponente der wihrend des Stofes zuriickgelegten Bahn-
strecke in Richtung des StoBes ist aber gleich der Kompo-
nente jenes Mittelwertes, multipliziert mit der StoBzeit. Be-
rechnen wir nun nach 513 die von der Kraft wihrend ihrer
Dauer, also die vom StoB geleistete Arbeit, so hebt sich die
StoBzeit heraus, und es folgt die Behauptung.

Anmerkung., Unter Benutzung der bisherigen Bezeich-
nung ist der analytische Ausdruck des Lehrsatzes die Aus-
sage, daB die Arbeit des StoBes gleich sei:

3 e (PotPe) -
2 £ YO

Folgerung 1. Die Arbeit eines StoBes ist gleich dem
Produkt des Stofes und der in seiner Richtung genommenen
Komponente der urspriinglichen Geschwindigkeit, vermehrt
um das halbe Produkt aus der GroBe des Stobes und der
in seiner Richtung genommenen Komponente der durch ihn
erzeugten Geschwindigkeitsinderung.

Der analytische Ausdruck hierfiir ist die Aussage, es sel
die Arbeit des Stobes gleich:
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: JoPo,+ l : Jo (Po, —Pgy)

welche Aussage mit 721 iibereinstimmt.

723 Folgerung 2. Die Arbeit eines StoBes, welcher ein
rubendes System in Bewegung setzt, ist gleich dem halben
Produkt aus der Grife des StoBes und der in seiner Rich-
tung genommenen Komponente der durch ihn erzeugten Ge-
schwindigkeit.

Denn sind die p, gleich Null, so ist die Arbeit des
Stofes gleich: '
1 ..\.: JoPe,
1
724 Lehrsatz. Ein ruhendes System setzt sich unter dem Ein-

fluf eines Stofles in derjenigen Richtung in Beweguug, bei
welcher der StoB die meiste Arbeit leistet, d. h. bei welcher
er mehr Arbeit leistet, als er leisten wiirde, wenn wir durch
Vermehrung der Zusammenhiinge des Systems eine andere
Richtung erzwiingen. (Sogenannter Satz von BErTRAND.)

Denn ist J die Grobe des StoBes, v die Grobe der er-

\ zeugten Geschwindigkeit, & der Winkel zwischen beiden, so
ist fiir jeden urspriinglichen oder auch vermehrten Zusammen-
hang nach 714:
oJ

V=—CO0S¢
m

also die Arbeit des Stofles nach 728 gleich:

5
[ of © 5
,:’,J v COB & — COS™ &
2 2m

Der Winkel ¢ aber nimmt fir die natiirliche Wirkung
des StoBes nach 710 den kleinsten mit dem urspriinglichen
Zusammenhang vertriiglichen Wert an, ¢ kann also durch
Vermehrung der Zusammenhiinge nur vergroBert, cos®e also

nur verkleinert werden, woraus die Behauptung folgt.
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Folgerung. Die Energie, welche ein auf ein ruhendes 725
System treffender Stof in dem System erzeugt, fillt um so
groBer aus, je mehr Zusammenhiinge des Systems wir auf-
losen. Der grofite mogliche Wert jener Energie, welcher
aber nur durch Auflésung aller Zusammenhinge erreicht wird,
ist gleich dem Quadrat der Grofe des StoBes, dividiert durch
die doppelte Masse des Systems.

ZusammenstoB zweier Systeme.

Erlduterungen.

1. Wir sagen, zwei Systeme stoBen zusammen, wenn sie 726
sich so verhalten, als hitten sie wihrend einer sehr kurzen
Zeit eine Koppelung erfahren. Diese Koppelung nehmen wir
als eine direkte an, indem wir geeignete Wahl der Koordi-
naten beider Systeme voraussetzen (452).

2. Eine solche voriibergehende Koppelung haben wir 727
aufzufassen als eine danernde Koppelung beider Systeme mit
einem dritten, unbekannten System von solcher Beschaffen-
heit, dab es im allgemeinen keinen Einfluf hat auf die Be-
wegung jener, daB aber in unmittelbarer Nachbarschaft solcher
Lagen, in welchen gewisse Koordinaten des einen Systems
gewissen Koordinaten des anderen Systems gleich werden, es
diese Koordinaten voriibergehend gleich zu bleiben zwingt.
Diese voritbergehend gleichbleibenden Koordinaten nennen wir
die gemeinsamen Koordinaten beider Systeme.

8. Vor und nach dem ZusammenstoBe sind die Ande- 728
rungsgeschwindigkeiten der Koordinaten eines jeden der beiden
zusammenstoBenden Systeme lediglich den Bedingungsglei-
chungen ihres eigenen Systems unterworfen. Wihrend des
StoBes aber sind die Anderungsgeschwindigkeiten der ge-
meinsamen Koordinaten auch an die [\..{F]FIN(_’-[IlTlg'\'“'I‘__"lL‘{l_'].Ilil!g[‘ll
gebunden. Diese Anderungsgeschwindigkeiten miissen also,
wie die Koordinaten selbst, wiithrend des StoBes beziehlich
gleich geworden und eine Zeitlang gleich geblieben sein. Die
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Zeit aber, in welcher sich diese Vorginge abspielen, betrachten
wir als verschwindend klein, und die Vorgiinge in ihr als
ginzlich unbekannt. Wir betrachten die Systeme nur vor und
nach dem ‘*tnl’rc, und erwarten, dal man von uns aunch nur
solche Aussagen iiber den Za
sich ohne I\(‘lmt]lh der Vorgiinge wihrend der StoBzeit aus-
sagen lassen.

1sammenstol verlange, welche

729 Aufgabe, Die Bewegung zweier zusammenstobender
Systeme nach dem Stofle aus ihrer Bewegung vor dem Stofie
so weit zu bestimmen, als es ohne Angabe der Vorginge
wihrend der Stobzeit moglich ist.

Es seien die p, die r Koordinaten “des einen, die p, die
t Koordinaten des anderen Systems. Die Zahl der gemein-
samen Koordinaten sei s. Beim Zusammenstol erfihrt jedes
der beiden Systeme einen StoB; es seien die Komponenten
des StoBes, welchen das erste System erfihrt J,; die Kom-
ponenten des StoBes, welchen das zweite System erfihrt,
seien J,. Die (nmljt?ll vor und nach dem Stofle seien wieder
durch die Indices 0 und 1 bezeichnet.

Nun gelten erstens fiir alle Koordinaten des ersten
Systems Gleichungen von der Form 689e und fiir alle Koordi-
naten des zweiten Systems die entsprechenden Gleichungen.

: Zweitens stehen die StoBe, welche die beiden Systeme er-
halten, im Verhiltnis von StoB und GegenstoB, also ist fiir
alle gemeinsamen Koordinaten nach 682 und 683:

J R
o \‘N‘J
und fiir alle nicht gemeinsamen Koordinaten beider Systeme:

: o
Jy=0 Fp=0

Verbinden wir beide Beziehungen miteinander, so erhalten
wir fir die s gemeinsamen Koordinaten s Gleichungen von
der Form:

) o~
_‘: Pxro ‘{z k! = To, "pxg R
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wahrend wir fir die (r —s) 4+ (r —s) nicht gemeinsamen Koor-
dinaten r — s Gleichungen von der Form:

kK

o — oo+ D Prg =0 by

1

und r — s Gleichungen der Form:

Go, — Joo T :‘ Prp 3 =10 )
1

erhalten. Die Gleichungen a) b) ¢), zusammen mit den % 4+ f
Bedingungsgleichungen beider Systeme diirfen wir auffassen als
Gleichungen fiir die Anderungsgeschwindigkeiten Ps, und P,
welche die Bewegung des Systems nach dem StoBe bestimmen,
und fir die HilfsgroBfen J, und &.. Wir haben also im
ganzen r-+4-v—s-4 k£ nicht homogene, lineare Gleichungen, wel-
chen die r+1v+/%+f Unbekannten geniigen miissen, und welche
diejenigen Aussagen enthalten, welche die Aufgabe verlangte.

Anmerkung. Sind die Koordinaten p, und p, freie Koor-
dinaten ihrer Systeme, so konnen die Gleichungen des Zu-
sammenstofes in einfacherer Form geschrieben werden. Ks
werden nimlich erhalten durch Beriicksichtigung der gemein-
samen Koordinaten s Gleichungen der Form:

7o, + L]!.‘l = Yo, 1 qi‘u ’ )

durch Beriicksichtigung der nicht gemeinsamen Koordinaten
des ersten Systems r —s Gleichungen der Form:

f{‘:’t = o, ’ b)

durch Beriicksichtigung der nicht gemeinsamen Koordinaten
des zweiten Systems 1 — s Gleichungen der Form:

qQL = []'!.’:: ’ ©)
zusammen also r 4t — s Gleichungen fiir die zu bestimmenden
7+t Unbekannten 5, und j,.
Hertz, Mechanik, 2, Aufl. =0
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Folgerung 1. Die Bewegung zweier Systeme nach ihrem
ZusammenstoB ist durch ihre Bewegung vor dem Zusammen-
stoB und durch die allgemeinen Gesetze der Mechanik noch
picht vollstindig bestimmt, sondern es erfordert ihre Bestim-
mung noch die Angabe weiterer, aus anderen Quellen ge-
schopfter Beziehungen. Die Zahl dieser weiteren notwendigen
Beziehungen ist gleich der Zahl der gemeinsamen Koordinaten,
welche beim Zusammenstof auftreten.

Folgerung 2. Ist es bei einem Zusammenstol moglich,
neben den Beziehungen, welche aus den allgemeinen Gesetzen
der Mechanik folgen, noch so viele lineare Gleichungen fiir
die Geschwindigkeitskomponenten nach dem Stofie anzugeben,
als gemeinsame Koordinaten auftreten, so ist die Bewegung
nach dem Zusammensto durch die Bewegung vor demselben
eindeutig bestimmt.

Anmerkung. Die besonderen Beziehungen, welche zur Be-
stimmung der Bewegung beim ZusammenstoB notwendig sind,
und welche nicht aus den allgemeinen Gesetzen der Mechanik
folgen, hiingen ab von der besonderen Natur desjenigen Systems,
welches die Koppelung bewirkt, und dessen Kigentiimlich-
keiten im einzelnen uns verborgen sind. Dies verborgene System
ist es auch, welches die Energie aufnimmt, welche etwa aus
den zusammenstoenden Systemen verschwindet, oder welches
die Energie liefert, welche in den zusammenstoBenden Systemen
etwa gewonnen wird. Der erste Fall tritt z. B. ein beim un-
elastischen StoBe, bei welchem die unmittelbare Nachbarschaft
des StoBpunktes als das koppelnde System anzusehen ist.
Der zweite Fall tritt z. B. ein bei Stofen, welche Explosionen
auslésen. Die Kinzelbetrachtung dieser besonderen Verhilt-
nisse aber gehirt nicht mehr in die allgemeine Mechanik,

ScehluBbemerkung zum zweiten Bueh.

In diesem zweiten Buche wollten wir nicht mehr denk-
notwendige Beziehungen zwischen den Schipfungen unseres
eigenen (Jeistes erortern, sondern wir wollten erfahrungs-
miibige Zusammenhiinge zwischen Gegenstiinden der iufleren
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Beobachtung betrachten. Es war deshalb unumgiinglich, daf
sich unsere Befrachtung stiitze nicht allein auf die Gesetze
unseres Geistes, sondern auch auf die Ergebnisse fritherer
Erfahrung. Als notwendigen Beitrag der Erfahrung entnahmen
wir daher unserer Beobachtung der Natur das Grundgesetz.

Es muBte freilich zuniichst scheinen, als sei das Grund-
gesetz bei weitem nicht hinreichend, um die ganze Fiille der
Tatsachen zu umspannen, welche die Natur uns darbietet,
und deren Darstellung die bestehende Mechanik auch bereits
leistet. Denn wiithrend das Grundgesetz stetige und gesetz-
mifige Zusammenhinge voraussetzt, triigt uns die tiigliche
Anwendung auch unstetige und ungesetzmiBige Zusammen-
hiinge entgegen. Und wihrend das Grundgesetz ausdriicklich
nur von freien Systemen redet, sind wir gezwungen, auch un-
freie Systeme zu behandeln. Selbst die gesetzmaBigen, stetigen,
freien Systeme der Natur fiigen sich nicht alle ohne weiteres
dem Grundgesetz, sondern scheinen ihm zum Teil zu wider-
streiten. Wir sahen nun aber, daB wir auch ungesetzmiiBige
und unstetige Systeme behandeln konnten, indem wir ihre Un-
gesetzmiibligkeiten und Unstetigkeiten als scheinbare ansahen:
dalb wir auch die Bewegung der unfreien Systeme verfolgen
konnten, indem wir sie als Teile von freien Systemen auf-
faften; dafl endlich auch die dem Grundgesetz scheinbar
widerstreitenden Systeme ihm unterworfen werden konnten,
wenn wir die Moglichkeit verborgener Massen in ihnen zu-
lieBen. Obwohl wir neben dem Grundgesetz weder andere Er-
fahrungstatsachen, noch irgend willkiirliche Annahmen zu-
lieBen, konnten wir uns doch tiber das ganze Gebiet verbreiten,
welches die Mechanik iiberhaupt beherrscht. Unsere hesondere
Hypothese hindert uns auch nicht, zu verstehen, daf sich die
Mechanik so entwickeln konnte und entwickeln muBite, wie
sie sich tatsiichlich entwickelt hat.

Insofern also kionnen wir am Schlusse behaupten, daB
das Grundgesetz nicht nur notwendig, sondern daB es auch
hinreichend sei, um den Anteil der Erfahrung an den all-
gemeinen Gesetzen der Mechanik erschipfend darzustellen.

20*
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