
Badische Landesbibliothek Karlsruhe

Digitale Sammlung der Badischen Landesbibliothek Karlsruhe

Gesammelte Werke
Die Prinzipien der Mechanik

Hertz, Heinrich

Leipzig, 1910

2. Bewegung der Systeme

urn:nbn:de:bsz:31-288857

https://nbn-resolving.org/urn:nbn:de:bsz:31-288857


—

ELKinematische Begriſſe . 143

2. Bewegung der Systeme .

Erläuterungen .

1. Der Ubergang eines Systems materieller Punkte aus ?

einer Anfangslage in eine Endlage , betrachtet unter Berück -

sichtigung der Zeit und der Art des Uberganges , heißt eine

Bewegung des Systems aus der Anfangs - in die Endlage (vgl. 27) .
Bei einer jeden bestimmten Bewegung durchläuft also das

System eine bestimmte Bahn , und zwar hat es in bestimmten

Zeiten bestimmte Längen derselben durchlaufen .

2. Jede Bewegung eines Systems durch eine denkbare ?

Bahn heißt eine denkbare Bewegung eines Systems (11).

3. Jede Bewegung eines Systems durch eine mögliche ?
Bahn heißt eine mögliche Bewegung des Systems (112).

4. Die Kinematik oder reine Bewegungslehre handelt von

den denkbaren und den möglichen Bewegungen der Systeme .

Solange es sich um die Betrachtung gesetzmähbiger Sy-
steme ( 119, 120 ) handelt , fallen die Betrachtungen der Kine -

matik mit denen der Geometrie fast zusammen . Erst wenn

es sich um ungesetzmäbige Systeme handelt und also die Zeit

in die Bedingungsgleichungen der Systeme eintritt , gewinnt die

Kinematik vor der Geometrie gröhbere Mannigfaltigkeit . Wir

haben indessen nicht nötig , auf eigentlich kinematische Be -

trachtungen einzugehen , sondern dürfen uns hier mit der Er -

örterung einer Anzahl von Grundbegriffen begnügen .

Analytische Darstellung . Die Bewegung eines Systems
wird analytisch dargestellt , indem bei Darstellung der be -

schriebenen Bahn die Zeit “ als unabhängige Variabele benutat

wird , oder , was dasselbe ist , indem die Koordinaten der Lage
des Systems als Funktionen der Zeit angegeben werden .

Die Differentialquotienten aller Größen nach der Zeit be -

zeichnen wir nach NEWTONS Weise durch übergesetzte Punkte .
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144 Vrstes Buchi .

Geschwindigkeit .

Definition 1. Die augenblickliche Bewegungsart eines Sy-
stems heißt die Geschwindigkeit des Systems .

Die Geschwindigkeit ist bestimmt durch die Anderung ,
welche die Lage des Systems in einer unendlich kleinen Zeit

erleidet und durch diese Zeit selbst . Sie wird gemessen durch

das von dem absoluten Werte beider unabhängige Verhältnis

dieser Gröhen .

Lage und Geschwindigkeit eines Systems zusammen nennen

wir den Zustand des Systems .

Folgerung . Die Geschwindigkeit eines Systems kann be —

trachtet werden als Vektorgröße in bezug auf das System .
Die Richtung der Geschwindigkeit ist alsdann die Richtung

des augenblicklichen Bahnelements , die Größe der Geschwin -

digkeit ist gleich dem Differentialquotienten der zurückgelegten
Bahnstrecke nach der Zeit .

Die Größe der Geschwindigkeit heißt auch die Ge —

schwindigkeit des Systems in seiner Bahn , oder , wWo Mihver —

ständnisse ausgeschlossen sind , die Geschwindigkeit schlechthin .

Definition 2. Eine Bewegung eines Systems , bei welcher

die Geschwindigkeit ihre Größbe nicht ändert , heißt eine

gleichförmige Bewegung .

Anmerkung . Gerade Bewegung eines Systems ist eine

Bewegung in gerader Bahn . Bei einer solchen Bewegung

ändert die Geschwindigkeit ihre Richtung nicht .

Aufgabe 1. Die Größe der Geschwindigkeit , ihre Kom -

ponenten und ihre reduzierten Komponenten in Richtung der

rechtwinkligen Koordinaten auszudrücken durch die Anderungs-
geschwindigkeiten dieser Koordinaten .

Die Größe » ader Geschwindigkeit ist gegeben durch die

positive Wurzel der Gleichung ( 55) :
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Danach ( 241) sind die Komponenten der Geschwindigkeit
in Richtung der æ, gleich

72Vaned,,
7˙²

und die reduzierten Komponenten in der gleichen Richtung ,
oder die Komponenten nach den æ, gleich :

*— .
mn

Anmerkung . Die Größe der Geschwindigkeit eines Systems
ist der quadratische Mittelwert aus der Größe der Geschwindig -
keiten aller seiner Massenteilchen .

Aufgabe 2. Die Größe der Geschwindigkeit , ibre Kom -

ponenten und ihre reduzierten Komponenten in Richtung der

allgemeinen Koordinaten 5 , auszudrücken durch die Anderungs-
geschwindigkeiten , dieser Koordinaten .

Durch Transformation von 265 und 57 erhalten wir die

Größe der Geschwindigkeit als positive Wurzel der Gleichung :

ᷓTr aoo hBe
1

Danach sind ( 241) die Komponenten in der Richtung der

Pe gleich

1 —

ad. 5 Cοο οͥ ⸗

und die reduzierten Komponenten in derselben Richtung , oder

die Komponenten nach den 9 , gleich :

——
T⸗ Cοο οο

1

Hertz , Mechanik . 2. Aufl. 10
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Moment .

Definition . Das Produkt aus der Masse eines Systems in

seine Geschwindigkeit heißt die Bewegungsgröbe oder das

Moment des Systems .
Das Moment des Systems ist also eine Vektorgröhbe in

bezug auf das System . Die Komponenten des Moments nach

irgendwelchen Koordinaten werden gewöhnlich schlechthin die

Momente des Systems nach diesen Koordinaten genannt . ( 240.

Bezeichnung . Die Momente eines Systems nach den all -

gemeinen Koordinaten 5˙ sollen dauernd mit 9% bezeichnet

werden .

Aufgabe 1. Die Momente % eines Systems nach den 59

auszudrücken durch die Anderungsgeschwindigkeiten dieser

Koordinaten .

Aus 268 und 267 erhalten wir :

7*

9e
=ν ο 5 20οοο

Aufgabe 2. Die Anderungsgeschwindigkeiten der allge -

meinen Koordinaten 9 % auszudrücken durch die Momente des

Systems nach diesen Koordinaten .

Durch Auflösung der vorigen Gleichungen erhalten wir :

Dο 7 „ 6-⁰
6

Anmerkung . Die Geschwindigkeit und die Bewegungs -

größe eines Systems sind solche Vektoren in bezug auf das

System , welche stets möglichen Verrückungen des Systems

parallel sind ( Vergl . 243 , 245 ) .

Beschleunigung .

Definition . Die augenblickliche Veränderungsweise der

Geschwindigkeit eines Systems heibt die Beschleunigung des
Systems .
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Die Beschleunigung ist bestimmt durch die Anderung ,
welche die Geschwindigkeit in unendlich kurzer Zeit erleidet

und diese Zeit selbst ; sie wird gemessen durch das von dem

absoluten Werte beider unabhängige Verhältnis dieser Größen .

Folgerung . Die Beschleunigung eines Systems kann be —

trachtet werden als Vektorgröße in bezug auf das System .
Bilden wir von der gegenwärtigen Lage des Systems aus zwei

Verrückungen , von welchen die eine die gegenwärtige Ge -

schwindigkeit darstellt , die andere die Geschwindigkeit im

nächsten Augenblick , so gibt die Differenz derselben eine

neue Verrückung , deren Richtung die Richtung der Be -

schleunigung ist , während die Größe der Beschleunigung
gleich ist dem Verhältnis der Länge jener neuen Verrückung
zum Differentiale der Zeit .

Aufgabe 1. Die Größe 7/ der Beschleunigung und ihre

Komponenten nach den rechtwinkligen Koordinaten auszu -

drücken durch die Differentialquotienten dieser Koordinaten

nach der Zeit .

Die Komponenten der Geschwindigkeit nach den æ, , jetat
und nach der Zeit dt , sind ( 265) :

1 A 17

N N
*

n 7

die Komponenten der Differenz beider also 11 65 % das

Verhältnis dieser zur Zeit dt gibt die Komponenten der Be -

schleunigung nach den æ, gleich :

Nn, .5 V⸗ 7
I

woraus die Größe der Beschleunigung folgt als positive Wurzel

der Gleichung ( 244) :

33
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Anmerkung . Die Größe der Beschleunigung eines mate -

riellen Systems ist der quadratische Mittelwert aus der Gröbe

der Beschleunigungen seiner Massenteilchen .

Aufgabe 2. Die Komponenten ½e der Beschleunigung eines

Systems nach den allgemeinen Koordinaten 9 % darzustellen

durch die Differentialquotienten dieser Koordinaten nach der Zeit .

Nach 242 haben wir

3u
MN,

5 „ „ ‚⏑ ο
Jn 5

und hierin ist einzusetzen , wie in 108 :

* —
..(ννT⸗ Cννοοοο
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Indem wir dieselbe Umformung benutzen wie in 108 , er -

halten wir als Lösung der Aufgabe :

7˙
5 —
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Anmerkung 1. Die Komponenten der Beschleunigung sind

also im allgemeinen lineare Funktionen der zweiten Differential -

quotienten der Koordinaten , quadratische Funktionen der ersten

Differentialquotienten derselben , beliebig verwickelte Funktionen

der Koordinaten selbst .

Anmerkung 2. Die Beschleunigung eines Systems ist , nicht

notwendig einer möglichen Verrückung des Systems parallel ,

noch auch einer Verrückung , welche sich durch die benutaten

Koordinaten 5 , ausdrücken läßt .

Die Komponenten / . reichen daher im allgemeinen nicht

aus , um die Größe der Beschleunigung , noch auch um ihre

Komponenten nach sämtlichen rechtwinkligen Koordinaten zu

bestimmen ( 243 , 245) . Dagegen reichen die / % aus , um die

Komponente der Beschleunigung in der Richtung einer jeden

möglichen Bewegung des Systems zu bestimmen ( 248) .
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Aufgabe 3. Die Komponente der Beschleunigung in der 280

Rüichtung der Bahn zu finden .

Die Richtungscosinus der Bahn sind nach 72 gleich

m, dr 83 775 also unter Berücksichtigung von 265 gleich

Hieraus folgt nach 246 unter Benutzung von 275 für die ge -
suchte tangentiale Komponente 7. :

J
fl = D AQ Æε

„

unter s die laufende Länge der Bahn verstanden .

Bemerkung . Zerlegen wir die Beschleunigung eines Systems 281

in zwei Komponenten , von denen die eine die Richtung der

Bahn hat , die andere auf der Bahn senkrecht steht , s0 ist

die Gröhe der letzteren gleich dem Produkt aus der Krüm -

mung der Bahn in das Quadrat der Geschwindigkeit des

Systems in der Bahn .

Indem vwir in Gleichung 107c die Zeit 7 als unabhängige
Variabele nehmen , erhalten wir :

3 *
2 2n. O C m avMο ,

1

also unter Benutzung von 275 und 280 :

⁵ο —Vi

Nennen wir nun die zweite , radiale oder centrifugale

Komponente der Beschleunigung 7. , so ist , da / , und 75. senk -

recht zueinander sein sollen : 7² = r ＋fi , also :

7

welches die Behauptung ist .
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Energie .

Deflnition . Das halbe Produkt aus der Masse eines

Systems in das Quadrat der Größe seiner Geschwindigkeit
heißt die Energie des Systems .

Aufgabe 1. Die Energie E eines Systems darzustellen

durch die Anderungsgeschwindigkeiten seiner rechtwinkligen

Koordinaten .

Es ist nach 265 :

33
1 2 118 2

E =
＋½

mο = T·m dr
1

Folgerung 1. Die Energie eines Systems ist die Summe

der Energieen seiner Massenteilchen .

Folgerung 2. Bilden mehrere Systeme zusammen ein

größeres System , so ist die Energie des letzteren die Summe

der Energieen der ersteren .

Aufgabe 2. Die Energie eines Systems darzustellen durch

die Anderungsgeschwindigkeiten der allgemeinen Koordinaten

des Systems und durch die Momente nach diesen Koordinaten .

Unter Benutzung von 267 , 270 und 271 folgt nacheinander :

1
2 „ „ „ „ „ »
10 EE =

Te Todeo Pe Do
5

15 —— 8 8
* L0

1

1
2

n N. berded

Anmerkung ( zu 261 bis 286 ) . Die Geschwindigkeit , das

Moment , die Beschleunigung , die Energie eines Systems sind

definiert unabhängig von der analytischen Darstellung , insbe -

sondere also auch unabhängig von der Wahl der Koordinaten

des Systems .
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Benutzung partieller Differentialquotienten .

Bezeichnung . ( Vergl . 90 . ) Mit 6 ,½ soll bezeichnet wer⸗-

den das partielle Differential der Energie V dann und nur

dann , wenn wir die Koordinaten 5 , und deren Anderungs -
geschwindigkeiten % als die unabhängig voneinander veränder -

lichen Bestimmungsstücke der Energie betrachten (286a).
Mit 5½% dagegen soll bezeichnet werden das partielle

Differential der Energie E dann und nur dann , wenn wir die

Koordinaten % und die Momente 9% nach diesen Koordinaten

als die unabhängig voneinander veränderlichen Bestimmungs -
stücke der Energie betrachten ( 2860).

Eine jede der beiden Annahmen schlieht die andere aus .

Mit 5½% werde , wie gewöhnlich , bezeichnet irgend eine Art

des partiellen Differentials von Z, also die erste Art oder die

zweite , wo ein Mißverständnis ausgeschlossen ist , oder auch

irgend eine dritte Art .

Bemerkung 1. Die Momente % eines Systems nach den

Koordinaten p % lassen sich darstellen als partielle Differential -

quotienten der Energie des Systems nach den Anderungs-
geschwindigkeiten der Koordinaten .

Denn es ist nach Gleichung 286a und 270 : ( vergl . 91)

E

6029

Bemerkung 2. Die Anderungsgeschwindigkeiten , der

Koordinaten 5 , eines Systems lassen sich darstellen als par -

tielle Differentialquotienten der Energie des Systems nach den

Momenten .

Denn es ist nach Gleichung 2866e und 271 : CVergl. 94 )

5,L

Bemerkung 3. Die Komponenten /½ der Beschleunigung
eines Systems nach den Koordinaten 9 , lassen sich darstellen

durch partielle Differentialquotienten der Energie .

290
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Denn nach Gleichung 286a ist erstens :

67 L 2m Doedoo Bo
OPe

also :

d (65%L „ J,IY . öa½, ,— — imn . 0 6
17 0, — 40u0 EmN 2 55 ,

„

und nach derselben Gleichung zweitens :

55L 3 S 5ε 8 0

Durch Subtraktion der zweiten Gleichung von der ersten und

Vergleichung mit 277 folgt :

9
d /öιι ] ̃h½9

a ) ε DÆ40 555

wofür auch geschrieben werden kann unter RBerücksichtigung
von 289 :

b) 1f . —J1 .
Bemerkung 4. Andern wir eine Koordinate p , eines

Systems zweimal um denselben unendlich kleinen Betrag , in -

dem wir das eine Mal den Anderungsgeschwindigkeiten der

Koordinaten , das andere Mal den Momenten nach den Ko -

ordinaten ihre ursprünglichen Werte lassen , 80 erleidet die

Energie des Systems in beiden Fällen entgegengesetzt gleiche
Anderung .

Denn multipliziert man die Gleichung 954a mit mds und

dividiert durch dd , 80 liefert sie :

welches die Behauptung ist .
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Lehrsatz . Erleidet die Lage eines Systems zweimal die - 293
selbe unendlich kleine Anderung , während das eine Mal die

Anderungsgeschwindigkeiten der Koordinaten , das andere Mal
die Momente nach den Koordinaten ihre ursprünglichen Werte

behalten , so erleidet die Energie des Systems in beiden Fällen

entgegengesetzt gleiche Anderung .
Denn die Anderung der Energie ist im ersten Falle :

„

5 opr

und im zweiten Falle :

35•CL=

77*
Opr 5

also ist nach Bemerkung 4:

0άE = 00 7

welches die Behauptung ist .

Folgerung . Die Komponenten der Beschleunigung eines 294

Systems nach seinen Koordinaten 9 , lassen sich auch dar -

stellen in der Form : ach 291b und 292 )

902

Schlußbemerkung zum ersten Buch .

Wie bereits in der Vorbemerkung (i) ausgesprochen 295

wurde , ist den Uberlegungen dieses Buches die Erfahrung
völlig fern geblieben . Wenn wir also den gewonnenen Be -

ziehungen in der Folge wieder begegnen , 80 werden wir
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