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Vektorgrofen eines Systems. 137

Abschnitt 7. Kinematische Begriffe.

I. VektorgroBen in bezug auf ein System,

Definition. VektorgréBe in bezug auf ein System heiBt

jede GroBe, welche zu dem System in Beziehung steht, und
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welche dieselbe Art der mathematischen Mannigfaltigkeit hat,
wie eine denkbare Verriickung des Systems.

Bemerkungen dazu.

1. Eine Verriickung eines Systems ist selbst eine Vektor-
grofe in bezug auf das System. Jedes Produkt einer Ver-
riickung des Systems mit irgend welchen nicht gerichteten
Groben ist eine Vektorgrofle in bezug auf das System.

2. Jede VektorgriBe in bezug auf ein System kann
geometrisch dargestellt werden durch eine denkbare Ver-
riickung des Systems. Die Richtung der sie darstellenden Ver-
riickung nennen wir auch die Richtung der Vektorgréfie. Der
MaBstab der Darstellung kann und soll stets so gewihlt
werden, daB die darstellende Verriickung unendlich klein wird.
Jeder Vektor in bezug auf ein System, welcher sich mit der
Lage des Systems #ndert, kann alsdann dargestellt werden als
eine unendlich kleine Verriickung des Systems aus der Lage,
zu welcher sein augenblicklicher Wert gehort.

3. Kine Vektorgrife in bezug aunf einen einzelnen mate-
riellen Punkt ist ein Vektor im gewdhnlichen Sinne des Wortes.
Jeder Vektor in bezug auf einen Punkt kann dargestellt werden
durch eine geometrische Verriickung des Punktes, insbesondere
durch eine unendlich kleine Verriickung aus seiner gegen-
wartigen Lage.

4. Unter Komponenten und reduzierten Komponenten
cines Vektors sind diejenigen Vektoren gleicher Art verstanden,
welche dargestellt sind durch die Komponenten und reduzierten
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Komponenten derjenigen unendlich kleinen Verriickung, welche
den urspriinglichen Vektor darstellt (48, 71).

Die reduzierte Komponente eines bestimmten Vektors in
lichtung einer Koordinate p, nennen wir wiederum kurz die
Komponente des Vektors nach p,, oder noch kiirzer den Vektor
nach der Koordinate p,.

Wo es ohne MiBverstindnis geschehen kann, wird mit
Komponente oder reduzierte Komponente kurz die Gribe

dieser Komponenten bezeichnet.

Aufgabe 1a. Aus den Komponenten #, eines Vektors
nach den 87 rechtwinkligen Koordinaten die Komponenten /,
nach den allgemeinen Koordinaten p, abzuleiten.

Sind die d#, die Komponenten nach den u, derjenigen
Verriickung, welche die Vektorgrofe darstellt, und sind die
dp, die Komponenten derselben Verriickung nach den p,,
so sind nach 80 die djj, durch die ¢z, gegeben. Den dp, und
dz, aber sind die %, und A, beziehlich proportional, also ist

;I'“,,-‘\-Hr”.h’,. ¥ '.I!!'

= ap,

Aufgabe 1b. Aus den Komponenten £, eines Vektors
nach den p, die Komponenten %, des Vektors nach den recht-
winkligen Koordinaten abzuleiten.

Die Gleichungen 242 geben nur r Gleichungen fiir die
3n GroBen k,, aus welchen sich diese letzteren also mnicht
bestimmen lassen. In der Tat ist auch die Aufgabe im all-
gemeinen unbestimmt. Denn nicht alle denkbaren Lagen und
Verriickungen eines Systems lassen sich durch die p, aus-
driicken, sondern nur ein Teil derselben, unter diesen die
moglichen Verriickungen.

Nur in dem Falle also, daB der gegebene Vektor einer
\jf'rriit_zkung parallel ist, welche sich durch die p, und ihre
Anderungen darstellen lifit, ist die Aufgabe lssbar: in diesem
81

Kalle aber ist nach
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Aufgabe 2a. Aus den Komponenten 4, eines Vektors 244
nach den rechtwinkligen Koordinaten seine Grofe % zn be-
stimmen.

Unter Benutzung von 83 erhilt man:

Aufgabe 2b. Aus den Komponenten %, eines Vektors 245
nach den allgemeinen Koordinaten p, seine GriBe % zu be-
stimmen,

Die Aufgabe ist wiederum im allgemeinen unbestimmt
wie 243.

Nur in dem Falle, daB} auBler den Komponenten #, noch
die Tatsache bekannt gegeben ist, daB der fragliche Vektor
einer durch die p, ausdriickbaren Verriickung parallel ist,
ist & durch die %z, bestimmt, und in diesem Falle ist nach 82

= :C‘:” éi\)u‘ "{”g "rl"rJ'
L= =1

Aufgabe 3a. Aus den Komponenten /4, eines Vektors 246
nach den x, die Komponente des Vektors in Richtung einer
beliebigen Verriickung ds zu finden.

Ist ds' die Linge, und sind die d#, die reduzierten Kom-
ponenten der Verriickung, durch welche wir den Vektor dar-
stellen, so ist die Komponente dieser Verriickung in Richtung
von ds nach 48 und S4:

an

’ 7 1 1 ok
ds COS 8,8 =— B dy dTy
ds =

Multiplizieren wir diese Gleichung mit dem Verhiltnis
zwischen der Griofe des Vektors und der Linge der Ver-
riickung, durch welche wir ihn darstellen, so erhalten wir
links die gesuchte Komponente; rechts treten an Stelle der
dv, die h,, und wir erhalten also als Lisung der Aufgabe die
gesuchte Grobe gleich:
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::'.".‘ ”,J_
Sy
)
wi— 1‘!.\- I
oder nach 72 gleich:

& 4 /m !
\‘]x h,cossa, .
< ¥ m,

1

LS
—
=1

Aufgabe 8b. Aus den Komponenten £, eines Vektors
nach den p, die Komponente des Vektors in der Richtung
einer beliebigen durch die p, ausdriickbaren Verriickung ds
zu bestimmen.

Wenden wir dieselbe Uberlegung an, wie in der vorigen
Aufgabe, so folgt nach 48 und 85 die gesuchte GroBe gleich:

£ dp
o ’("4 [f'--

oder nach 78 und 79 gleich:

\I:g- ‘:\\‘,. ;}

1 1

23
(‘J” ’{IF‘J l rfrjfi ".." ":‘ 'q‘;’lll .

248 Anmerkung. Obwohl also durch die GroBen %, im all-
gemeinen nicht alle beliebigen Komponenten eines Vektors be-
stimmt sind, so sind doch durch jene Grifien die Kompo-
nenten des Vektors in allen solchen Richtungen bestimmt,
welche sich durch die p, darstellen lassen, also in jeder mog-
lichen Richtung.

249 Lehrsatz 1. Damit der Vektor, dessen Komponenten nach
den p, die GroBen k, sind, senkrecht stehe auf einer Ver-
riickung, fiir welche die p, die Anderungen dp, erleiden, ist
notwendige und hinreichende Bedingung die Erfiillung der
Gleichung:

-

‘\'_- f.'r‘, H‘:,U,J =) .

Dies folgt aus 85, wenn wir die %, den dp, pl’n];oz'timuﬂ
annehmen.
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Lehrsatz 2. Damit der Vektor, dessen Komponenten
nach den p, die %, sind, senkrecht stehe auf jeder moglichen
Verriickung des Systems, ist notwendige und hinreichende Be-
dingung, dab sich die » GroBen %, darstellen lassen in der
Form:

ﬁ'e;:”f‘zu?'z ’
1
in welcher die p., den Bedingungsgleichungen des Systems
entnommen (180) und die 7, % frei zu bestimmende Grifen sind.

Dies folgt aus 148 und 150, wenn wir die %, durch die

dp, dargestellt annehmen.

Bemerkung 1. Vektoren in bezug auf ein und dasselbe
System konnen zusammengesetzt und zerlegt werden wie die
denkbaren Verriickungen des Systems.

Die Zusammensetzung von Vektoren in bezug auf das-
selbe System erfolgt also nach den Regeln der algebraischen
Addition (52).

Bemerkung 2. Vektoren in bezug auf verschiedene Sy-
steme sind zu betrachten als Groflen verschiedener Art; sie
konnen nicht zusammengesetzt, noch addiert werden.

Bemerkung 3. Kine VektorgriBe in bezug auf ein ge-
wisses System kann betrachtet werden als eine Vektorgrife
in bezug auf jedes grofere System, von welchem das ur-
spriingliche einen Teil bildet.

Aufgabe 1. Dieselbe VektorgriBe werde einmal betrachtet
als VektorgroBe in bezug auf ein Teilsystem, das andere Mal
als VektorgroBe in bezug auf das vollstindige System. Aus
den Komponenten %, nach den rechtwinkligen Koordinaten u,
im ersten Falle sollen die Komponenten %, nach den entspre-
chenden Koordinaten 2, im zweiten Falle berechnet werden.

Es sei die Masse des Teilsystems m, die des vollstéindigen
Systems m’. Die Koordinaten z, des Teilsystems sind zu-
gleich Koordinaten des vollstindigen Systems, nur um der
verschiedenen Auffassung willen sind sie als solche mit 2 be-
zeichnet. Erteilen wir daher dem Teilsystem eine beliebige
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Verriickung, welche eo ipso zugleich eine Verriickung des
vollstindigen Systems ist, so ist dz,=dz, fir die gemein-
samen Koordinaten, wihrend fiir die iibrigen dz, =0 ist. Nun
ist nach 78: wmdr,=m,dr, und mdz, =m,d»,, also ist
m'dz, =mdz,. Fir einen Vektor, welcher durch jene Ver-
riickung dargestellt wird, ist die Komponente nach z, mit dz,,
die nach z;, mit &z, porportional. Als Losung der Aufgabe
erhalten wir also:

JHII(J‘.- T ;“!‘

fiir diejenigen », welche beiden Systemen gemeinsam sind,
withrend fiir die iibrigen

hy =10 1st.

Aufgabe 2. Dieselbe VektorgriBe werde einmal betrachtet
als VektorgréBe in bezug auf ein Teilsystem, das andere Mal
als Vektorgribe in bezug auf das vollstindige System. Aus
den Komponenten by nach den allgemeinen Koordinaten Po m
ersten Falle die Komponenten %, nach den entsprechenden
Koordinaten p, im zweiten zu bestimmen.

Hs sei wieder die Masse des Teilsystems m, die des voll-
stindigen Systems m. Wir setzen voraus, daB die Koordi-
naten p, des Teilsystems zugleich Koordinaten des vollstin-
digen Systems sind und nur um der verschiedenen Auffassung
willen im letzteren Falle mit p, bezeichnet werden. Von den
nicht gemeinsamen p, setzen wir voraus, daf sie nicht Koordi-
naten des Teilsystems seien. Unter diesen Voraussetzungen’
ergibt eine der vorigen (254) analoge Betrachtung als Liosung
der Aufgabe:

M K=MKy
fir die gemeinsamen Koordinaten, withrend fiir die iibrigen
kg =0 ist.

Ohne die gemachten Voraussetzungen aber ist die Auf-
gabe unbestimmt.
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2. Bewegung der Systeme.

Erlduterungen,

1. Der Ubergang eines Systems materieller Punkte aus 256
einer Anfangslage in eine Endlage, betrachtet unter Beriick-
sichtignng der Zeit und der Art des Uberganges, heiBt eine
Bewegung des Systems aus der Anfangs- in die Endlage (vgl. 27).

Bei einer jeden hestimmten Bewegung durchliuft also das
System eine bestimmte Bahn, und zwar hat es in bestimmten
Zeiten bestimmte Li#ngen derselben durchlaufen.

2. Jede Bewegung eines Systems durch eine denkbare 257
Bahn heiBt eine denkbare Bewegung eines Systems (11).

3. Jede Bewegung eines Systems durch eine mégliche 259
Bahn heiBlt eine mogliche Bewegung des Systems (112).

4, Die Kinematik oder reine Bewegungslehre handelt von 259
den denkbaren und den miglichen Bewegungen der Systeme.

Solange es sich um die Betrachtung gesetzmiBiger Sy-
steme (119, 120) handelt, fallen die Betrachtungen der Kine-
matik mit denen der Geometrie fast zusammen. Erst wenn
es sich um ungesetzmiifiige Systeme handelt und also die Zeit
in die Bedingungsgleichungen der Systeme eintritt, gewinnt die
Kinematik vor der Geometrie groBere Mannigfaltigkeit. Wir
haben indessen nicht nitig, auf eigentlich kinematische Be-
trachtungen einzugehen, sondern diirfen uns hier mit der Er-
orterung einer Anzahl von Grundbegriffen begniigen.

Analytische Darstellung, Die Bewegung eines Systems 260
wird analytisch dargestellt, indem bei Darstellung der be-
schriebenen Bahn die Zeit ¢ als unabhiingige Variabele benutzt
wird, oder, was dasselbe ist, indem die Koordinaten der Lage
des Systems als Funktionen der Zeit angegeben werden.

Die Differentialquotienten aller GriBen nach der Zeit be-
zeichnen wir nach Newrons Weise durch itbergesetzte Punkte.

BADISCHE
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Geschwindigkeit.

Definition 1. Die augenblickliche Bewegungsart eines Sy-
stems heiBit die Geschwindigkeit des Systems.

Die Geschwindigkeit ist bestimmt durch die ."\.T]lft‘.l'llllg_{,
welche die Lage des Systems in einer unendlich kleinen Zeit
erleidet und durch diese Zeit selbst. Sie wird gemessen durch
das von dem absoluten Werte beider unabhiingige Verhiiltnis
dieser Grofen.

Lage und Geschwindigkeit eines Systems zusammen nennen
wir den Zustand des Systems.

Folgerung. Die Geschwindigkeit eines Systems kann be-
trachtet werden als VektorgroBe in bezug auf das System.
Die Richtung der Geschwindigkeit ist alsdann die Richtung
des augenblicklichen Bahnelements, die Grofie der Geschwin-
digkeit ist gleich dem Differentialquotienten der zuriickgelegten
Bahnstrecke nach der Zeit.

Die GrioBe der Geschwindigkeit heiit auch die Ge-
schwindigkeit des Systems in seiner Bahn, oder, wo Mifiver-
stindnisse ausgeschlossen sind, die Geschwindigkeit schlechthin.

Definition 2. KEine Bewegung eines Systems, bei welcher
die Geschwindigkeit ihre GroBe nicht #ndert, heilit eine
gleichfirmige Bewegung.

Anmerkung. Gerade Bewegung eines Systems ist eine
Bewegung in gerader Bahn. Bei einer solchen Bewegung
andert die Geschwindigkeit ibre Richtung nicht.

Aufgabe 1, Die GrioBe der Geschwindigkeit, ihre Kom-
ponenten und ihre reduzierten Komponenten in Richiung der
rechtwinkligen Koordinaten auszudriicken durch die Anderungs-
geschwindigkeiten dieser Koordinaten.

Die GroBe v der Geschwindigkeit ist gegeben durch die
positive Wurzel der Gleichung (55):

M= s = >r My T
A
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Danach (241) sind die Komponenten der Geschwindigkeit
in Richtung der =, gleich

Sl
l_." ol vV b
m

und die reduzierten Komponenten in der gleichen Richtung,
oder die Komponenten nach den =, gleich:

m,

m

Anmerkung. Die Grifle der Geschwindigkeit eines Systems 266
ist der quadratische Mittelwert aus der Grofie der Geschwindig-
keiten aller seiner Massenteilchen.

Aufgabe 2. Die GriBe der Geschwindigkeit, ihre Kom- 267
ponenten und ihre reduzierten Komponenten in Richtung der
allgemeinen Koordinaten p, auszudriicken durch die Anderungs-
geschwindigkeiten p, dieser Koordinaten.

Durch Transformation von 265 und 57 erhalten wir die
GriBe der Geschwindigkeit als positive Wurzel der Gleichung:

r r
) % 1 . .
F.—=\,‘,\\_.q ([‘"”;I}f"jjf; -
I Pl
Danach sind (241) die Komponenten in der Richtung der

P, gleich

1 ;
Vo ¢ oo

und die reduzierten Komponenten in derselben Richtung, oder
die Komponenten nach den p, gleich:

i
1 .
o GocPs -
1
Hertz, Mechanik, 2. Aufl, 10
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Moment.

268 Definition. Das Produkt aus der Masse eines Systems in
seine (Feschwindigkeit
Moment des Systems.
Das Moment des Systems ist also eine Vektorgrofe in

Die Komponenten des Moments nach

heift die BewegungsgroBe oder das

bezug auf das System.
irgendwelchen Koordinaten werden gewdhnlich schlechthin die

Momente des Systems nach diesen Koordinaten genannt. (241).

269 Bezeichnung. Die Momente eines Systems nach den all-
gemeinen Koordinaten p, sollen dauernd mit g, bhezeichnet
werden.

270 Aufgabe 1. Die Momente g, eines Systems nach den p,

reschwindigkeiten dieser

quszudriicken durch die Anderung:
Koordinaten.
Aus 268 und 267 erhalten wir:

‘.HL" = 11l \\ n’.\,.i- JJ-J.;
1
271 Aufgabe 2. Die Anderungsgeschwindigkeiten der allge-
meinen Koordinaten p, auszudriicken durch die Momente des
Systems nach diesen Koordinaten.
Durch Auflésung der vorigen Gleichungen erhalten wir:

g ~
e~ — boo Yo =
272 Anmerkung. Die Geschwindigkeit und die Bewegungs-
groBe eines Systems sind solche Vektoren in bezug auf das
System, welche stets moglichen Verriickungen des Systems
parallel sind (vergl. 243, 245).
Beschleunigung.
273 Definition. Die augenblickliche Veriinderangsweise der

Greschwindigkeit eines Systems heifit die Beschleunigung des

Dystems,
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Die Beschleunigung ist bestimmt durch die Anderung,
welche die Geschwindigkeit in unendlich kurzer Zeit erleidet
und diese Zeit selbst; sie wird gemessen durch das von dem
absoluten Werte beider unabhiingige Verhiiltnis dieser GroBen.

Folgerung, Die Beschleunigung eines Systems kann be-
trachtet werden als Vektorgrofie in bezug auf das System.
Bilden wir von der gegenwiirtigen Lage des Systems aus zwei
Verriickungen, von welchen die eine die gegenwirtige Ge-
schwindigkeit darstellt, die andere die Geschwindigkeit im
niichsten Augenblick, so gibt die Differenz derselben eine
neue Verriickung, deren Richtung die Richtung der Be-
schleunigung ist, wihrend die Griéfe der Beschleunigung
gleich ist dem Verh#ltnis der Liinge jener neuen Verriickung
zum Differentiale der Zeit.

Aufgabe 1. Die GriBe f der Beschleunigung und ihre
Komponenten nach den rechtwinkligen Koordinaten auszu-
driicken durch die Differentialquotienten dieser Koordinaten
nach der Zeit.

Die Komponenten der Geschwindigkeit nach den z,, jetat
und nach der Zeit d¢, sind (265):

m, m, , My

4%, und =~y @, dit
1 2 m ’ m ¥ 2

e o y m, ..
die Komponenten der Differenz beider also o4 dt. ; das

Verhiiltnis dieser zur Zeit d¢ gibt die Komponenten der Be-
schleunigung nach den z, gleich:
m, .

m

woraus die GroBe der Beschleunigung folgt als positive Wurzel
der Gleichung (244):

8n
] 1 e
mf= 2.‘ Miiks .
1
10*
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276 Anmerkung. Die Grifie der Beschleunigung eines mate-
riellen Systems ist der quadratische Mittelwert aus der GriBe
der Beschleunigungen seiner Massenteilchen.

277 Aufgabe 2. Die Komponenten f, der Beschleunigung eines
Systems nach den allgemeinen Koordinaten p, darzustellen
durch die Differentialquotienten dieser Koordinaten nach der Zeit.

Nach 242 haben wir

m, =
CUyp Ly ]
m >

fom
e

und hierin ist einzusetzen, wie in 108:

PoPr
Indem wir dieselbe Umformung benutzen wie in 108, er-
halten wir als Losung der Aufgabe:

"

\ ey (B
’l’g i Agg Po + NG

1 EECE

278 Anmerkung 1. Die Komponenten der Beschleunigung sind
also im allgemeinen lineare Funktionen der zweiten Differential-
quotienten der Koordinaten, quadratische Funktionen der ersten
Differentialquotienten derselben, beliebig verwickelte Funktionen
der Koordinaten selbst,

279 Anmerkung 2. Die Beschleunigung eines Systems ist nicht
notwendig einer miglichen Verriickung des Systems parallel,
noch auch einer Verriickung, welche sich durch die benutzten
Koordinaten Pe ausdriicken laBt.

Die Komponenten f, reichen daher im allgemeinen nicht
aus, um die.GroBe der Beschleunigung, noch auch um ihre
Komponenten nach simtlichen rechtwinkligen Koordinaten zu
bestimmen (243, 245). Dagegen reichen die f, aus, um die

Komponente der Beschleunigung in der Richtung einer jeden

moglichen Bewegung des Systems zu bestimmen (248).




Kinematische Begriffe. 149

Aufgabe 8. Die Komponente der Beschleunigung in der 280
Richtung der Bahn zu finden.
Die Richtungscosinus der Bahn sind nach 72 gleich
=== P
m, dr, &

ST Al : /m
l_ —~ _Z also unter Beriicksichtigung von 265 gleich ] -
m ds m v

¥

Hieraus folgt nach 246 unter Benutzung von 275 fiir die ge-
suchte tangentiale Komponente f;:

dv  d®

S

unter s die laufende Linge der Bahn verstanden.

Bemerkung. Zerlegen wir die Beschleunigung eines Systems 281
in zwei Komponenten, von denen die eine die Richtung der
Bahn hat, die andere auf der Bahn senkrecht steht, so ist
die GroBe der letzteren gleich dem Produkt aus der Kriim-
mung der Bahn in das Quadrat der Geschwindigkeit des
Systems in der Bahn.

Indem wir in Gleichung 107¢ die Zeit ¢ als unabhiingige
Variahele nehmen, erhalten wir:

3n

4 a9 R,

mvtci= ">
1

.2 =3
v iy dly — M8 ’

also unter Benutzung von 275 und 280:

4 2 2 '

vie =f°—f‘:
Nennen wir nun die zweite, radiale oder centrifugale
Komponente der Beschleunigung f,, so ist, da f,. und f, senk-

recht zueinander sein sollen: f* = f 4 £, also:

a

f‘:"=c'4"' ’

welches die Behauptung ist.
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Energie.

282 Deﬁniticn Das halbe Produkt aus der Masse eines
Systems in das Quadrat der Grobe seiner Geschwindigkeit
heiBt die J*.:nvr;_'u, des Systems,

283 Aufgabe 1, Die Knergie Z eines Systems darzustellen
durch die Anderungsgeschwindigkeiten seiner rechtwinkligen
Koordinaten.

Es ist nach 265:

- 1 9 | .9
E - - — M = Ny 7 A

284 Foleerune 1. Die Energie eines Systems ist die Summe
g 1 ;
der Energiecen seiner Massenteilchen.

285 Folgerung 2. Bilden mehrere Systeme zusammen ein
groferes System, so ist die Energie des letzteren die Summe
der Energieen der ersteren.

2586 Aufgabe 2. Die Energie eines Systems darzustellen durch
die };IH][‘I'll]lf_’.‘_-g._fl‘.:i.t:-}!wiIlt]ig]\‘(:'tlt‘lt der allzemeinen Koordinaten
des Systems und durch die Momente nach diesen Koordinaten.

Unter Benutzung von 267, 270 und 271 folgt nacheinander:

- r
_ v N0 S
E-2mS:S: aotete
1 1
1 N0 .
b) =— \\:. ToPo
201
il
LUy
c) . ‘
Son Lo "I"r,r; "‘r‘u‘:ﬁ’r.
1 1
287 Anmerkung (zu 261 bis 286). Die Geschwindigkeit, das

Moment, die Beschleunigung, die Energie eines Systems sind
definiert unabhingig von der analytischen Darstellung, insbe-
sondere also auch unabhiingig von der Wahl der Koordinaten
des Systems. -
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Benutzung partieller Differentialquotienten.

Bezeichnung. (Vergl. 90.) Mit 8,7 soll bezeichnet wer-
den das partielle Differential der Energie # dann und nur
dann, wenn wir die Koordinaten p, und deren Anderungs-
geschwindigkeiten Po als die unabhiingig voneinander veriinder-
lichen Bestimmungsstiicke der Energie betrachten (286a).

Mit 8,/ dagegen soll bezeichnet werden das partielle
Differential der Energie # dann und nur dann, wenn wir die
Koordinaten p, und die Momente g, nach diesen Koordinaten
als die unabhiingig voneinander veriinderlichen Bestimmungs-
stiicke der Knergie betrachten (286¢).

Eine jede der beiden Annahmen schlieBt die andere aus.
Mit 8£ werde, wie gewdhnlich, bezeichnet irgend eine Art
des partiellen Differentials von Z, also die erste Art oder die
zweite, wo ein MiBverstindnis ausgeschlossen ist, oder auch
irgend eine dritte Art.

Bemerkung 1. Die Momente ¢, eines Systems nach den
Koordinaten p, lassen sich darstellen als partielle Differential-
quotienten der Energie des Systems nach den Anderungs-
geschwindigkeiten der Koordinaten.

Denn es ist nach Gleichung 286a und 270: (vergl. 91)
E

— B =
9= o l

(=1}

sl

Bemerkung 2. Die Anderungsgeschwindigkeiten g, der
Koordinaten p, eines Systems lassen sich darstellen als par-
tielle Differentialquotienten der Knergie des Systems nach den
Momenten.

Denn es ist nach Gleichung 286¢ und 271: (vergl. 94)

Bemerkung 3. Die Komponenten f, der Beschleunigung
eines Systems nach den Koordinaten p, lassen sich darstellen
durch partielle Differentialquotienten der Energie,
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Buch.

Flrstes

Denn nach Gleichung 286a ist erstens:

P o :
'TP =1m :" ”'g_ur Po >
0P, =
also:
d [6,F a w0 Oa
] . % "\ \ s
— = =m ‘o /] .'H ) 3
di 95, "',_" oo [ o+ < — dp ~PoPr
und nach derselben Gleichung zweitens:
0,5 1 o~ da, . .
it 4 = i1 .‘_\,r, \’ i j*b 1{) T .

9P, - ...l_n ap,

Durch Subtraktion der zweiten Gleichung von der ersten und
Vergleichung mit 277 folgt:

a) m/n = .:{f 3p, | op,

wofiir auch geschrieben werden kann unter Beriicksichtigung
von 289:

]r

: 0 Mfo=Gp 50

202 Bemerkung 4. Andern wir eine Koordinate p. eines
Systems zweimal um denselben unendlich kleinen Betrag, in-
dem wir das eine Mal den Anderungsgeschwindigkeiten der
Koordinaten, das andere Mal den Momenten nach den Ko-
ordinaten ihre urspriinglichen Werte lassen, so erleidet die
Energie des Systems in beiden Fiilllen entgegengesetzt gleiche
Anderung.

Denn multipliziert man die Gleichung 95a mit mds und
dividiert durch d¢*, so liefert sie:
03,/’ 8.l

c}r, 61;)1

welches die Behauptung ist.
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Lehrsatz, KErleidet die Lage eines Systems zweimal die-
selbe unendlich kleine An(lcnm-* withrend das eine Mal die
An lerungsgeschwindigkeiten der Immdumten das andere Mal
die Momente nach den Koordinaten ihre urc'.prLlnrrlwhen Werte
behalten, so erleidet die Energie des Systems in beiden Fillen
entgegengesetzt gleiche Anderung.

Denn die Anderung der Energie ist im ersten Falle:

und im zweiten Falle

~ 8, F
r)',f-,L = \r E,;—- Opr

’

also ist nach Bemerkung 4:

opll=— 0,0
welches die Behauptung ist.

Folgerung. Die Komponenten der Beschleunigung eines
Systems nach seinen Koordinaten p, lassen sich auch dar-
stellen in der Form: (nach 291b und 292)

-m;‘;, =¢o+ > —-% .

')

Schluffbemerkung zum ersten Buech,

Wie bereits in der Vorbemerkung (1) ausgesprochen
wurde, ist den Lerlurungen dieses Buches die Erfahrung
vollig fern geblieben. Wenn wir also den gewonnenen Be-
ziechungen in der Folge wieder begegnen, so werden wir
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