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Flichen von Lagen. L)

Gleichungen eine der GroBen p, mit Hilfe von Gleichung a)
durch die iibrigen aus, so sind die Verhiltnisse zwischen den
letzteren nun vollig willkiirliche GroBen. Der Koeffizient jeder
einzelnen dieser GrioBem muB also fiir sich verschwinden.
Wir erhalten so als notwendige Folge unserer Annahme im
canzen (r— 1) Gleichungen zwischen den r Funktionen p,,
und ihren »? partiellen ersten Differentialquotienten. In be-
sonderen Fillen kénnen diese Gleichungen simtlich befriedigt
sein, denn sie sind befriedigt, wenn die Gleichung a) integrabel
ist. Aber im allgemeinen haben wir kein Recht, die Funk-
tionen p,, auch nur einer einzigen Bedingung unterworfen
yorauszusetzen, und im allgemeinen war also unsere Annahme
unzuliissig. Damit ist die Behauptung erwiesen.

Ergebnis (190 bis 195). In holonomen Systemen decken
sich die Begriffe der geradesten und der geodiitischen Bahnen
dem Inhalt nach vollstindig; in nichtholonomen Systemen
schlieBt keiner dieser Begriffe den andern ein, sondern beide
haben im allgemeinen vollstindig verschiedenen Inhalt.

Abschnitt 6. Von der geradesten Entfernung in
holonomen Systemen.

Vorbemerkungen.

1. In diesem Abschnitt soll nur von holonomen Systemen
die Rede sein und unter einem System schlechthin also ein
holonomes verstanden werden. Hs kann daher, und es soll
vorausgesetzt werden, daB die benutzten Koordinaten p, des
Systems samtlich freie Koordinaten sind. Die Zahl dieser
Koordinaten ist gleich der Zahl der Bewegungsfreiheiten des
Systems, also unabhiingig von unserer Willkiir; wir bezeichnen

sie danernd mit ».

9. Geradeste und geodatische Bahnen fallen in die-
sem Abschnitt zusammen (196), und die gemeinsamen Diffe-
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rentialgleichungen dieser Bahnen konnen geschrieben werden
in der Form der r Gleichungen:

d | I-’fr.r,m COS 5,70, |

welche man aus 186 oder aus 160 erhilt, indem man bedenkt,

daB fiir die gewiihlten Koordinaten die simtlichen Griofen p,,
gleich Null sind.

3. Zufolge derselben Bemerkung erhdlt man fiir die

Variation der Liinge einer Bahn, welche den vorstehenden

Differentialgleichungen geniigt, also der Linge einer geodatischen

Bahn, aus 184:

sl dels

ollide="Ss]— Py .
< | 3dn ¢
. J
oder unter Beriicksichtigung von 92:
v s 1 ]
d[ds .\_ Va,, cos s,p, 0P ‘ d

= v Yo

in welchen Gleichungen also die dp, die Variationen der
Koordinaten der Endlage, und die cos s,p, die Richtungscosinus
der Endelemente der betrachteten geodiitischen Bahn be-

zelchnen,

I. Flichen von Lagen.

Definition. Unter einer Fliche von Lagen verstehen wir
samtheit von

im allgemeinen ein stetiz zusammenhingende Ge
Lagen. Im besonderen aber soll hier unter einer Fliche eine Ge-

samtheit méglicher Lagen eines holonomen Systems verstanden

sein, welche dadurch charakterisiert ist, daB die Koordinaten
der ihr angehérigen Lagen einer einzigen endlichen Gleichung

unter sich geniigen,

Die Gesamtheit der Lagen, welche gleichzeitig zweien
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oder mehr Flichen angehoren, bezeichnen wir auch als den
Durchschnitt jener zwei oder mehr Flichen.

Anmerkung 1. Durch jede Lage einer Fliche kann eine 201
unendliche Mannigfaltigkeit von Bahnen gezogen werden, deren
simtliche Lagen der Fliche angehtren. Wir sagen von diesen
Bahnen, daB sie der Fliche angehtren, oder in der Fliche
liegen; wir brauchen die gleiche Ausdrucksweise fiir die Ele-
mente der Bahnen und fiir unendlich kleine Verriickungen
iiberhaupt.

Anmerkung 2. FEine Bahn, welche nicht einer Fliche 202
angehdrt, hat mit dieser im allgemeinen eine endliche Anzahl
von Lagen gemeinsam.

Denn die Bahn wird analytisch dargestellt durch »— 1
Gleichungen zwischen den Koordinaten ihrer Lagen, die Fliche
durch eine einzige Gleichung. Nach Voraussetzung sind erstere
Gleichungen unabhingig von der letzteren. Alle zusammen
bilden sie daher » Gleichungen fiir die » Koordinaten der
gemeinsamen Lagen, welche Gleichungen im allgemeinen keine
oder eine endliche Zahl reeller Lisungen zulassen.

Anmerkung 3. Aus jeder Lage einer Fliche ist eine 203
(r — 1) fache Mannigfaltigkeit unendlich kleiner Verriickungen
in der Fliche maglich.

Denn von den r unabhiingigen Anderungen der Koordi-
naten, welche die Verriickung charakterisieren, kénnen r — 1
willkiirlich angenommen werden, die rte ist dann dadurch
bestimmt, daB die Verriickung der gegebenen Kliche ange-
horen soll.

Lehrsatz 1. Ks ist stets eine, und im allgemeinen nur 204
eine Richtung anzugeben mdoglich, welche auf »r—1 ver-
schiedenen unendlich kleinen Verriickungen eines Systems (197)
aus derselben Lage senkrecht steht.

Es sei djp, die Anderung der Koordinate p, fiir die
rte jener r — 1 Verriickungen; es sei dp, die Anderung der
Koordinate p, fiir eine weitere Verriickung. Soll die letztere
auf jenen senkrecht sein, so ist notwendig und hinreichend,
daB » — 1 Gleichungen der Form (58)
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1 nicht homogene, lineare

Gleichungen fiir die » — 1 Verhiltnisse der Jp, unter sich; sie
1 ein Wert-

so stets. und zwar im allgemeinen nur dure

In Ausnahme-
cann Unbestimmtheit eintreten; solche mull z. B. dann

system dieser Verhiltnisse befriedigt werden.

eintreten, wenn irgend drei der r-

oe-
=]

welche auf zwei von ihnen

withlt sind, daB jede Verriickung,

senkrecht ist, auch auf der dritten senkrecht steht.

auf r— 1

elner

verschiedenen Verriickungen,

bestimmten Lage angehoren, so steht sie senkrecht auf jeder

Verriickung, welche der Fliche in dieser Lage angehort.

Verriickungen,

be-

stimmten Lage angehdren, sind dadurch charakterisiert, dab

die entsprechenden dp, einer einzigen homogenen linearen

Gleichung unter sich geniigen, der Gleichung nimlich, welche
durch Differentiation der Gleichung der Fliche erhalten wird.
Gteniigen nun die r— 1 Wertsysteme der d,p, jener (Fleichung,

iigen auch die Grdfien

derselben, worin die 4, willkiirliche Faktoren bezeichnen.

Die

beliebigen Verriickung in der Fliche
an, und zwar kann jede Verriickung der Fliche in dieser
Form dargestellt werden, da die rechte Seite der Gleichung

dp, gehoren also ein

gine (r— 1)fache willkiirliche Mannigfaltigkeit enthilf.
Nach Voraussetzung ist nun (204):

y 3
H'J" .r.r|,lJu“J r‘.lJ,rJ.J = {)

Gleichungen

LANDESBIBLIOTHEK

und




BADISCHE

Flichen von Lagen. 123

‘\-‘-_' o Lo rf")(;,, {}"J:,, =

welclies die Behauptung ist (58).

Definition. Eine Verriickung aus einer Lage einer Fliche

heibt senkrecht auf der Fliche, wenn sie senkrecht steht auf

jeder Verriickung, welche in der gleichen Lage der Fliche
angehdrt.

Folgerung 1. In jeder Lage einer Fliche gibt es stets
eine, und im allgemeinen nur eine Richtung, welche senk-
recht auf der Fliche steht.

Folgerung 2. In jeder Lage einer Fliche ist stets eine,
und im allgemeinen nur eine geradeste Bahn auf der Fliche
senkrecht zu errichten miglich.

Definition 1. Schar von Flichen nennen wir eine Ge-
samtheit von Flichen, deren Gleichungen (200) sich nur unter-
scheiden durch den Wert einer in ihnen vorkommenden Kon-
stanten.

Bezeichnung. Jede Schar von Fliachen kann analytisch
dargestellt werden durch eine Gleichung der Form:

I = constans

welche nimlich erhalten wird durch Auflésung der Gleichung
einer der Flichen nach der variierenden Konstanten, und in
welcher die rechte Seite die moglichen Werte eben dieser
Konstanten, die linke Seite aber eine Funktion der Koordi-
naten p, bezeichnet. Jeder Fliche jemer Schar entspricht
ein bestimmter Wert der rechts stehenden Konstanten, also
ein bestimmter Wert der Funktion 2. Solche Flichen, fiir
welche die Werte der Funktion Z nur unendlich kleine Unter-
schiede dR zeigen, nennen wir Nachbarflichen.

Definition 2. Senkrechte Trajektorie einer Schar von
Flichen nennen wir eine Bahn, welche die Schar senkrecht
durchschneidet, d. h. welche auf jeder Fliche der Schar in
den gemeinsamen Lagen (202) senkrecht steht.
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124 Frstes Buch.
Lehrsatz. Damit eine Bahn senkrechte Trajektorie der
Schar
a) I? = constans
sei, ist hinreichende und notwendice Bedingung, dab sie in
jeder ihrer Lagen » Gleichungen der Form
L oR
ap,

b) |..u,_,,| COS 8,0, =

geniige, in welchen die sp, die Neigungen der Bahn gegen

Pe |

r (3leichungen identische, iibriger

hnen, und in welchen f eine fiir alle

210

die Koordinaten

1s mit der Lage sich dindernde
Funktion der p, ist.

Wir konstruieren von der betrachteten Lage der Bahn
aus eine unendlich kleine Verriickung, deren Linge do sei,
bei deren Durchlaufung sich die p, um dp, und R um OF
iindern moge, welche endlich mit der betrachteten Bahn den
Winkel s,6 bilden moge. Multiplizieren wir die Gleichungen b)
der Reihe nach mit den dp, und addieren, so folgt (78a und 85):

‘(.-’ /JJ

¢) of — Op,=FO0R
- '..'Jf'fl_ 'Jl . ],
Gehort nun die Verriickung do einer Fliche der Schar a) an,

nimlich derjenigen Fliche, welche die betrachtete Liage mit der

Bahn gemeinsam -hat, so ist 0R =0, also s6=90"% Die
Richtune der Bahn steht daher senkrecht auf der durch-
schnittenen Fliche (206), und die ‘Gleichungen b) bilden die
hinreichenden Bedingungen dafiir, daff dies in jeder Lage ein-
irete. Sii- !\i‘ﬂh‘n ;i}n‘i' .'i?.:('ll .]Ep Itfli'\\'\'ltl']i;_'_;t"]l E:t'f“llgllllg(.‘“

hierfiir, da, von Ausnahmefiillen abgesehen, in jeder Lage nur

eine einzige Richtung der gestellten Forderung geniigt.

Zusatz 1. Der senkrechte Abstand zweier Nachbarflichen
der betrachteten Schar in irgend einer Lage ist gleich

/.-'JF J{i‘




Geradeste Enifernung. 125

Denn lassen wir die Verriickung d¢ des vorigen Beweises
nach Richtung und Linge jetzt zusammenfallen mit dem Teil
der senkrechten Trajektorie, welcher zwischen beiden Flichen
liegt, so fillt do zusammen mit dem betrachteten Abstand,
der Winkel s, aber wird Null, und so folgt aus Gleichung 212 ¢
die Behauptung.

Zusatz 2. Die in den Gleichungen der senkrechten Tra-
jektorien auftretende Funktion f wird erhalten als Wurzel
der (leichung:

Denn diese Gleichung folgt, wenn wir die Werte der »
Richtungscosinus nach 212b einsetzen in die Gleichung 88,
welcher sie geniigen miissen. Welche Wurzel zu wihlen sei,
hiingt davon ab, ob wir die Richtung der Trajektorie nach
wachsenden Werten von 2 oder nach abnehmenden als positiv

rechnen.

2. Geradeste Entfernung.

Definition. Geradeste Entfernung zweier Lagen eines ho-
lonomen Systems heift die Liinge einer sie verbindenden ge-
radesten Bahn.

Anmerkung. Zwei Lagen konnen mehr als eine geradeste
Entfernung haben. Unter diesen finden sich die Léngen der
kiirzesten Bahnen zwischen beiden Lagen, also auch die Linge
der absolut kiirzesten Bahn. Wenn von der geradesten Knt-
fernung zweier Lagen als einer eindeutig bestimmten gespro-
chen wird, so soll von dieser letzteren die Rede sein.

Analytische Darstellung., Die geradeste Entfernung zweier
Lagen kann als Funktion der Koordinaten dieser Lagen dar-
oestellt werden, Diejenige Lage, welche als Ausgangslage be-
trachtet wird, werde dauernd mit 0, ihre Koordinaten mit p,,
bezeichnet; diejenige Lage, welche als Endlage betrachtet
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wird, werde dauernd mit 1, ihre Koordinaten mit p, be-
seichnet, so daf die Richtung der geradesten Bahn stets
positiv gerechnet ist von U gegen 1. Die geradeste Ent-
fernung ist alsdann eine fiir alle Wertsysteme der p,, und p,
definierte Funktion dieser 2r. Grofen. Den analytischen Aus-
druck der geradesten Entfernung, ausgedriickt in eben diesen
Variabelen, bezeichnen wir durch §, und nennen diesen ana-
Iytischen Ausdruck auch kurz die geradeste Entfernung des

Systems.

Anmerkung 1. Die Funktion § ist im allgemeinen eine
mehrdeutizce Funktion ihrer Unabhingigen. Von den Zweigen
dieser Funktion verschwindet einer und nur einer zugleich mit
verschwindendem Unterschiede zwischen den p, und p,. Von
diesem Zweig ist (216) die Rede in solchen Aussagen, in
welchen von & ale von einer eindeutig bestimmten Funktion

gesprochen wird.

Anmerkung 2. Die Funktion § ist symmetrisch in Hin-
sicht der p,, und p, in dem Sinne, daB § seinen Wert nicht
indert, wenn die p, und p, fir alle Werte des o gleich-
zeitic miteinander vertauscht werden.

Denn mit dieser Vertauschung vertauschen wir nur die

Anfanes- und die Endlage.

Bemerkung. Wenn die geradeste Entfernung eines Systems
in irgend welchen freien Koordinaten desselben gegeben ist,
o sind damit die simtlichen geradesten Bahnen des Systems
in eben diesen Koordinaten gegeben, ohne daB eine weitere
Kenntnis dariiber nétig wiire, in welcher Weise die Lage der
cinzelnen materiellen Punkte des Systems von jenen Koordi-
naten abhiingt.

Denn die geradeste Entfernung irgend zweier unendlich
benachbarter Lagen des Systems ist zugleich die Liinge der
unendlich kleinen Verriickung zwischen ihnen; liBt sich aber
‘ll o

trifft die Behauptung zu nach 163.

letztere durch die gewiihlten Koordinaten darstellen, so

Aufgabe. Aus der geradesten Entfernung eines Systems
den Ausdruck fiir die Linge seiner unendlich kleinen Ver-
riickungen abzuleiten.
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In § setzen wir fir die p, jetzt p,, fir die p, jetzt
p,~+dp,, und lassen alsdann die dp, sehr klein werden. Wir
wissen bereits (57d), daB sich alsdann die Entfernung der
beiden Lagen als Quadratwurzel einer homogenen quadrati-
schen Funktion der dp, darstellt. S selbst 1iBt sich also
nicht in eine Reihe nach aufsteigenden Potenzen der dp, ent-
wickeln, wohl aber S2% und in dieser Entwickelung miissen
die quadratischen Glieder die ersten sein, welche nicht ver-
schwinden. Driicken wir also durch einen iibergesetzten Strich
aus, daB in der betreffenden Funktion die p, =p,=p, ge-
setzt werden sollen, so erhalten wir fir die Entfernung der
beiden Lagen, also fiir die GroBe der Verriickung:

e . 7
——— 1 = o i - ""{I”Li“l,“'ﬂ-

Mit gleichem Rechte wird auch erhalten:

, 3 3‘\'.3. -

2 .!-.-ru,_,_!:ip,,“

Diese Werte der @,, kann man benutzen, um indirekt
von der Funktion § zu den geradesten Bahnen zu gelangen.
Die folgenden Lehrsitze bieten einen direkteren Weg zu dem
gleichen Ziele dar.

Lehrsatz. Kine Fliche, deren simtliche Liagen gleiche
geradeste Entfernung haben von einer festen Liage, wird senk-
recht durchschnitten von allen geradesten Bahnen, welche
durch jene feste Liage gehen.

Es seien die p, die Koordinaten der festen Lage, die
p., die Koordinaten einer Lage der Fliche. Wir gehen von
der letzteren zu einer anderen Lage der Fliche iiber, fiir
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welche die p, sich geiindert haben um dp, . Dabei hat sich
die geradeste Entfernung von der festen Lage 0 nach der
Voraussetzung um Nichts geiindert; nach 199 aber hat sie

5

sich geindert um ¢ Va,, cossp, dp,, wenn sp, den
T

Winkel hezeichnet, welchen die geradeste Bahn in 1 mit der

Richtung von p, bildet. Ks ist also:

=

1

Va,, coss,p, dp, =0 |,
00 o, “Pg

und diese Gleichunge sact aus, dab die geradeste Bahn auf der
Verriickung der dp, senkrecht steht (85 und 78a). Da dies
gilt fiir jede beliebige Verriickung, welche in 1 der Fliche
angehort, so folgt (206 die Behauptung.

Folgerung 1. Die geradesten Bahnen, welche durch eine
feste Lage hindurch gehen, sind die senkrechten Trajektorien
achen, welche der Bedingung geniigen,
.agen einer jeden gleiche geradeste Ent-

einer Schar von FI
I 1
fernung von jemer festen Lage haben.

daB die simtlichen

Folgerung 2. Die siimtlichen geradesten Bahnen, welche
durch die feste Lage 0 hindurch gehen, geniigen den r
(Gleichungen:

a8

a) 'y COS 8.,
Ve 2o =9k, ap,,

in welchen die p, als die Koordinaten der variabelen Lage
der Bahn und die cos s,p, als die Richtungscosinus der Bahn
in dieser Lage zu betrachten sind.

Denn die Gleichungen a) sind die Gleichungen der senk-
rechten Trajektorien einer Schar von Flichen, welche durch
die Gleichung

h) N = constans

dargestellt wird. Wire nimlich § eine beliebige Funktion
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der variabelen Koordinaten p,, so wiren nach 212 die Gleich-
ungen der senkrechten Trajektorien:

] - 00
Voo, c08 8,05 =f 5 , )
99, () D
81

und der senkrechte Abstand zweier Nachbarflichen wire gleich
fdS. Nach der besonderen Natur unserer Funktion § (217, 222)
ist aber dieser Abstand gleich 4§ selbst, also folgt

f=1 , d)

und die allgemeinen Gleichungen ¢) nehmen die besondere
Form a) an.

Anmerkung 1. Die Gleichungen 224a, welche Differen-
tialgleichungen erster Ordoung sind, konnen auch angesehen
werden als die Gleichungen geradester Bahnen in endlicher
Form, sobald wir nimlich in denselben die p, als die Va-
riabelen, die 2r GroBen p, und s,p, aber als Konstanten
betrachten,

Denn bestimmen wir aus jenen Gleichungen eine Reihe
von Liagen 0 in solcher Weise, daB bei festgehaltenen Werten
der p,, auch die Werte der s,p,, unverindert bleiben, so erhalten
wir solche Lagen 0, von welchen aus die nach der Lage 1
gezogenen geradesten Bahnen in dieser Lage 1 eine feste Rich-
tung haben. Da nun aber nur eine einzige geradeste Bahn
von dieser Eigenschaft moglich ist, so miissen alle so be-
stimmten Lagen 0 dieser einen Bahn angehéren, ihre Gesamt-
heit bildet diese Bahn, und diese letztere wird also selbst
dargestellt durch die Gleichungen 224a.

Anmerkung 2. Im Beweise des Lehrsatzes 222 hitten
wir mit gleichem Rechte die Lage 1 als die feste, die Lage 0
als die variabele Lage einfithren konnen. Anstatt zu den
Gleichungen 224a wiren wir alsdann gelangt zu den Gleich-
ungen:

Vagg,co83,pg,=—- ; B

Hertz, Mechanik. 2. Aulil, 9
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Der Unterschied im Vorzeichen der rechten Seite erklirt
gich daraus, daf nunmehr das Fortschreiten von der festen
Lage aus nach 217 als Fortschreiten in negativer Richtung
zu bezeichnen ist. Wie die Gleichungen 224a stellen auch
die Gleichungen 226a geradeste Bahnen dar. Hs sind Diffe-
rentialgleichungen erster Ordnung aller geradesten Bahnen,
welche durch die feste Lage der p, hindurchgehen, und zu-
gleich die endlichen Gleichungen der einen bestimmten Bahn,
welche durch die Lage der p,, hindurchgeht und in dieser mit
den Koordinaten die Winkel s,p, bildet.

227 Folgerung 3. Die geradeste Entfernung § eines Systems
geniigt als Funktion der p, der partiellen Differentialgleichung
8 Pos 1 5
erster Ordnung:

T

=\

Dy SR 3
< "%ap, ép,

und ebenso als Funktion der p, der partiellen Differential-
gleichung erster Ordnung:
as as
b) £ o fﬂ,_., e =1
= S Op,, Apg

o\

Denn beide Gleichungen folgen aus 214 und 224d; sie
werden auch unmittelbar erhalten, indem man die Richtungs-
cosinus einer geradesten Bahn, ausgedriickt durch § nach
224a oder 226a, einsetzt in die Gleichung 88, welcher die
Winkel einer jeden beliebigen Richtung mit den Koordinaten

geniigen.
55 T : . : 1
225 Lehrsatz. Errichtet man in allen Lagen einer beliebigen

Al B 1Y e iy ’
Fliche geradeste Bahnen senkrecht zur Fliche, und triigt aut
allen die gleiche Linge ab, so wird die so erhaltene neue
Fliiche von jenen geradesten Bahnen ebenfalls senkrecht durch-
schnitten.

Die Lagen der urspriinglichen Fliche seien mit 0, die
der neu konstruierten mit 1 bezeichnet. Ks seien die s.p,
bez. s,p, die Winkel, welche eine bestimmte der geradesten
Bahnen an der ersten bez. an der zweiten Fliche mit den

BADISCHE
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Koordinaten bildet. Gehen wir von dieser geradesten Bahn
zu irgend einer benachbarten iiber, so dndert sich die Linge
der Bahn nach 199 um

» 2
) / cmalml b o .
:{. ! og, COS 8, Do dpy — :5 ] (gg, COS 3,1, fii"'i‘-; -
1

wenn die dp, und dp, die Anderungen der P, in den
Lagen 1 und 0 bezeichnen. Nach der Konstruktion ist aber
diese Anderung gleich Null, und ebenso ist nach der Konstruktion

-
e Vagg, 08 8,py, dpg, =0
1

da ja die Bahn auf der urspriinglichen Fliche senkrecht steht.
Daher ist nun auch

e 1 . = 3 r
:: ¥ @gg, COS 8P, 'r/:“g!. =

und da die dp, jede beliebige Verriickung in der Fliche
der Lagen 1 bezeichnen konnen, so ist damit die Behauptung
erwiesen.

Folgerung 1. Die senkrechten Trajektorien einer be-
liebigen Schar von Flichen, von welchen jede in allen ihren
Lagen denselben senkrechten geradesten Abstand von ihren
Nachbarflichen hat, sind geradeste Bahnen,

Folgerung 2, Ist A eine Funktion der r Koordinaten
Po von solcher Beschaffenheit, daB die Gleichung

I — constans a)

eine Schar von Flidchen darstellt, deren jede von ihren Nach-
barn in allen Liagen den gleichen senkrechten geradesten Ab-
stand d#& hat, so sind die Gleichungen:

o ar
¥ @gp COS 8,Pp = o, b)

9*

LANDESBIBLIOTHEK

Baden-Wiirttemberg



A

LANDESBIBLIOTHEK

132 Erstes Bueh

die Gleichungen der senkrechten Trajektorien, also die Gleich-
ungen geradester Bahnen. Und zwar sind diese Gleichungen
Differentialgleichungen erster Ordnung fir jene Bahnen.

Denn wire R eine ganz beliebige Funktion der p,, so
stellten die Gleichungen 212h die senkrechten Trajektorien
der Schar a) vor, und es wiire nach 218 der senkrechte Ab-
stand zweier Nachbarfiichen gleich fd/#. Nach unserer be-
sonderen Voraussetzung ist aber dieser Abstand konstant und
gleich dR, also ist =1, und es gehen daher die Gleichungen
212b in die obigen Gleichungen b) iiber.

Folgerung 3. Stellt die Gleichung
[ — constans

eine Schar von Klichen dar von solcher Beschaffenheit, dal
jede unter ibnmen von ihren Nachbarn in allen Lagen den
gleichen senkrechten geradesten Abstand dR hat, so geniigt
die Funktion R der partiellen Differentialgleichung:

Denn diese Gleichung folgt aus 214 und 280; sie wird
auch unmittelbar erhalten, wenn wir die Richtungscosinus einer
geradesten Bahn nach 230b einsetzen in die Gleichung 88,
welcher die Winkel einer jeden Richtung mit den Koordinaten

geniigen.

Lehrsatz 1. (Umkehrung von 231) Geniigt die Funktion
R der partiellen Differentialgleichung:

3,5, 0008,
—l‘ —I‘ e 01“-_- oy

so stellt die Gleichung
I = constans

eine Schar von Flichen dar von solcher Beschaffenheit, dab
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jede unter ihnen von ihren Nachbarn in allen Lagen gleichen
senkrechten geradesten Abstand hat, und zwar einen Abstand,
welcher durch die Anderung von R gemessen wird.

Denn wiire R eine ganz beliebige Funktion, so wiren die
senkrechten Trajektorien der Schar gegeben durch Gleichungen
der Form 212bh, und der senkrechte Abstand zweier Nachbar-
flichen in jeder Lage wire fdR. Aus der besonderen Voraus-
setzung, welcher wir die Funktion R unterwarfen, folgt aber
nach 214: f=1, und also die Behauptung.

Lehrsatz 2. Ist die Funktion R der p, eine beliebige
Liosung der partiellen Differentialgleichung:

\Q,_.\,:cf),,,,(iﬁf]'—-ﬁl i a)
et s dp, O

so sind die Gleichungen

/ aR
Vatgq cos 3,po = i, b)
Gleichungen geradester Bahnen. Und zwar sind es Differential-
gleichungen erster Ordnung der durch sie dargesteliten ge-
radesten Bahnen.
Der Satz folgt unmittelbar aus 230 und 232.

Anmerkung. Obwohl jede Bahn, welche durch die Gleich-
ungen 233b dargestellt wird, eine geradeste ist, so liBt sich
doch nicht umgekehrt allgemein jede geradeste Bahn in dieser
Form darstellen. Die Mannigfaltigkeit der geradesten Bahnen,
welche in der gegebenen Form enthalten sind, hiingt vielmehr
ab von der Mannigfaltigkeit, welche die Funktion 7 als Lésung
der Differentialgleichung besitzt, d. h. von der Zahl ihrer will-
kiirlichen Konstanten.

Ist aber im besondern & eine vollstindige Losung, ent-
halt also & r willkirliche Konstanten e, e, .... e, von
welchen die erste die notwendig vorhandene additive Konstante
bezeichne, so lassen sich alle geradesten Bahnen des Systems
in der Form 288b darstellen. Denn die rechten Seiten dieser
» Gleichungen (von welchen nur »—1 unabhingig voneinander
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sind) enthalten dann »—1 Konstanten, welche hinreichen, um
der dargestellten Bahn in einer willkiirlichen Lage eine durch
r—1 unabhingige Richtungscosinus bestimmte willkiirliche
Richtung zu erteilen. Konnen wir aber eine Lage der dar-
gestellten Bahn und ibre Richtung in dieser Lage willkiirlich
wihlen, so konnen wir alle geradesten Bahnen darstellen.

Lehrsatz 3. (Jacoprs Satz) Es bezeichne 2 eine voll-
stindige Losung der Differentialgleichung

ol all

a) e e =

£ Jog = -
el op,op;

und es seien ihre willkiirlichen Konstanten, von der additiven
abgesehen, w1, @,..... ¢,_1. KEs geben alsdann die r—I1
(Gleichungen

dez,

in welchen die 8, r—1 neue willkiirliche Konstanten sind, die
Gleichungen der geradesten Bahnen des Systems in endlicher
Form.

Zum Beweise zeigen wir, daB die Bahnen, welche durch
die Gleichungen b) dargestellt werden, senkrechte Trajektorien
der Schar

¢) [? = constans

sind; alsdann folgt die Behauptung nach 232 und 229.

Um nun erstens die Richtung der dargestellten Bahn zu
finden, differentiieren wir die Gleichungen b) in Richtung der-
selben, d. h. wir bilden jene Gleichungen fiir zwei um ds entfernte
Lagen der Bahn, in welchen sich die p, um die «p, unter-
scheiden, subtrahieren, und dividieren durch ds. Wir erhalten
so r—1 Gleichungen der Form:

, 8R d
N, 94 f.‘J.‘.},._=“

i dp,0ee, ds
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oder, wenn wir in dieselben nach 79 und 78 die Richtungs-
cosinus des betrachteten Bahnelementes einfithren:

3, < R

e Vage "05‘-"-}}0‘,\".” boo 7m—-=0 , d)
e i T c OpP,0¢,

welche Gleichungen nunmehr » —1 nicht homogene, lineare
Gleichungen fiir die r— 1 Verhiltnisse der Richtungscosinus
untereinander bleiben.

Zweitens bemerken wir, daB die Gleichung a) fiir alle
Werte der Konstanten ¢, gilt; wir kinnen sie also nach diesen
GroBen differentiieren, und indem wir dies tun, erhalten wir
»— 1 Gleichungen, welche sich schreiben lassen in der Form:

IR ~a a*li

r
~
2% U
o

e ], mend
1 CPe 1

¢ — -=10) e)
dp,dc,
und welche Beziehungen darstellen, welchen die partiellen Diffe-
rentialquotienten von & zufolge unserer besonderen Voraus-
setzungen iiber diese Funktion geniigen miissen.

Stellen wir nun die Gleichungen b) fiir die gerade betrach-
teten Werte der «, und f, iiberhaupt eine bestimmte Bahn
vor, so miissen aus den Gleichungen d) eindeutig bestimmte
Werte fiir die Verhiiltnisse der Richtungscosinus zu einem
unter ihnen folgen. Ganz dieselben eindeutig bestimmten
Werte miissen dann aber auch aus den Gleichungen e) fiir
die Verhiltnisse der GriBen dR/dp, zu einer unter ihnen
sich ergeben. TIst also f ein noch zu bestimmender Faktor,
so mull sein:

.0
Vage cos s,po={f 3

Demnach ist nach 212 die betrachtete Bahn die senkrechte
Trajektorie der Schar e), was wir beweisen wollten. Der
Faktor f wird gleich der Kinheit gefunden.

Die Voraussetzung, daB die r—1 Gleichungen h) fiir
bestimmte Werte der «, und g, eine bestimmte Bahn be-
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zeichnen, wiirde nur dann nicht zutreffen, wenn diese Gleich-
ungen nicht unabhiingig voneinander wiren. Dann aber
wiren auch die willkiirlichen Konstanten nicht voneinander
unabhiingig und die Losung wiire keine vollstindige Lidsung,
was wir doch voraussetzten.

236 Aufgabe. Aus einer beliebigen vollstindigen Losung X
der Differentialgleichung 235a die geradeste Entfernung § des
Systems zu ermitteln.

Unter § ist also wieder zu verstehen die geradeste Ent-
fernung zweier Lagen 0 und 1 mit den Koordinaten p, und p,,.
In den r—1 Gleichungen 235b setzen wir fir die p, das eine
Mal die p,, das andere Mal die p,. Aus den entstehenden
27 —92 Gleichungen eliminieren wir die . und stellen die e, als
Funktionen der p, und p, dar. Diese Funktionen werden
symmetrisch in bezug auf p,, und p,, sie geben diejenigen
Werte, welche die ¢, haben miissen, damit die durch sie be-
zeichneten Bahnen durch bestimmte Lagen 0 und 1 hindurch-
gehen. ¢

Wir haben nun erstens fiir irgend eine Lage 1 nacl
224a und 233Db: -

und zweitens fiir irgend eine Lage 0 nach 226a und 233b:

a8 iR

Setzen wir in den rechten Seiten dieser Gleichungen fiir
die &, ihre Werte in den Po, und Po, €N, und die o selbst
in der ersten gleich p,, in der zweiten gleich p,,, so erhalten
wir die ersten Differentialquotienten von S nach den simt-
lichen unabhiingigen Variabelen ausgedriickt als Funktionen
dieser Variabelen. S kann also dann durch einfache Inte-
grationen gefunden werden.
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