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ziehungen gewonnen werden. HFiir jede dieser Gleichungen,
von welchen eine den Index A haben mige, wird dann:

0Piq g

op, dap,,

=)

Es verschwinden dann also die entsprechenden Grofen m;
aus den Gleichungen 185a, und alle p; und = sind bereits
eindeutiz bestimmt durch die % —{ Werte der fibrigen ..
Im ganzen also behalten wir noch iibrig 2r — 217 willkiirliche
Bestimmungsstiicke; zwei sind fiir jede endliche Gleichung ver-
loren gegangen.

Ubrigens geniigen diese 27 — 21 willkiirlichen Konstanten
smmer noch. wie es sein muf, um jede mogliche Lage des
Systems mit jeder andern durch eine geoditische Bahn zu ver-
binden. Denn bestehen zwischen den p, / endliche Gleichungen,
so geniigt es, die Bahn so zu fiihren, daB zwei ihrer Lagen
mit den gegebenen Lagen je » —{ Koordinaten gemein haben;
die Ubereinstimmung in Hinsicht der iibrigen wird alsdann

von selbst statthaben.

3. Beziehungen zwischen geradesten und geodéatischen
Bahnen.

190 Lehrsatz. In einem holonomen System ist jede geoditische
Bahn eine geradeste Bahn und auch umgekehrt jede geradeste
eine geodiitische Bahn.

Benutzen wir fiir den Beweis rechtwinklige Koordinaten.

Ist das System ein holonomes, so laBt sich den i Bedingungs-
gleichungen desselben durch Multiplikation mit geeigneten
Faktoren und Addition in geeigneter Ordnung eine solche
ben, in welcher jede derselben ohne weiteres integrier-
bar ist, in welcher nimlich die linke Seite einer jeden mit
dem exakten Differentiale eines der 7 Integrale der Gleichungen

Form ge

zusammentf: Fir jedes Wertsystem der ¢ u, » ist alsdann:
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und die Differentialgleichungen der geoditischen Bahnen wer-
den alsdann nach 181a:

My o "
L, S \r‘a'”. _:r=“ 5 b)
e

Dieselben unterscheiden sich offenbar nur in der Bezeichnung
von den Gleichungen der geradesten Bahnen (155 d):

noch die =, in den iibrigen zu befriedigenden
Gleichungen vorkommen. Jede mogliche Bahn, welche nach
geeigneter Bestimmung der & den ersten dieser Gleichungen
geniigt, geniigt den zweiten, indem man setzt =, = £/, und nicht
minder ist jede Lisung der zweiten zugleich eine Lisung der
ersten. Die Befriedigung der Gleichungen b) und e) ist aber
schon hinreichende Bedingung dafiir, daB die Bahn eine geo-
diitische, bez. eine geradeste sei.

da weder die &

Y

Folgernng 1. In einem holonomen System ist aus einer
moglichen Lage in einer moglichen Richtung nur eine einzige
geoditische Bahn moglich (161).

Folgerung 2. In einem holonomen System ist zwischen
irgend zwei mdoglichen Liagen immer mindestens eine geradeste
Bahn moglich (173).

Lehrsatz. Ist in einem materiellen stem jede geodii-
tische Bahn zugleich eine geradeste Bahn, so ist das System
ein holonomes.

Denn von jeder miglichen Lage aus ist in gegebener
Richtung nach 161 nur eine einzige geradeste, also nach Vor-
aussetzung nur eine einzige geoditische Bahn méglich. Gleich-
wohl ist nach 178 jede mdgliche Lage durch eine dieser
Bahnen zu erreichen. Hs ist also die Zahl der Bewegungs-
freiheiten des Systems gleich der Zahl seiner unabhingigen
Koordinaten, also nach 146 das System ein holonomes.
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194 Folgerung. In einem System, welches kein holonomes ist,
ist im alleemeinen eine geodiitische Bahn nicht zugleich eine
oeradeste Bahn.

Dies geht iibrigens schon daraus hervor, dall in jeder
Richtung nur eine geradeste, aber viele geodiitische Bahnen
moelich sind (161 und 187).

195 Bemerkung. In einem Systeme, welches kein holonomes
ist, ist eine geradeste Bahn im allgemeinen nicht zugleich eine
geoditische Bahn.

Die Behauptung ist bewiesen, sobald Beispiele von Systemen
vorgezeigt werden, in welchen sich die geradesten Bahnen
nicht unter den geoditischen finden. Nehmen wir deshalb
der Einfachheit halber an, es bestehe nur eine einzige nicht
integrierbare Bedingungsgleichung zwischen den r Koordinaten
p, des Systems, und es sei dieselbe:

a) \“-_-}';!”J.u;, = 1)
- g

Machen wir nun die Annahme, es sei jede geradeste Bahn
zugleich eine geoditische. Dann liefle sich fiir jedes mogliche
Wertsystem der p, und p, mindestens ein Wertsystem der
ps so bestimmen, daf zugleich den Gleichungen 158d und
i85a geniigt ist. HEs milBten daher auch fiir alle moglichen -
p, und p, die durch paarweise Subtraktion jener Gleichungen
zu erhaltenden Gleichungen

Pio (1, )+ 7y N, (2 pdadl 2‘,_'i.__-t]

D — op, r':H'.’_:

zu befriedigen sein. Dies sind aber » Gleichungen fiir die

eine GroBe ([7,—a))/n,, und sie sind nur vertrivglich mit-

einander, wenn fiir alle Wertpaare der o und 7

1 \\ :-f:'l,r';,: {:J’fj..l._ e 1 \\‘r ;}; = ,_':?J“..['-,Ii {”I.I
Po 5 \8p,  op, pre = \op.  3po |

ist. Driicken wir in r—1 voneinander unabhiingigen dieser
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Flichen von Lagen. L)

Gleichungen eine der GroBen p, mit Hilfe von Gleichung a)
durch die iibrigen aus, so sind die Verhiltnisse zwischen den
letzteren nun vollig willkiirliche GroBen. Der Koeffizient jeder
einzelnen dieser GrioBem muB also fiir sich verschwinden.
Wir erhalten so als notwendige Folge unserer Annahme im
canzen (r— 1) Gleichungen zwischen den r Funktionen p,,
und ihren »? partiellen ersten Differentialquotienten. In be-
sonderen Fillen kénnen diese Gleichungen simtlich befriedigt
sein, denn sie sind befriedigt, wenn die Gleichung a) integrabel
ist. Aber im allgemeinen haben wir kein Recht, die Funk-
tionen p,, auch nur einer einzigen Bedingung unterworfen
yorauszusetzen, und im allgemeinen war also unsere Annahme
unzuliissig. Damit ist die Behauptung erwiesen.

Ergebnis (190 bis 195). In holonomen Systemen decken
sich die Begriffe der geradesten und der geodiitischen Bahnen
dem Inhalt nach vollstindig; in nichtholonomen Systemen
schlieBt keiner dieser Begriffe den andern ein, sondern beide
haben im allgemeinen vollstindig verschiedenen Inhalt.

Abschnitt 6. Von der geradesten Entfernung in
holonomen Systemen.

Vorbemerkungen.

1. In diesem Abschnitt soll nur von holonomen Systemen
die Rede sein und unter einem System schlechthin also ein
holonomes verstanden werden. Hs kann daher, und es soll
vorausgesetzt werden, daB die benutzten Koordinaten p, des
Systems samtlich freie Koordinaten sind. Die Zahl dieser
Koordinaten ist gleich der Zahl der Bewegungsfreiheiten des
Systems, also unabhiingig von unserer Willkiir; wir bezeichnen

sie danernd mit ».

9. Geradeste und geodatische Bahnen fallen in die-
sem Abschnitt zusammen (196), und die gemeinsamen Diffe-
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