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als Funktionen der p, vollstindig bestimmen. Es geniigt viel-
mehr, daP neben den Bedingungsgleichungen des Systems in
den p, die ir(r+1) Funktionen a,, der p, bekannt gegeben
seien.

Denn die Differentialgleichungen der geradesten Bahnen
158d konnen explizite hingeschrieben werden, sobald nur neben
den p,, die a,, als Funktionen der p, gegeben sind.

164 Bemerkung 2. Um die geradesten Bahnen eines mate-
riellen Systems, dessen Lagen man durch die p, bezeichnet
hat, durch Gleichungen zwischen eben diesen p, angeben zu
konnen, geniigt neben der Kenntnis der Bedingungsgleichungen
zwischen den p, die Kenntnis der Linge einer jeden moglichen
unendlich kleinen Verriickung als Funktion eben jener Koor-
dinaten p, und deren Anderungen.

Denn ist ds der Ausdruck jener Liinge in der verlangten
Form, so ist (57d)

| 8%ds?

oa o

2 adp,ddp,

(l

165 Bemerkung 3. Um den Wert der Kriimmung selbst zu
kennen in jeder Lage einer geradesten Bahn, gentigt indessen
die Kenntnis der 1r(r+41) Funktionen @, nicht. Hs mu b
hinzukommen die Kenntnis der 122
i (108",
Die Kenntnis der Lagen aller einzelnen Punkte als
Funktionen der p, ist auch zur Ermittelung der Kriimmung
selbst nicht erforderlich.

Funktionen

2. Kiirzeste und geodatische Bahnen.

166 Definition 1. Kiirzeste Bahn eines materiellen Systems
zwischen zweien seiner Lagen heiBt eine miogliche Bahn
zwischen diesen Lagen, deren L#nge kleiner ist als die Linge
irgend einer anderen, ihr unendlich benachbarten Bahn zwischen
denselben Lagen.
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Bemerkungen dazu.

1. Es ist durch die Definition nicht ausgeschlossen, und 167
es kann in der Tat eintreten, daB es. mehrere kiirzeste
Bahnen zwischen zwei Lagen gibt. Die kiirzeste unter
diesen heiBt die absolut kiirzeste Bahn. Sie ist zugleich die
kiirzeste Bahn, welche iiberhaupt zwischen den beiden Lagen
moglich 1st.

9. Zwischen irgend zwei moglichen Lagen eines mate- 168
riellen Systems ist stets mindestens eine kiirzeste Bahn
moglich.

Denn mogliche Bahnen sind zwischen moglichen Lagen
stets vorhanden (114), unter ihnen also eine absolut kiirzeste,
welche also auch kiirzer ist als ihre Nachbarn, deren sie nach
der vorausgesetzten Stetigkeit (121, 115) besitzen mull, welche
also eine kiirzeste Bahn ist.

3. Kine kiirzeste Bahn zwischen zwei Lagen ist zugleich 169
eine kiirzeste Bahn zwischen irgend zwei der ihr angehorigen
Lagen. Jeder Teil einer kiirzesten Bahn ist wieder eine
kiirzeste Bahn.

4. Die Liinge einer kiirzesten Bahn unterscheidet sich 170
nur um unendlich kleine Grifen hoherer Ordnung von der
Lange aller benachbarten Bahnen zwischen den gleichen End-
lagen. Als unendlich kleine GroBen der ersten Ordnung gelten
dabei die Liingen der Verriickungen, welche notig sind, um
die benachbarten Bahnen in die kiirzeste iiberzufithren.

Definition 2. (Geoditische Bahn eines materiellen Systems 171
heiBt jede Bahn, deren Linge zwischen irgend zweien ihrer
Lagen sich nur um unendlich kleine GroBen hoherer Ordnung
unterscheidet von der Liinge irgendwelcher unendlich benach-
barter Bahnen zwischen den gleichen Lagen.

Bemerkungen dazu.

1. Jede kiirzeste Bahn zwischen irgend zwei Lagen ist 172
eine geoditische Bahn.
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Ks enthiilt also auch die Definition 171 nicht efwa einen
inneren Widerspruch, sondern es gibt Bahnen, welche dieser
Definition geniigen.

2. Zwischen irgend zwei moglichen Lagen eines mate-
riellen Systems ist stets mindestens eine geoditische Bahn
moglich (168 und 172).

3. Eine geodiitische Bahn ist nicht notwendig zugleich
kiirzeste Bahn zwischen irgend zweien ihrer Lagen.

Ks kann aus den Definitionen nicht gefolgert werden,
daB jede geoditische Bahn auch kiirzeste Bahn ist, und ein-
fache Beispiele zeigen, daB es in der Tat geoditische Bahnen
oibt, welche nicht zugleich lkiirzeste Bahnen zwischen ihren
lindlagen sind. Solche Beispiele konnen bereits der (Geometrie
des einzelnen materiellen Punktes, also der gewdhnlichen
(Geometrie entnommen, und also aus dieser als bekannt vor-
ausgesetzt werden.

4, Gibt es zwischen zwei Lagen nur eine einzige geodi-
tische Bahn, so ist dieselbe eine kiirzeste, und zwar die absolut
kiirzeste Bahn zwischen beiden Lagen.

Denn das Gegenteil wiirde nach 168 und 172 der Voraus-

setzung widersprechen.

5. HKine geodiatische Bahn ist stets kiirzeste Bahn zwischen
irgend zwei hinreichend benachbarten, iibrigens noch endlich
voneinander entfernten ihrer Lagen.

Ks moge zwischen zwei beliebigen Lagen der betrachteten
geodi

chen Bahn noch eine Anzahl weiterer geoditischer
Bahnen geben. Mit einer dieser Bahnen muf die absolut
kiirzeste Bahn zwischen beiden Lagen zusammenfallen (172).
Nihern wir nun die Lagen einander liings der betrachteten
geodiitischen Bahn, so nithert sich die Liinge dieser Bahn und
zugleich die Linge der absolut kiirzesten Bahn der Null,
wihrend die iibrigcen geoditischen Bahnen endlich bleiben.
Mindestens von einem gewissen endlichen Abstand der Lagen
an mub also die geoditische Bahn, lings welcher die beiden
Lagen sich nihern, mit der absolut kiirzesten unter ihnen zu-
sammenfallen.
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Analytische Darstellung. Damit eine Bahn eine geodi- 177
tische Bahn sei, ist die notwendige und hinreichende analy-
tische Bedingung, daB das Integral des Bahnelements (99),
némlich

j‘ff,\' -
genommen zwischen irgend zwei Lagen der Bahn, nicht va-
riiere, wenn auch den Koordinaten der Lagen der Bahn be-
liebige stetige Variationen erteilt werden, vorausgesetzt nur,
dal 1) diese Variationen verschwinden an den jedesmaligen
Grenzlagen des Integrals, und daB 2) auch noch nach Aus-
fithrung der Variation die Koordinaten und ibre Differentiale
den Bedingungsg

eichungen des Systems geniigen. Als not-
wendige und hinreichende Bedingung hierfiir ergibt sich ein
Satz von Differentialgleichungen, denen die Koordinaten der
Bahn, gedacht als Funktionen einer beliebigen Variabelen,
geniigen miissen, und welche also die Differentialgleichungen
der geoditischen Bahnen sind.

Dab jene Differentialgleichungen fiir alle Punkte einer 178
moglichen Bahn erfiillt seien, ist nach 172 zugleich die not-
wendige Bedingung dafiir, daB die Bahn eine kiirzeste sei,
und jene Gleichungen sind daher zugleich die Differential-
gleichungen der kiirzesten Bahnen. Das Verschwinden der
Variation des Integrals ist aber moch nicht hinreichende Be-
dingung dafiir, daB die Bahn zwischen seinen Endlagen eine
kiirzeste sei. Vielmehr ist hierzu weiter erforderlich, daB fir
jede zuldssige Variation der Koordinaten eine zweite Variation
des Integrals einen wesentlich positiven Wert habe. Fiir hin-
reichend benachbarte Lagen einer Bahn, welche den Diffe-
rentialgleichungen geniigt, ist diese Bedingung nach 176 stets
von selber erfillt.

Aufgabe 1. Die Differentialgleichungen der geoditischen 179
Bahnen eines materiellen Systems in den rechtwinkligen Koordi-
naten desselben darzustellen.

Die 3n rechtwinkligen Koordinaten z,, welche wir zu-
niichst als Funktionen einer beliebigen Variabelen ansehen,

sollen vor und nach der Variation den i/ Gleichungen
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a) D Xy dity =0
=8
cenfigen (128), Die 3n Variationen oJx, sind also gebunden Iy

an die i Gleichungen, welche aus jenen durch Variation folgen,

niimlich:

H r.fr),r'J. =p=

>3

e 52 dzy=0 .
1 1

5
3

Da die Linge ds des Bahnelements nicht von den z,,
so ist seine Variation

sondern nur von den dz, a

3 .:‘ s frl.\' 1 f’ rf‘.\'
0ds = \ o ey dow

i ddz,

Dies vorausgesetzt, soll

¢) 0fds=[dds=0

gemacht werden. Nach den Regeln der Variationsrechnung
multiplizieren wir jede der Gleichungen b) mit einer nach-
triiglich zu bestimmenden Funktion der z,, welche fiir die
(te Gleichung mit & bezeichnet werden moge, und addieren
die Summe der linken Seiten der entstandenen Gleichungen,
welche Summe gleich Null ist, zu dem variierten Element des
[ntegrals. Durch partielle Integration schaffen wir die Diffe-
rentiale der Variationen fort; endlich setzen wir den Faktor
einer jeden der willkiirlichen Funktionen dz, gleich Null.

Wir erhalten so 3n Differentialgleichungen der Form:

[dds 1 L e TR ool S
a1) d = : -+ \' H r."l:r Sy \r: - £ = = - = r!’.‘.'” = {} y
!‘rf_r') | e : — i \dx, e 4
welche zusammen mit den i Gleichungen a) 3n--¢ Gleichungen |

fiir die 8n-i{ Funktionen z, und &, bilden. Diese Differential-
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oleichungen sind notwendige Bedingungen fiir das Verschwinden
der Variation des Integrals; jede geoditische Bahn geniigt also
denselben, und sie stellen also die gesuchte Losung dar.

Anmerkung 1. Die Differentialgleichungen 179d sind aber 150
auch hinreichende Bedingungen dafiir, daB die Bahn, welche
ihnen geniigt, eine geoditische Bahn sei. Denn sind jene
Gleichungen erfiillt, so wird die Variation des Integrals [ds
oleich den Gliedern, welche bei der partiellen Integration vor
das Integralzeichen treten; es wird also in der iiblichen Be-
zeichnungsweise, wenn mit 0 die untere, mit 1 die obere Grenze

angedeutet wird:

- = = £ Ly :ft | 0y
[.‘h".t', — /

M ds =

\\‘ .|a”{'\- |\
e

Lassen wir also fiir irgend zwei Lagen der Bahn die Variationen
Sz. verschwinden, so verschwindet die Variation des Integrals
f\\m]um jenen Lagen als Grenzwerten, und es ist daher die

geoditische Bahnen verlangte hinreichende analytische

Bedingung nach 177 erfiillt.

Anmerkung 2. Benutzen wir die laufende Lénge der 151
Bahn als unabhiingige Variabele, so nehmen unter Beriick-
sichtigung von 55 und 100 die Gleichungen 179d nach Division
durch ds die Formen an:

My 4 3 o~ [z, gt .

'_’e \ e HJ_”\' \-” £ =)= : St J'u"U 3 a)
1 — el ed N\ D ez, | = !

m - — & \dz, 2, |

welche zusammen mit den ¢ durch Differentiation von 179a er-
haltenen Gleichungen:

LT 3n 3=n

1 L A
\ + “\ \ s Ty B By = 0 ]”
pilh or .
1 1 N ”

3n-+i nicht homogene, lineare Gleichungen fiir die 32+
GroBen 27 und & darstellen, und also erlauben, diese Grofien
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als eindeutige Funktionen der Grioben z,, 2, und & anzu-

geben.

182 Anmerkung 8. Unter Benutzung von 72 kann den Gleich-
ungen 181a die Form gegeben werden:

o \ L ox,,.
I - (cos 8,2y) = . L >, o et
m ds == e

i | Pz

— < 7

Die Gleichungen 181a geben also an, wie sich die Rich-
tung der Bahn bei gegebenem Anfang derselben bestindig
indern muf, damit die Bahn eine geoditische bleibe; und
zwar gibt jede einzelne Gleichung an, wie sich die Neigung
gegen eine bestimmte der rechtwinkligen Koordinaten @ndert.

183 Aufgabe 2. Die Differentialgleichungen der geodiitischen
Bahnen eines materiellen Systems in den allgemeinen Koordi-
naten p, desselben darzustellen,

Die » Koordinaten p, des Systems sind gebunden an die
k Gleichungen (130):

\ Pro H"‘J'.r” = ()

1

a)

und also die » Variationen dp, an die Gleichungen:

b) e Prg ddpot Do Do :; s dp, =0
1 1 1 o

Die Liinge ds einer unendlich kleinen Verriickung hingt
jetzt nicht allein von den Differentialen dp,, sondern auch von
den Werten der p, selbst ab, es ist also:

08 = \\.a- 8ds {
—_— ffl'rn'l‘,fl,_,

Dies vorausgesetzt, soll
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gemacht werden., Indem wir nach den Regeln der Variation
verfahren, genau wie in 179, und indem wir mit z,, den Faktor
der » ten Gleichung b) bezeichnen, erhalten wir » Differential-
gleichungen von der Form:

(dds dds
d| i k= .x + Pp ATy, d)
orf;a,__ dp, < 5

NS [P

i i \dp,

welche zusammen mit den Gleichungen a) » 4- % Differential-
gleichungen fiir die » + % Funktionen p, und m, der unab-
hiingigen Variabelen bilden. Diese Gleichungen sind notwen-
dige Bedingungen fiir das Verschwinden der Variation, sind
also erfiillt in allen Lagen einer geodiitischen Bahn; sie ent-
halten demnach die Losung der gestellten Aufgabe.

Anmerkung 1. Die Differentialgleichungen 183d sind aber 154
auch hinreichende Bedingungen dafiir, daB die Bahn, welche
ihnen geniigt, eine geoditische Bahn sei. Denn sind jene
Gleichungen erfiillt, so wird die Variation der 3ahnlinge

(vergl, 180):

O [ds=e| (5 4+ Dx Pug x| 9Py

5 |\ (—.‘-'fjf:. T 0

. , : : 7
Lassen wir also fiir irgend zwei Lagen der Bahn die Va-
riationen dp, verschwinden, so verschwindet die Variation
des Integrals zwischen jenen Lagen als Grenzlagen, und es

Anmerkung 2. Wihlen wir die Bahnlinge als unab- 185
hiingige Variabele, indem wir die Gleichungen 188d durch ds
dividieren und fiilr ds seinen Wert in den p, und dp, nach
57d einsetzen, so erhalten wir die Gleichungen der geoditi-
schen Bahnen in der Form der r Gleichungen:

Hertz, Mechanik. 2. Aufl
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Ji helt.

] el -r'J.u; 2 )w

5 . PR AT 3a,. .
N s o P TN s PoPr

a) :
SIS, (0P _ P g0

— el el "',"_ P, |

- \\"1)‘”5‘-'.' TTx

welche zusammen mit den 4 aus 183a abgeleiteten Gleich
H]lg*_‘h

\m

< 8p,

b) \\:"!"ZL‘H'"L;"'\' fiaJ!’J-:F v
| .

» + & nicht homogene, lineare Gleichungen fiir die r 4 k
GriBen p, und @, bilden, also gestatten, diese Griflen als
cindeutige Funktionen der p,, p, und m, anzugeben.

Anmerkung 8. Indem wir bei der Einfiihrung der Bahn-
liinge als unabhiingiger Variabele die Gleichung 92 beriick-

sichtigen, erhalten wir die Gleichungen 185a in der Form:

d "

f)’_\- i\l ”'Ji‘ cos '\I‘J“’J
Ity O or oo - R [ Pt 4 '
‘\\ e e P = Do Tl et 'J" v '." Ty P
H gl el QP o & demel SR\ 100 ap,

Jene Gleichungen geben also wiederum an, wie sich die
Richtung der Bahn mit Durchlaufung ihrer Liinge indern muf,
damit die Bahn bestindig eine geoditische bleibe; und
zwar gibt jede einzelne Gleichung an, wie sich die Neigung
gegen eine bestimmte der Koordinaten p, &ndert.

Bemerkung 1. Kine geodiitische Bahn ist durch Lage
und Richtung eines ihrer Elemente noch nicht bestimmt, son-
dern aus einer gegebenen Lage in gegebener Richtung ist im
allcemeinen eine unendliche Anzahl geodiitischer Bahnen
mbelich.

Sind uns fiir eine Lage der Bahn die p,, 7 und die /

Grofen «, gegeben, so sind sie nach 1856 auch fiir das nichste
Element eindeutig bestimmt, und die Fortsetzung der Bahn
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ist- also nur in eindeutig bestimmter Weise moglich. Die An-
gabe der Richtung der Bahn in jener gegebenen Lage aber
liefert nur die GroBen p, und p,, und geniigt also nicht zur
Festlegung der Bahn, sondern 1aBt, wenn nicht besondere
Verhiiltnisse vorliegen, noch eine %fache Unendlichkeit geodi-
tischer Bahnen zu,

Bemerkung 2. Wenn die Differentialgleichungen des be- 188
trachteten Systems kein Integral zulassen, also im allgemeinen
Falle, kénnen von den 2r GréBen p, und p),, welche eine
Lage und die Richtung in dieser bestimmen, 2r—# will-
kiirlich angenommen werden, nimlich die » GriBen Pound r—k
der GrioBen p,. Jene 2r —% willkiirlichen Werte, zusammen
mit den % willkiirlichen Werten der m, in jener Lage kénnen
als die 2 willkiirlichen Konstanten angesehen werden, welche
zusammen mit den Differentialgleichungen 185a eine geodi-
tische Bahn bestimmen, und welche in den Integralen jener
Gleichungen auch vorhanden sein miissen, da es nach 173
moglich sein soll, jede mégliche Lage des Systems mit jeder
andern durch eine geoditische Bahn zu verbinden. Lassen
nimlich die Differentialgleichungen des Systems keine end-
liche Beziehung zwischen den P, ableiten, so ist jedes denk-
bare Wertsystem dieser GroBen auch ein mbgliches Wert-
system; eine willkiirliche Anfangs- und Endlage sind also zn-
sammen durch 2r willkiirliche Koordinatenwerte bestimmt.

<
1
1

Bemerkung 3. Fiir jedes Integral, welches die Differential- 189
gleichungen des materiellen Systems zulassen, vermindert sich
die Zahl der Konstanten, welche eine geoditische Bahn ein-
dentig bestimmen, um zwei.

Lassen sich namlich aus den Bedingungsgleichungen des
Systems / endliche Gleichungen zwischen den p, herleiten, so
konnen von den r Koordinaten p, nur noch r —{ willkiirlich
angenommen werden, von den 2r GroBen p, und p,, welche
eine Lage und eine Richtung in ihr bestimmen, also nur noch
2r —l— k. Ferner lassen sich in diesem Falle die Differential-
gleichungen durch Multiplikation mit geeigneten Faktoren und
Addition in solche Form bringen, daB [ derselben unmittel-
bar integrabele Gleichungen darstellen, niimlich diejenigen
(Gleichungen, welche durch Differentiation der ! endlichen Be-

8‘
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ziehungen gewonnen werden. HFiir jede dieser Gleichungen,
von welchen eine den Index A haben mige, wird dann:

0Piq g

op, dap,,

=)

Es verschwinden dann also die entsprechenden Grofen m;
aus den Gleichungen 185a, und alle p; und = sind bereits
eindeutiz bestimmt durch die % —{ Werte der fibrigen ..
Im ganzen also behalten wir noch iibrig 2r — 217 willkiirliche
Bestimmungsstiicke; zwei sind fiir jede endliche Gleichung ver-
loren gegangen.

Ubrigens geniigen diese 27 — 21 willkiirlichen Konstanten
smmer noch. wie es sein muf, um jede mogliche Lage des
Systems mit jeder andern durch eine geoditische Bahn zu ver-
binden. Denn bestehen zwischen den p, / endliche Gleichungen,
so geniigt es, die Bahn so zu fiihren, daB zwei ihrer Lagen
mit den gegebenen Lagen je » —{ Koordinaten gemein haben;
die Ubereinstimmung in Hinsicht der iibrigen wird alsdann

von selbst statthaben.

3. Beziehungen zwischen geradesten und geodéatischen
Bahnen.

190 Lehrsatz. In einem holonomen System ist jede geoditische
Bahn eine geradeste Bahn und auch umgekehrt jede geradeste
eine geodiitische Bahn.

Benutzen wir fiir den Beweis rechtwinklige Koordinaten.

Ist das System ein holonomes, so laBt sich den i Bedingungs-
gleichungen desselben durch Multiplikation mit geeigneten
Faktoren und Addition in geeigneter Ordnung eine solche
ben, in welcher jede derselben ohne weiteres integrier-
bar ist, in welcher nimlich die linke Seite einer jeden mit
dem exakten Differentiale eines der 7 Integrale der Gleichungen

Form ge

zusammentf: Fir jedes Wertsystem der ¢ u, » ist alsdann:
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