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Waterielle Sysleme. 91

Definition 2. Ein materielles System, welches keinen 122
anderen als inneren und gesetzmiBigen Zusammenhingen
unterworfen ist, nennen wir ein freies System.

Definition 3. Kin materielles System, zwischen dessen 123
moglichen Lagen alle denkbaren stetigen Ubergiinge zugleich
auch mogliche Ubergiinge sind, heiBt ein holonomes System.

Der Name soll andeuten, daB ein solches System inte-
gralen (6Aoc) Gesetzen (vduog) gehorcht, wihrend die mate-
riellen Systeme im allgemeinen nur Differentialgesetzen unter-
worfen sind. (Vergleiche 132 ff)

Analytische Darstellung.

Bemerkung, Kin System materieller Punkte geniigt den 124
Bedingungen eines materiellen Systems, wenn die Differen-
tiale seiner rechtwinkligen Koordinaten keinen anderen Be-
dingungen unterworfen sind als einer Anzahl homogener linearer
Gleichungen, deren Koeffizienten stetige Funktionen moglicher
Werte der Koordinaten sind.

Denn die erste Art der Stetigkeit, welche die Definition (115)
verlangt, muB vorausgesetzt werden, wenn {iberhaupt von
Differentialen der Koordinaten des Systems gesprochen wird;
den beiden andern Arten wird durch die Einschrinkung der
zugelassenen Differentiale geniigt.

Umkehrung. Geniigt ein System materieller Punkte den 1=
Bedinguvgen eines materiellen Systems, so sind die Differen-
tiale seiner rechtwinkligen Koordinaten keinen anderen Hin-
schrinkungen unterworfen, als einer Anzahl homogener linearer
Gleichungen unter sich, deren Koeffizienten stetige Funktionen
miglicher Werte der Koordinaten sind.

Zum Beweise fassen wir eine mogliche Lage des Systems
ins Auge und die moglichen Verriickungen aus ihr. Fiir eine
heliebig herausgegriffene dieser Verriickungen mdogen sich die
3n Anderungen dz, verhalten wie:
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Folgerung 1. Der Zusammenhang eines materiellen Sy- 127
stems kann analytisch vollstindig beschrieben werden durch

Angabe einer einzigen miglichen Lage des Systems und eines
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04 Frstes Buch.

Gleichungen zwischen den Diffe-

Satzes homogener lineare
rentialen seiner rechtwinkligen Koordinaten.

Denn Beziehungen zwischen diesen Differentialen kionnen
nach 125 nicht anders als durch einen solchen Satz von Glei-
chungen gegeben werden. Dies hindert allerdings nicht, daB
swischen den Koordinaten auch endliche Gleichungen bestehen.
Aber alle diese endlichen Gleichungen liefien sich vollstandig
ersetzen durch eine einzige mogliche Lage und ebenso viele ho-
mogene lineare (3leichungen zwischen den Differentialen. Diese
letzteren aber konnen den unmittelbar gegebenen Differential-

gleichungen nicht widersprechen; sie gehen also entweder aus
denselben hervor oder sind ihnen zur Erzielung einer voll-

gtiindigen Beschreibung hinzuzufiigen.

Bezeichnung. Die Gleichungen, welche den Zusammen-
hane eines materiellen Systems in den rechtwinkligen Koordi-
naten desselben darstellen, sollen in Zukunft dauernd in der
Form geschrieben werden:

1

o Ty dy =1

Dabei wird angenommen, daf ¢ solcher Gleichungen vorhanden
seien, und es sind also dem ¢ in den einzelnen Gleichungen
die Werte 1, 2, usw. bis ¢ beizulegen. Die Grioflen z, sind
als stetige Funktionen der =z, zu betrachten.

Folgerung 2. Der Zusammenhang eines materiellen Sy-
stems, dessen Lagen durch allgemeine Koordinaten dargestellt
sind, kann analytisch vollstindig beschrieben werden durch
Angabe einer einzigen miglichen Lage und eines Satzes ho-
mogener linearer Gleichungen zwischen den Differentialen der
Koordinaten.

Durch Benutzung der allgemeinen Koordinaten p,, deren
Zahl r kleiner als 3= ist, ist bereits ein Zusammenhang zwi-
schen den Punkten des Systems gesetzt. Denken wir uns des-
halb den Zusammenhang zuerst nach 128 vollstindig be-
schrieben durch die rechtwinkligen Koordinaten. In den ent-
sprechenden Differentialgleichungen seien die Werte der du,
in den dp, nach Gleichung 57b eingetragen. Die entstehenden




Mater Systeme. 95
linearen homogenen Gleichungen miissen sich so ordnen lassen,
daB unter ihnen 3n —r identisch erfilllt sind infolge der
83n —r Gleichungen, welche ausdriicken, daB die 3n GroBen
z, Funktionen der r Groflen p, sind. Die iibrig bleibenden
h=i— 3n+r Gleichungen zwischen den dp, ersetzen bei
Benutzung der p, vollstindig die samtlichen Gleichungen
zwischen den dz, und geniigen daher, nach 127, zusammen mit
der Angabe einer moglichen Lage zur vollstindigen Beschrei-
bung des Zusammenhanges des Systems.

Bezeichnung. Die Gleichungen, welche den Zusammen- 130
hang eines materiellen Systems in den allgemeinen Koordi-
naten p, desselben darstellen, sollen in Zukunft dauernd in
der Form geschrieben werden:

‘_\,\1.-_: Pro rf),r:u =0 .,

Die Zahl dieser Gleichungen wird gleich % angenommen,
und es sind also dem x» nacheinander die Werte 1, 2, usw.
bis % zu erteilen. Die Grollen p., sind als stetige Funk-
tionen der p, zu betrachten.

Anmerkung. Die Gleichungen 128 bzw. 130 werden auch 131
die Differentialgleichungen oder die Bedingungsgleichungen des
Systems genannt werden.

Lehrsatz. Lassen sich aus den Differentialgleichungen 132
eines materiellen Systems eine gleiche Zahl von endlichen
Gleichungen zwischen den Koordinaten des Systems ableiten,

so ist das System ein holonomes System (123).
Denn die Koordinaten einer jeden moghchen Lage miissen
alsdann den endlichen Gleichungen geniigen. Die Unterschiede

der Koordinaten zweier benachbarter Lagen geniigen also
einer gleichen Zahl von homogenen linearen Differentialgleich-
ungen, und da diese der ebenso groBlen Zahl der gegebenen
Differentialgleichungen des Systems nicht widersprechen konnen,
auch diesen letzteren. Die Verriickung zwischen irgend zwei
moglichen Lagen ist also eine mogliche Verriickung, welches
die Behauptung ist.
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96 Erstes Buch.

133 Umkehrung. Ist ein materielles Dystem ein holonomes
System, so lassen seine Differentialgleichungen eine ebenso
groBe Zahl von endlichen oder Integralgleichungen zwischen
den Koordinaten selbst zu.

Man betrachte von den r Koordinaten des Systems, zwi-
schen deren Differentialen die % Gleichungen bestehen, irgend-

ngig ve

welche » — &, etwa die ersten r—#% als unab
lich. Man cehe von einer beliebigen Anfangslage des Systems
I iiber, fiir
We
haben. Kime man nun mit stetig sich #indernder Bahn zu
stet

zu verschiedenen

Bahnen zu einer Lage

auf verschiedenen mébglicl

welche die unabhiingigen Koordinaten

iibrigcen Koordinaten, also

io sich findernden Werten der

Lagen, so wiren diese ] »n migliche Lagen,

ren zwischen ihnen also nach Voraussetzung

1

moeliche Verriickungen. s gibe also von Null verschiedene

.r]pi_ |

Wertsysteme der Differentiale, welche de
uncen geniigen, obwohl die ersten r—/ swser  Difie
gleich Null setzt sind. Dies ist nicht moglich, da die Gleicl

ungen homoge

n und linear sind. Also kommen wir stets

s denselben Werten nicht nur der ersten » — k&, sondern ai
der iibricen Koordinaten. Die letzteren sind also bestimmte
Funktionen der ersteren. Die % endlichen Gleichungen, wel Uit
dies ansdriicken, sind, da sie den Differentialgleichungen nicht
widersprechen kinnen, Integralgleichungen derselben.
Bewegungsfreiheit.
134 Definition, Die Zahl der willkiirlich anzunehmenden un-
endlich kleinen Anderungen der Koordinaten eines materiellen
Systems heifit die Zahl der Bewegungsfreiheiten des Systems
oder anch der Grad der Freiheit seiner Bewegung.
Bemerkungen dazu.
135 1. Die Zahl der Freiheiten eines Systems ist gleich der
Zahl seiner Koordinaten, vermindert um die Zahl der Diffe- i

rentialgleichungen des Systems.
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