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Balnen der Systeme. 83

Aus beiden Gleichungen a) und b) und der Bemerkung 4
folgt:

r};,_,ff‘i' = — rT,}.(('.\' ; ¢)

welches die Behauptung ist.

Bahnen der Systeme.

Erlduterungen.

1. Die gleichzeitig vorgestellte Gesamtheit der Lagen, 97
welche ein System beim {bergang aus einer Lage in die andere
durchliuft, heiBft eine Bahn des Systems.

Eine Bahn kann auch betrachtet werden als die gleich-
zeitig vorgestellte Gesamtheit der Verriickungen, welche das
System beim Ubergang aus der einen in die andere Lage
erleidet.

2. Ein Teil der Bahn, welcher durch zwei unendlich nahe 98
Lagen begrenzt wird, heiBt ein Bahnelement. Ein Bahn-
element ist eine unendlich kleine Verriickung; es hat eine Linge
und eine Richtung.

3. Richtung der Bahn eines Systems in einer bestimmten 99
ihrer Lagen heifft die Richtung eines dieser Lage unendlich
benachbarten Bahnelements.

Liinge der Bahn eines Systems zwischen zwei ihrer Lagen
heift die Summe der Lingen der Bahnelemente zwischen
diesen Lagen.

Analytische Darstellung. Die Bahn eines Systems wird 100
analytisch dargestellt, indem die Koordinaten ihrer Lagen an-
gegeben werden als Funktionen einer und derselben, iibrigens
beliebigen Variabeln. Jeder Lage der Bahn ist dann ein Wert der
Variabeln zugeordnet. Als unabhiingige Variabele kann eine
der Koordinaten selbst dienen. Sehr hiunfig ist es zweck-
miiig, als unabhingige Variabele die Linge der Bahn, von
einer bestimmten Lage der Bahn ab gerechnet, zu benutzen.
Die Differentialquotienten nach dieser bestimmten Variabelen,
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also nach

Akzente bezeichnet werden.

Definition 1.
gie in allen ihren I

Folgerung.

beschreiben

Tineen, von der Ausgangslage an ger

standig proportional bleiben (38),

Definition

wenn sich

hi

fernung zweier benachbarter Bahnelemente.

Anmerkung.
finiert unabhii
also insbesondere unabhi

Koordinaten des Systems.

Aufgabe 1.
durch die Anderungen der Winkel,
rechtwinklizen Koordinaten des Systems bildet.

der Bahnli

seine

die Richtung der Bahn von Lage zu Lage #ande

Die Anderungsgeschwindigkeit mit
lange heiBt die
Die Kritmmung der Bahn is

dem Richtungsunterschied und d

Kriimmung der Bahn.
t also der Grenzwert des Ver-

ltnisses zwischen

Der Wert der Kriimmung
ie von der Form der analytischen Darstellung,
hesonderen \\-;l]I] der

ge, sollen in LiacrancEs Weise durch

Die Bahn eines Systems heifit gerade, wenn
wen die gleiche Richtung hat.
Beschreibt ein System eine gerade Bahn, so

Linien, deren
einander be-

heift krumm,

|
L.

der Bahn-

v Ent-

r ist hierdurch de-

auszudriicken

Bahn mit den

Fs sei ds der Winkel zwischen der Richtung der Bahn

am Anfang und am
nach Definition (103):

KEs seien fer:

die Bahn am Aufange von ds mit den z,
cos 8,2, - d cos 8,2, die Werte der _{;']{_‘il'][l'” (3ri

von ds. Dann ist nach Gleichung 87:

cos (de) =

des Bahnelementes

s.z, die Cosinus der Winkel,

ds. Dann ist

welche

bildet, und es seien

len am Knde
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Es ist aber ferner nach Gleichung 89 sowohl

. cos> 3T 1 2

als auch
\."_.- (coss,w, +deosga) =1 .
SiEs

Indem wir das Doppelte der ersten Gleichung subtrahieren
von der Summe der beiden letzteren, erhalten wir:

2—2 cos (de) = de? - :‘1‘ (d cos 8,2,)*

also durch Division mit ds® die Losung der Aufgabe:

~ [dcossz,\?
v |

b

i

| ds

Aufgabe 2. Die Kriimmung der Bahn darzustellen durch 106
die Anderungen der rechtwinkligen Koordinaten des Systems
mit der Bahnlinge.

Unter Beriicksichtigung von 72 haben wir (100):

Jm, ’
CO8 8,45 = 1 s
m
also
/ et fm, "
(cos 8,2,) = l S
m

also nach 105 als Losung der Aufgabe:

Aufgabe 3. Die Kriimmung der Bahn darzustellen durch 107
die Anderungen der rechtwinkligen Koordinaten, dieselben be-
trachtet als Funktionen einer beliebigen Variahelen .
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Nach den Regeln der Differentialrechnung ist

,_d [dz, dr)
W ds \dr " ds | ds |

{dr\2 10".'-' d®zx, dz, r/'\}
ln"f dr? dr dz?

Setzen wir diesen Ausdruck in ¢® ein und beachten,

daB (55)

[ds\ 2 = (dz, I:
a) m - | = >y My | |
\dz| e Y \dt |
also
ds d¥s 25 dr, a2,
b) m——- __=\,- My=— *——5-
dr dr® <~ dr dr*

ist, so folgt als Losung der Aufgabe:

Ids i

¢) ml=| c2=">
-:.v"rl. el

worin fir ds/dr und d%/dr® noch ihre Werte aus den

vorigen Gleichungen zu setzen sind.

108 Aufgabe 4. Die Kriimmung der Bahn darzustellen durch
die Anderungen der allgemeinen Koordinaten p, des Systems
mit der Bahnlinge.

Wir fihren in den Ausdruck 106 an Stelle der recht
winkligen Koordinaten die p, ein, indem wir die z) ausdriicken

durch die p), und p;. Zunichst ist nach 57b

also
-‘I.J" :‘-' ["'-'J'g ;‘"{_J = Ulr'n_n !“.:y}
1
also
ror
Ty = D% Do (etyp & fh‘"; r”-'»l' 20, 0 Cyg !.‘u;, ;i,_,i N .‘,:‘:.L, Oy :"'-".31";-1']" a
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Man bilde diese Gleichungen fiir alle », multipliziere eine
iede mit m,/m und addiere alle. Links entsteht ¢ Rechts
kann die Summation nach » mit Hilfe der schon eingefihrten
GroBen a., in den ersten beiden Gliedern ausgefithrt werden.
Im ersten Glied ergibt die Summation unmittelbar nach 57¢
Gy, Als Faktor von p; im zweiten Gliede wird nacheinander
erhalten:

m, : m, c({
9 \ \ ¥ ‘\\ ; o
2 20 Bo % oy oyt 2 PP ey,
: e dee dee
1 ’ i 1 (% ¥ I |
= >t Po P oy e
e m J,I r opy |
1 [
O~ oa da da
5 1 ’ r 08,0 Ay 7y P 3
— Dt = (nach 63)
o T T \ 9P~ OPg oPs
5 r;r! cmn: |
— ‘\ f’u )'I"J' I 2 a =i =
-'_I-— -I ".f”" 1” !

Beim Ubergang von der zweiten in die dritte Form und
von der vierten in die fiinfte Form ist Gebrauch gemacht
von der Bemerkung, dafi, wenn /F(o,0) ein beliebiger Aus-
druck ist, welcher die Indices ¢ und o enthilt, alsdann
identisch

o> F(0,0) = \:: F(a, ) a)

ist.

Der Faktor des dritten Gliedes 1i8t sich nicht durch die
a,, ausdriicken. Um im Endresultat die Beziehung auf die
rechtwinkligen Koordinaten gleichwohl verschwinden zu lassen,
sei gesetzt:

<1 m, 0w,, 0u,,
\_\J. e R . ]I)

Qoglu= ¥ — =
st -~ m dp; dp,
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Es wird dann schlieBlich erhalten als Lisung der Aui-

gabe:

o Pi Pu '|

Hierin sind also die @, die in b7 eingefithrten Funk-

tionen der p,; die a,., sind als neu eingefithrte Funktionen

derselben Griofen anzusehen., Die Zahl dieser neu einge-

filhrten Funktionen betrigt 1)

Abschnitt 4. Mogliche und unmdgliche Verriickungen.
Materielle Systeme.

Erlduferungen.

109 1. Zwischen einer Anzahl von materiellen Punkten be-
steht ein Zusammenl]
der Komponenten der Verriickungen dieser Punkte eine Aus-

wang, wenn aus der Kenntnis eines Teils

sage in bezng auf die iil n Komponenten moglich ist.
110 2. Wenn zwischen den Punkten eines Systems Zu-

sammenhinge bestehen, so ist damit ein Teil der denkbaren

1

Verriickungen des Systems von der Betracl eschlossen,

itung ausg

diejenigen Verriickungen des Systems

nlich, deren Statt-

finden den vorausgesetzten Aussagen widersprechen wiirde.

Umgekehrt bildet jede Aussage

daB von den denkbaren Ver-

riickungen des Systems ein Teil von der Betrachtung aus-

den Punkten

1- 8el, einen Zusa thang 2y
tems. Die Zusax

sind vollst

des Systems bekannt gegeben ist, ob dieselbe zur Betrach-

zuschli

re der Punkte

des 1enhiin

iindig gegeben, wenn jede denkbare Verriickung

tung ',{]]t,fi’]:':'::«'f"ll oder von derselben :111-'j._'_'n-~'|_'|1]r)>l.'~".‘lu sel.
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