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Balinen den Syjsteme . 83

Aus beiden Gleichungen a) und b) und der Bemerkung 4

folgt :

S̃ = Sqds „ 0)

welches die Behauptung ist .

Bahnen der Systeme .

Erläuterungen .

1. Die gleichzeitig vorgestellte Gesamtheit der Lagen , 97

welche ein System beim Ubergang aus einer Lage in die andere

durchläuft , heißt eine Bahn des Systems .
Eine Bahn kann auch betrachtet werden als die gleich -

zeitig vorgestellte Gesamtheit der Verrückungen , welche das

System beim Ubergang aus der einen in die andere Lage
erleidet .

2. Ein Teil der Bahn , welcher durch zwei unendlich nahe 98

Lagen begrenzt wird , heißt ein Bahnelement . Ein Bahn -

element ist eine unendlich kleine Verrückung ; es hat eine Länge
und eine Richtung .

3. Richtung der Bahn eines Systems in einer bestimmten 99

ihrer Lagen heißt die Richtung eines dieser Lage unendlich

benachbarten Bahnelements .

Länge der Bahn eines Systems zwischen zwei ihrer Lagen
heißt die Summe der Längen der Bahnelemente zwischen
diesen Lagen .

Analytische Darstellung . Die Bahn eines Systems wird 100

analytisch dargestellt , indem die Koordinaten ihrer Lagen an -

gegeben werden als Funktionen einer und derselben , übrigens
beliebigen Variabeln . Jeder Lage der Bahn ist dann ein Wert der
Variabeln zugeordnet . Als unabhängige Variabele kann eine
der Koordinaten selbst dienen . Sehr bäufig ist es Zweck -

mäbig , als unabbängige Variabele die Länge der Bahn , von
einer bestimmten Lage der Bahn ab gerechnet , zu benutzen .

Die Differentialquotienten nach dieser bestimmten Variabelen ,
6 *
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84 Hrstes Buohi .

also nach der Bahnlänge , sollen in LadRANVons Weise durch

Akzente bezeichnet werden .

Definition 1. Die Bahn eines Systems heißt gerade , wenn

sie in allen ihren Lagen die gleiche Richtung hat .

Folgerung . Beschreibt ein System eine gerade Bahn , 80

beschreiben seine einzelnen Punkte gerade Linien , deren

Längen , von der Ausgangslage an gerechnet , einander be -

ständig proportional bleiben (38) .

Definition 2. Die Bahn eines Systems heißt krumm ,

wenn sich die Richtung der Bahn von Lage zu Lage ändert .

Die Anderungsgeschwindigkeit der Richtung mit der Bahn -

länge heißt die Krümmung der Bahn .
Die Krümmung der Bahn ist also der Grenzwert des Ver -

hältnisses zwischen dem Richtungsunterschied und der Ent -

fernung zweier benachbarter Bahnelemente .

Anmerkung . Der Wert der Krümmung ist hierdurch de -

finiert unabhängig von der Form der analytischen Darstellung ,

also insbesondere unabhängig von der besonderen Wahl der

Koordinaten des Systems .

Aufgabe 1. Die Krümmung der Bahn auszudrücken

durch die Anderungen der Winkel , welche die Bahn mit den

rechtwinkligen Koordinaten des Systems bildet .

Es sei de der Winkel zwischen der Richtung der Bahn

am Anfang und am Ende des Bahnelementes de . Dann ist

nach Definition (103) :
d

6 = ν
ds

Es seien ferner die cos 5,2 , die Cosinus der Winkel , welche

die Bahn am Anfange von ds mit den æ, bildet , und es seien

coS 8, , Ed cos S,u , die Werte der gleichen Größen am Ende

von ds . Dann ist nach Gleichung 87 :

3533
S

C08 (de) 2 coS S,œ ( Cos S, ν＋ d coS S,l 8
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Balimen den Sujsteme . 85

Es ist aber ferner nach Gleichung 89 sowohl

3

N, cosꝰ 8,4 1
—7

als auch

3

V. (Cos S, 4, Yd cos 5,42 1
*

Indem wir das Doppelte der ersten Gleichung subtrahieren

von der Summe der beiden letzteren , erhalten wir :

31
2 - 2 cos (de) deꝰ T⸗ ( d cos S. r ) ?

1

also durch Division mit de ? die Lösung der Aufgabe :

3 —
C6

coS 8,7 , J2
33

1

Aufgabe 2. Die Krümmung der Bahn darzustellen durch 106
die Anderungen der rechtwinkligen Koordinaten des Systems
mit der Bahnlänge .

Unter Berücksichtigung von 72 haben wir ( 100) :

„
C08 S,

7N5

alS0

( 6⁰⁸⁰H˙ονε 1 „
Nn

also nach 105 als Lösung der Aufgabe :

3
2 622mC T. Mu bb

l

Aufgabe 3. Die Krümmung der Bahn darzustellen durch 107

die Anderungen der rechtwinkligen Koordinaten , dieselben be -

trachtet als Funktionen einer beliebigen Variabelen v2.
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Nach den Regeln der Differentialrechnung ist

Ar 75985 Ar dtꝰ

Setzen wir diesen Ausdruck in o2 ein und beachten ,

daß ( 55)

80 ſar
dr

qs ſdrx ds

a) 4% NV *
als0

50
d ◻

M. —. = ι e[σnrm, .- —: 5

ist , so folgt als Lösung der Aufgabe :

dοα d²⁸⁵2
2 —. — — — —0) m 4˙ 0 2 mn f45 mn. 55

worin für de/dr und desſdr ? noch ihre Werte aus den

vorigen Gleichungen zu setzen sind .

Aufgabe 4. Die Krümmung der Bahn darzustellen durch

die Anderungen der allgemeinen Koordinaten 5 , des Systems

mit der Bahnlänge .

Wir führen in den Ausdruck 106 an Stelle der recht -

winkligen Koordinaten die 9 ein , indem wir die ↄ ausdrücken

durch die p , und 5%. Zunächst ist nach 57b

7 U
1 . Teu,b „

als0

—&x ( enehi f I0
1

alS0

r
—9 Q „ 1½ ‚ „ * VV

Te. T⸗ ( a Gνοσοοο οο 2 œν αάοσ ονPοο τν ανε dν οο Po)
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Man bilde diese Gleichungen für alle 2, multipliziere eine

jede mit m,/im und addiere alle . Links entsteht c2. Rechts

kann die Summation nach 2 mit Hilfe der schon eingeführten
Größen 4 % in den ersten beiden Gliedern ausgeführt werden .

Im ersten Glied ergibt die Summation unmittelbar nach 57e

4 %. Als Faktor von 5 % im zweiten Gliede wird nacheinander

erhalten :

7 3u 2
E 000

2 9 2T- 75 d ν 2 Re T⸗ P0 P T- ο
1 1

—55
1

—— Oν u Oαe— P. E.
Y
— N 9 2

—8. 5 ( uach 68 )

Beim Ubergang von der zweiten in die dritte Form und

von der vierten in die fünfte Form ist Gebrauch gemacht

von der Bemerkung , daß , wenn J ( o , o) ein beliebiger Aus -

druck ist , welcher die Indices und enthält , alsdann

identisch

D οοονον e FHlo 0

1 1

ist .

Der Faktor des dritten Gliedes läßt sich nicht durch die

4 % ausdrücken . Um im Endresultat die Beziehung auf die

rechtwinkligen Koordinaten gleichwohl verschwinden zu lassen ,

sei gesetzt :

3n

5 8 m, 0 64e 54 —— —
90 %.

— m 0⁰⁷ 54

( 08
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Es wird dann schließlich erhalten als Lösung der Auf -

gabe :

7*̇ ＋ 9 f5 5a9 , 9⸗⁰
0) 02 NeT- ⸗ a0, le . .

S 25 8 67

5¹ 55½
Y Dr Po

5

* 46
„„*ͤ 3

5 1 auubohobüi2

Hierin sind also die 4% die in 57 eingeführten Funk -

tionen der pe ; die aοννα sind als neu eingeführte Funktionen

derselben Größen anzusehen . Die Zahl dieser neu einge -

führten Funktionen beträgt 472 ( ＋ 1) 2.

Abschnitt 4. Mögliche und unmögliche Verrückungen .
Materielle Systeme .

Erläuterungen .

1. Zwischen einer Anzahl von materiellen Punkten be -

steht ein Zusammenhang , wenn aus der Kenntnis eines Teils

der Komponenten der Verrückungen dieser Punkte eine Aus -

sage in bezug auf die übrigen Komponenten möglich ist .

2. Wenn zwischen den Punkten eines Systems Zu —

sammenhänge bestehen , so ist damit ein Teil der denkbaren

Verrückungen des Systems von der Betrachtung ausgeschlossen ,

diejenigen Verrückungen des Systems nämlich , deren Statt -

finden den vorausgesetzten Aussagen widersprechen würde .

Umgekehrt bildet jede Aussage , daß von den denkbaren Ver -

rückungen des Systems ein Teil von der Betrachtung aus -

zuschließen sei , einen Zusammenhang zwischen den Punkten

des Systems . Die Zusammenbänge der Punkte eines Systems
sind vollständig gegeben , wenn für jede denkbare Verrückung
des Systems bekannt gegeben ist , ob dieselbe zur Betrach -

tung zugelassen oder von derselben ausgeschlossen sei .
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