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Unendlich kleine Verriickungen. TE
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pliziere die entstandenen Gleichungen der Reihe nach mit
a,, bez. b,, und addiere, so folgen die Gleichungen.

9. DBestimmte Anderungen der Griflen @, haben be- 67
stimmte Anderungen der GriBen 4,, zur Folge. Bezeichnen
da,, und 0b,, beliehige zusammengehorige Variationen der

a,, und b,,, so gelten die Gleichungen:
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Man variiere die Gleichungen 66 und mache Gebrauch

von den Beziehungen 65, so folgen die Gleichungen.

10. Variiert man in den a,, und b, nur eine be- gg
stimmte Koordinate p,, von welcher sie abhingen, so folgt
insbesondere fiir jeden Wert des z:
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Verriickungen in Richtung der Koordinaten.

Definition 1. Verriickung in Richtung einer bestimmten g9
Koordinate heift eine unendlich kleine Verriickung, bei
welcher sich nur diese eine Koordinate, nicht aber die fibrigen
gleichzeitig benutzten #ndern,

Die Richtung aller Verriickungen in Richtung derselben
Koordinate aus derselben Lage ist dieselbe; sie heift die
Richtung der Koordinate in dieser Lage.
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T4 Frstes Buch.

0 Bemerkung, Die ichtung einer Koordinate hingt ab
von der Wahl der iibrigen, gleichzeitiz benutzten Koordinaten

des Systems.

71 Definition 2. Reduzierte Komponente einer unendlich

f kleinen Verriickung in Richtung einer bestimmten Koordinate \
4 heiBt die Komponente«der Verriickung in Richtung der Koor-

dinate (48, 69), dividiert durch die Anderungsge: -hwindigkeit

der Koordinate bei einer Verriickung in ihrer eigenen Richtung.

Die reduzierte Komponente in der Richtung einer Koor-
dinate nennen wir auch kurz die Komponente nach der
Koordinate.

Man spricht also von der Komponente einer beliebigen
Verriickung in einer beliebigen Richtung, aber man kann nicht
sprechen von der reduzierten Komponente in einer beliebigen
Richtung, sondern nur von der reduzierten Kom ente einer
unendlich kleinen Verriickuug in der Richtung einer Koordinate.

72 Aufgabe 1a. Die Neigung s, der Verriickung ds
gegen die rechtwinklize Koordinate =z, durch die 3= Ande- {
rungen dz, auszudriicken,

In Gleichung 56 setzen wir die dx, gleich Null fiir alle »
mit Ausnahme des bestimmten », auf welches sich die Aufgabe
bezieht. Dann ist die Richtung von ds’ nach 69 die von
and der Winkel s,s° wird der gesuchte Winkel. Da ferner
alsdann nach B35 mds?=m,dr,?, so wird als Losung der
Aufeabe erhalten:

ds cos 8,0, =|/ Ydz,
m
worin fiir ds sein Wert in den dz, einzusetzen ist.
|
73 Aufgabe 1b. Die Komponenten dz, der Verriickung
ds nach den rechtwinkligen Koordinaten z, durch die Ande- ‘
rungen dz, der Koordinaten auszudriicken.

Setzen wir in der vorigen Aufgabe sa2,=0, so erfolet |
die Verriickung ds in Richtung der Koordinate =,, und wir I
erkennen, daf die Anderungsgeschwindigkeit der Koordinate
bei einer Verriickung in ihrer eigenen Richtung gleich dz,:ds {
also gleich }/m[m, ist. Die linke Seite der Gleichung 72 stellt |
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Unendlich lkleine Verriickungen. 75
schon die Komponente von ds in Richtung von =, dar; divi-
dieren wir also die Gleichung durch }m/m,, so erhalten wir

(71) als Losung der Aufgabe:

Aufgabe 1le. Die Anderungen dz, der rechtwinkligen 74
Koordinaten bei einer Verriickung auszudriicken durch die redu-

zierten Komponenten der Verriickung nach jenen Koordinaten.

Die Losung der vorigen Aufgabe gibt unmittelbar:

; m
dy =— dl » s
m

o

(ST

Aufgabe 2a. Die Neigung s,p, der Verriickung ds %
gegen die allgemeine Koordinate p, durch die » Arderungen
dp, auszudriicken,

In Gleichung 58 setzen wir die dp, gleich Null fiir alle
o mit Ausnahme des bestimmten g, auf welches sich die Auf-
cabe bezieht. Die Richtung von s’ ist alsdann nach 69 die
von p,, und der Winkel ss" wird der gesuchte Winkel. Da
_:Icich:-cr,-itfﬂ' nach b57 rf.-'3=u::,;ff:._f,2 wird, so erhalten wir als

Losung der Aufgabe:

-
N

Va,, ds cos 2 — \, Uyo dpg

worin fiir ds sein Wert in den dp, einzusetzen ist.

Anmerkung 1. Setzen wir in der Losung der vorigen 76
Aufgabe alle dp, gleich Null mit Ausnahme eines bestimmten
dp,, so wird die Richtung von ds die Richtung dieser Koordi-
nate p,, und der Winkel s,p, geht iiber in den Winkel PosPas
welchen die Koordinate p, mit der Koordinate p, bildet. Da
gleichzeitig alsdann ds’=a,,dp,? wird, so erhalten wir fiir
diesen Winkel:

&,

|'|JS£JJ_.;.J{J:,--— = e »
Va,, a

Dieser Winkel ist nach 62 stets ein reeller Winkel.
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7 Anmerkung 2. Die Koordinaten p, heiBen orthogonal,

wenn jede von ihnen in jeder Lage auf allen iibrigen senk-

recht steht. Die hinreichende und notwendige Bedingung

hierfiir ist (76), daB alle a,,, fiir welche o und o verschieden

sind. verschwinden, Die rechtwinkligen Koordinaten sind ein

Beispiel orthogonaler Koordinaten. |
8 Aufgabe 2b. Die Komponenten dp, der Verriickung ds

nach den Koordinaten p, auszudriicken durch die Anderangen
dp, dieser Koordinaten bei der Verriickung.

Setzen wir in (#leichung 75 sp, gleich Null, so erfolet
die Verriickung ds dieser Gleichung in Richtung von p,; alle
dp, sind also Null, aufler dp,, und die Gleichung wird also
1”‘,.,!.“'.\‘?rf,_,__fffll_r_,. Die Anderungsgeschwindigkeit von p, mit
einer Verriickung in ihrer eigenen Richtung ist also 1/}a,,.
Bedenken wir, daB nach 48 dscossp, die Komponente von
ds in der Richtung von p, ist, und beachten die Definition 71,

g0 erkennen wir, daB die linke Seite der Gleichung 75 bereits
die reduzierte Komponente nach p, darstellt, und wir erhalten |

also die Beziehung:
a) djig="V Ay d8 COS 3,y

also als Losung der Aufgabe:

y

b) H"J,l'.a” \,u ”‘i-‘”’ r.'fjpll.

Die Anderungen dp, der Koordinaten bei

79 Aufgabe 2c. ;
Iriicken durch die Kom-

Ausfiithrung der Verriickung ds anszul
ponenten dj, der Verriickung nach den Koordinaten p, .
Die Auflosung der Gleichungen 78} unter Benutzung der

Bezeichnung von 64 ergibt unmittelbar: !

1
r'{.l’"". :\f: r}J”_.FHPJ,i.“-
o g

S0 Aufgabe 3a. Die Komponenten dp, einer Verriickung i
nach den allgemeinen Koordinaten p, auszudriicken durch die

=
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Unendlich lieine Verriickungen, 717

Komponenten dz, der Verriickung nach den rechtwinkligen
Koordinaten des Systems.
Wir erhalten der Reihe nach unter Benutzung von 78,
b7b, b7e, T4:
r r 3n o
di, == ,.1-1 Qo f;‘;;,, =S N i
s i 5 5 ] st

Uyy Uy EE,HU'
m :

1 1 1
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Aufgabe 3b. Die Komponenten dz, einer Verriickung s1
nach den rechtwinkligen Koordinaten z, auszudriicken durch
die Komponenten dp, der Verriickung nach den allgemeinen
Koordinaten p, des Systems.

Wir erhalten der Reihe nach unter Benutzung von 73
bh, 19

2

r
= m, My <2
rl'?.f',- == = rf.!',- = - \.0 ().';.gn‘f;;u,;
m m ‘T‘
M, < z
f ¥ 1 1 Ly
= \" Cpg \, fju.,— n‘.'p., )
T s -L—' * 5
also, wenn wir zur Abkiirzung setzen:
m =
.~
‘.\}"’ Cyg "Irfrr-_r = I':‘}‘J'!’J E] a)
M ¥ b
folgt als Losung der Aufgabe:
dry— \, oo rf‘-.'ri,} e b)
TS 5

1

Aufgabe 4. Die Liinge einer unendlich kleinen Verriickung g2
auszudriicken durch ihre reduzierten Komponenten nach den
Koordinaten des Systems.

Wenden wir die allgemeinen Koordinaten p, an, so er-
halten wir durch successive Anwendung vou 78b und 79 auf
Gleichung 5%7b nacheinander:
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83 Wenden wir inshesondere die rechtwinkligen Koordinaten

an. so erhalten diese Gleichungen die Form:

schen zwei unendli

Ha. Den Winkel

iickungen beliebiger Lage auszudriicken dureh

( eiden Verriickungen nach

die reduzierten Komponenten der

|
den rechtwinklizen Koordinaten.
Durch s ;sive Anwendung von 78 und 74 auf (Gleichung

nacheinander die Formen:

56 erhalten

3
dg de c08 8.8 Pt (L,
L m
dr NG AT, d,
"\ m
el | {§
Hierin haben wir fiir die ds und ds* ihre Werte in den !
dz, nach 83 einzusetzen. 8
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Unendlich lkleine Verriiclkungen. 9

Aufgabe 5b. Den Winkel zwischen zwei unendlich kleinen 83
Verriickungen aus der gleichen Lage auszudriicken durch die
Komponenten der beiden Verriickungen nach den allzemeinen
Koordinaten Por

Durch successive Anwendung von 78 und 79 auf Gleichung
58 erhalten wir nacheinander die Formen:

dsds cos 8,8 = Se Do Qg dpy dpy

; \\:? f;‘FJL_- "l'(J,-iJ;; == :_ N]J'l-ji' r{')”;.-’

= \,‘f_- \' F’h‘,rr 'r']_.f'_'fj (f_‘,r_ar.;

Hierin sind wieder fiir die ds und ds’° ihre Werte in
den dp, nach 82 einzusetzen.
Aufgabe 6. Den

ritckur

Winkel zweier unendlich kleiner Ver- sg
auszudriicken durch die Winkel, welche beide mit
den Koordinaten des Systems bilden.

Wir dividieren die letzte der Gleichungen 85 durch dsds’

und beachten, daB nach 78a
: . dp ] = . dp,
Va,, CO8 81D, = » Aoy COR S D y=— = .
Q0 o ds P ds ’

oo ] r'!r‘.a(, Qg COS S Po COos "'_-‘pur .

Wenden wir rechtwin

lige Koordinaten an, so erhiilt die 87
vorstehende Gleichung die besondere Form:

» COS 8.2, CO8 .'-‘:_f',.
Es ist zu bemerken, daB die Gleichung 86 gleiche Lage
der beiden Verriickungen vorauss

etzt, wihrend die Gleichung
87 von dieser Voraussetzung frei ist.
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80 Frstes Buch.

Lehrsatz. Die r Winkel, welche eine beliebige Richtung
in einer bestimmten Lage mit den Richtungen der r allge-
meinen Koordinaten daselbst bildet, sind verbunden durch die

Gleichung:
r r
1 a
\:'\)"‘ Hr)nu' V@pp o €OS 8,0 COS 8,y = I
T‘ et > 5N 5

Denn diese Gleichung folgt, wenn wir in 86 die Rich-
tungen von ds und ds’ zusammenfallen lassen.

Folgernng. Insbesondere geniigen die 37 Winkel, welche
gine beliebige Verriickung des Systems mit den rechtwink-
liven Koordinaten des Systems bilden, der Gleichung:

\-- cos” 8,&y 1 4

)

Benutzung partieller Differentialquotienten.

Bezeichnung. Durch die Werte der Koordinaten p, ihrer
Lage und der Anderungen dp, derselben ist die Linge ds
piner unendlich kleinen Verriickung bestimmt. Andern wir
eins jener Bestimmungsstiicke, withrend die iibrigen konstant
gehalten werden, so soll das entsprechende partielle Differential
von ds mit dyds bezeichnet werden.

Betrachten wir dagegen, was ebenfalls zuliissig ist, die
Koordinaten p, und die Komponenten dp, nach ihnen als die
unabhiingigen Bestimmungsstiicke von ds, so soll das ent-
sprechende partielle Differential von ds mit d,ds bezeichnet
werden.

Andere partielle Differentiale von ds sind selbstverstiind-
lich moglich, aber es ist fiir unseren Zweck nicht notig, sie
zu bezeichnen, sondern es bleibt fir sie das gewdhnliche,
jedesmal durch eine Worterklirung nither zu bestimmende

Zeichen dds vorbehalten.

Bemerkung 1. Die Komponenten einer Verriickung nach
den Koordinaten lassen sich als partielle Differentialquotienten
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