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Unendlich kleine Verriickungen. 69

Abschnitt 3. Unendlich kleine Verriickungen und
Bahnen der Systeme materieller Punkte.

Vorbemerkung. Wir behandeln von hier ab den ein- 53
zelnen materiellen Punkt nicht mehr gesondert, sondern
schlieBen seine Betrachtung in die Betrachtung der Systeme
ein. KEs ist daher im folgenden stets von Verriickungen der
Systeme die Rede, auch wo dies nicht besonders bemerkt wird.

Unendlich kleine Verriickungen.

Erlduterung. Kine Verriickung heifit unendlich klein, 54
wenn ihre Linge unendlich klein ist.

Lage der unendlich kleinen Verriickung heiBt eine Lage,
welcher die Grenzlagen der Verriickung unendlich nahe liegen.

Eine unendlich kleine Verriickung ist nach Richtung und
Grofle bestimmt durch die Angabe ihrer Lage und der un-
endlich kleinen Anderungen, welche die Koordinaten des
Systems durch die Verriickung erleiden.
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Aufgabe 1la. Die Linge ds einer unendlich kleinen
Verriickung auszudriicken durch die Anderungen dz, der 3x
rechtwinkligen Koordinaten des Systems.

Indem wir in Gleichung 81a z,—=z, ersetzen durch dz,,
erhalten wir

M ds™ = v ydd,

Aufgabe 1b. Den Winkel s,5° der beiden unendlich 56
kleinen Verriickungen ds und ds’ auszudriicken durch die
Anderungen dr, und dz, der 8z rechtwinkligen Koordinaten
des Systems.

Indem wir in Gleichung 44 fiir 2,—=2, setzen dz, und
fiir z,—z, setzen dz,, erhalten wir

m ds ds cos s,8 = B My dTy dTy
=
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Die Losung gilt, ob beide Verriickungen gleiche Lage haben

oder ob nicht.

Aufgabe 2a. Die Linge ds einer unendlich kleinen
Verriickung auszadriicken durch die Anderungen dp, der r
allgemeinen Koordinaten p, des Systems.

Die rechtwinkliven Koordinaten z, sind Funktionen der
p, und zwar der p, allein, da sie durch diese vollstiindig be-
stimmt sind, und da Verriickungen des Systems, welche nicht
durch Anderungen der p, darstellbar sind, als von der Be-
Setzen wir zur Ab-

trachtung ausgeschlossen gelten

kiirzung:

a) = s
s0 bestehen demnach 3n Gleichungen von der Form:

b) di,= e Hyp ""f/‘ra ]

in welchen die «,, Funktionen der Lage sind, also als Funk-
tionen der p, aufgefaBt werden konnen. Setzen wir die Werte

b) in Gleichung 55 ein und setzen noch zur Abkiirzung:

Sn
¢) M o= D» My Gy Cyg s

1

so erhalten wir als Lisung der Aufgabe:

,{,\-." = ‘\" a

d) o0 :/}.'},1, J;,-,,.

Aufgabe 2b. Den Winkel s zweier unendlich kleiner
Verriickungen von der Lange ds und ds' und gleicher Lage
auszudriicken durch die Anderungen dp, und dp, der r allge-
meinen Koordinaten p, des Systems. 4

Wir bilden die Werte der dz

¥

nach Gleichung 57b und
setzen diese und die Werte fiir dz, in Gleichung 56 ein. Wir
beachten, daB fiir beide Verriickungen ‘die Werte der Koordi-
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naten selbst, also die der GroBen e, gleich sind, und wir
erhalten:

ds ds cosg,s = 7 Qg .f.f'_,rlLJ r.fjl;,- .

Eigenschaften der «,, und @,, . Einfihrung der b

1. iir alle Werte der p, 5, = ist: (vergl. 57a) 29
0¢ e
a7,
2. Fiir alle Werte von ¢ und o ist: (vergl. 57¢) 60
Qog = Cgg -

3. Die Zahl der GroBen e, ist gleich 3nr: die 61
Zahl der voneinander verschiedenen Grollen a,, ist gleich
Lye(r<4-1).

4. Fir alle o ist 62

Qoo > U

Fiir alle Werte von ¢ und ¢ ist

Ggo Qog— Apg > U

Denn es ist die rechte Seite der Gleichung 57d nach
ihrer Ableitung aus Gleichung 55 eine notwendig positive
GroBe, welches auch die Werte der dp, sind. Hierfiir sind
die vorstehenden Ungleichheiten notwendige Bedingungen

5. Fiir alle Werte der o, 5, ¢ gilt die Gleichung: 63
g . af{,.r' |'.-"J.”f_.-. . 5”,:, f:ia-.r'
v i e A i o T

e op, | op, ap, 0pg |

Um die Gleichung zu beweisen, setzt man rechts die Werte
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der a,. aus Gleichung 57¢ ein und macht (zebrauch von den
Figenschaften der e,, nach 59.

6. Die Determinante aus den 72 Griofen a, sel A.
Der Faktor von a, in A, dividiert durch A, soll dauernd
bezeichnet werden mit 5,,. HEs ist also als Definition

b

Yoo T oA
> oa,.,

Fiir alle Werte von o und & ist dann
hg‘ul' 5 LU'L}

Die Zahl der voneinander verschiedenen GroBen b, ist gleich

kr(r+1)

7. Der Wert des Ausdrucks

»0 ”'__H /.i,‘,z

1

ist gleich Eins, sobald (=x ist; jener Wert ist gleich Null,
sobald ¢ und # verschieden sind.
.

Denn ist 1=z, so stellt der Ausdruck S @b A die
Determinante A selbst dar. Ist aber ¢ von x verschieden, so
stellt er eine Determinante dar, welche aus A entstehf, indem
die Reihe a,, ersetzt wird durch die Reihe der a,. In dieser
Determinante sind also zwei Reihen gleich, und ihr Wert
ist Null.

8. Iis welten fir alle Werte der ¢« und x die beiden

(Gleichungen:

1 1
N Sl L=

0o
1 1

T r
Y

:_:: Qoo ‘j‘gf erz — j’w
1 1

7

Man bilde nach 65 den Wert des Ausdrucks by byo

e
1




Unendlich kleine Verriickungen. TE
2
1 . 1 r - .
bez. o @y U, filr alle Werte des o von | bis », man multi-

pliziere die entstandenen Gleichungen der Reihe nach mit
a,, bez. b,, und addiere, so folgen die Gleichungen.

9. DBestimmte Anderungen der Griflen @, haben be- 67
stimmte Anderungen der GriBen 4,, zur Folge. Bezeichnen
da,, und 0b,, beliehige zusammengehorige Variationen der

a,, und b,,, so gelten die Gleichungen:

3
1 1 R
o Do Qgr Qg O

Y

e
1

= — 0

ao

r r
al al
N vy f’i” Dyn 0Oge = — 00,5

1

Man variiere die Gleichungen 66 und mache Gebrauch

von den Beziehungen 65, so folgen die Gleichungen.

10. Variiert man in den a,, und b, nur eine be- gg
stimmte Koordinate p,, von welcher sie abhingen, so folgt
insbesondere fiir jeden Wert des z:

r r -

\ b da
N W CVpa 54
P g (LT et M
e > op, op,
%, g Oh

oA /’gt (-!fr;x e T
s ap, ap;

Verriickungen in Richtung der Koordinaten.

Definition 1. Verriickung in Richtung einer bestimmten g9
Koordinate heift eine unendlich kleine Verriickung, bei
welcher sich nur diese eine Koordinate, nicht aber die fibrigen
gleichzeitig benutzten #ndern,

Die Richtung aller Verriickungen in Richtung derselben
Koordinate aus derselben Lage ist dieselbe; sie heift die
Richtung der Koordinate in dieser Lage.
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