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Unendlich kleine Verriickungen. 69

Abschnitt 3. Unendlich kleine Verriickungen und
Bahnen der Systeme materieller Punkte.

Vorbemerkung. Wir behandeln von hier ab den ein- 53
zelnen materiellen Punkt nicht mehr gesondert, sondern
schlieBen seine Betrachtung in die Betrachtung der Systeme
ein. KEs ist daher im folgenden stets von Verriickungen der
Systeme die Rede, auch wo dies nicht besonders bemerkt wird.

Unendlich kleine Verriickungen.

Erlduterung. Kine Verriickung heifit unendlich klein, 54
wenn ihre Linge unendlich klein ist.

Lage der unendlich kleinen Verriickung heiBt eine Lage,
welcher die Grenzlagen der Verriickung unendlich nahe liegen.

Eine unendlich kleine Verriickung ist nach Richtung und
Grofle bestimmt durch die Angabe ihrer Lage und der un-
endlich kleinen Anderungen, welche die Koordinaten des
Systems durch die Verriickung erleiden.

&1
ol

Aufgabe 1la. Die Linge ds einer unendlich kleinen
Verriickung auszudriicken durch die Anderungen dz, der 3x
rechtwinkligen Koordinaten des Systems.

Indem wir in Gleichung 81a z,—=z, ersetzen durch dz,,
erhalten wir

M ds™ = v ydd,

Aufgabe 1b. Den Winkel s,5° der beiden unendlich 56
kleinen Verriickungen ds und ds’ auszudriicken durch die
Anderungen dr, und dz, der 8z rechtwinkligen Koordinaten
des Systems.

Indem wir in Gleichung 44 fiir 2,—=2, setzen dz, und
fiir z,—z, setzen dz,, erhalten wir

m ds ds cos s,8 = B My dTy dTy
=
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70 Erstes Buch.

Die Losung gilt, ob beide Verriickungen gleiche Lage haben

oder ob nicht.

Aufgabe 2a. Die Linge ds einer unendlich kleinen
Verriickung auszadriicken durch die Anderungen dp, der r
allgemeinen Koordinaten p, des Systems.

Die rechtwinkliven Koordinaten z, sind Funktionen der
p, und zwar der p, allein, da sie durch diese vollstiindig be-
stimmt sind, und da Verriickungen des Systems, welche nicht
durch Anderungen der p, darstellbar sind, als von der Be-
Setzen wir zur Ab-

trachtung ausgeschlossen gelten

kiirzung:

a) = s
s0 bestehen demnach 3n Gleichungen von der Form:

b) di,= e Hyp ""f/‘ra ]

in welchen die «,, Funktionen der Lage sind, also als Funk-
tionen der p, aufgefaBt werden konnen. Setzen wir die Werte

b) in Gleichung 55 ein und setzen noch zur Abkiirzung:

Sn
¢) M o= D» My Gy Cyg s

1

so erhalten wir als Lisung der Aufgabe:

,{,\-." = ‘\" a

d) o0 :/}.'},1, J;,-,,.

Aufgabe 2b. Den Winkel s zweier unendlich kleiner
Verriickungen von der Lange ds und ds' und gleicher Lage
auszudriicken durch die Anderungen dp, und dp, der r allge-
meinen Koordinaten p, des Systems. 4

Wir bilden die Werte der dz

¥

nach Gleichung 57b und
setzen diese und die Werte fiir dz, in Gleichung 56 ein. Wir
beachten, daB fiir beide Verriickungen ‘die Werte der Koordi-




Unendlich kleine Verriickungen. 71

naten selbst, also die der GroBen e, gleich sind, und wir
erhalten:

ds ds cosg,s = 7 Qg .f.f'_,rlLJ r.fjl;,- .

Eigenschaften der «,, und @,, . Einfihrung der b

1. iir alle Werte der p, 5, = ist: (vergl. 57a) 29
0¢ e
a7,
2. Fiir alle Werte von ¢ und o ist: (vergl. 57¢) 60
Qog = Cgg -

3. Die Zahl der GroBen e, ist gleich 3nr: die 61
Zahl der voneinander verschiedenen Grollen a,, ist gleich
Lye(r<4-1).

4. Fir alle o ist 62

Qoo > U

Fiir alle Werte von ¢ und ¢ ist

Ggo Qog— Apg > U

Denn es ist die rechte Seite der Gleichung 57d nach
ihrer Ableitung aus Gleichung 55 eine notwendig positive
GroBe, welches auch die Werte der dp, sind. Hierfiir sind
die vorstehenden Ungleichheiten notwendige Bedingungen

5. Fiir alle Werte der o, 5, ¢ gilt die Gleichung: 63
g . af{,.r' |'.-"J.”f_.-. . 5”,:, f:ia-.r'
v i e A i o T

e op, | op, ap, 0pg |

Um die Gleichung zu beweisen, setzt man rechts die Werte

BADISCHE
LANDESBIBLIOTHEK




BADISCHE
LANDESBIBLIOTHEK

62

(i)
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der a,. aus Gleichung 57¢ ein und macht (zebrauch von den
Figenschaften der e,, nach 59.

6. Die Determinante aus den 72 Griofen a, sel A.
Der Faktor von a, in A, dividiert durch A, soll dauernd
bezeichnet werden mit 5,,. HEs ist also als Definition

b

Yoo T oA
> oa,.,

Fiir alle Werte von o und & ist dann
hg‘ul' 5 LU'L}

Die Zahl der voneinander verschiedenen GroBen b, ist gleich

kr(r+1)

7. Der Wert des Ausdrucks

»0 ”'__H /.i,‘,z

1

ist gleich Eins, sobald (=x ist; jener Wert ist gleich Null,
sobald ¢ und # verschieden sind.
.

Denn ist 1=z, so stellt der Ausdruck S @b A die
Determinante A selbst dar. Ist aber ¢ von x verschieden, so
stellt er eine Determinante dar, welche aus A entstehf, indem
die Reihe a,, ersetzt wird durch die Reihe der a,. In dieser
Determinante sind also zwei Reihen gleich, und ihr Wert
ist Null.

8. Iis welten fir alle Werte der ¢« und x die beiden

(Gleichungen:

1 1
N Sl L=

0o
1 1

T r
Y

:_:: Qoo ‘j‘gf erz — j’w
1 1

7

Man bilde nach 65 den Wert des Ausdrucks by byo

e
1
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2
1 . 1 r - .
bez. o @y U, filr alle Werte des o von | bis », man multi-

pliziere die entstandenen Gleichungen der Reihe nach mit
a,, bez. b,, und addiere, so folgen die Gleichungen.

9. DBestimmte Anderungen der Griflen @, haben be- 67
stimmte Anderungen der GriBen 4,, zur Folge. Bezeichnen
da,, und 0b,, beliehige zusammengehorige Variationen der

a,, und b,,, so gelten die Gleichungen:

3
1 1 R
o Do Qgr Qg O

Y

e
1

= — 0

ao

r r
al al
N vy f’i” Dyn 0Oge = — 00,5

1

Man variiere die Gleichungen 66 und mache Gebrauch

von den Beziehungen 65, so folgen die Gleichungen.

10. Variiert man in den a,, und b, nur eine be- gg
stimmte Koordinate p,, von welcher sie abhingen, so folgt
insbesondere fiir jeden Wert des z:

r r -

\ b da
N W CVpa 54
P g (LT et M
e > op, op,
%, g Oh

oA /’gt (-!fr;x e T
s ap, ap;

Verriickungen in Richtung der Koordinaten.

Definition 1. Verriickung in Richtung einer bestimmten g9
Koordinate heift eine unendlich kleine Verriickung, bei
welcher sich nur diese eine Koordinate, nicht aber die fibrigen
gleichzeitig benutzten #ndern,

Die Richtung aller Verriickungen in Richtung derselben
Koordinate aus derselben Lage ist dieselbe; sie heift die
Richtung der Koordinate in dieser Lage.
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0 Bemerkung, Die ichtung einer Koordinate hingt ab
von der Wahl der iibrigen, gleichzeitiz benutzten Koordinaten

des Systems.

71 Definition 2. Reduzierte Komponente einer unendlich

f kleinen Verriickung in Richtung einer bestimmten Koordinate \
4 heiBt die Komponente«der Verriickung in Richtung der Koor-

dinate (48, 69), dividiert durch die Anderungsge: -hwindigkeit

der Koordinate bei einer Verriickung in ihrer eigenen Richtung.

Die reduzierte Komponente in der Richtung einer Koor-
dinate nennen wir auch kurz die Komponente nach der
Koordinate.

Man spricht also von der Komponente einer beliebigen
Verriickung in einer beliebigen Richtung, aber man kann nicht
sprechen von der reduzierten Komponente in einer beliebigen
Richtung, sondern nur von der reduzierten Kom ente einer
unendlich kleinen Verriickuug in der Richtung einer Koordinate.

72 Aufgabe 1a. Die Neigung s, der Verriickung ds
gegen die rechtwinklize Koordinate =z, durch die 3= Ande- {
rungen dz, auszudriicken,

In Gleichung 56 setzen wir die dx, gleich Null fiir alle »
mit Ausnahme des bestimmten », auf welches sich die Aufgabe
bezieht. Dann ist die Richtung von ds’ nach 69 die von
and der Winkel s,s° wird der gesuchte Winkel. Da ferner
alsdann nach B35 mds?=m,dr,?, so wird als Losung der
Aufeabe erhalten:

ds cos 8,0, =|/ Ydz,
m
worin fiir ds sein Wert in den dz, einzusetzen ist.
|
73 Aufgabe 1b. Die Komponenten dz, der Verriickung
ds nach den rechtwinkligen Koordinaten z, durch die Ande- ‘
rungen dz, der Koordinaten auszudriicken.

Setzen wir in der vorigen Aufgabe sa2,=0, so erfolet |
die Verriickung ds in Richtung der Koordinate =,, und wir I
erkennen, daf die Anderungsgeschwindigkeit der Koordinate
bei einer Verriickung in ihrer eigenen Richtung gleich dz,:ds {
also gleich }/m[m, ist. Die linke Seite der Gleichung 72 stellt |
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Unendlich lkleine Verriickungen. 75
schon die Komponente von ds in Richtung von =, dar; divi-
dieren wir also die Gleichung durch }m/m,, so erhalten wir

(71) als Losung der Aufgabe:

Aufgabe 1le. Die Anderungen dz, der rechtwinkligen 74
Koordinaten bei einer Verriickung auszudriicken durch die redu-

zierten Komponenten der Verriickung nach jenen Koordinaten.

Die Losung der vorigen Aufgabe gibt unmittelbar:

; m
dy =— dl » s
m

o

(ST

Aufgabe 2a. Die Neigung s,p, der Verriickung ds %
gegen die allgemeine Koordinate p, durch die » Arderungen
dp, auszudriicken,

In Gleichung 58 setzen wir die dp, gleich Null fiir alle
o mit Ausnahme des bestimmten g, auf welches sich die Auf-
cabe bezieht. Die Richtung von s’ ist alsdann nach 69 die
von p,, und der Winkel ss" wird der gesuchte Winkel. Da
_:Icich:-cr,-itfﬂ' nach b57 rf.-'3=u::,;ff:._f,2 wird, so erhalten wir als

Losung der Aufgabe:

-
N

Va,, ds cos 2 — \, Uyo dpg

worin fiir ds sein Wert in den dp, einzusetzen ist.

Anmerkung 1. Setzen wir in der Losung der vorigen 76
Aufgabe alle dp, gleich Null mit Ausnahme eines bestimmten
dp,, so wird die Richtung von ds die Richtung dieser Koordi-
nate p,, und der Winkel s,p, geht iiber in den Winkel PosPas
welchen die Koordinate p, mit der Koordinate p, bildet. Da
gleichzeitig alsdann ds’=a,,dp,? wird, so erhalten wir fiir
diesen Winkel:

&,

|'|JS£JJ_.;.J{J:,--— = e »
Va,, a

Dieser Winkel ist nach 62 stets ein reeller Winkel.
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7 Anmerkung 2. Die Koordinaten p, heiBen orthogonal,

wenn jede von ihnen in jeder Lage auf allen iibrigen senk-

recht steht. Die hinreichende und notwendige Bedingung

hierfiir ist (76), daB alle a,,, fiir welche o und o verschieden

sind. verschwinden, Die rechtwinkligen Koordinaten sind ein

Beispiel orthogonaler Koordinaten. |
8 Aufgabe 2b. Die Komponenten dp, der Verriickung ds

nach den Koordinaten p, auszudriicken durch die Anderangen
dp, dieser Koordinaten bei der Verriickung.

Setzen wir in (#leichung 75 sp, gleich Null, so erfolet
die Verriickung ds dieser Gleichung in Richtung von p,; alle
dp, sind also Null, aufler dp,, und die Gleichung wird also
1”‘,.,!.“'.\‘?rf,_,__fffll_r_,. Die Anderungsgeschwindigkeit von p, mit
einer Verriickung in ihrer eigenen Richtung ist also 1/}a,,.
Bedenken wir, daB nach 48 dscossp, die Komponente von
ds in der Richtung von p, ist, und beachten die Definition 71,

g0 erkennen wir, daB die linke Seite der Gleichung 75 bereits
die reduzierte Komponente nach p, darstellt, und wir erhalten |

also die Beziehung:
a) djig="V Ay d8 COS 3,y

also als Losung der Aufgabe:

y

b) H"J,l'.a” \,u ”‘i-‘”’ r.'fjpll.

Die Anderungen dp, der Koordinaten bei

79 Aufgabe 2c. ;
Iriicken durch die Kom-

Ausfiithrung der Verriickung ds anszul
ponenten dj, der Verriickung nach den Koordinaten p, .
Die Auflosung der Gleichungen 78} unter Benutzung der

Bezeichnung von 64 ergibt unmittelbar: !

1
r'{.l’"". :\f: r}J”_.FHPJ,i.“-
o g

S0 Aufgabe 3a. Die Komponenten dp, einer Verriickung i
nach den allgemeinen Koordinaten p, auszudriicken durch die

=
Baden-Wiirttemberg



Unendlich lieine Verriickungen, 717

Komponenten dz, der Verriickung nach den rechtwinkligen
Koordinaten des Systems.
Wir erhalten der Reihe nach unter Benutzung von 78,
b7b, b7e, T4:
r r 3n o
di, == ,.1-1 Qo f;‘;;,, =S N i
s i 5 5 ] st

Uyy Uy EE,HU'
m :

1 1 1

-
Cyp By — N Cyg Sl
1

Aufgabe 3b. Die Komponenten dz, einer Verriickung s1
nach den rechtwinkligen Koordinaten z, auszudriicken durch
die Komponenten dp, der Verriickung nach den allgemeinen
Koordinaten p, des Systems.

Wir erhalten der Reihe nach unter Benutzung von 73
bh, 19

2

r
= m, My <2
rl'?.f',- == = rf.!',- = - \.0 ().';.gn‘f;;u,;
m m ‘T‘
M, < z
f ¥ 1 1 Ly
= \" Cpg \, fju.,— n‘.'p., )
T s -L—' * 5
also, wenn wir zur Abkiirzung setzen:
m =
.~
‘.\}"’ Cyg "Irfrr-_r = I':‘}‘J'!’J E] a)
M ¥ b
folgt als Losung der Aufgabe:
dry— \, oo rf‘-.'ri,} e b)
TS 5

1

Aufgabe 4. Die Liinge einer unendlich kleinen Verriickung g2
auszudriicken durch ihre reduzierten Komponenten nach den
Koordinaten des Systems.

Wenden wir die allgemeinen Koordinaten p, an, so er-
halten wir durch successive Anwendung vou 78b und 79 auf
Gleichung 5%7b nacheinander:

BADISCHE
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83 Wenden wir inshesondere die rechtwinkligen Koordinaten

an. so erhalten diese Gleichungen die Form:

schen zwei unendli

Ha. Den Winkel

iickungen beliebiger Lage auszudriicken dureh

( eiden Verriickungen nach

die reduzierten Komponenten der

|
den rechtwinklizen Koordinaten.
Durch s ;sive Anwendung von 78 und 74 auf (Gleichung

nacheinander die Formen:

56 erhalten

3
dg de c08 8.8 Pt (L,
L m
dr NG AT, d,
"\ m
el | {§
Hierin haben wir fiir die ds und ds* ihre Werte in den !
dz, nach 83 einzusetzen. 8

BADISCHE
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Unendlich lkleine Verriiclkungen. 9

Aufgabe 5b. Den Winkel zwischen zwei unendlich kleinen 83
Verriickungen aus der gleichen Lage auszudriicken durch die
Komponenten der beiden Verriickungen nach den allzemeinen
Koordinaten Por

Durch successive Anwendung von 78 und 79 auf Gleichung
58 erhalten wir nacheinander die Formen:

dsds cos 8,8 = Se Do Qg dpy dpy

; \\:? f;‘FJL_- "l'(J,-iJ;; == :_ N]J'l-ji' r{')”;.-’

= \,‘f_- \' F’h‘,rr 'r']_.f'_'fj (f_‘,r_ar.;

Hierin sind wieder fiir die ds und ds’° ihre Werte in
den dp, nach 82 einzusetzen.
Aufgabe 6. Den

ritckur

Winkel zweier unendlich kleiner Ver- sg
auszudriicken durch die Winkel, welche beide mit
den Koordinaten des Systems bilden.

Wir dividieren die letzte der Gleichungen 85 durch dsds’

und beachten, daB nach 78a
: . dp ] = . dp,
Va,, CO8 81D, = » Aoy COR S D y=— = .
Q0 o ds P ds ’

oo ] r'!r‘.a(, Qg COS S Po COos "'_-‘pur .

Wenden wir rechtwin

lige Koordinaten an, so erhiilt die 87
vorstehende Gleichung die besondere Form:

» COS 8.2, CO8 .'-‘:_f',.
Es ist zu bemerken, daB die Gleichung 86 gleiche Lage
der beiden Verriickungen vorauss

etzt, wihrend die Gleichung
87 von dieser Voraussetzung frei ist.
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80 Frstes Buch.

Lehrsatz. Die r Winkel, welche eine beliebige Richtung
in einer bestimmten Lage mit den Richtungen der r allge-
meinen Koordinaten daselbst bildet, sind verbunden durch die

Gleichung:
r r
1 a
\:'\)"‘ Hr)nu' V@pp o €OS 8,0 COS 8,y = I
T‘ et > 5N 5

Denn diese Gleichung folgt, wenn wir in 86 die Rich-
tungen von ds und ds’ zusammenfallen lassen.

Folgernng. Insbesondere geniigen die 37 Winkel, welche
gine beliebige Verriickung des Systems mit den rechtwink-
liven Koordinaten des Systems bilden, der Gleichung:

\-- cos” 8,&y 1 4

)

Benutzung partieller Differentialquotienten.

Bezeichnung. Durch die Werte der Koordinaten p, ihrer
Lage und der Anderungen dp, derselben ist die Linge ds
piner unendlich kleinen Verriickung bestimmt. Andern wir
eins jener Bestimmungsstiicke, withrend die iibrigen konstant
gehalten werden, so soll das entsprechende partielle Differential
von ds mit dyds bezeichnet werden.

Betrachten wir dagegen, was ebenfalls zuliissig ist, die
Koordinaten p, und die Komponenten dp, nach ihnen als die
unabhiingigen Bestimmungsstiicke von ds, so soll das ent-
sprechende partielle Differential von ds mit d,ds bezeichnet
werden.

Andere partielle Differentiale von ds sind selbstverstiind-
lich moglich, aber es ist fiir unseren Zweck nicht notig, sie
zu bezeichnen, sondern es bleibt fir sie das gewdhnliche,
jedesmal durch eine Worterklirung nither zu bestimmende

Zeichen dds vorbehalten.

Bemerkung 1. Die Komponenten einer Verriickung nach
den Koordinaten lassen sich als partielle Differentialquotienten




Unendl

kleine

der Linge der Verriickung darstellen. Und zwar geschieht
dies in der Form:

Man differentiiere die Gleichune 57d und beachte 78.

Bemerkung 2. Die Neigung einer unendlich kleinen Ver- 92
riickung gegen die Koordinate Pp kann mit Hilfe der par-
tiellen Differentialquotienten ihrer Liinge dargestellt werden.
Und zwar geschieht dies in der Form:

! f"-:q cos '"".-”

Man beachte 91 und %8.

£

Anmerkung. Werden insl

esondere in den Bemerkungen 93
1l und 2 r

winklige Koordinaten angewandt, so erhiilt man

y b)

wobei die Bedeutung der partiellen Differentiale aus dem
vorigen hervorgeht.

Bemerkung 3. Die Anderungen, welche die Koordinaten 94
7o bei Durchlaufung einer unendlich kleinen Verriickur
leiden,

7 er-

1
assen sich als partielle Differentialquotienten der Liinge

der Verriickung darstellen. Und zwar geschieht dies in der
Form:

| (;'I..,({.\'j (‘,‘_I‘.f(.\'
”{JH*J iy = 8 —

= ddp, ot fj,uy

Man beachte die Gleichungen 82 und 79.

Hertz, Mechanik, 2. Aufl, 6
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Bemerkung 4. Fiir
zwischen den partiellen

Gleichung:

a)
Denn es ist:
(’)'P(f,c e 1
ap. 2ds
und
d.ds 1
e

dp, 2ds =< <

Setzen wir in der
ihre Werte in den dp,
Beziehungen 68 und die

Ebenso wenn wir in gleicher Weise von der zweiten Form

ausgehen.

Lehrsatz. Erleidet die Lage einer unendlich kleinen Ver-
riickung zweimal dieselbe Veranderung, wihrend gleichzeitig
das eine Mal die Komponenten nach den Koordinaten, das
andere Mal die Anderungen der Koordinaten die urspriing-
lichen bleiben, so ist die Anderung der Linge der Verrii

FBrstes Buch.

Werte des
Differentialquotienten

d,ds

ap.

r"'r;_.,._ . ;
9p. “Pe°Pe

b

7 = - dpg dpe

ap,

ersteren Form fiir die dp,
und dp, nach 79 and beachten die

zweite Form, so folgt die Behauptung.

in beiden Fallen entgegengesetzt gleich.

Da im zweiten Falle die ddp,=0 sein sollen, wihrend
die Koordinaten p, die Anderungen dp, erleiden, so ist die

Anderung der L#nge der Verriickung:

ll) ﬂjj!!'r,\' :T_
1

Im ersten Falle sollen die ddp,=0 sein, withrend die
Koordinaten dieselben Anderungen dp, erleiden, es ist also jetzt:

b) Sodsmm D -
T

-‘”.ff,\
= -r)),l.l,

('.-I,rJ :




Balnen der Systeme. 83

Aus beiden Gleichungen a) und b) und der Bemerkung 4
folgt:

r};,_,ff‘i' = — rT,}.(('.\' ; ¢)

welches die Behauptung ist.

Bahnen der Systeme.

Erlduterungen.

1. Die gleichzeitig vorgestellte Gesamtheit der Lagen, 97
welche ein System beim {bergang aus einer Lage in die andere
durchliuft, heiBft eine Bahn des Systems.

Eine Bahn kann auch betrachtet werden als die gleich-
zeitig vorgestellte Gesamtheit der Verriickungen, welche das
System beim Ubergang aus der einen in die andere Lage
erleidet.

2. Ein Teil der Bahn, welcher durch zwei unendlich nahe 98
Lagen begrenzt wird, heiBt ein Bahnelement. Ein Bahn-
element ist eine unendlich kleine Verriickung; es hat eine Linge
und eine Richtung.

3. Richtung der Bahn eines Systems in einer bestimmten 99
ihrer Lagen heifft die Richtung eines dieser Lage unendlich
benachbarten Bahnelements.

Liinge der Bahn eines Systems zwischen zwei ihrer Lagen
heift die Summe der Lingen der Bahnelemente zwischen
diesen Lagen.

Analytische Darstellung. Die Bahn eines Systems wird 100
analytisch dargestellt, indem die Koordinaten ihrer Lagen an-
gegeben werden als Funktionen einer und derselben, iibrigens
beliebigen Variabeln. Jeder Lage der Bahn ist dann ein Wert der
Variabeln zugeordnet. Als unabhiingige Variabele kann eine
der Koordinaten selbst dienen. Sehr hiunfig ist es zweck-
miiig, als unabhingige Variabele die Linge der Bahn, von
einer bestimmten Lage der Bahn ab gerechnet, zu benutzen.
Die Differentialquotienten nach dieser bestimmten Variabelen,

b’f
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also nach

Akzente bezeichnet werden.

Definition 1.
gie in allen ihren I

Folgerung.

beschreiben

Tineen, von der Ausgangslage an ger

standig proportional bleiben (38),

Definition

wenn sich

hi

fernung zweier benachbarter Bahnelemente.

Anmerkung.
finiert unabhii
also insbesondere unabhi

Koordinaten des Systems.

Aufgabe 1.
durch die Anderungen der Winkel,
rechtwinklizen Koordinaten des Systems bildet.

der Bahnli

seine

die Richtung der Bahn von Lage zu Lage #ande

Die Anderungsgeschwindigkeit mit
lange heiBt die
Die Kritmmung der Bahn is

dem Richtungsunterschied und d

Kriimmung der Bahn.
t also der Grenzwert des Ver-

ltnisses zwischen

Der Wert der Kriimmung
ie von der Form der analytischen Darstellung,
hesonderen \\-;l]I] der

ge, sollen in LiacrancEs Weise durch

Die Bahn eines Systems heifit gerade, wenn
wen die gleiche Richtung hat.
Beschreibt ein System eine gerade Bahn, so

Linien, deren
einander be-

heift krumm,

|
L.

der Bahn-

v Ent-

r ist hierdurch de-

auszudriicken

Bahn mit den

Fs sei ds der Winkel zwischen der Richtung der Bahn

am Anfang und am
nach Definition (103):

KEs seien fer:

die Bahn am Aufange von ds mit den z,
cos 8,2, - d cos 8,2, die Werte der _{;']{_‘il'][l'” (3ri

von ds. Dann ist nach Gleichung 87:

cos (de) =

des Bahnelementes

s.z, die Cosinus der Winkel,

ds. Dann ist

welche

bildet, und es seien

len am Knde
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Es ist aber ferner nach Gleichung 89 sowohl

. cos> 3T 1 2

als auch
\."_.- (coss,w, +deosga) =1 .
SiEs

Indem wir das Doppelte der ersten Gleichung subtrahieren
von der Summe der beiden letzteren, erhalten wir:

2—2 cos (de) = de? - :‘1‘ (d cos 8,2,)*

also durch Division mit ds® die Losung der Aufgabe:

~ [dcossz,\?
v |

b

i

| ds

Aufgabe 2. Die Kriimmung der Bahn darzustellen durch 106
die Anderungen der rechtwinkligen Koordinaten des Systems
mit der Bahnlinge.

Unter Beriicksichtigung von 72 haben wir (100):

Jm, ’
CO8 8,45 = 1 s
m
also
/ et fm, "
(cos 8,2,) = l S
m

also nach 105 als Losung der Aufgabe:

Aufgabe 3. Die Kriimmung der Bahn darzustellen durch 107
die Anderungen der rechtwinkligen Koordinaten, dieselben be-
trachtet als Funktionen einer beliebigen Variahelen .
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Nach den Regeln der Differentialrechnung ist

,_d [dz, dr)
W ds \dr " ds | ds |

{dr\2 10".'-' d®zx, dz, r/'\}
ln"f dr? dr dz?

Setzen wir diesen Ausdruck in ¢® ein und beachten,

daB (55)

[ds\ 2 = (dz, I:
a) m - | = >y My | |
\dz| e Y \dt |
also
ds d¥s 25 dr, a2,
b) m——- __=\,- My=— *——5-
dr dr® <~ dr dr*

ist, so folgt als Losung der Aufgabe:

Ids i

¢) ml=| c2=">
-:.v"rl. el

worin fir ds/dr und d%/dr® noch ihre Werte aus den

vorigen Gleichungen zu setzen sind.

108 Aufgabe 4. Die Kriimmung der Bahn darzustellen durch
die Anderungen der allgemeinen Koordinaten p, des Systems
mit der Bahnlinge.

Wir fihren in den Ausdruck 106 an Stelle der recht
winkligen Koordinaten die p, ein, indem wir die z) ausdriicken

durch die p), und p;. Zunichst ist nach 57b

also
-‘I.J" :‘-' ["'-'J'g ;‘"{_J = Ulr'n_n !“.:y}
1
also
ror
Ty = D% Do (etyp & fh‘"; r”-'»l' 20, 0 Cyg !.‘u;, ;i,_,i N .‘,:‘:.L, Oy :"'-".31";-1']" a
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Man bilde diese Gleichungen fiir alle », multipliziere eine
iede mit m,/m und addiere alle. Links entsteht ¢ Rechts
kann die Summation nach » mit Hilfe der schon eingefihrten
GroBen a., in den ersten beiden Gliedern ausgefithrt werden.
Im ersten Glied ergibt die Summation unmittelbar nach 57¢
Gy, Als Faktor von p; im zweiten Gliede wird nacheinander
erhalten:

m, : m, c({
9 \ \ ¥ ‘\\ ; o
2 20 Bo % oy oyt 2 PP ey,
: e dee dee
1 ’ i 1 (% ¥ I |
= >t Po P oy e
e m J,I r opy |
1 [
O~ oa da da
5 1 ’ r 08,0 Ay 7y P 3
— Dt = (nach 63)
o T T \ 9P~ OPg oPs
5 r;r! cmn: |
— ‘\ f’u )'I"J' I 2 a =i =
-'_I-— -I ".f”" 1” !

Beim Ubergang von der zweiten in die dritte Form und
von der vierten in die fiinfte Form ist Gebrauch gemacht
von der Bemerkung, dafi, wenn /F(o,0) ein beliebiger Aus-
druck ist, welcher die Indices ¢ und o enthilt, alsdann
identisch

o> F(0,0) = \:: F(a, ) a)

ist.

Der Faktor des dritten Gliedes 1i8t sich nicht durch die
a,, ausdriicken. Um im Endresultat die Beziehung auf die
rechtwinkligen Koordinaten gleichwohl verschwinden zu lassen,
sei gesetzt:

<1 m, 0w,, 0u,,
\_\J. e R . ]I)

Qoglu= ¥ — =
st -~ m dp; dp,

LANDESBIBLIOTHEK
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Es wird dann schlieBlich erhalten als Lisung der Aui-

gabe:

o Pi Pu '|

Hierin sind also die @, die in b7 eingefithrten Funk-

tionen der p,; die a,., sind als neu eingefithrte Funktionen

derselben Griofen anzusehen., Die Zahl dieser neu einge-

filhrten Funktionen betrigt 1)

Abschnitt 4. Mogliche und unmdgliche Verriickungen.
Materielle Systeme.

Erlduferungen.

109 1. Zwischen einer Anzahl von materiellen Punkten be-
steht ein Zusammenl]
der Komponenten der Verriickungen dieser Punkte eine Aus-

wang, wenn aus der Kenntnis eines Teils

sage in bezng auf die iil n Komponenten moglich ist.
110 2. Wenn zwischen den Punkten eines Systems Zu-

sammenhinge bestehen, so ist damit ein Teil der denkbaren

1

Verriickungen des Systems von der Betracl eschlossen,

itung ausg

diejenigen Verriickungen des Systems

nlich, deren Statt-

finden den vorausgesetzten Aussagen widersprechen wiirde.

Umgekehrt bildet jede Aussage

daB von den denkbaren Ver-

riickungen des Systems ein Teil von der Betrachtung aus-

den Punkten

1- 8el, einen Zusa thang 2y
tems. Die Zusax

sind vollst

des Systems bekannt gegeben ist, ob dieselbe zur Betrach-

zuschli

re der Punkte

des 1enhiin

iindig gegeben, wenn jede denkbare Verriickung

tung ',{]]t,fi’]:':'::«'f"ll oder von derselben :111-'j._'_'n-~'|_'|1]r)>l.'~".‘lu sel.
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