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Nendlich Vleine Verruicheumgen . 69

Abschnitt 3. Unendlich kleine Verrückungen und

Bahnen der Systeme materieller Punkte .

Vorbemerkung . Wir behandeln von hier ab den ein -

zelnen materiellen Punkt nicht mehr gesondert , sondern

schliehen seine Betrachtung in die Betrachtung der Systeme
ein . Es ist daher im folgenden stets von Verrückungen der

Systeme die Rede , auch wo dies nicht besonders bemerkt wird .

Unendlich kleine Verrückungen .

Erläuterung . Eine Verrückung heißt unendlich klein ,
wenn ihre Länge unendlich klein ist .

Lage der unendlich kleinen Verrückung heißt eine Lage ,
welcher die Grenzlagen der Verrückung unendlich nahe liegen .

Eine unendlich kleine Verrückung ist nach Richtung und

Größe bestimmt durch die Angabe ihrer Lage und der un -

endlich kleinen Anderungen , welche die Koordinaten des

Systems durch die Verrückung erleiden .

Aufgabe 1a . Die Länge ds einer unendlich kleinen

Verrückung auszudrücken durch die Anderungen de , der 3u

rechtwinkligen Koordinaten des Systems .
Indem wir in Gleichung 31a 2, —2 , ersetzen durch dæ, ,

erhalten wir

33*
2 N 2

A T· M dv
1

Aufgabe 1b . Den Winkel s,s “ der beiden unendlich ?

kleinen Verrückungen ds und ds “ auszudrücken durch die

Anderungen de , und d , der 3u rechtwinkligen Koordinaten

des Systems .
Indem wir in Gleichung 44 für ½ % a , setzen de , und

für 2/ —1 , setzen da, , erhalten wir

31
7 „ „

m ds ds cos 5,8s Nn Al , C ,
1

53

54

80
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Die Lösung gilt , ob beide Verrückungen gleiche Lage haben

oder ob nicht .

Aufgabe 22 . Die Länge ds einer unendlich kleinen

Verrückung auszudrücken die Anderungen d der r

allgemeinen Koordinaten 5 % des Systems .
Die rechtwinkligen Koordinaten æ, sind Funktionen der

ve und zwar der 9 , allein , da sie durch diese vollständig be -

stimmt sind , und da Verrückungen des Systems , welche nicht

durch Anderungen der 5 , darstellbar sind , als von der Be -

trachtung ausgeschlossen gelten

kürzung :

Setzen wir zur Ab- —

0αν

s0 béstehen demnach 3u Gleichungen von der Form :

35
b) Gα . = De dyo

7
9

in welchen die ,½ Funktionen der Lage sind , also als Funk -

tionen der 5 % aufgefaßt werden können . Setzen vir die Werte

b) in Gleichung 55 ein und setzen noch zur Abkürzung :

3 1

0) n m , dνο αν .
1 *

80 erhalten wir als Lösung der Aufgabe :

dq) d⁵²8 8
1

Cοο dο dyο

Aufgabe 2b . Den Winkel 5, “ zweier unendlich kleiner

Verrückungen von der Länge ds und de und gleicher Lage

auszudrücken durch die Anderungen dye und dy derer allge -

meinen Koordinaten 5 % des Systems .
Wir bilden die Werte der de , nach Gleichung 57b und

setzen diese und die Werte für di , in Gleichung 56 ein . Wir

beachten , daß für beide Verrückungen die Werte der Koordi -

EEE
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naten selbst , also die der Größen 4 % gleich sind , und vir

erhalten :

ds d cos S,8 De T⸗ οο 49 dyo
1 1

Eigenschaften der % % und d . Einführung der b

1. Für alle Werte der 0, C, 1 ist : (Vergl . 57 a) 59

60 ö0αο

oD 57⁹

2. Für alle Werte von 6 und o ist : (Vergl . 57 c0) 60

3. Die Zahl der Größen 4 % ist gleich 3ur : die 61

Zahl der voneinander verschiedenen Gröben 4 % ist gleich

Aνα＋“ I ) .

4. Für alle 0 ist 6²

4σ 0

Für alle Werte von 6 und c ist

2
0⁰ dοο ανο ν

Denn es ist die rechte Seite der Gleichung 57d nach

ihrer Ableitung aus Gleichung 55 eine notwendig positive

Größe , welches auch die Werte der dye sind . Hierfür sind

die vorstehenden Ungleichheiten notwendige Bedingungen ,

5. Für alle Werte der 0, 6, T gilt die Gleichung : 6²

3 1

8
—

5 Sdeeg Odin
8 dο dᷓοε d̃agr% 0

3 65 577 6⁹ 6ο

Um die Gleichung zu beweisen , setzt man rechts die Werte
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der d % aus Gleichung 576 ein und macht Gebrauch von den

Eigenschaften der % nach 59 .

6. Die Determinante aus den 12 Gröhben a % sei &.

Der Faktor von 4%% in &, dividiert durch &, soll dauernd

bezeichnet werden mit 5 %, Es ist also als Definition

1 0

60˙
62⁰

Für alle Werte von 0 und ç ist dann

5 % b0
Die Zahl der voneinander verschiedenen Größen 5 % ist gleich

IEAYh .

7. Der Wert des Ausdrucks

25
85

De ae . be⸗
5

ist gleich Eins , sobald Æx ist ; jener Wert ist gleich Null ,

sobalde “ und verschieden sind .

Denn ist „ n , 80 stellt der Ausdruck De Is
1

Determinante A selbst dar . Ist aber von verschieden , so

stellt er eine Determinante dar , welche aus & entsteht , indem

die Reihe aν ersetat wird durch die Reihe der 4½t In dieser

Determinante sind also zwei Reihen gleich , und ihr Wert

ist Null .

8. Es gelten für alle Werte der und die beiden

Gleichungen :
8 *

D. 60⁰ 049 Coν σ Uin 5

2

0⁰ 00¹ Bon 93

Man bilde nach 65 den Wert des Ausdrucks De 500 05
5

U
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7
8 8 85bez. De 4 % ber für alle Werte des 6 von I1 bis y, man multi -

pliziere die entstandenen Gleichungen der Reihe nach mit

db , beh . ba , und addiere , so folgen die Gleichungen .

9. Bestimmte Anderungen der Größen ο haben be - 67

stimmte Anderungen der Größen % zur Folge . Bezeichnen

0 und oöç, beliebige zusammengehörige Variationen der

οↄ¶und 6 %, 80 gelten die Gleichungen :

7 7
S‚

De De a0%, Abe e ,
5

7* *
8 8Te 0 60¹ 906 9ανPQ ð OD

1 15

Man variiere die Gleichungen 66 und mache Gebrauch

von den Beziehungen 65 , so folgen die Gleichungen .

10 . Variiert man in den 4 % und 5%% nur eine be - 68
stimmte Koordinate Y. , von welcher sie abhängen , 8o0 folgt
insbesondere für jeden Wert des 2:

9505 3
Deab . . .

oνM”αοο 555 55 .
7

35
604½

„ 2 9νεο 55 6 .

Verrückungen in Richtung der Koordinaten .

Definition 1. Verrückung in Richtung einer bestimmten 69
Koordinate heißt eine unendlich kleine Verrückung , bei

welcher sich nur diese eine Koordinate , nicht aber die übrigen
gleichzeitig benutzten ändern .

Die Richtung aller Verrückungen in Richtung derselben

Koordinate aus derselben Lage ist dieselbe ; sie heißt die

Richtung der Koordinate in dieser Lage .
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73

* — —.

74 Huystes Bilch : .

Bemerkung . Die Richtung einer Koordinate hängt ab

von der Wahl der übrigen , gleichzeitig benutzten Koordinaten

des Systems .

Definition 2. Reduzierte Komponente einer unendlich

kleinen Verrückung in Richtung einer bestimmten Koordinate

heißt die Komponente - der Verrückung in Richtung der Koor -

dinate (48, 69 ) , dividiert durch die Anderungsgeschwindigkeit

der Koordinate bei einer Verrückung in ihrer eigenen Richtung .

Die reduzierte Komponente in der Richtung einer Koor -

dinate nennen wir auch kurz die Komponente nach der

Koordinate .

Man spricht also von der Komponente einer beliebigen

Verrückung in einer beliebigen Richtung , aber man kann nicht

sprechen von der reduzierten Komponente in einer beliebigen

Richtung , sondern nur von der reduzierten Komponente einer

unendlich kleinen Verrückung in der Richtung einer Koordinate .

Aufgabe 1a . Die Neigung 5, , der Verrückung ds

gegen die rechtwinklige Koordinate 2, durch die 3u Ande -

rungen dr , auszudrücken .

In Gleichung 56 setzen wir die de , gleich Null für alle

mit Ausnahme des bestimmten , auf welches sich die Aufgabe

bezieht . Dann ist die Richtung von de “ nach 69 die von æ, ,

und der Winkel s, “ wird der gesuchte Winkel . Da ferner

alsdann nach 55 mds “ ?m, dx, ? , so wird als Lösung der

Aufgabe erhalten :

worin für ds sein Wert in den de , einzusetzen ist .

Aufgabe 1b . Die Komponenten de , der Verrückung

is nach den rechtwinkligen Koordinaten æ, durch die Ande -

rungen du , der Koordinaten auszudrücken .

Setzen wir in der vorigen Aufgabe 5,2 ,=O , 80 erfolgt

die Verrückung ds in Richtung der Koordinate æ, , und wir

erkennen , daß die Anderungsgeschwindigkeit der Koordinate

bei einer Verrückung in ihrer eigenen Richtung gleich dæ, : ds

also gleich Vmſm, ist . Die linke Seite der Gleichung 72 stellt

2222
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schon die Komponente von ds in Richtung von à , dar ; divi -

dieren wir also die Gleichung durch V/mſms , so erhalten wir

( 71) als Lösung der Aufgabe :

m,
— —

Aufgabe 10 . Die Anderungen d , der rechtwinkligen 74
1758 V 13 15 4 iKoordinaten bei einer Verrückung auszudrücken durch die redu -

zierten Komponenten der Verrückung nach jenen Koordinaten .

Die Lösung der vorigen Aufgabe gibt unmittelbar :

G Adlh .
n

SAufgabe 22 . Die Neigung % der Verrückung 4s 7

gegen die allgemeine Koordinate y , durch die r Anderungen
d%% gauszudrücken .

In Gleichung 58 setzen wir die de gleich Null für alle

0 mit Ausnahme des bestimmten o, auf welches sich die Auf⸗-

gabe bezieht . Die Richtung von ds ist alsdann nach 69 die

von Y%, und der Winkel 5„8“ wird der gesuchte Winkel . Da

gleichzeitig nach 57 de2 = dον ͤον wird , so erhalten wir als

Lösung der Aufgabe :

2

3660 ds cos 5,P % S⸗ aοοαοο

worin für ds sein Wert in den d/ , einzusetzen ist .

Anmerkung 1. Setzen wir in der Lösung der vorigen 76

Aufgabe alle dye gleich Null mit Ausnahme eines bestimmten

dpο , So wird die Richtung von ds die Richtung dieser Koordi -

nate v und der Winkel 5 „ , geht über in den Winkel 29855
welchen die Koordinate p , mit der Koordinate 5 , bildet . Da

gleichzeitig alsdann de ? deοοdον wird , so erhalten wir für

diesen Winkel :

60
coS ν

D —

33

Dieser Winkel ist nach 62 stets ein reeller Winkel .
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Anmerkung 2. Die Koordinaten 5 % heiben orthogonal ,

wenn jede von ihnen in jeder Lage auf allen übrigen senk -

recht steht . Die hinreichende und notwendige Bedingung

hierfür ist ( 76) , daß alle 4 %, für welche 0 und c verschieden

sind , verschwinden . Die rechtwinkligen Koordinaten sind ein

zeispiel orthogonaler Koordinaten .

Aufgabe 2b . Die Komponenten 459 der Verrückung ds

nach den Koordinaten v , auszudrücken durch die Anderungen

dpe dieser Koordinaten bei der Verrückung .

Setzen wir in Gleichung 75 e gleich Null , so erfolgt

die Verrückung ds dieser Gleichung in Richtung von pe ; alle

dpe sind also Null , auber dys , und die Gleichung wird also

Vaοe ds 4ο dpg . Die Anderungsgeschwindigkeit von pe mit

einer Verrückung in ihrer eigenen Richtung ist also 1/Va9.
Bedenken wir , daßb nach 48 ds cos 5,pe die Komponente von

ds in der Richtung von 5 ist , und beachten die Definition 71,

80 erkennen wir , daß die linke Seite der Gleichung 75 bereits

die reduzierte Komponente nach 92 darstellt , und wir erhalten

also die Beziehung :

a) d5⁰⁷² V/age ds cos Sοο

also als Lösung der Aufgabe :

5

b) d5ο²ꝰ D⸗ οο dyo

Aufgabe 20 . Die Anderungen dye der Koordinaten bei

Ausführung der Verrückung s auszudrücken durch die Kom -

ponenten dpe der Verrückung nach den Koordinaten ½.

Die Auflösung der Gleichungen 78b unter Benutzung der

Bezeichnung von 64 ergibt unmittelbar :

5
4

dyο De 00⁰ dpo
1

Aufgabe 3a . Die Komponenten 5² einer Verrückung

nach den allgemeinen Koordinaten 52 auszudrücken durch die
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Komponenten dz , der Verrückung nach den rechtwinkligen
Koordinaten des Systems .

Wir erhalten der Reihe nach unter Benutzung von 78 ,
57b , 576 , 74 :

1 3
D N

dον QÆ
4ο 40 — 2 Cg G dyo

3n 37²
„ 0 ——

2 1 A%e G = 3 d

Aufgabe 3b . Die Komponenten d , einer Verrückung 81
nach den rechtwinkligen Koordinaten à , auszudrücken durch
die Komponenten d5, der Verrückung nach den allgemeinen
Koordinaten v % des Systems .

Wir erhalten der Reihe nach unter Benutzung von 73 ,
57b , 79 :

8 m, m, Y
i

775 7 —
70˙νοο

7
IIl ,

„ 2 ο 60ů d5⁰ f

also , wenn wir zur Abkürzung setzen :

N 7
—— To Cο 60⁰ 6¹0 „ a)

777¹

folgt als Lösung der Aufgabe :

d , Te ¹ % ⁵οο b)
11

Aufgabe 4. Die Länge einer unendlich kleinen Verrückung 82
auszudrücken durch ihre reduzierten Komponenten nach den

Koordinaten des Systems .
Wenden wir die allgemeinen Koordinaten Y, an , so er —

halten wir durch successive Anwendung vou 78b und 79 auf

Gleichung 57b nacheinander :
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84
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7* 7＋
9

AÜS= „ CWOο dο Ap0 023
—— —

4 1

7

9 dpο d59

＋

33 00⁰ d59 dο

Wenden wir insbesondere die rechtwinkligen Koordinaten

an , s0 erhalten diese Gleichungen die Form :

3
dee = YN, — da ,

— ¹

I

1

3 1
m8 —

mn,5

Aufgabe 5a . Den Winkel zwischen zwei unendlich

kleinen Verrückungen beliebiger Lage auszudrücken durch

die reduzierten Komponenten der beiden Verrückungen nach

den rechtwinkligen Koordinaten .

Durch successive Anwendung von 73 und 74 auf Gleichung

56 erhalten wir nacheinander die Formen :

ds ds cos 8,S
N „

— u1.

3 3u
— ——5

I , dæ , dd, . d dau

Hierin haben wir

1 1

„„
I5 G

nm,

für die ds und ds “ ihre Werte in den

dz , nach 83 einzusetzen .

(0
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Aufgabe 5b . Den Winkel zwischen zwei unendlich kleinen 85

Verrückungen aus der gleichen Lage auszudrücken durch die
der beiden Verrückungen nach den allgemeinen

Koordinaten 9 ,
Durch successive Anwendung von 78 und 79 auf Gleichung

58 erhalten wir nacheinander die Formen :

＋ ＋

Hierin sind wieder für die dse und de “ ihre Werte in
den d5 , nach 82 einzusetzen .

Aufgabe 6. Den Winkel zweier unendlich kleiner Ver - 86
rückungen auszudrücken durch die Winkel , welche beide mit
den Koordinaten des Systems bilden .

Wir dividieren die letzate der Gleichungen 85 durch dsd
und beachten , daß nach 78a

57d59 55 d555
Vagg cos

ae oosõ 5 % ο 3

wir erhalten so als Lösung der Aufgabe :

68 U 8 5CoS 8,8 TeN&⸗ bο ο doο οsS5,pg ooõSb5,P
1 1

Wenden wir rechtwinklige Koordinaten an , so erhält die 87
vorstehende Gleichung die besondere Form :

3

coS 8„8. —T . 608 8%%% 60 „
4

Es ist zu bemerken , daß die Gleichung 86 gleiche Lage
der beiden Verrückungen voraussetzt , während die Gleichung
87 von dieser Voraussetzung frei ist .
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Lehrsatz . Die v Winkel , welche eine beliebige Richtung

in einer bestimmten Lage mit den Richtungen der v allge -

meinen Koordinaten daselbst bildet , sind verbunden durch die

Gleichung :

85 7 7 * 3

Te. T⸗ Deο ανν αοα os 8. ) ꝙ cos 8. 1

1 ＋

Denn diese Gleichung folgt , wenn wir in 86 die Rich -

tungen von ds und de zusammenfallen lassen .

Folgerung . Insbesondere genügen die 3u Winkel , welche

eine beliebige Verrückung des Systems mit den rechtwink -

ligen Koordinaten des Systems bilden , der Gleichung :

3u
2

i
41

Benutzung partieller Differentialquotienten .

Bezeichnung . Durch die Werte der Koordinaten 9 , ihrer

Lage und der Anderungen de derselben ist die Länge ds

einer unendlich kleinen Verrückung bestimmt . Andern wir

eins jener Bestimmungsstücke , während die übrigen konstant

gehalten werden , so soll das entsprechende partielle Differential

von de mit 5, %s bezeichnet werden .

Betrachten wir dagegen , was ebenfalls zulässig ist , die

Koordinaten 5 % und die Komponenten dy5% nach ihnen als die

unabhängigen Bestimmungsstücke von ds , 80 soll das ent -

sbrechende partielle Differential von ds mit ö%%s bezeichnet

werden .

Andere partielle Differentiale von ds sind selbstverständ -

lich möglich , aber es ist für unseren Zweck nicht nötig , sie

zu bezeichnen , sondern es bleibt für sie das gewöhnliche ,

jedesmal durch eine Worterklärung näher zu bestimmende

Zeichen öds vorbehalten .

Bemerkung 1. Die Komponenten einer Verrückung nach

den Koordinaten lassen sich als partielle Differentialquotienten

FE
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der Länge der Verrückung darstellen . Und zwar geschieht
dies in der Form :

65² 55 8
4 D◻ε — ds

2 00b oοεσ

Man differentiiere die Gleichung 57d und beachte 78 .

Bemerkung 2. Die Neigung einer unendlich kleinen Ver - 92

rückung gegen die Koordinate Pe kann mit Hilfe der par -ͤ
Differentialquotienten ihrer Länge dargestellt werden .

Und zwar geschieht dies in der Form :

Man beachte 91 und 78 .

Anmerkung . Werden insbesondere in den Bemerkungen 93
1 und 2 rechtwinklige Koordinaten angewandt , so erhält man

5d
854l a

odæ ,

16 65
568 „„„

45 60

wobei die Bedeutung der partiellen Differentiale aus dem

vorigen hervorgeht .

Bemerkung 3. Die Anderungen , welche die Koordinaten 94

ve bei Durchlaufung einer unendlich kleinen Verrückung er —

leiden , lassen sich als partielle Differentialquotienten der Länge
der Verrückung darstellen . Und zwar geschieht dies in der
Form :

8 1 6⸗%82 65
45 ε

2
ds

0 vͥdf

Man beachte die Gleichungen 82 und 79 .

Hertz , Mechanik . 2. Aufl. 6
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Bemerkung 4. Für alle Werte des Index ꝛ besteht

zwischen den partiellen Differentialquotienten von ds die

Gleichung :

65⁸ 5 %⁸
a) 95 —

55 5

Vr Pr

Denn es ist :

65l8 1 Q VVVV

Dp. 24dt — 55
dyo dyo

und

EEEAI

5bh . 2ds 2 67. 704o

Setzen wir in der ersteren Form für die dye und dp⁰

ihre Werte in den ο und d5² nach 79 und beachten die

Beziehungen 68 und die zweite Form , so folgt die Behauptung .

Ebenso wenn wir in gleicher Weise von der zweiten Form

ausgehen .

Lehrsatz . Erleidet die Lage einer unendlich kleinen Ver -

rückung zweimal dieselbe Veränderung , während gleichzeitig

das eine Mal die Komponenten nach den Koordinaten , das

andere Mal die Anderungen der Koordinaten die ursprüng -

lichen bleiben , so ist die Anderung der Länge der Verrückung

in beiden Fällen entgegengesetzt gleich .

Da im zweiten Falle die ödpe =O sein sollen , während

die Koordinaten 2 % die Anderungen 0%% erleiden , so ist die

Anderung der Länge der Verrückung :

0 ¹s

a ) Ods —R 2 55 opr

Im ersten Falle sollen die ödpe = 0 sein , während die

Koordinaten dieselben Anderungen 0h erleiden , es ist also jetzt :

9II
b „ „0 ogd⁸ 2 685

opr
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Aus beiden Gleichungen a) und b) und der Bemerkung 4

folgt :

S̃ = Sqds „ 0)

welches die Behauptung ist .

Bahnen der Systeme .

Erläuterungen .

1. Die gleichzeitig vorgestellte Gesamtheit der Lagen , 97

welche ein System beim Ubergang aus einer Lage in die andere

durchläuft , heißt eine Bahn des Systems .
Eine Bahn kann auch betrachtet werden als die gleich -

zeitig vorgestellte Gesamtheit der Verrückungen , welche das

System beim Ubergang aus der einen in die andere Lage
erleidet .

2. Ein Teil der Bahn , welcher durch zwei unendlich nahe 98

Lagen begrenzt wird , heißt ein Bahnelement . Ein Bahn -

element ist eine unendlich kleine Verrückung ; es hat eine Länge
und eine Richtung .

3. Richtung der Bahn eines Systems in einer bestimmten 99

ihrer Lagen heißt die Richtung eines dieser Lage unendlich

benachbarten Bahnelements .

Länge der Bahn eines Systems zwischen zwei ihrer Lagen
heißt die Summe der Längen der Bahnelemente zwischen
diesen Lagen .

Analytische Darstellung . Die Bahn eines Systems wird 100

analytisch dargestellt , indem die Koordinaten ihrer Lagen an -

gegeben werden als Funktionen einer und derselben , übrigens
beliebigen Variabeln . Jeder Lage der Bahn ist dann ein Wert der
Variabeln zugeordnet . Als unabhängige Variabele kann eine
der Koordinaten selbst dienen . Sehr bäufig ist es Zweck -

mäbig , als unabbängige Variabele die Länge der Bahn , von
einer bestimmten Lage der Bahn ab gerechnet , zu benutzen .

Die Differentialquotienten nach dieser bestimmten Variabelen ,
6 *
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also nach der Bahnlänge , sollen in LadRANVons Weise durch

Akzente bezeichnet werden .

Definition 1. Die Bahn eines Systems heißt gerade , wenn

sie in allen ihren Lagen die gleiche Richtung hat .

Folgerung . Beschreibt ein System eine gerade Bahn , 80

beschreiben seine einzelnen Punkte gerade Linien , deren

Längen , von der Ausgangslage an gerechnet , einander be -

ständig proportional bleiben (38) .

Definition 2. Die Bahn eines Systems heißt krumm ,

wenn sich die Richtung der Bahn von Lage zu Lage ändert .

Die Anderungsgeschwindigkeit der Richtung mit der Bahn -

länge heißt die Krümmung der Bahn .
Die Krümmung der Bahn ist also der Grenzwert des Ver -

hältnisses zwischen dem Richtungsunterschied und der Ent -

fernung zweier benachbarter Bahnelemente .

Anmerkung . Der Wert der Krümmung ist hierdurch de -

finiert unabhängig von der Form der analytischen Darstellung ,

also insbesondere unabhängig von der besonderen Wahl der

Koordinaten des Systems .

Aufgabe 1. Die Krümmung der Bahn auszudrücken

durch die Anderungen der Winkel , welche die Bahn mit den

rechtwinkligen Koordinaten des Systems bildet .

Es sei de der Winkel zwischen der Richtung der Bahn

am Anfang und am Ende des Bahnelementes de . Dann ist

nach Definition (103) :
d

6 = ν
ds

Es seien ferner die cos 5,2 , die Cosinus der Winkel , welche

die Bahn am Anfange von ds mit den æ, bildet , und es seien

coS 8, , Ed cos S,u , die Werte der gleichen Größen am Ende

von ds . Dann ist nach Gleichung 87 :
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Es ist aber ferner nach Gleichung 89 sowohl
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Indem wir das Doppelte der ersten Gleichung subtrahieren

von der Summe der beiden letzteren , erhalten wir :
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also durch Division mit de ? die Lösung der Aufgabe :
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Aufgabe 2. Die Krümmung der Bahn darzustellen durch 106
die Anderungen der rechtwinkligen Koordinaten des Systems
mit der Bahnlänge .

Unter Berücksichtigung von 72 haben wir ( 100) :
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also nach 105 als Lösung der Aufgabe :
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Aufgabe 3. Die Krümmung der Bahn darzustellen durch 107

die Anderungen der rechtwinkligen Koordinaten , dieselben be -

trachtet als Funktionen einer beliebigen Variabelen v2.
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86 Hrstes Bulclli .

Nach den Regeln der Differentialrechnung ist

Ar 75985 Ar dtꝰ

Setzen wir diesen Ausdruck in o2 ein und beachten ,

daß ( 55)
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ist , so folgt als Lösung der Aufgabe :
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worin für de/dr und desſdr ? noch ihre Werte aus den

vorigen Gleichungen zu setzen sind .

Aufgabe 4. Die Krümmung der Bahn darzustellen durch

die Anderungen der allgemeinen Koordinaten 5 , des Systems

mit der Bahnlänge .

Wir führen in den Ausdruck 106 an Stelle der recht -

winkligen Koordinaten die 9 ein , indem wir die ↄ ausdrücken

durch die p , und 5%. Zunächst ist nach 57b
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Man bilde diese Gleichungen für alle 2, multipliziere eine

jede mit m,/im und addiere alle . Links entsteht c2. Rechts

kann die Summation nach 2 mit Hilfe der schon eingeführten
Größen 4 % in den ersten beiden Gliedern ausgeführt werden .

Im ersten Glied ergibt die Summation unmittelbar nach 57e

4 %. Als Faktor von 5 % im zweiten Gliede wird nacheinander

erhalten :
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Beim Ubergang von der zweiten in die dritte Form und

von der vierten in die fünfte Form ist Gebrauch gemacht

von der Bemerkung , daß , wenn J ( o , o) ein beliebiger Aus -

druck ist , welcher die Indices und enthält , alsdann

identisch

D οοονον e FHlo 0

1 1

ist .

Der Faktor des dritten Gliedes läßt sich nicht durch die

4 % ausdrücken . Um im Endresultat die Beziehung auf die

rechtwinkligen Koordinaten gleichwohl verschwinden zu lassen ,

sei gesetzt :
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Es wird dann schließlich erhalten als Lösung der Auf -

gabe :
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Hierin sind also die 4% die in 57 eingeführten Funk -

tionen der pe ; die aοννα sind als neu eingeführte Funktionen

derselben Größen anzusehen . Die Zahl dieser neu einge -

führten Funktionen beträgt 472 ( ＋ 1) 2.

Abschnitt 4. Mögliche und unmögliche Verrückungen .
Materielle Systeme .

Erläuterungen .

1. Zwischen einer Anzahl von materiellen Punkten be -

steht ein Zusammenhang , wenn aus der Kenntnis eines Teils

der Komponenten der Verrückungen dieser Punkte eine Aus -

sage in bezug auf die übrigen Komponenten möglich ist .

2. Wenn zwischen den Punkten eines Systems Zu —

sammenhänge bestehen , so ist damit ein Teil der denkbaren

Verrückungen des Systems von der Betrachtung ausgeschlossen ,

diejenigen Verrückungen des Systems nämlich , deren Statt -

finden den vorausgesetzten Aussagen widersprechen würde .

Umgekehrt bildet jede Aussage , daß von den denkbaren Ver -

rückungen des Systems ein Teil von der Betrachtung aus -

zuschließen sei , einen Zusammenhang zwischen den Punkten

des Systems . Die Zusammenbänge der Punkte eines Systems
sind vollständig gegeben , wenn für jede denkbare Verrückung
des Systems bekannt gegeben ist , ob dieselbe zur Betrach -

tung zugelassen oder von derselben ausgeschlossen sei .


	Vorbemerkung
	Seite 69

	Unendlich kleine Verrückungen
	Seite 69
	Seite 70
	Seite 71
	Seite 72
	Seite 73

	Verrückungen in Richtung der Koordinaten
	Seite 73
	Seite 74
	Seite 75
	Seite 76
	Seite 77
	Seite 78
	Seite 79
	Seite 80

	Benutzung partieller Differntialquotienten
	Seite 80
	Seite 81
	Seite 82
	Seite 83

	Bahnen der Systeme
	Seite 83
	Seite 84
	Seite 85
	Seite 86
	Seite 87
	Seite 88


