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60 Firstes Buch.

des Systems zur Folge hat, und welche nicht eine Konfigu-
-ationskoordinate ist. Sechs beliebige Grofen, welche diese
Eigenschaften besitzen und voneinander unabhiingig sind, kénnen
als Koordinaten der absoluten Lage gewihlt werden und werden
zu Koordinaten der absoluten Lage dadurch, daf ihnen keine
anderen GroBen als Koordinaten hinzugefiigt werden, als
solche, welche die Eigenschaft von Konfigurationskoordinaten
haben.

Endliche Verriickungen.
a) der Punkte.

22 Definition 1. Den Ubergang eines materiellen Punktes
aus einer Anfangslage in eine Endlage ohne Riicksicht auf die
Zeit und die Art des Uberganges nennen wir eine Verriickung
des Panktes aus der Anfangs- in die Endlage.

Die Verriickung eines Punktes ist also vollstindig be-
stimmt durch ibhre Anfangs- und ihre Endlage. Sie ist eben-
falls vollstindig gegeben durch ihre Anfangslage, ihre Rich-
tung und ihre Grofe.

23 Anmerkung 1. Die Grofle der Verriickung eines Punktes
ist gleich der Entfernung seiner Endlage von seiner An-
fangslage. Sind die x, die rechtwinkligen Koordinaten der
Anfangslage, die z, die rechtwinkligen Koordinaten der lnd-
lage, so ist die Grife s* der Verriickung die positive Wurzel
der Gleichung:

.\‘:" = 2 ¥ {,f';, _'_-flr):

24 Anmerkung 2. Die Richtung einer Verriickung ist die
Richtung einer Geraden, welche von der Anfangslage der Ver-
riickung zu ihrer Endlage gezogen wird. Haben s, =z,, z, die
Bedeutung wie vorher, und sind die af, 2}, s” die Koordi-
naten der Anfangs-, der Kndlage und die Liinge einer zweiten



Endliche Verriickungen. 61

Verriickung, so ist der Winkel oder Richtungsunterschied ss”
beider Verriickungen gegeben durch die Gleichung:

s's cos ~w=>_:= (&—a,) (@o—2) . a)
1

Denn die Betrachtung des Dreiecks aus den beiden Liingen
s' und s” als Seiten, und dem Winkel s)s” als eingeschlossenem
Winkel liefert uns die Gleichung:

9 »” oL oy ”\ i 7l (/% t-
815" —245"congls’ = D I (Ty—2y) — (25— ]
1

b)

aus welcher zusammen mit 28 Gleichung a) folgt.

Definition 2. Zwei Verriickungen eines Punktes heifen 25
identisch, wenn sie Anfangs- und Endlage gemein haben; zwei
Verriickungen eines Punktes heiflen gleich, wenn sie Richtung
und GroBe gemein haben; zwei Verriickungen heifien gleich-
gerichtet oder parallel, wenn sie die Richtung gemein haben.

Zwischenbemerkung. Bezeichnen 2, ..... z, die % gerad- 26
linigen, rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes in einem
Raum von % Dimensionen, 2i.....z, die Koordinaten eines
zweiten Punktes, so erweitert die an dieser Stelle eingeschaltete
Fortsetzung, daB die Entfernung beider Punkte die positive
Whurzel der Gleichung

sel, den ganzen folgenden Inhalt der Untersuchung und damit
die ganze Mechanik auf den Raum von % Dimensionen, ohne
daB eine Anderung auch nur des Wortlautes ndtig wire, von
Nebendingen abgesehen. Doch soll von dieser Bemerkung
kein Gebrauch gemacht werden, sondern es soll gemiB der
ersten Fortsetzung stets nur von dem Raum der Evkripschen
Geometrie die Rede sein.
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f‘;ﬂ«"n‘f&j‘ Bn.r:,fg_
b) der Systeme,.

Definition., Der Ubergang eines Systems materieller
Punkte aus einer Anfangslage in eine Endlage ohne Riicksicht
auf die Zeit und ohne Riicksicht auf die Art des Uberganges
heiBt eine Verriickung des Systems aus der Anfangs- in die
Endlage.

Die Verriickung eines Systems ist also vollstindig ge-
geben durch ihre Anfangs- und ihre Endlage. Sie ist eben-
falls vollstindig bestimmt, wenn ihre Anfangslage und die-
jenigen Merkmale gegeben sind, welche wir als ihre Richtung
und GroBe bezeichnen,

Hilfsbezeichnung. Quadratischen Mittelwert einer Reihe
von GroBen nennen wir die positive Quadratwurzel des arith-
metischen Mittelwertes der Quadrate der einzelnen Grofen.

Definition a. GroBe der Verriickung eines Systems
heiBt der quadratische Mittelwert aus der Grofe der Ver-
riickungen seiner simtlichen Massenteilchen.

Die GroBe der Verriickung, welche eine Lage eines Sy-
stems in eine andere iiberfithrt, heift auch die Entfernung
oder der Abstand beider Lagen voneinander. Die Grofe einer
Verriickung wird auch als die Linge derselben bezeichnet.

Bemerkung. Die Entfernung zweier Lagen eines Sy-
stems voneinander ist unabhingig definiert von der Form der
analytischen Darstellung, insbesondere von der Wahl der
Koordinaten des Systems.

Aufgabe. Die Entfernung zweier Lagen eines Systems
durch die rechtwinkligen Koordinaten desselben darzustellen.

Es sei n die Zahl der materiellen Punkte des Systems.
23 sei z, der Wert einer der rechtwinkligen Koordinaten des
Systems vor der Verriickung, z, der Wert derselben Koordi-
nate nach der Verriickung, Die Koordinate z, ist zugleich
Koordinate eines der Punkte des Systems; es sei die Masse
dieses Punktes m,, » lauft von 1 bis 3n, aber nicht alle
m, sind ungleich, sondern es ist jedes u von 1 bis =
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Ist nun etwa 7 die Zahl der Massenteilchen in der Massen-
einheit, so enthiilt die Masse m, m,y Massenteilchen, und die
Gesamtmasse m des Systems m# derselben. Berechnet man
mit diesen Bezeichnungen den quadratischen Mittelwert s* der
Verriickungen aller Massenteilchen, so folgt fiir denselben die
positive Wurzel der Gleichung:

ms* = :‘:,- my (1, ) a)

und diese Wurzel ist also die gesuchte Entfernung. Ubrigens ist

3n

mo= 1 v m,

1

. b)

Lehrsatz. Die Entfernung zweier Lagen eines Systems von-
einander ist stets kleiner als die Summe der Entfernungen
beider Liagen von einer dritten.

Es seien nimlich die ), 2z, z)° die rechtwinkligen
Koordinaten der Lagen 1, 2, 3; es seien s,,, 5,4, 5,, die Ent-
fernungen derselben voneinander. Wird fiir den Augenblick
zur Abkiirzung gesetat:

[m
/ ¥

/ o (@ —=m) = o ]_;"'m-u;:'—‘u;;a =b, ,

80 wird

in 8n
3 2 a9 Yt 9
\f = \',\-' @y 810 = \, (L’{‘.,,*r’r‘p)' .
2 )
1 1

Gesetzt nun, es wire s;, > s, 5,5, 80 wire durch Quadrie-
L o o o2 d =~ € n -
rung zu erhalten s}, —s%,—s > 25,5, also durch noch-
malige Quadrierung:
Sin ety S
487380 — (So—8p3—s35) <0 .

Dies ist aber nicht moglich, denn die linke Seite wird durch
Einsetzen der Werte fiir die s in die Form gebracht:

4 :v :\_}“_“ [_N,_J)Il,-—-a-luf.ly)a i
et
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64 Torstes Buch.

Summe von Quadraten notwendig positiv. Da

ist also als
egengesetzte Vermutung unmoglich war, so

pun also die entg
mub stets sein:

3t Folgerung., Aus den drei Entfernungen dreier belie-

e,
biger Lagen eines Systems voneinander als Seiten ist stets ein
ebenes Dreieck zu zeichnen maglich.

Definition b. Richtungsunterschied zwischen zwei Ver-
riickungen eines Systems aus gleicher Anfangslage heifit der
eingeschlossene Winkel eines obenen Dreiecks, in welchem
die Langen der beiden Verriickungen die einschlieBenden und
die Entfernung ihrer Endpunkte die gegeniiberliegende Seite
bilden.

Der Richtungsunterschied zwischen zwei Verriickungen
wird auech der Winkel zwischen ihnen oder ihre Neigung
gegeneinander genannt.

Bemerkung 1. Die Neigung zweier Verriickungen aus

39
unter allen Umstinden ein

derselben Lage gegeneinander ist
eindeutig bestimmter, reeller Winkel, kleiner als a.
Denn das Dreieck, welches jene Neigung bestimmt, kann
nach 82 immer gezeichnet werden.
36 Bemerkung 2. Der Richtungsunterschied zwischen zZwel
Verriickungen ist unabhiingig definiert von der Form der
analytischen Darstellung, insbesondere also von der Wahl der

benutzten Koordinaten.

37 Aufgabe. Den Richtungsunterschied zweier Verriickungen
aus der gleichen Anfangslage auszudriicken durch die recht-
winkligen Koordinaten der Anfangslage und der Endlagen.
Ks seien die z, die Koordinaten der gemeinsamen An-
fangslage, die z, und =z, die Koordinaten der beiden Endlagen.
¢ und s seien die Lingen der beiden Verriickungen, &s”
der von ihnen eingeschlossene Winkel. Unter Benutzung des
ebenen Dreieckes aus den drei Entfernungen der drei Lagen

erhalten wir:
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Lindliche Verriickungen. 6

o

8n 3n
5} S gl = : : ol \ 2
21N 88 COS88 — ‘_}‘- My (By—y)" - > My ) ” )
1

3n

0 _ ;
—:Zr 1y, [_{.«:-,. —,) — (=, -—,e',‘]_]
L
und hieraus

$es rorr 1 re ’
M 88 COS8S =‘,\; My (L—2s) (T—20) a)
= :
in welcher Gleichung wir uns noch s und s nach 31a durch
die rechtwinkligen Koordinaten culs'fulrm‘lxt zu denken haben.

Lehrsatz. Zwei Verriickungen eines Systems aus gleicher 38
Anfangslage haben den Richtungsunterschied Null, wenn
die Verriickungen der einzelnen Punkte des Systems in
beiden gleichgerichtet und beziehentlich proportional sind, —
und umgekehrt.

Denn sind die Verriickungen aller Punkte gleichgerichtet
und proportional, so ist fiir alle »

Ty—2y =& (T—Ty)

unter & einen fiir alle » gleichen Faktor verstanden. Hs wird

daher die rechte Seite der Gleichung 37a gleich mss’2 Ks
wird aber ferner s

=s¢', also nach jener Gleichung cos s/s” =1,
also, da sis” der Innenwinkel eines Dreiecks, sis”=0 (35).

Umgekehrt, wenn ss”=0, cos sis”"=1 ist, so liefert
die Gleichung 37a durch Einsetzen der Werte von s
und Quadrierung:

und s

3 e : 12 8 Sz
vy (,—1) (T—2,)| — _\:' My (T—,)* \= My (: =l
] 1 T
07 8an 8n o
Zhk = \’»\: My Ty I f?, -2y (Bp—2Lu) (:r.,,—--_at“} (_-r_",—-.t.',,}J 1

und dies ist nur moglich, wenn fir jedes u und »

’ :
L H_'?'H A [ ¢ [I3
T} T ]
s T, —, ry—2,

womit auch die Umkehrung bewiesen ist.

Hertz, Mechanik, 2. Auf, i)
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66 Erstes Buch.
Folgerung 1. Haben zwei Verriickungen aus derselben
Anfangslage den Richtungsunterschied Null gegen eine dritte

Verriickuneg aus der gleichen La so haben sie den Rich-

tungsunterschied Null gegeneinander.

Alle Verriickungen, welche den Winkel Null mit einer
bestimmten Verriickung bilden, bilden also miteinander den
Winkel Null. Das Gemeinsame aller solcher Verriickungen

heift die Richtung derselben.

Folgerung 2. Wenn zwei Verriickungen eines Systems
oleiche Richtung haben, so haben sie gleichen Richtungsunter-
schied mit jeder dritten Verriickung.

Alle Verriickuneen von gleicher Richtung aus gleicher
oe bilden also denselben Winkel mit allen Verriickungen,

e eine andere gleiche Richtung haben. Dieser gemein-
en-

same Winkel heiBt auch der Winkel der Richtungen g

einander oder der Unterschied der beiden Richtungen.

Definition, Zwei Verriickungen eines Systems heiflen

identisch, wenn die Verriickungen der Punkte des Systems
in beiden identisch sind. Zwei Verriickungen eimes Systems

ie Verriickungen der einzelnen Punkte

T
1
1

heifien gleich, wenn ¢
in beiden gleich sind. Zwei Verriickungen eines Systems
el, wenn die Verriickungen

heiBen gleichgerichtet oder parall
der einzelnen Punkte in beiden gleichgerichtet und beziehent-

lich ]-!‘-l;'-r-;'.'iu-.‘.:il sind.

Folgerung. Zwei Verriickungen eines Systems aus ver-
schiedener \I;I‘:|1|u.a1|;;_.'.fl' sind _',']'il': _:'u]‘iriJlL'i, wenn .i!.‘lllt" yon
ihnen gleiche Richtung hat mit einer Verriickung, welche durch
ihre ,\Iil.i!\l'.:'ﬁ]'llf\_‘ j.l'z-'re[ und der anderen \-f_"!']'i.ll'.i\llllﬂ Lfl'.'s.l'l.':

ist, — und umgekehrt.

Zusatz. Richtungsunterschied zweier Verriickungen eines
slage heiBt der Winkel

zwischen jeder von ihnen und einer zu der anderen parallelen

Systems aus verschiedener Anfang

Verriickung aus ihrer Anfang

Aufgabe. Den Winkel zwischen zwei beliebigen Ver-

1

ken durch die rechtwink-

riickungen eines Systems auszudril

ligen Koordinaten ihrer vier Endlagen.

Baden-Wiirttemberg




Endliche Verriickungen. 67

s seien s" und s” die GroBen der beiden Verriickungen
und sis” ihr Winkel. Es seien die 2, und 2 die Koordinaten
der Anfangs- und Endlage der ersten, die 2 und z, die
Koordinaten der Anfangs- und Endlage der zweiten Verriickung,
Eine Verriickung, deren Anfangskoordinaten die z, sind, und
deren Endkeordinaten den Wert z,
gleiche Anfangslage mit der ersten und ist

re

'—a5 haben, hat
der zweiten gleich.
Sie bildet also mit der ersten den gesuchten Winkel, fiir
welchen also die Gleichung folgt:

_-"':-.] ‘

MS § COS88 = >v My (T—Ty) 1

Der gleiche Wert wird erhalten, wenn wir eine Ver-
rickung durch die Anfangslage der zweiten und gleich der
3 n legen und den Winkel zwischen dieser und der zweiten
bestimmen.

Unsere Definition im Zusatz 48 war also eindeutig und

daher zulissie.

Definition. Zwei Verriickungen eines Systems heiBen 45
senkrecht aufeinander, wenn der Winkel zwischen ihnen ein

ter ist.

1

Folgerung 1. Die hinreichende und notwendige analy- 46
tische Bedingung dafiir, daf zwei Verriickungen senkrecht
aufeinander stehen, ist die Gleichung:

':I:\ oo S a 5

\)" My (Ty—Tp) (Lp—Ty) =0

—— i

i
in welcher Gebrauch gemacht ist von den Bezeichnungen der
Aufgabe 44.

Folgerung 2. In einem System von » Punkten ist 47
aus einer gegebenen Lage eine (3n—1)fache Mannigfaltigkeit
von Verriickungen, also eine (3n — 2)fache Mannigfaltickeit
von Richtungen denkbar, welche auf einer gegebenen Richtung
senkrecht stehen.

Definition. Komponente einer Verriickung in einer ge- 48

gebenen Richtung heift eine Verriickung, deren Richtung die
b
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gegebene Richtung ist, und deren GroBe gleich der Vertikal-
projektion der Grofie der gegebenen Verriickung innerhalb des
Winkels ist, welchen die gegebene Verriickung mit der ge-
gebenen Richtung bildet.

Ist also die GroBe der gegebenen Verriickung s, und bildet
gsie mit der gegebenen Richtung den Winkel @, so ist ihre
Komponente in dieser Richtung gleich 5 cos w.

Die GroBe der Komponente in gegebener Richtung wird
gewohnlich schlechthin die Komponente in dieser Richtung

oenannt.

Zusammensetzung der Verriickungen.

Bemerkung. Werden einem System mehrere Verriickungen
erteilt, welche gegebenen Verriickungen gleich sind, und welche
sich so aneinander schlieBen, daB die Endlage der voraus-
gegangenen Verriickung die Anfangslage der folgenden ist,
o ist die erreichte Endlage unabhiingig von der Reihenfolge
der Verriickungen.

Denn dies gilt fir die Verriickungen, welche die einzelnen
Punkte dabei erleiden, also fiir das System.

Definition 1. Eine Verriickung, welche das System in
dieselbe Endlage iiberfiihrt, wie eine Reihe aneinandergefiigter
Verriickungen, welche gegebenen Verriickungen gleich sind,
heiBt die Summe jener gegebenen Verriickungen.

Definition 2. Differenz zwischen einer erstgenannten und
einer zweitgenannten Verriickung heiBt eine Verriickung, deren
Summe mit der zweiteenannten die erstgenannte ergibt.

Folgerung (aus 49). Die Addition und Subtraktion der
Verriickungen unterliegt den Regeln der algebraischen Ad-

dition und Subtraktion.
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