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Vorbemerkung . Den Uberlegungen des ersten Buches 1

bleibt die Erfahrung völlig fremd . Alle vorgetragenen Aus —

sagen sind Urteile a priori im Sinne KAxrs . Sie beruhen auf

den Gesetzen der inneren Anschauung und den Formen der

eigenen Logik des Aussagenden und haben mit der äußeren

Erfahrung desselben keinen anderen Zusammenhang , als ihn

diese Anschauungen und Formen etwa haben .

Abschnitt 1. Zeit , Raum , Masse .

Erläuterung . Die Zeit des ersten Buches ist die Zeit :

unserer inneren Anschauung . Sie ist daher eine Größe , von
deren Anderung die Anderungen der übrigen betrachteten

Gröben abhängig gedacht werden können , während sie selbst

stets unabhängig veränderlich ist .

Der KRaum des ersten Buches ist der Raum unserer Vor —

stellung . Er ist also der Raum der EUukmhschen Geometrie
mit allen Eigenschaften , welche diese Geometrie ihm Zzuspricht .
Es ist gleichgültig für uns , ob man diese Eigenschaften an -
sieht als gegeben durch die Gesetze der inneren Anschauung ,
oder als denknotwendige Folgen willkürlicher Definitionen .

Die Masse des ersten Buches wird eingeführt durch eine
Definition .
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54 Hrstes Buch : .

Definition 1. Ein Massenteilchen ist ein Merkmal , durch

welches wir einen bestimmten Punkt des Raumes zu einer

gegebenen Zeit eindeutig zuordnen einem bestimmten Punkte
des Raumes zu jeder anderen Zeit .

Jedes Massenteilchen ist unveränderlich und unzerstör -

bar . Die durch dasselbe Massenteilchen gekennzeichneten

Punkte des Raumes zu zwei verschiedenen Zeiten fallen au -

sammen , wenn die Zeiten zusammenfallen . Diese Bestim -

mungen sind bereits in der Definition enthalten , wenn deren

Wortlaut richtig gefabt wird .

Deflnition 2. Die Zahl der Massenteilchen in einem

beliebigen Raume , verglichen mit der Zahl der Massenteilchen ,

welche sich in einem festgesetzten Raume zu festgesetzter Zeit

finden , heißt die in dem ersteren Raume enthaltene Masse .

Die Zahl der Massenteilchen in dem Vergleichsraume kann

und soll unendlich groß gewählt werden . Die Masse des ein -

zelnen Massenteilchens wird alsdann nach der Definition un -

endlich klein . Die Masse in einem beliebigen Raume kann

daher jedem rationalen und irrationalen Wert annehmen .

Deflnition 3. Eine endliche oder unendlich kleine Masse ,

vorgestellt in einem unendlich kleinen Raume , heißt ein mate -

rieller Punkt .

Ein materieller Punkt besteht also aus einer beliebigen
Anzahl miteinander verbundener Massenteilchen . Diese Zahl

soll stets unendlich groß sein , was dadurch erreicht werden

kann , daß wir uns die Massenteilchen von höherer Ordnung
unendlich klein denken , als die etwa betrachteten materiellen

Punkte von verschwindender Masse . Die Massen der mate -

riellen Punkte , insbesondere auch die Massen der unendlich

kleinen materiellen Punkte können darnach in jedem beliebigen
rationalen oder irrationalen Verhältnis zueinander stehen .

Definition 4. Eine Anzahl gleichzeitig betrachteter ma -

terieller Punkte heißt ein System materieller Punkte , oder

kurz ein System . Die Summe der Massen der einzelnen Punkte

ist nach 4 die Masse des Systems .
Ein endliches System besteht also aus einer endlichen

Zahl endlicher oder aus einer unendlichen Anzahl unendlich
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kleiner materieller Punkte oder aus beiden . Stets ist es er -

laubt , das System materieller Punkte anzusehen als zusammen -

gesetzt aus einer unendlichen Anzahl von Massenteilchen .

Anmerkung 1. Im folgenden werden wir das endliche

System stets behandeln als bestehend aus einer endlichen Zahl

endlicher materieller Punkte . Da wir aber keine obere Grenze

festsetzen für die Zahl derselben und keine untere für ihre

Masse , so umfassen unsere allgemeinen Aussagen als besonderen

Fall auch den Fall , daß das System unendlich viele unendlich

kleine materielle Punkte enthält . Auf die Besonderheiten ,

welche die analytische Behandlung dieses Falles nötig macht ,

werden wir indessen nicht eingehen .

Anmerkung 2. Der materielle Punkt kann angesehen
werden als ein besonderer Fall und als das einfachste Bei -

spiel eines Systems materieller Punkte .

Abschnitt 2. Lagen und Verrückungen der Punkte

und Systeme .

Lage .

Definition 1. Der Punkt des Raumes , welcher durch ein

gewisses Massenteilchen zu einer gewissen Zeit gekennzeichnet

ist , wird die Lage des Massenteilchens zu jener Zeit genannt .

Lage eines materiellen Punktes heißt die gemeinsame Lage

seiner Massenteilchen .

Definition 2. Die gleichzeitig vorgestellte Gesamtheit

der Lagen aller Punkte eines Systems heißt die Lage des

Systems .

Definition 3. Jede beliebige Lage eines materiellen

Punktes im unendlichen Raume heißt eine geometrisch denk -
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56 Vrstes Buch .

bare oder kurz eine denkbare Lage des Punktes . Die Gesamt -

heit irgendwelcher denkbaren Lagen der Punkte eines Systems
heißt eine denkbare Lage des Systems .

Zu einer jeden Zeit können sich unterscheiden zwei Massen -

teilchen durch ihre Lage , zwei materielle Punkte durch ihre

Masse und ihre Lage , zwei Systeme materieller Punkte durch

Zahl , Masse und Lage ihrer Punkte . Nach anderen Rich -

tungen als diesen aber können sich auf Grund unserer bis -

herigen Definitionen Massenteilchen , materielle Punkte , Systeme
materieller Punkte nicht unterscheiden .

Analytische Darstellung der Lage . a) des Punktes .

Die Lage eines materiellen Punkes kann analytisch dargestellt
werden durch die Angabe der drei rechtwinklig - geradlinigen
cartesischen Koordinaten desselben in bezug auf ein ruhendes ,

festes Achsensystem . Diese Koordinaten sollen dauernd mit

21 4 Wg bezeichnet werden . Jeder denkbaren Lage des Punktes

entspricht ein eindeutig bestimmtes Wertsystem dieser Koordi -

naten , und umgekehrt jedem willkürlich gewählten Wertsystem
der Koordinaten eine eindeutig bestimmte denkbare Lage des

Punktes .

Anstatt durch seine rechtwinkligen Koordinaten kann die

Lage eines Punktes auch bestimmt werden durch irgendwelche
Größen pI . . . Po . . Pr , sobald durch Ubereinkunft bestimmte

Wertsysteme dieser Größen bestimmten Lagen stetig zuge -
ordnet sind und umgekehrt . Die rechtwinkligen Koordinaten

sind alsdann Funktionen dieser Größen , und umgekehrt . Die

Gröhen 5 , bezeichnen wir als allgemeine Koordinaten des

Punktes . Ist 1 3, 80 müssen zwischen den 5 % aus geome -
trischen Gründen v - 3 Gleichungen bestehen , welche gestatten ,
die , als Funktionen dreier unabhängiger Größen , 2. B. der

21 K3, darzustellen . Es soll indessen eine Abhängigkeit der

Koordinaten voneinander aus rein geometrischen Gründen aus -

geschlossen sein , und deshalb stets vorausgesetzt werden , dab

„ S3 sei . Ist C3 , s0 werden nicht alle denkbaren Lagen
des Punktes durch Wertsysteme der 5 , dargestellt , sondern

nur ein Teil derselben . Die durch die 9 , nicht dargestellten
Lagen sollen bei Benutzung der p„, dadurch selbst als von der

Betrachtung ausgeschlossen gelten .
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Analytische Darstellung . b) des Systems . Die Lage 13
eines Systems von u materiellen Punkten kann analytisch dar -

gestellt werden durch Angabe der 3u rechtwinkligen Koor -
dinaten der Punkte des Systems . Diese Koordinaten sollen
dauernd bezeichnet werden mit 21 . ..2, . . . 43u, wobei
die Koordinaten des ersten Punktes , 43 —2 231 —1 234 die ent -

sprechend gerichteten Koordinaten des Aten Punktes bedèuten

mögen . Diese 3u Koordinaten æ, bezeichnen wir auch kurz
als die rechtwinkligen Koordinaten des Systems . Jeder denk -
baren Lage des Systems entspricht ein eindeutig bestimmtes

Wertsystem seiner rechtwinkligen Koordinaten , und umgekehrt
jedem willkürlich gewählten Wertsystem der æ, eine eindeutig
bestimmte denkbare Lage des Systems .

Anstatt durch die rechtwinkligen Koordinaten können wir
die Lage eines Systems auch bestimmen durch irgendwelche
Größen p1 . .. Po . . . P. , sobald durch Ubereinkunft bestimmte

Wertsysteme dieser Größen bestimmten Lagen stetig zuge -
ordnet sind , und umgekehrt . Die rechtwinkligen Koordinaten
sind dadurch Funktionen dieser Größen , und umgekehrt . Die
Größen % bezeichnen wir als allgemeine Koordinaten des

Systems . Ist v3u , so müssen zwischen den 5 % aus geome -
trischen Gründen 1 — 3u Gleichungen bestehen . Wir wollen
indessen ausschließen , daß zwischen den Koordinaten aus
rein geometrischen Gründen eine Abhängigkeit bestehe , und

es sei daher stets r 3u . Ist 3n , 80 werden nicht alle

denkbaren Lagen des Systems durch Wertsysteme der 5 , dar -

gestellt , sondern nur ein Teil derselben . Die durch die 5 ,
nicht dargestellten Lagen sollen bei Benutzung der Koordi -

naten Y, dadurch selbst als von der Betrachtung ausgeschlossen

gelten .

Konfiguration und absolute Lage .

Deflnition 1. Die Gesamtheit der gegenseitigen Lagen der 14
Punkte eines Systems heißt die Konfiguration des Systems .

Die Konfiguration des Systems und die absolute Lage der

Konfiguration im Raume bestimmen zusammen die Lage des

Systems .
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58 Hyestes Bulchi .

Definition 2. Konfigurationskoordinate nennen wir jede

Koordinate des Systems , deren Wert nicht geändert werden

kann , ohne daß dadurch die Konfiguration des Systems sich

änderte .

Ob eine bestimmte Koordinate Konfigurationskoordinate

ist oder nicht , hängt also nicht ab von der Wahl der übrigen

gleichzeitig benutzten Koordinaten .

Definition 3. Koordinate der absoluten Lage heißt jede

Koordinate des Systems , durch deren Anderung die Kon -

figuration nicht geändert werden kann , solange die übrigen

Koordinaten des Systems sich nicht ändern .

Ob eine bestimmte Koordinate Koordinate der absoluten

Lage ist oder nicht , hängt also ab von der Wahl der übrigen

gleichzeitig benutzten Koordinaten .

Folgerungen .

1. Eine Koordinate kann nicht zugleich Konfigurations -

koordinate und Koordinate der absoluten Lage sein . Dagegen

kann und wird im allgemeinen eine beliebig herausgegriffene

Koordinate weder Konfigurationskoordinate noch auch Koor -

dinate der absoluten Lage sein .

2. Sobald u 3 , können 3u voneinander unabhängige

Koordinaten aller Lagen auf mannigfaltige Art so gewählt

werden , daß sich unter ihnen bis zu 32 — 6 Konfigurations -
koordinaten finden , aber auf keine Weise so , daß sich mehr

als 3u — 6 Konfigurationskoordinaten unter ihnen finden .

Denn wählen wir unter die Koordinaten die 3 Abstände

dreier beliebiger Punkte des Systems voneinander und die

3( 62 —3 ) Abstände der übrigen von jenen , so haben wir

bereits 3u — 6 Konfigurationskoordinaten , und je 3u — 6 ver -

schiedene Funktionen jener Abstände werden ebenfalls 3u — 6

Konfigurationskoordinaten des Systems sein . Weniger Kon -

figurationskoordinaten können vorhanden sein ; denn es sind

2z. B. gar keine vorhanden , wenn wir die 33 rechtwinkligen
Koordinaten benutzen . Mehr Konfigurationskoordinaten aber

können sich unter unabhängigen Koordinaten nicht finden ;



Konfiquration aund absolute Lage . 59

denn wären unter beliebigen Koordinaten mehr als 31 — 6

Konfigurationskoordinaten vorhanden , so ließen sich die letz -
teren als Funktionen jener 3u — 6 Abstände darstellen , wären
also nicht voneinander unabhängig .

3. Sobald n 3, können 3u unabhängige Koordinaten
aller denkbaren Lagen eines Systems auf mannigfaltige Art
so gewählt werden , daß sich unter ihnen bis zu 6, aber nicht
mehr als 6 Koordinaten der absoluten Lage finden .

Denn wählen wir die Koordinaten so , daß sich unter
ihnen 3u — 6 Konfigurationskoordinaten finden , und fügen
hinzu 6 beliebige Koordinaten , etwa 6 der rechtwinkligen
Koordinaten des Systems , so sind die letzteren eo ipso Koor -
dinaten der absoluten Lage , da keine Anderung derselben die

Konfiguration ändert , solange die übrigen festgehalten werden .

Weniger als 6 Koordinaten der absoluten Lage können vor -
banden sein ; denn es sind 2. B. keine vorhanden , wenn wir
die rechtwinkligen Koordinaten des Systems benutzen . Mehr
als 6 aber können nicht vorhanden sein ; denn wären für eine
bestimmte Wahl der Koordinaten mehr vorhanden , so wären
alle denkbaren Konfigurationen bestimmt durch die übrigen
weniger als 3u — 6 Koordinaten , es ließen sich also für das

System überhaupt nicht 32 — 6 voneinander unabhängige Kon -

figurationskoordinaten angeben , was gegen Folgerung 2 wäre .

4. Sind 3u unabhängige Koordinaten eines Systems
von „ Punkten so gewählt , daß sich unter ihnen 3u 6 Kon -

figurationskoordinaten finden , so sind die übrigen 6 notwendig
Koordinaten der absoluten Lage . Sind jene 3u Koordinaten

so gewählt , daß sich unter ihnen 6 Koordinaten der absoluten

Lage finden , so sind die übrigen 33 — 6 notwendig Konfigu -
rationskoordinaten .

Denn fände sich unter den letzteren 33 — 6 Koordinaten
auch nur eine , welche geändert werden könnte ohne die Kon -

figuration zu ändern , so wäre die absolute Lage der Konfigu -
ration bestimmt durch mehr als 6 unabhängige Koordinaten ,
was nicht möglich ist .

5. Als Koordinate der absoluten Lage kann jede Größe
benutzt werden , deren Anderung eine Anderung in der Lage

19
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60 Frstes Buchi .

des Systems zur Folge hat , und welche nicht eine Konfigu -

rationskoordinate ist . Sechs beliebige Gröhßen , welche diese

Eigenschaften besitzen und voneinander unabhängig sind , können

als Koordinaten der absoluten Lage gewählt werden und werden

zu Koordinaten der absoluten Lage dadurch , daß ihnen keine

anderen Größen als Koordinaten hinzugefügt werden , als

solche , welche die Eigenschaft von Konfigurationskoordinaten
haben .

Endliche Verrückungen .

a) der Punkte .

Deflnition 1. Den Ubergang eines materiellen Punktes

aus einer Anfangslage in eine Endlage ohne Rücksicht auf die

Zeit und die Art des Uberganges nennen wir eine Verrückung

des Punktes aus der Anfangs - in die Endlage .
Die Verrückung eines Punktes ist also vollständig be -

stimmt durch ihre Anfangs - und ihre Endlage . Sie ist eben -

falls vollständig gegeben durch ihre Anfangslage , ihre Rich -

tung und ihre Größe .

Anmerkung 1. Die Größe der Verrückung eines Punktes

ist gleich der Entfernung seiner Endlage von seiner An -

fangslage . Sind die v, die rechtwinkligen Koordinaten der

Anfangslage , die 2, die rechtwinkligen Koordinaten der End -

lage , so ist die Größe 8“ der Verrückung die positive Wurzel

der Gleichung :

8˙ . T⸗ 66＋8
1

Anmerkung 2. Die Richtung einer Verrückung ist die

Richtung einer Geraden , welche von der Anfangslage der Ver -

rückung zu ihrer Endlage gezogen wird . Haben &“, z, , a , die

Bedeutung wie vorher , und sind die à½, 2%, s “ die Koordi -

naten der Anfangs - , der Endlage und die Länge einer zweiten
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Verrückung , so ist der Winkel oder Richtungsunterschied 88
beider Verrückungen gegeben durch die Gleichung :

3

SS ο 858 . S⸗ ( Vd, ) ( b . r ) a)
1

Denn die Betrachtung des Dreiecks aus den beiden Längen
778 “ und s “ als Seiten , und dem Winkel 558,“ als eingeschlossenem

Winkel liefert uns die Gleichung :

5

82 ＋8s “ 2 — 288 . coõ⁶85 T· ( KA, ) — ( CA7) ] „ 00
1

aus welcher zusammen mit 23 Gleichung a) folgt .

Definition 2. Zwei Verrückungen eines Punktes heißen 2

identisch , wenn sie Anfangs - und Endlage gemein haben ; zwei

Verrückungen eines Punktes heißen gleich , wenn sie Richtung
und Gröhe gemein haben ; zwei Verrückungen heißen gleich -
gerichtet oder parallel , wenn sie die Richtung gemein haben .

Zwischenbemerkung . Bezeichnen 22 die & gerad -
linigen , rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes in einem

Raum von Dimensionen , 21 * die Koordinaten eines

zweiten Punktes , so erweitert die an dieser Stelle eingeschaltete
Fortsetzung , daß die Entfernung beider Punkte die positive
Wurzel der Gleichung

2

8 I ( GEnuu )
1

sei , den ganzen folgenden Inhalt der Untersuchung und damit

die ganze Mechanik auf den Raum von & Dimensionen , ohne

daß eine Anderung auch nur des Wortlautes nötig wäre , von

Nebendingen abgesehen . Doch soll von dieser Bemerkung
kein Gebrauch gemacht werden , sondern es soll gemäß der

ersten Fortsetzung stets nur von dem Raum der EUxIupDschen

Geometrie die Rede sein .
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62 Hystes Beloh .

b) der Systeme .

Definition . Der Ubergang eines Systems materieller

Punkte aus einer Anfangslage in eine Endlage ohne Rücksicht

auf die Zeit und ohne Rücksicht auf die Art des Uberganges
heißt eine Verrückung des Systems aus der Anfangs - in die

Endlage .
Die Verrückung eines Systems ist also vollständig ge -

geben durch ihre Anfangs - und ihre Endlage . Sie ist eben -
falls vollständig bestimmt , wenn ihre Anfangslage und die -

jenigen Merkmale gegeben sind , welche wir als ihre Richtung
und Gröhe bezeichnen .

Hilfsbezeichnung . Quadratischen Mittelwert einer Reihe

von Größen nennen wir die positivxe Quadratwurzel des arith -

metischen Mittelwertes der Quadrate der einzelnen Größen .

Deflnition a. Größe der Verrückung eines Systems

heißt der quadratische Mittelwert aus der Größe der Ver —

rückungen seiner sämtlichen Massenteilchen .

Die Größe der Verrückung , welche eine Lage eines Sy⸗

stems in eine andere überführt , heißt auch die Entfernung

oder der Abstand beider Lagen voneinander . Die Größe einer

Verrückung wird auch als die Länge derselben bezeichnet .

Bemerkung . Die Entfernung zweier Lagen eines Sy-

stems voneinander ist unabhängig definiert von der Form der

analytischen Darstellung , insbesondere von der Wahl der

Koordinaten des Systems .

Aufgabe . Die Entfernung zweier Lagen eines Systems
durch die rechtwinkligen Koordinaten desselben darzustellen .

Es sei un die Zahl der materiellen Punkte des Systems .
Es sei æ, der Wert einer der rechtwinkligen Koordinaten des

Systems vor der Verrückung , æ2, der Wert derselben Koordi -

nate nach der Verrückung . Die Koordinate æ, ist zugleich
Koordinate eines der Punkte des Systems ; es sei die Masse

dieses Punktes m , läuft von 1 bis 3u , aber nicht alle

ms, sind ungleich , sondern es ist jedes ävon 1 bis 1

723 —2 N1 — 33MgI .

—
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Ist nun etwa ) die Zahl der Massenteilchen in der Massen -

einheit , so enthält die Masse m, m . Massenteilchen , und die

Gesamtmasse m des Systems miñ derselben . Berechnet man

mit diesen Bezeichnungen den quadratischen Mittelwert &“ der

Verrückungen aller Massenteilchen , so folgt für denselben die

positive Wurzel der Gleichung :

33

mS . N. m , ( U. A, ) ? =, a)
1

und diese Wurzel ist also die gesuchte Entfernung . Ubrigens ist

33
5

m = De m, b)
1

Lehrsatz . Die Entfernung zweier Lagen eines Systems von - 32

einander ist stets kleiner als die Summe der Entfernungen
beider Lagen von einer dritten .

Es seien nämlich die 2 , ½, a , die rechtwinkligen
Koordinaten der Lagen 1, 2, 3 ; es seien 512, 518, 523 die Ent -

fernungen derselben voneinander . Wird für den Augenblick
zur Abkürzung gesetzt :

5 „ .
„ „

5 ( , AI V. ( A, du ) b. , „

80 wird

33 33 3
2 2 2 2 5 9

813 0⁷ „ 12 T⸗ ( a, 0%)
1 1 1

Gesetzt nun , es wäre 812 N s5i6 E523 ; 80 wäre durch Quadrie -
2 2 82

rung zu erhalten 612 —513 — 823 2613 8235 also durch noch -

malige Quadrierung :
2 2 2 N²

4 813823 — (812— 813 — 823) C 0

Dies ist aber nicht möglich , denn die linke Seite wird durch

Einsetzen der Werte für die s in die Form gebracht :

3u 3u

4 T- . ( asbuanð, ) : „
1 1
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ist also als Summe von Quadraten notwendig positiy . Da

nun also die entgegengesetzte Vermutung unmöglich war , 80

muß stets sein :

812 S 818 ＋ 823

Folgerung . Aus den drei Entfernungen dreier belie -

biger Lagen eines Systems voneinander als Seiten ist stets ein

ebenes Dreieck zu zeichnen möglich .

Definition b. Richtungsunterschied zwischen zwei Ver⸗

rückungen eines Systems aus gleicher Anfangslage heißt der

eingeschlossene Winkel eines ebenen Dreiecks , in welchem

die Längen der beiden Verrückungen die einschliehbenden und

die Entfernung ihrer Endpunkte die gegenüberliegende Seite

bilden .

Der Richtungsunterschied zwischen zwei Verrückungen

vird auch der Winkel zwischen ihnen oder ihre Neigung

gegeneinander genannt .

Bemerkung 1. Die Neigung zweier Verrückungen aus

derselben Lage gegeneinander ist unter allen Umständen ein

eindeutig bestimmter , reeller Winkel , kleiner als .

Denn das Dreieck , welches jene Neigung bestimmt , kann

nach 32 immer gezeichnet werden .

Bemerkung 2. Der Richtungsunterschied zwischen 2wei

Verrückungen ist unabhängig definiert von der Form der

analytischen Darstellung , insbesondere also von der Wahl der

benutzten Koordinaten .

Aufgabe . Den Richtungsunterschied zweier Verrückungen

aus der gleichen Anfangslage auszudrücken durch die recht -

winkligen Koordinaten der Anfangslage und der Endlagen .

Es seien die 2, die Koordinaten der gemeinsamen An -

fangslage , die a , und 2 , die Koordinaten der beiden Endlagen .

„ und ls“ seien die Längen der peiden Verrückungen , 5, “

der von ihnen eingeschlossene Winkel . Unter Benutzung des

ebenen Dreieckes aus den drei Entfernungen der drei Lagen

erhalten wir :

—
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3 1 3N
3 ◻·˖ „ ◻•̟ „2msSs , eos S8. N m , ( uu ) 2 T· mn, ( Cu ) ?

7 7

3*

T- m, ( u ) (Ev —au) ] ;
1

und hieraus

„
3 1

ns “ cos S . D. m , ( L .i)) ( Gð ) , a)
1

in welcher Gleichung wir uns noch s“ und s “ nach 31à durch
die rechtwinkligen Koordinaten ausgedrückt zu denken haben .

Lehrsatz . Jwei Verrückungen eines Systems aus gleicher 38

Anfangslage haben den Richtungsunterschied Null , wenn
die Verrückungen der einzelnen Punkte des Systems in
beiden gleichgerichtet und beziehentlich proportional sind , —

und umgekehrt .
Denn sind die Verrückungen aller Punkte gleichgerichtet

und proportional , so ist für alle 2

4 — E ( TIU½) .

unter s einen für alle „ gleichen Faktor verstanden . Es wird
daher die rechte Seite der Gleichung 37a gleich mes “ 2 . Es
wird aber ferner s “ A=ss , also nach jener Gleichung cos d8 “ 1,

also , da s,s “ der Innenwinkel eines Dreiecks , 8 “ 0 (35) .
Umgekehrt , wenn 5,8 “0 , cos 5,8 “1 ist , 80 liefert

die Gleichung 37a durch Einsetzen der Werte von “ und 8“
und Quadrierung :

3 2 3u 3N
0 D. m , ( v ( A m, ( Udr ) ? T : m ( b - )

5 1 1

3

dDrmime ( Ee ( C½ ) — ( ) ( % A) L
83 8

NAs
—

und dies ist nur möglich , wenn für jedes Mund 2.

womit auch die Umkehrung bewiesen ist .

SHertz , Mechanik . 2. Aufl.
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Folgerung 1. Haben zwei Verrückungen aus derselben
Anfangslage den Richtungsunterschied Null gegen eine dritte

Verrückung aus der gleichen Lage , so haben sie den Rich -

tungsunterschied Null gegeneinander .
Alle Verrückungen , welche den Winkel Null mit einer

bestimmten Verrückung bilden , bilden also miteinander den

Winkel Null . Das Gemeinsame aller solcher Verrückungen

heißt die Richtung derselben .

Folgerung 2. Wenn zwei Verrückungen eines Systems

gleiche Richtung haben , so haben sie gleichen Richtungsunter -
schied mit jeder dritten Verrückung .

Alle Verrückungen von gleicher Richtung aus gleicher

Lage bilden also denselben Winkel mit allen Verrückungen ,

welche eine andere gleiche Richtung haben . Dieser gemein -

same Winkel heißt auch der Winkel der Richtungen gegen -

einander oder der Unterschied der beiden Richtungen .

Definition . Zwei Verrückungen eines Systems heihen

identisch , wenn die Verrückungen der Punkte des Systems

in beiden iden sind . Zwei Verrückungen eines Systems

heißen gleich , wenn die Verrückungen der einzelnen Punkte

in beiden gleich sind . Zwei Verrückungen eines Systems

heiben gleichgerichtet oder parallel , wenn die Verrückungen

der einzelnen Punkte in beiden gleichgerichtet und beziehent -

lich proportional sind .

Folgerung . Zwei ngen eines Systems aus ver -

schiedener Anfangslage sind glei

ihnen gleiche Richtung hat mit einer Verrückung , welche durch
bgerichtet , wenn jede von

ihre Anfangslage geht und der anderen Verrückung gleich

ist , — und umgekehrt .

Zusatz . Richtungsunterschied zweier Verrückungen eines

Systems aus verschiedener Anfangslage heißt der Winkel

zu der anderen parallelenzwischen jeder von ihnen und einer

Verrückung aus ihrer Anfangslage .

Aufgabe . Den Winkel zwischen zwei beliebigen Ver -

rückungen eines Systems auszudrücken durch die rechtwink⸗

ligen Koordinaten ihrer vier Endlagen .
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Es seien s“ und s “ die Größen der beiden Verrückungen
und s,s “ ihr Winkel . Es seien die 2, und à , die Koordinaten
der Anfangs - und Endlage der ersten , die 2“ und . dis
Koordinaten der Anfangs - und Endlage der zweiten Verrückung .
Eine Verrückung , deren Anfangskoordinaten die æ, sind , und
deren Endkoordinaten den Wert , Ea ,4 % haben , hat

gleiche Anfangslage mit der ersten und ist der zweiten gleich .
Sie bildet also mit der ersten den gesuchten Winkel , für
welchen also die Gleichung folgt :

3n
inlS S“ cos 858. —DT' m ( Tr .,) ( Per ,

1

Der gleiche Wert wird erhalten , wenn wir eine Ver —

rückung durch die Anfangslage der zweiten und gleich der
ersten legen und den Winkel zwischen dieser und der zweiten
bestimmen .

Unsere Definition im Zusatz 43 war also eindeutig und
daher zulässig .

Definition . Zwei Verrückungen eines Systems heißen
senkrecht aufeinander , wenn der Winkel zwischen ihnen ein
rechter ist .

Folgerung 1. Die hinreichende und notwendige analy -
tische Bedingung dafür , daß zwei Verrückungen senkrecht
aufeinander stehen , ist die Gleichung :

333 n

2 m ( an - d, ) ( A 05
1

in welcher Gebrauch gemacht ist von den Bezeichnungen der

Aufgabe 44 .

Folgerung 2. In einem System von Punkten ist
aus einer gegebenen Lage eine ( 3u —I ) fache Mannigfaltigkeit
von Verrückungen , also eine ( 3u —2) fache Mannigfaltigkeit
von Richtungen denkbar , welche auf einer gegebenen Richtung
senkrecht stehen .

Definition . Komponente einer Verrückung in einer ge —
gebenen Richtung heißt eine Verrückung , deren Richtung die

5*

46

47

48
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gegebene Richtung ist , und deren Größe gleich der Vertikal -

Projektion der Größe der gegebenen Verrückung innerhalb des

Winkels ist , welchen die gegebene Verrückung mit der ge -

gebenen Richtung bildet .

Ist also die Größe der gegebenen Verrückung s, und bildet

sie mit der gegebenen Richtung den Winkel o , so0 ist ihre

Komponente in dieser Richtung gleich 5 cos o.

Die Größe der Komponente in gegebener Kichtung wird

gewöhnlich schlechthin die Komponente in dieser Richtung

genannt .

Zusammensetzung der Verrückungen .

Bemerkung . Werden einem System mehrere Verrückungen

erteilt , welche gegebenen Verrückungen gleich sind , und welche

sich so aneinander schließen , dab die Endlage der voraus -

gegangenen Verrückung die Anfangslage der folgenden ist ,

80 ist die erreichte Endlage unabhängig von der Reihenfolge

der Verrückungen .

Denn dies gilt für die Verrückungen , welche die einzelnen

Punkte dabei erleiden , also für das System .

Deflnition 1. Eine Verrückung , welche das System in

dieselbe Endlage überführt , wie eine Reihe aneinandergefügter

Verrückungen , welche gegebenen Verrückungen gleich sind ,

heißt die Summe jener gegebenen Verrückungen .

Deflnition 2. Differenz zwischen einer erstgenannten und

einer zweitgenannten Verrückung heißt eine Verrückung , deren

Summe mit der zweitgenannten die erstgenannte ergibt .

Folgerung ( aus 49) . Die Addition und Subtraktion der

Verrückungen unterliegt den Regeln der algebraischen Ad -

dition und Subtraktion .



F

Nendlich Vleine Verruicheumgen . 69

Abschnitt 3. Unendlich kleine Verrückungen und

Bahnen der Systeme materieller Punkte .

Vorbemerkung . Wir behandeln von hier ab den ein -

zelnen materiellen Punkt nicht mehr gesondert , sondern

schliehen seine Betrachtung in die Betrachtung der Systeme
ein . Es ist daher im folgenden stets von Verrückungen der

Systeme die Rede , auch wo dies nicht besonders bemerkt wird .

Unendlich kleine Verrückungen .

Erläuterung . Eine Verrückung heißt unendlich klein ,
wenn ihre Länge unendlich klein ist .

Lage der unendlich kleinen Verrückung heißt eine Lage ,
welcher die Grenzlagen der Verrückung unendlich nahe liegen .

Eine unendlich kleine Verrückung ist nach Richtung und

Größe bestimmt durch die Angabe ihrer Lage und der un -

endlich kleinen Anderungen , welche die Koordinaten des

Systems durch die Verrückung erleiden .

Aufgabe 1a . Die Länge ds einer unendlich kleinen

Verrückung auszudrücken durch die Anderungen de , der 3u

rechtwinkligen Koordinaten des Systems .
Indem wir in Gleichung 31a 2, —2 , ersetzen durch dæ, ,

erhalten wir

33*
2 N 2

A T· M dv
1

Aufgabe 1b . Den Winkel s,s “ der beiden unendlich ?

kleinen Verrückungen ds und ds “ auszudrücken durch die

Anderungen de , und d , der 3u rechtwinkligen Koordinaten

des Systems .
Indem wir in Gleichung 44 für ½ % a , setzen de , und

für 2/ —1 , setzen da, , erhalten wir

31
7 „ „

m ds ds cos 5,8s Nn Al , C ,
1

53

54

80
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Die Lösung gilt , ob beide Verrückungen gleiche Lage haben

oder ob nicht .

Aufgabe 22 . Die Länge ds einer unendlich kleinen

Verrückung auszudrücken die Anderungen d der r

allgemeinen Koordinaten 5 % des Systems .
Die rechtwinkligen Koordinaten æ, sind Funktionen der

ve und zwar der 9 , allein , da sie durch diese vollständig be -

stimmt sind , und da Verrückungen des Systems , welche nicht

durch Anderungen der 5 , darstellbar sind , als von der Be -

trachtung ausgeschlossen gelten

kürzung :

Setzen wir zur Ab- —

0αν

s0 béstehen demnach 3u Gleichungen von der Form :

35
b) Gα . = De dyo

7
9

in welchen die ,½ Funktionen der Lage sind , also als Funk -

tionen der 5 % aufgefaßt werden können . Setzen vir die Werte

b) in Gleichung 55 ein und setzen noch zur Abkürzung :

3 1

0) n m , dνο αν .
1 *

80 erhalten wir als Lösung der Aufgabe :

dq) d⁵²8 8
1

Cοο dο dyο

Aufgabe 2b . Den Winkel 5, “ zweier unendlich kleiner

Verrückungen von der Länge ds und de und gleicher Lage

auszudrücken durch die Anderungen dye und dy derer allge -

meinen Koordinaten 5 % des Systems .
Wir bilden die Werte der de , nach Gleichung 57b und

setzen diese und die Werte für di , in Gleichung 56 ein . Wir

beachten , daß für beide Verrückungen die Werte der Koordi -

EEE
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naten selbst , also die der Größen 4 % gleich sind , und vir

erhalten :

ds d cos S,8 De T⸗ οο 49 dyo
1 1

Eigenschaften der % % und d . Einführung der b

1. Für alle Werte der 0, C, 1 ist : (Vergl . 57 a) 59

60 ö0αο

oD 57⁹

2. Für alle Werte von 6 und o ist : (Vergl . 57 c0) 60

3. Die Zahl der Größen 4 % ist gleich 3ur : die 61

Zahl der voneinander verschiedenen Gröben 4 % ist gleich

Aνα＋“ I ) .

4. Für alle 0 ist 6²

4σ 0

Für alle Werte von 6 und c ist

2
0⁰ dοο ανο ν

Denn es ist die rechte Seite der Gleichung 57d nach

ihrer Ableitung aus Gleichung 55 eine notwendig positive

Größe , welches auch die Werte der dye sind . Hierfür sind

die vorstehenden Ungleichheiten notwendige Bedingungen ,

5. Für alle Werte der 0, 6, T gilt die Gleichung : 6²

3 1

8
—

5 Sdeeg Odin
8 dο dᷓοε d̃agr% 0

3 65 577 6⁹ 6ο

Um die Gleichung zu beweisen , setzt man rechts die Werte
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der d % aus Gleichung 576 ein und macht Gebrauch von den

Eigenschaften der % nach 59 .

6. Die Determinante aus den 12 Gröhben a % sei &.

Der Faktor von 4%% in &, dividiert durch &, soll dauernd

bezeichnet werden mit 5 %, Es ist also als Definition

1 0

60˙
62⁰

Für alle Werte von 0 und ç ist dann

5 % b0
Die Zahl der voneinander verschiedenen Größen 5 % ist gleich

IEAYh .

7. Der Wert des Ausdrucks

25
85

De ae . be⸗
5

ist gleich Eins , sobald Æx ist ; jener Wert ist gleich Null ,

sobalde “ und verschieden sind .

Denn ist „ n , 80 stellt der Ausdruck De Is
1

Determinante A selbst dar . Ist aber von verschieden , so

stellt er eine Determinante dar , welche aus & entsteht , indem

die Reihe aν ersetat wird durch die Reihe der 4½t In dieser

Determinante sind also zwei Reihen gleich , und ihr Wert

ist Null .

8. Es gelten für alle Werte der und die beiden

Gleichungen :
8 *

D. 60⁰ 049 Coν σ Uin 5

2

0⁰ 00¹ Bon 93

Man bilde nach 65 den Wert des Ausdrucks De 500 05
5

U
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7
8 8 85bez. De 4 % ber für alle Werte des 6 von I1 bis y, man multi -

pliziere die entstandenen Gleichungen der Reihe nach mit

db , beh . ba , und addiere , so folgen die Gleichungen .

9. Bestimmte Anderungen der Größen ο haben be - 67

stimmte Anderungen der Größen % zur Folge . Bezeichnen

0 und oöç, beliebige zusammengehörige Variationen der

οↄ¶und 6 %, 80 gelten die Gleichungen :

7 7
S‚

De De a0%, Abe e ,
5

7* *
8 8Te 0 60¹ 906 9ανPQ ð OD

1 15

Man variiere die Gleichungen 66 und mache Gebrauch

von den Beziehungen 65 , so folgen die Gleichungen .

10 . Variiert man in den 4 % und 5%% nur eine be - 68
stimmte Koordinate Y. , von welcher sie abhängen , 8o0 folgt
insbesondere für jeden Wert des 2:

9505 3
Deab . . .

oνM”αοο 555 55 .
7

35
604½

„ 2 9νεο 55 6 .

Verrückungen in Richtung der Koordinaten .

Definition 1. Verrückung in Richtung einer bestimmten 69
Koordinate heißt eine unendlich kleine Verrückung , bei

welcher sich nur diese eine Koordinate , nicht aber die übrigen
gleichzeitig benutzten ändern .

Die Richtung aller Verrückungen in Richtung derselben

Koordinate aus derselben Lage ist dieselbe ; sie heißt die

Richtung der Koordinate in dieser Lage .
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Bemerkung . Die Richtung einer Koordinate hängt ab

von der Wahl der übrigen , gleichzeitig benutzten Koordinaten

des Systems .

Definition 2. Reduzierte Komponente einer unendlich

kleinen Verrückung in Richtung einer bestimmten Koordinate

heißt die Komponente - der Verrückung in Richtung der Koor -

dinate (48, 69 ) , dividiert durch die Anderungsgeschwindigkeit

der Koordinate bei einer Verrückung in ihrer eigenen Richtung .

Die reduzierte Komponente in der Richtung einer Koor -

dinate nennen wir auch kurz die Komponente nach der

Koordinate .

Man spricht also von der Komponente einer beliebigen

Verrückung in einer beliebigen Richtung , aber man kann nicht

sprechen von der reduzierten Komponente in einer beliebigen

Richtung , sondern nur von der reduzierten Komponente einer

unendlich kleinen Verrückung in der Richtung einer Koordinate .

Aufgabe 1a . Die Neigung 5, , der Verrückung ds

gegen die rechtwinklige Koordinate 2, durch die 3u Ande -

rungen dr , auszudrücken .

In Gleichung 56 setzen wir die de , gleich Null für alle

mit Ausnahme des bestimmten , auf welches sich die Aufgabe

bezieht . Dann ist die Richtung von de “ nach 69 die von æ, ,

und der Winkel s, “ wird der gesuchte Winkel . Da ferner

alsdann nach 55 mds “ ?m, dx, ? , so wird als Lösung der

Aufgabe erhalten :

worin für ds sein Wert in den de , einzusetzen ist .

Aufgabe 1b . Die Komponenten de , der Verrückung

is nach den rechtwinkligen Koordinaten æ, durch die Ande -

rungen du , der Koordinaten auszudrücken .

Setzen wir in der vorigen Aufgabe 5,2 ,=O , 80 erfolgt

die Verrückung ds in Richtung der Koordinate æ, , und wir

erkennen , daß die Anderungsgeschwindigkeit der Koordinate

bei einer Verrückung in ihrer eigenen Richtung gleich dæ, : ds

also gleich Vmſm, ist . Die linke Seite der Gleichung 72 stellt

2222
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schon die Komponente von ds in Richtung von à , dar ; divi -

dieren wir also die Gleichung durch V/mſms , so erhalten wir

( 71) als Lösung der Aufgabe :

m,
— —

Aufgabe 10 . Die Anderungen d , der rechtwinkligen 74
1758 V 13 15 4 iKoordinaten bei einer Verrückung auszudrücken durch die redu -

zierten Komponenten der Verrückung nach jenen Koordinaten .

Die Lösung der vorigen Aufgabe gibt unmittelbar :

G Adlh .
n

SAufgabe 22 . Die Neigung % der Verrückung 4s 7

gegen die allgemeine Koordinate y , durch die r Anderungen
d%% gauszudrücken .

In Gleichung 58 setzen wir die de gleich Null für alle

0 mit Ausnahme des bestimmten o, auf welches sich die Auf⸗-

gabe bezieht . Die Richtung von ds ist alsdann nach 69 die

von Y%, und der Winkel 5„8“ wird der gesuchte Winkel . Da

gleichzeitig nach 57 de2 = dον ͤον wird , so erhalten wir als

Lösung der Aufgabe :

2

3660 ds cos 5,P % S⸗ aοοαοο

worin für ds sein Wert in den d/ , einzusetzen ist .

Anmerkung 1. Setzen wir in der Lösung der vorigen 76

Aufgabe alle dye gleich Null mit Ausnahme eines bestimmten

dpο , So wird die Richtung von ds die Richtung dieser Koordi -

nate v und der Winkel 5 „ , geht über in den Winkel 29855
welchen die Koordinate p , mit der Koordinate 5 , bildet . Da

gleichzeitig alsdann de ? deοοdον wird , so erhalten wir für

diesen Winkel :

60
coS ν

D —

33

Dieser Winkel ist nach 62 stets ein reeller Winkel .
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Anmerkung 2. Die Koordinaten 5 % heiben orthogonal ,

wenn jede von ihnen in jeder Lage auf allen übrigen senk -

recht steht . Die hinreichende und notwendige Bedingung

hierfür ist ( 76) , daß alle 4 %, für welche 0 und c verschieden

sind , verschwinden . Die rechtwinkligen Koordinaten sind ein

zeispiel orthogonaler Koordinaten .

Aufgabe 2b . Die Komponenten 459 der Verrückung ds

nach den Koordinaten v , auszudrücken durch die Anderungen

dpe dieser Koordinaten bei der Verrückung .

Setzen wir in Gleichung 75 e gleich Null , so erfolgt

die Verrückung ds dieser Gleichung in Richtung von pe ; alle

dpe sind also Null , auber dys , und die Gleichung wird also

Vaοe ds 4ο dpg . Die Anderungsgeschwindigkeit von pe mit

einer Verrückung in ihrer eigenen Richtung ist also 1/Va9.
Bedenken wir , daßb nach 48 ds cos 5,pe die Komponente von

ds in der Richtung von 5 ist , und beachten die Definition 71,

80 erkennen wir , daß die linke Seite der Gleichung 75 bereits

die reduzierte Komponente nach 92 darstellt , und wir erhalten

also die Beziehung :

a) d5⁰⁷² V/age ds cos Sοο

also als Lösung der Aufgabe :

5

b) d5ο²ꝰ D⸗ οο dyo

Aufgabe 20 . Die Anderungen dye der Koordinaten bei

Ausführung der Verrückung s auszudrücken durch die Kom -

ponenten dpe der Verrückung nach den Koordinaten ½.

Die Auflösung der Gleichungen 78b unter Benutzung der

Bezeichnung von 64 ergibt unmittelbar :

5
4

dyο De 00⁰ dpo
1

Aufgabe 3a . Die Komponenten 5² einer Verrückung

nach den allgemeinen Koordinaten 52 auszudrücken durch die
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Komponenten dz , der Verrückung nach den rechtwinkligen
Koordinaten des Systems .

Wir erhalten der Reihe nach unter Benutzung von 78 ,
57b , 576 , 74 :

1 3
D N

dον QÆ
4ο 40 — 2 Cg G dyo

3n 37²
„ 0 ——

2 1 A%e G = 3 d

Aufgabe 3b . Die Komponenten d , einer Verrückung 81
nach den rechtwinkligen Koordinaten à , auszudrücken durch
die Komponenten d5, der Verrückung nach den allgemeinen
Koordinaten v % des Systems .

Wir erhalten der Reihe nach unter Benutzung von 73 ,
57b , 79 :

8 m, m, Y
i

775 7 —
70˙νοο

7
IIl ,

„ 2 ο 60ů d5⁰ f

also , wenn wir zur Abkürzung setzen :

N 7
—— To Cο 60⁰ 6¹0 „ a)

777¹

folgt als Lösung der Aufgabe :

d , Te ¹ % ⁵οο b)
11

Aufgabe 4. Die Länge einer unendlich kleinen Verrückung 82
auszudrücken durch ihre reduzierten Komponenten nach den

Koordinaten des Systems .
Wenden wir die allgemeinen Koordinaten Y, an , so er —

halten wir durch successive Anwendung vou 78b und 79 auf

Gleichung 57b nacheinander :
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7* 7＋
9

AÜS= „ CWOο dο Ap0 023
—— —

4 1

7

9 dpο d59

＋

33 00⁰ d59 dο

Wenden wir insbesondere die rechtwinkligen Koordinaten

an , s0 erhalten diese Gleichungen die Form :

3
dee = YN, — da ,

— ¹

I

1

3 1
m8 —

mn,5

Aufgabe 5a . Den Winkel zwischen zwei unendlich

kleinen Verrückungen beliebiger Lage auszudrücken durch

die reduzierten Komponenten der beiden Verrückungen nach

den rechtwinkligen Koordinaten .

Durch successive Anwendung von 73 und 74 auf Gleichung

56 erhalten wir nacheinander die Formen :

ds ds cos 8,S
N „

— u1.

3 3u
— ——5

I , dæ , dd, . d dau

Hierin haben wir

1 1

„„
I5 G

nm,

für die ds und ds “ ihre Werte in den

dz , nach 83 einzusetzen .

(0
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Aufgabe 5b . Den Winkel zwischen zwei unendlich kleinen 85

Verrückungen aus der gleichen Lage auszudrücken durch die
der beiden Verrückungen nach den allgemeinen

Koordinaten 9 ,
Durch successive Anwendung von 78 und 79 auf Gleichung

58 erhalten wir nacheinander die Formen :

＋ ＋

Hierin sind wieder für die dse und de “ ihre Werte in
den d5 , nach 82 einzusetzen .

Aufgabe 6. Den Winkel zweier unendlich kleiner Ver - 86
rückungen auszudrücken durch die Winkel , welche beide mit
den Koordinaten des Systems bilden .

Wir dividieren die letzate der Gleichungen 85 durch dsd
und beachten , daß nach 78a

57d59 55 d555
Vagg cos

ae oosõ 5 % ο 3

wir erhalten so als Lösung der Aufgabe :

68 U 8 5CoS 8,8 TeN&⸗ bο ο doο οsS5,pg ooõSb5,P
1 1

Wenden wir rechtwinklige Koordinaten an , so erhält die 87
vorstehende Gleichung die besondere Form :

3

coS 8„8. —T . 608 8%%% 60 „
4

Es ist zu bemerken , daß die Gleichung 86 gleiche Lage
der beiden Verrückungen voraussetzt , während die Gleichung
87 von dieser Voraussetzung frei ist .
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Lehrsatz . Die v Winkel , welche eine beliebige Richtung

in einer bestimmten Lage mit den Richtungen der v allge -

meinen Koordinaten daselbst bildet , sind verbunden durch die

Gleichung :

85 7 7 * 3

Te. T⸗ Deο ανν αοα os 8. ) ꝙ cos 8. 1

1 ＋

Denn diese Gleichung folgt , wenn wir in 86 die Rich -

tungen von ds und de zusammenfallen lassen .

Folgerung . Insbesondere genügen die 3u Winkel , welche

eine beliebige Verrückung des Systems mit den rechtwink -

ligen Koordinaten des Systems bilden , der Gleichung :

3u
2

i
41

Benutzung partieller Differentialquotienten .

Bezeichnung . Durch die Werte der Koordinaten 9 , ihrer

Lage und der Anderungen de derselben ist die Länge ds

einer unendlich kleinen Verrückung bestimmt . Andern wir

eins jener Bestimmungsstücke , während die übrigen konstant

gehalten werden , so soll das entsprechende partielle Differential

von de mit 5, %s bezeichnet werden .

Betrachten wir dagegen , was ebenfalls zulässig ist , die

Koordinaten 5 % und die Komponenten dy5% nach ihnen als die

unabhängigen Bestimmungsstücke von ds , 80 soll das ent -

sbrechende partielle Differential von ds mit ö%%s bezeichnet

werden .

Andere partielle Differentiale von ds sind selbstverständ -

lich möglich , aber es ist für unseren Zweck nicht nötig , sie

zu bezeichnen , sondern es bleibt für sie das gewöhnliche ,

jedesmal durch eine Worterklärung näher zu bestimmende

Zeichen öds vorbehalten .

Bemerkung 1. Die Komponenten einer Verrückung nach

den Koordinaten lassen sich als partielle Differentialquotienten

FE
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der Länge der Verrückung darstellen . Und zwar geschieht
dies in der Form :

65² 55 8
4 D◻ε — ds

2 00b oοεσ

Man differentiiere die Gleichung 57d und beachte 78 .

Bemerkung 2. Die Neigung einer unendlich kleinen Ver - 92

rückung gegen die Koordinate Pe kann mit Hilfe der par -ͤ
Differentialquotienten ihrer Länge dargestellt werden .

Und zwar geschieht dies in der Form :

Man beachte 91 und 78 .

Anmerkung . Werden insbesondere in den Bemerkungen 93
1 und 2 rechtwinklige Koordinaten angewandt , so erhält man

5d
854l a

odæ ,

16 65
568 „„„

45 60

wobei die Bedeutung der partiellen Differentiale aus dem

vorigen hervorgeht .

Bemerkung 3. Die Anderungen , welche die Koordinaten 94

ve bei Durchlaufung einer unendlich kleinen Verrückung er —

leiden , lassen sich als partielle Differentialquotienten der Länge
der Verrückung darstellen . Und zwar geschieht dies in der
Form :

8 1 6⸗%82 65
45 ε

2
ds

0 vͥdf

Man beachte die Gleichungen 82 und 79 .

Hertz , Mechanik . 2. Aufl. 6
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Bemerkung 4. Für alle Werte des Index ꝛ besteht

zwischen den partiellen Differentialquotienten von ds die

Gleichung :

65⁸ 5 %⁸
a) 95 —

55 5

Vr Pr

Denn es ist :

65l8 1 Q VVVV

Dp. 24dt — 55
dyo dyo

und

EEEAI

5bh . 2ds 2 67. 704o

Setzen wir in der ersteren Form für die dye und dp⁰

ihre Werte in den ο und d5² nach 79 und beachten die

Beziehungen 68 und die zweite Form , so folgt die Behauptung .

Ebenso wenn wir in gleicher Weise von der zweiten Form

ausgehen .

Lehrsatz . Erleidet die Lage einer unendlich kleinen Ver -

rückung zweimal dieselbe Veränderung , während gleichzeitig

das eine Mal die Komponenten nach den Koordinaten , das

andere Mal die Anderungen der Koordinaten die ursprüng -

lichen bleiben , so ist die Anderung der Länge der Verrückung

in beiden Fällen entgegengesetzt gleich .

Da im zweiten Falle die ödpe =O sein sollen , während

die Koordinaten 2 % die Anderungen 0%% erleiden , so ist die

Anderung der Länge der Verrückung :

0 ¹s

a ) Ods —R 2 55 opr

Im ersten Falle sollen die ödpe = 0 sein , während die

Koordinaten dieselben Anderungen 0h erleiden , es ist also jetzt :

9II
b „ „0 ogd⁸ 2 685

opr
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Aus beiden Gleichungen a) und b) und der Bemerkung 4

folgt :

S̃ = Sqds „ 0)

welches die Behauptung ist .

Bahnen der Systeme .

Erläuterungen .

1. Die gleichzeitig vorgestellte Gesamtheit der Lagen , 97

welche ein System beim Ubergang aus einer Lage in die andere

durchläuft , heißt eine Bahn des Systems .
Eine Bahn kann auch betrachtet werden als die gleich -

zeitig vorgestellte Gesamtheit der Verrückungen , welche das

System beim Ubergang aus der einen in die andere Lage
erleidet .

2. Ein Teil der Bahn , welcher durch zwei unendlich nahe 98

Lagen begrenzt wird , heißt ein Bahnelement . Ein Bahn -

element ist eine unendlich kleine Verrückung ; es hat eine Länge
und eine Richtung .

3. Richtung der Bahn eines Systems in einer bestimmten 99

ihrer Lagen heißt die Richtung eines dieser Lage unendlich

benachbarten Bahnelements .

Länge der Bahn eines Systems zwischen zwei ihrer Lagen
heißt die Summe der Längen der Bahnelemente zwischen
diesen Lagen .

Analytische Darstellung . Die Bahn eines Systems wird 100

analytisch dargestellt , indem die Koordinaten ihrer Lagen an -

gegeben werden als Funktionen einer und derselben , übrigens
beliebigen Variabeln . Jeder Lage der Bahn ist dann ein Wert der
Variabeln zugeordnet . Als unabhängige Variabele kann eine
der Koordinaten selbst dienen . Sehr bäufig ist es Zweck -

mäbig , als unabbängige Variabele die Länge der Bahn , von
einer bestimmten Lage der Bahn ab gerechnet , zu benutzen .

Die Differentialquotienten nach dieser bestimmten Variabelen ,
6 *
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also nach der Bahnlänge , sollen in LadRANVons Weise durch

Akzente bezeichnet werden .

Definition 1. Die Bahn eines Systems heißt gerade , wenn

sie in allen ihren Lagen die gleiche Richtung hat .

Folgerung . Beschreibt ein System eine gerade Bahn , 80

beschreiben seine einzelnen Punkte gerade Linien , deren

Längen , von der Ausgangslage an gerechnet , einander be -

ständig proportional bleiben (38) .

Definition 2. Die Bahn eines Systems heißt krumm ,

wenn sich die Richtung der Bahn von Lage zu Lage ändert .

Die Anderungsgeschwindigkeit der Richtung mit der Bahn -

länge heißt die Krümmung der Bahn .
Die Krümmung der Bahn ist also der Grenzwert des Ver -

hältnisses zwischen dem Richtungsunterschied und der Ent -

fernung zweier benachbarter Bahnelemente .

Anmerkung . Der Wert der Krümmung ist hierdurch de -

finiert unabhängig von der Form der analytischen Darstellung ,

also insbesondere unabhängig von der besonderen Wahl der

Koordinaten des Systems .

Aufgabe 1. Die Krümmung der Bahn auszudrücken

durch die Anderungen der Winkel , welche die Bahn mit den

rechtwinkligen Koordinaten des Systems bildet .

Es sei de der Winkel zwischen der Richtung der Bahn

am Anfang und am Ende des Bahnelementes de . Dann ist

nach Definition (103) :
d

6 = ν
ds

Es seien ferner die cos 5,2 , die Cosinus der Winkel , welche

die Bahn am Anfange von ds mit den æ, bildet , und es seien

coS 8, , Ed cos S,u , die Werte der gleichen Größen am Ende

von ds . Dann ist nach Gleichung 87 :

3533
S

C08 (de) 2 coS S,œ ( Cos S, ν＋ d coS S,l 8

1
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Es ist aber ferner nach Gleichung 89 sowohl

3

N, cosꝰ 8,4 1
—7

als auch

3

V. (Cos S, 4, Yd cos 5,42 1
*

Indem wir das Doppelte der ersten Gleichung subtrahieren

von der Summe der beiden letzteren , erhalten wir :

31
2 - 2 cos (de) deꝰ T⸗ ( d cos S. r ) ?

1

also durch Division mit de ? die Lösung der Aufgabe :

3 —
C6

coS 8,7 , J2
33

1

Aufgabe 2. Die Krümmung der Bahn darzustellen durch 106
die Anderungen der rechtwinkligen Koordinaten des Systems
mit der Bahnlänge .

Unter Berücksichtigung von 72 haben wir ( 100) :

„
C08 S,

7N5

alS0

( 6⁰⁸⁰H˙ονε 1 „
Nn

also nach 105 als Lösung der Aufgabe :

3
2 622mC T. Mu bb

l

Aufgabe 3. Die Krümmung der Bahn darzustellen durch 107

die Anderungen der rechtwinkligen Koordinaten , dieselben be -

trachtet als Funktionen einer beliebigen Variabelen v2.
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Nach den Regeln der Differentialrechnung ist

Ar 75985 Ar dtꝰ

Setzen wir diesen Ausdruck in o2 ein und beachten ,

daß ( 55)

80 ſar
dr

qs ſdrx ds

a) 4% NV *
als0

50
d ◻

M. —. = ι e[σnrm, .- —: 5

ist , so folgt als Lösung der Aufgabe :

dοα d²⁸⁵2
2 —. — — — —0) m 4˙ 0 2 mn f45 mn. 55

worin für de/dr und desſdr ? noch ihre Werte aus den

vorigen Gleichungen zu setzen sind .

Aufgabe 4. Die Krümmung der Bahn darzustellen durch

die Anderungen der allgemeinen Koordinaten 5 , des Systems

mit der Bahnlänge .

Wir führen in den Ausdruck 106 an Stelle der recht -

winkligen Koordinaten die 9 ein , indem wir die ↄ ausdrücken

durch die p , und 5%. Zunächst ist nach 57b

7 U
1 . Teu,b „

als0

—&x ( enehi f I0
1

alS0

r
—9 Q „ 1½ ‚ „ * VV

Te. T⸗ ( a Gνοσοοο οο 2 œν αάοσ ονPοο τν ανε dν οο Po)
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Man bilde diese Gleichungen für alle 2, multipliziere eine

jede mit m,/im und addiere alle . Links entsteht c2. Rechts

kann die Summation nach 2 mit Hilfe der schon eingeführten
Größen 4 % in den ersten beiden Gliedern ausgeführt werden .

Im ersten Glied ergibt die Summation unmittelbar nach 57e

4 %. Als Faktor von 5 % im zweiten Gliede wird nacheinander

erhalten :

7 3u 2
E 000

2 9 2T- 75 d ν 2 Re T⸗ P0 P T- ο
1 1

—55
1

—— Oν u Oαe— P. E.
Y
— N 9 2

—8. 5 ( uach 68 )

Beim Ubergang von der zweiten in die dritte Form und

von der vierten in die fünfte Form ist Gebrauch gemacht

von der Bemerkung , daß , wenn J ( o , o) ein beliebiger Aus -

druck ist , welcher die Indices und enthält , alsdann

identisch

D οοονον e FHlo 0

1 1

ist .

Der Faktor des dritten Gliedes läßt sich nicht durch die

4 % ausdrücken . Um im Endresultat die Beziehung auf die

rechtwinkligen Koordinaten gleichwohl verschwinden zu lassen ,

sei gesetzt :

3n

5 8 m, 0 64e 54 —— —
90 %.

— m 0⁰⁷ 54

( 08



109

110

88 Frstes Biulchi.

Es wird dann schließlich erhalten als Lösung der Auf -

gabe :

7*̇ ＋ 9 f5 5a9 , 9⸗⁰
0) 02 NeT- ⸗ a0, le . .

S 25 8 67

5¹ 55½
Y Dr Po

5

* 46
„„*ͤ 3

5 1 auubohobüi2

Hierin sind also die 4% die in 57 eingeführten Funk -

tionen der pe ; die aοννα sind als neu eingeführte Funktionen

derselben Größen anzusehen . Die Zahl dieser neu einge -

führten Funktionen beträgt 472 ( ＋ 1) 2.

Abschnitt 4. Mögliche und unmögliche Verrückungen .
Materielle Systeme .

Erläuterungen .

1. Zwischen einer Anzahl von materiellen Punkten be -

steht ein Zusammenhang , wenn aus der Kenntnis eines Teils

der Komponenten der Verrückungen dieser Punkte eine Aus -

sage in bezug auf die übrigen Komponenten möglich ist .

2. Wenn zwischen den Punkten eines Systems Zu —

sammenhänge bestehen , so ist damit ein Teil der denkbaren

Verrückungen des Systems von der Betrachtung ausgeschlossen ,

diejenigen Verrückungen des Systems nämlich , deren Statt -

finden den vorausgesetzten Aussagen widersprechen würde .

Umgekehrt bildet jede Aussage , daß von den denkbaren Ver -

rückungen des Systems ein Teil von der Betrachtung aus -

zuschließen sei , einen Zusammenhang zwischen den Punkten

des Systems . Die Zusammenbänge der Punkte eines Systems
sind vollständig gegeben , wenn für jede denkbare Verrückung
des Systems bekannt gegeben ist , ob dieselbe zur Betrach -

tung zugelassen oder von derselben ausgeschlossen sei .
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3. Die zur Betrachtung zugelassenen Verrückungen
heißen mögliche Verrückungen , die übrigen unmögliche . Die

möglichen Verrückungen werden auch virtuelle genannt . Mög —
liche Verrückungen heißen sie stets , wenn sie als engerer

Begriff den denkbaren gegenübergestellt werden ; virtuelle

Verrückungen werden sie nur dann genannt , wenn sie als

weiterer Begriff einem engeren , 2z. B. den wirklichen Ver -

rückungen entgegengestellt werden .

4. Mögliche Bahnen heißen alle Bahnen , welche sich

aus möglichen Verrückungen zusammensetzen . Mögliche Lagen
sind alle Lagen , welche durch mögliche Bahnen erreicht wer —

den können .

5. Es sind also alle Lagen möglicher Bahnen mögliche

Lagen . Aber es geht aus dem Gesagten nicht hervor , und

es soll auch nicht gesagt sein , daß jede denkbare Bahn durch

mögliche Lagen auch eine mögliche Bahn sei . Vielmehr kann

eine Verrückung auch zwischen unendlich benachbarten mög -

lichen Lagen als eine unmögliche Verrückung bezeichnet sein .

6. Zwischen zwei möglichen Lagen gibt es immer eine

mögliche Bahn . Denn führt von irgend einer wirklichen

Lage zu beiden Lagen auch nur eine mögliche Bahn , so bil -

den diese beiden Bahnen zusammen schon eine mögliche Bahn

zwischen den beiden Lagen ; führte zu einer von beiden keine

mögliche Bahn , so wäre diese Lage auch keine mögliche Lage .

Definition 1. Ein Zusammenhang eines Systems heißt

ein stetiger , wenn er den folgenden drei Voraussetzungen nicht

widerspricht :
1. Daß die Angabe aller möglichen endlichen Verrück -

ungen enthalten sei in der Angabe aller möglichen unendlich

kleinen Verrückungen , ( Stetigkeit im Endlichen ) ;
2. daßb jede mögliche unendlich kleine Verrückung in

gerader , stetiger Bahn durchlaufen werden könne , ( Stetigkeit
im Unendlichkleinen ) ;

3. daß jede unendlich kleine Verrückung , welche aus

einer bestimmten Lage möglich ist , auch möglich ist aus jeder
unendlich benachbarten Lage , abgesehen von Abweichungen

111

112

113

114

115⁵
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von der Ordnung der Entfernung der Lagen oder von höherer

Ordnung , ( stetige Veränderlichkeit der möglichen Verrückungen ) .

Folgerung . Wenn in einem System nur stetige Zu -

sammenhänge sich finden , so ist die Summe irgendwelcher

möglichen unendlich kleinen Verrückungen aus derselben Lage

wieder eine mögliche Verrückung aus der gleichen Lage .

( Superposition unendlich kleiner Verrückungen . )

Denn nach 115,3 müssen sich die einzelnen Verrückungen

hintereinander durchlaufen lassen , und nach 115 ,2 ist dann

die direkte Verrückung aus der Anfangs - in die Endlage selbst

auch eine mögliche Verrückung .

Definition 2. Ein Zusammenhang eines Systems heißt

ein innerer , wenn er nur die gegenseitige Lage der Punkte

des Systems betrifft .

Folgerung . Wenn in einem System nur innere Zu -

sammenhänge sich finden , so ist jede Verrückung des Systems ,

welche die Konfiguration nicht ändert , eine mögliche Ver -

rückung , und umgekehrt .

Deflnition 3. Ein Zusammenhang eines Systems heißt

ein gesetzmäßiger , wenn er unabhängig von der Zeit besteht .

Ein gesetzmäbiger Zusammenhang besteht also in der

Aussage , daß von den denkbaren Verrückungen des Systems

zu jeder Zeit , oder unabhängig von der Zeit , gewisse Ver -

rückungen möglich , andere unmöglich sind .

Anmerkung . Solange wir von der Geometrie der Systeme

handeln , kommt der Unterschied zwischen gesetzmäbigem und

ungesetzmähßigem Zusammenbange nicht in Betracht , da unsere

üöberlegungen die Zeit nicht enthalten . Sind die Zusammen -

hänge eines Systems zu zwei Zeiten verschieden , s0 haben wir

es für unsere jetzige Betrachtung zu beiden Zeiten mit zwei

verschiedenen Systemen zu tun . Es läuft praktisch auf das -

selbe hinaus , wenn wir voraussetzen , daß in diesem ersten

Buche die Zusammenhänge sämtlich gesetzmäbßige seien .

Definition 1. Ein System materieller Punkte , welches

keinen anderen als stetigen Zusammenhängen unterworfen ist ,

nennen vir ein materielles System .
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Definition 2. Ein materielles System , welches keinen

anderen als inneren und gesetzmähigen Zusammenhängen
unterworfen ist , nennen wir ein freies System .

Definition 3. Ein materielles System , zwischen dessen

möglichen Lagen alle denkbaren stetigen Ubergänge zugleich
auch mögliche Ubergänge sind , heißt ein holonomes System .

Der Name soll andeuten , daß ein solches System inte -

gralen ( 670e) Gesetzen ( 20οõα ) gehorcht , während die mate -

riellen Systeme im allgemeinen nur Differentialgesetzen unter -

worfen sind . ( Vergleiche 132 ff.)

Analytische Darstellung .

Bemerkung . Ein System materieller Punkte genügt den

Bedingungen eines materiellen Systems , wenn die Differen -

tiale seiner rechtwinkligen Koordinaten keinen anderen Be -

dingungen unterworfen sind als einer Anzahl homogener linearer

Gleichungen , deren Koeffizienten stetige Funktionen möglicher
Werte der Koordinaten sind .

Denn die erste Art der Stetigkeit , welche die Definition (115)

verlangt , muß vorausgesetzt werden , wenn überhaupt von

Differentialen der Koordinaten des Systems gesprochen wird ;

den beiden andern Arten wird durch die Einschränkung der

zugelassenen Differentiale genügt .

Umkehrung . Genügt ein System materieller Punkte den

Bedingungen eines materiellen Systems , so sind die Differen -

tiale seiner rechtwinkligen Koordinaten keinen anderen Ein -

schränkungen unterworfen , als einer Anzahl homogener linearer

Gleichungen unter sich , deren Koeffizienten stetige Funktionen

möglicher Werte der Koordinaten sind .

Zum Beweise fassen wir eine mögliche Lage des Systems
ins Auge und die möglichen Verrückungen aus ihr . Für eine

beliebig herausgegriffene dieser Verrückungen mögen sich die

3u Anderungen de , verhalten wie :

i „ „ „ „

123

124

12⁵
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Verstehen wir nun unter dur eine ganz beliebige unendlich

kleine Größe , so ist durch den Satz von Gleichungen :

ein Satz möglicher Verrückungen gegeben . Entweder sind

nun in demselben alle möglichen Verrückungen überhaupt ent -

halten , oder dies ist nicht der Fall . Trifft letzteres zu , 80

wühlen wir eine beliebige zweite Verrückung aus , welche nicht

durch jene Form dargestellt werden kann , und es mögen für

diese die 3u Anderungen di , sich verhalten wie :

2 3n

Verstehen wir nun unter dua eine zweite beliebige un—-

endlich kleine Größe , so ist durch das System der Gleichungen :

duνν elv dν,jd E2ο dig

nach Voraussetzung ( 116) ein allgemeinerer Satz möglicher Ver —

rückungen gegeben . Entweder sind nun wenigstens in diesem

alle möglichen Verrückungen enthalten , oder dies ist nicht der

Fall . Wenn letzteres eintritt , so verfahren wir wie vorher ,

indem wir eine neue Größe dus einführen , und wir wieder -

holen das Verfahren so lange , bis es wegen Erschöpfung aller

möglichen Verrückungen sich nicht wiederholen läßt . Seine
Fortsetzung wird spätestens unmöglich , wenn wir 3u Größen

dus eingeführt haben ; denn alsdann stellt die Form :

31
5

Gα = 24 E⁰ο οAαν
7

alle möglichen Verrückungen des Systems auch dann dar ,

wenn alle denkbaren Verrückungen möglich sind , wenn also

gar keine Zusammenhänge zwischen den Punkten des Systems

pestehen . Im allgemeinen muß also das Verfahren notwendig

früher zu Ende kommen , und es lassen sich daher alle mög -

lichen Verrückungen des Systems darstellen durch Bedingungs -

gleichungen der Form :
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du , Irei , a)
1

in welcher unter allen Umständen

SI371n

ist . Damit aber dieser Form durch willkürlich gewählte dlz

genügt werden könne , ist hinreichende Bedingung , daß die

d , den 3u —-I homogenen linearen Gleichungen genügen ,

welche durch Elimination der dν aus den Gleichungen a) sich

ableiten lassen . Die Größben ez, müssen nach 115 ,3 stetige
Funktionen der Lage sein . Weiteren Einschränkungen als

diesen brauchen aber nach 124 die da , nicht unterworfen zu

werden .

Anmerkung . Die Zahl und der Inhalt der Gleichungen ,
welche wir zwischen den d , nach dem angegebenen Verfahren

ableiten , ist unabhängig von der besonderen Wahl der be -

nutzten Verrückungen .
Denn benutzen wir andere Verrückungen wie vorher und

drücken daher die de , durch andere Gröhben diz aus , 80

können wir die Werte der de , in diesen in die vorher er -

haltenen Eliminationsgleichungen einsetzen . Würden die -

selben nicht identisch befriedigt , so wären die des nicht un -

abhängig voneinander , was gegen die Voraussetzung ginge ,

unter welcher sie bestimmt wurden . Jene Gleichungen werden

also identisch befriedigt , und sie können daher nicht verschie -

den sein von den Gleichungen oder von linearen Kombinationen

der Gleichungen , welche durch Elimination der do,ν, aus den

Formen erhalten werden , in welchen sie die d , darstellen .

Gröber als die Zahl der mit Hilfe der dur zu erhaltenden

Gleichungen kann demnach die Zahl der mit Hilfe der du

erhaltenen nicht sein ; sie kann aber auch nicht kleiner sein ,

sonst würde das umgekehrte Verfahren erlauben , zu erweisen ,

dab die d½ nicht unabhängig voneinander wären .

Folgerung 1. Der Zusammenhang eines materiellen Sy-
stems kann analytisch vollständig beschrieben werden durch

Angabe einer einzigen möglichen Lage des Systems und eines

127
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Satzes homogener linearer Gleichungen zwischen den Diffe -

rentialen seiner rechtwinkligen Koordinaten .

Denn Beziehungen zwischen diesen Differentialen können

nach 125 nicht anders als durch einen solchen Satz von Glei —

chungen gegeben werden . Dies hindert allerdings nicht , daß

zwischen den Koordinaten auch endliche Gleichungen bestehen .

Aber alle diese endlichen Gleichungen ließen sich vollständig

ersetzen durch eine einzige mögliche Lage und ebenso viele ho -

mogene lineare Gleichungen zwischen den Differentialen . Diese

letzteren aber können den unmittelbar gegebenen Differential -

gleichungen nicht widersprechen ; sie gehen also entweder aus

denselben hervor oder sind ihnen zur Erzielung einer voll -

ständigen Beschreibung hinzuzufügen .

Bezeichnung . Die Gleichungen , welche den Zusammen -

hang eines materiellen Systems in den rechtwinkligen Koordi —

naten desselben darstellen , sollen in Zukunft dauernd in der

Form geschrieben werden :

33

T , , dU , = O

Dabei wird angenommen , daß i solcher Gleichungen vorhanden

seien , und es sind also dem in den einzelnen Gleichungen

die Werte 1, 2, usw . bis 1i beizulegen . Die Gröhen u , sind

als stetige Funktionen der 2, zu betrachten .

Folgerung 2. Der Zusammenhang eines materiellen Sy-

stems , dessen Lagen durch allgemeine Koordinaten dargestellt

sind , kann analytisch vollständig beschrieben werden durch

Angabe einer einzigen möglichen Lage und eines Satzes ho -

mogener linearer Gleichungen zwischen den Differentialen der

Koordinaten .

Durch Benutzung der allgemeinen Koordinaten pe , deren

Zahler kleiner als 3u ist , ist bereits ein Zusammenhang zwi -

schen den Punkten des Systems gesetzt . Denken wir uns des -

halb den Zusammenhang zuerst nach 128 vollständig be -

schrieben durch die rechtwinkligen Koordinaten . In den ent -

sprechenden Differentialgleichungen seien die Werte der dæ,

in den dye nach Gleichung 57b eingetragen . Die entstehenden
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linearen homogenen Gleichungen müssen sich so ordnen lassen ,

daßb unter ihnen 3u —r identisch erfüllt sind infolge der

3u u Gleichungen , welche ausdrücken , daß die 3u Größen

2, Funktionen der rv Gröhen 2 , sind . Die übrig bleibenden

42 i = 33 r Gleichungen zwischen den dh,½ ersetzen bei

Benutzung der p , vollständig die sämtlichen Gleichungen
zwischen den de , und genügen daher , nach 127 , zusammen mit

der Angabe einer möglichen Lage zur vollständigen Beschrei -

bung des Zusammenhanges des Systems .

Bezeichnung . Die Gleichungen , welche den Zusammen -

hang eines materiellen Systems in den allgemeinen Koordi -

naten % desselben darstellen , sollen in Zukunft dauernd in

der Form geschrieben werden :

De 2 4 — 9
1

Die Zahl dieser Gleichungen wird gleich „ angenommen ,
und es sind also dem „ nacheinander die Werte 1, 2, usw .

bis & zu erteilen . Die Gröben 5 % sind als stetige Funk -

tionen der 5 % zu betrachten .

Anmerkung . Die Gleichungen 128 bzw . 130 werden auch

die Differentialgleichungen oder die Bedingungsgleichungen des

Systems genannt werden .

Lehrsatz . Lassen sich aus den Differentialgleichungen
eines materiellen Systems eine gleiche Zahl von endlichen

Gleichungen zwischen den Koordinaten des Systems ableiten ,

so ist das System ein holonomes System ( 123 ) .

Denn die Koordinaten einer jeden möglichen Lage müssen

alsdann den endlichen Gleichungen genügen . Die Unterschiede

der Koordinaten zweier benachbarter Lagen genügen also

einer gleichen Zahl von homogenen linearen Differentialgleich -

ungen , und da diese der ebenso groben Zahl der gegebenen

Differentialgleichungen des Systems nicht widersprechen können ,

auch diesen letzteren . Die Verrückung zwischen irgend zwei

möglichen Lagen ist also eine mögliche Verrückung , welches

die Behauptung ist .

130

131

132
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System ein holonomes
Umkehrung . Ist ein materielles

System , so lassen seine Differentialgleichungen eine ebenso

große Zahl von endlichen oder Integralgleichungen zwischen

den Koordinaten selbst zu .

Man betrachte von den r Koordinaten des Systems

schen deren Differentialen die & Gleichungen bestehen , irgend -

welche 1 = I , etwa die ersten 1 = I als unabbängig veränder -

lich . Man gehe von einer beliebigen Anfangslage des Systems
lichen Bahnen zu einer LDage über , für

Zwi -

auf verschiedenen n

en Koordinaten bestimmte Wertewelche die unabhängig

haben . Käme man nun mit stetig sich ändernder Bahn zu

stetig sich ändernden Werten der übrigen Koordinaten , also

zu verschiedenen Lagen , so wären diese Lagen mögliche Lagen ,

die Verrückungen zwischen ihnen also nach Voraussetzung

1 verschiedene
mögliche Verrückungen . Es gäbe also von D

Wertsysteme der Differentiale , welche den Differentialgleich -

ungen genügen , obwohl die ersten 1 - 4 dieser Differentiale

ich , da die Gleich -gleich Null gesetzt sind . Dies ist nicht mög

ungen homogen und linear sind . Also kommen wir stets

zu denselben Werten nicht nur der ersten 1 I , sondern auch

der übrigen Koordinaten . Die letzteren sind also bestimmte

Funktionen der ersteren . Die & endlichen Gleichungen , welche

dies ausdrücken , sind , da sie den Differentialgleichungen nicht

widersprechen können , Integralgleichungen derselben .

Bewegungsfreiheit .

Definition . Die Zahl der willkürlich anzunehmenden un -

endlich kleinen Anderungen der Koordinaten eines materiellen

Systems heißt die Zahl der Bewegungsfreiheiten des Systems

oder auch der Grad der Freiheit seiner Bewegung .

Bemerkungen dazu .

1. Die Zahl der Freiheiten eines Systems ist gleich der

Zahl seiner Koordinaten , vermindert um die Zahl der Difle -

rentialgleichungen des Systems .
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2. Die Zahl der Freiheiten eines materiellen Systems ist 136

unabhängig von der Wahl der Koordinaten .

In der Bezeichnung von 128 —130 ist die Zahl der Frei -

heiten gleich 1 - , also ( 129 ) gleich 3u —½, also stets dieselbe

Zahl , welche Zahlen auch durchůr und & dargestellt sind .

273. Die Zahl der Freiheiten eines Systems ändert sich 137

nicht mit der Lage des Systems .
Da der Zusammenhang ein stetiger ist , so kann sich die

Zahl der Freiheiten in benachbarten Lagen nicht um ein End -

liches unterscheiden , also , da eine stetige Anderung dieser Zahl

ausgeschlossen ist , auch nicht in endlich entfernten Lagen .

4. Der Beweis des Satzes 125 enthält eine Lösung der 138

Aufgabe : Die Zahl der Bewegungsfreiheiten des vollständig
bekannten materiellen Systems , allerdings nicht ohne Pro -

bieren , zu finden . Die Zahl JIder nach der Methode jenes
Beweises gefundenen Hilfsgrößhen du½ ist die gesuchte Zabl .

Ist von vornherein bekannt , daß die möglichen Lagen des

Systems sich durchůr allgemeine Koordinaten 5 , darstellen

lassen , so können in jenem Beweise auch diese Koordinaten

anstatt der 2, benutzt werden .

Definition . Eine Koordinate eines materiellen Systems , 139

deren Anderungen unabhängig von den Anderungen aller

übrigen Koordinaten geschehen können , heißt eine freie Koordi -

nate des Systems .

Folgerung . Eine freie Koordinate kommt in den Diffe - 140

rentialgleichungen ihres Systems nicht vor , und umgekehrt ist

jede Koordinate , welche in den Differentialgleichungen nicht

vorkommt , eine freie Koordinate .

Anmerkung 1. Ob eine bestimmte Koordinate eines Sy- 141

stems eine freie Koordinate ist , oder nicht , hängt ab von der

Wahl der übrigen , gleichzeitig benutzten Koordinaten .

Denn kommt eine gewisse Koordinate in den Differential -

gleichungen des Systems nicht vor , und wählen wir nun an

Stelle einer der Koordinaten , welche in diesen Gleichungen

vorkommen , eine Funktion dieser und jener ersten als Koordi -

Hertz , Mechanik . 2. Aufl. 7
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nate , 8o verliert jene erste die Eigenschaft , freie Koordinate

zu sein , welche sie bis dahin hatte .

Anmerkung 2. In einem freien System ist jede Koordi -

nate der absoluten Lage eine freie Koordinate .

Vergleiche 118 und 122 .

Lehrsatz . Lassen sich die möglichen Lagen eines mate -

riellen Systems durch Koordinaten darstellen , welche sämtlich

freie Koordinaten sind , so ist das System ein holonomes ( 123) .

Jede Verrückung des Systems zwischen möglichen Lagen

wird durch ein Wertsystem der Differentiale der freien

Koordinaten ausgedrückt ; jedes solche Wertsystem ist aber

möglich , da es keinen Bedingungen unterworfen ist , und daher

ist jede Verrückung zwischen möglichen Lagen eine mögliche

Verrückung .

Umkehrung . In einem holonomen System lassen sich alle

möglichen Lagen durch freie Koordinaten darstellen .

Hat ein holonomes System YKoordinaten , zwischen welchen

Differentialgleichungen bestehen , so lassen sich * der Koordi -

naten als Funktionen der übrigen 1 - & darstellen (Vergl. 133 ) .

Diese 7 —K willkürlich ausgewählten Koordinaten bestimmen also

bereits die Lage des Systems vollständig und können unter

Weglassung der übrigen Koordinaten als freie Koordinaten des

Systems benutzt werden . Auch irgendwelche r - Funktionen

der ursprünglichen 21 Koordinaten können offenbar der gleichen

Absicht dienen .

Anmerkung 1. Die Zahl der freien Koordinaten eines

holonomen Systems ist gleich der Zahl seiner Bewegungs -

freiheiten .

Anmerkung 2. Ist die Zahl der Koordinaten eines mate -

riellen Systems gleich der Zahl seiner Bewegungsfreiheiten ,
80 sind die Koordinaten sämtlich freie Koordinaten , und das

System ist ein holonomes .

Denn bestände auch nur eine einzige Diflerentialgleichung

zwischen den Koordinaten , s0 wäre schon die Zahl der Koordi -

naten gröber als die der Bewegungsfreiheiten . Kleiner als
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die Zahl der Bewegungsfreiheiten kann die Zahl der Koordi -

naten überhaupt nicht sein .

Anmerkung 3. Die möglichen Lagen eines Systems ,
welches kein holonomes ist , lassen sich nicht vollständig allein

durch freie Koordinaten darstellen .

Denn das Gegenteil dieser Behauptung stände in Wider -

spruch Zzu 143 .

Verrückungen senkrecht zu den möglichen Verrückungen⸗

Lehrsatz . Lassen sich in einem System die v Kompo -
nenten dyÿ, einer Verrückung de nach den Koordinaten 5
darstellen durch x Gröken ½ in der Form :

*

1 - Sbun
4

worin die % den Bedingungsgleichungen des Systems ( 130)
entnommen sind , so steht die Verrückung senkrecht auf jeder

möglichen Verrückung des Systems aus der gleichen Lage .
Es sei nämlich de “ die Länge einer beliebigen möglichen

Verrückung aus der gleichen Lage , und es seien die de die

Anderungen der Koordinaten für diese Verrückung . Multi -

plizieren wir nun die Gleichungen der Reihe nach mit dy -
und addieren sie , so erhalten wir unter Berücksichtigung der

Gleichungen 85 und 130 :

2 8KE

Ne d5ο ννν ν ds 5 dyo Æσο

1 41

also cos s,8 “= 0 ; s5,s “=90e , was zu beweisen war .

Zusatz . Die r Komponenten dy5, einer Verrückung ds

nach den Koordinaten 5 % sind eindeutig bestimmt durch *

unter ihnen und die Angabe , dab die Verrückung senkrecht

stehe auf jeder möglichen Verrückung des Systems .

147

148

149

Es seien nämlich wieder die d % die Anderungen der ,
für eine beliebige mögliche Verrückung . Mit Hilfe der & Be -

dingungsgleichungen können wir & derselben ausdrücken als

53
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homogene lineare Funktionen der übrigen 1 — 1 und diese

Werte einsetzen in die Gleichung :

3 d450 dyo —

Die in dieser Gleichung noch vorhandenen dye sind nun völlig

willkürlich , es muß also der Faktor einer jeden dieser Größen

verschwinden . Dies gibt 1 = I homogene lineare Gleichungen

zwischen den dpe , welche gestatten , 1 - I derselben als ein -

deutige , weil lineare Funktionen der übrigen & darzustellen .

150 Umkehrung . Steht eine denkbare Verrückung senkrecht

auf jeder möglichen Verrückung eines Systems , so lassen sich

die r Komponenten dy5, derselben nach den stets durch

passende Bestimmung von & Größen „ , darstellen in der Form :

d459
1

Bestimmen wir nämlich die /½ aus irgendwelchen & dieser

Gleichungen und berechnen mit diesen Werten die sämtlichen

Komponenten , so müssen wir auf die gegebenen Werte der

d5e kommen . Denn die so berechnete Verrückung steht nach 148

senkrecht auf allen möglichen und hat mit der gegebenen

Verrückung & Komponenten gemein , sie hat also mit derselben

nach 149 alle n Komponenten nach den 5 , gemein .

Abschnitt 5. Von den ausgezeichneten Bahnen

der materiellen Systeme .

I. Geradeste Bahnen .

Definitionen .

151 1. Ein Bahnelement eines materiellen Systems heißt ge -

rader als ein anderes , wenn es eine geringere Krümmung hat .

152 2. Geradestes Bahnelement nennen wir ein mögliches



Ceradestèe Balimen der Syjsteme . 101

Bahnelement , welches gerader ist als alle anderen möglichen
Bahnelemente; welche mit ihm die Lage und die Richtung
gemein haben .

3. Eine Bahn , deren sämtliche Elemente geradeste Ele -
mente sind , heißt eine geradeste Bahn .

Analytische Darstellung . Alle Bahnelemente , unter wel⸗
chen ein geradestes Bahnelement das geradeste ist , haben

Lage und Richtung , also die Werte der Koordinaten und
der ersten Differentialquotienten der Koordinaten nach der

unabhängigen Variabeln gemein . Die Krümmung ist aber ,
außer durch jene Werte , auch noch mitbestimmt durch die

zweiten Differentialquotienten der Koordinaten . Durch die

Werte dieser also unterscheiden sich jene Bahnelemente , und

es müssen also für das geradeste Bahnelement die zweiten

Differentialquotienten solche Funktionen der Koordinaten und

ihrer ersten Differentialquotienten sein , welche die Krümmung
zu einem Minimum machen .

Die Gleichungen , welche diese Bedingung ausdrücken ,
müssen erfüllt sein für alle Lagen einer geradesten Bahn , sie

sind also zugleich die Differentialgleichungen einer solchen Bahn .

Aufgabe 1. Die Differentialgleichungen der geradesten
Bahnen eines materiellen Systems darzustellen in den recht -

winkligen Koordinaten des Systems .
Es möge als unabhängige Variabele die laufende Bahn -

länge gewählt werden . Da nur mögliche Bahnen in Betracht

zu ziehen sind , unterliegen die 3u Größen æ, nach 128 und

100 2 Gleichungen von der Form :

31

T: * ¹ = a)
1

Also unterliegen die 3u Größen a , 1 Gleichungen von der

Form :

3u 3u

S. anu. T. &. 9 1⸗0 , b)

welche durch Differentiation aus jenen folgen .

154
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Unter der Voraussetzung , dab diesen Gleichungen b)

nicht widersprochen werde , sollen die Größen 2 , so bestimmt

werden , daß die Krümmung ç 06 ) oder , was dasselbe sagt ,

daß der Wert von yc , nämlich

1
3u

55U U

0

ein Minimum werde .

Nach den Regeln der Diflerentialrechnung verfahren wir

wie folgt : Wir multiplizieren jede der Gleichungen b) mit

einem nachträglich zu bestimmenden Faktor , welcher für die

„ te Gleichung Z. heiben möge ; wir addieren die partiellen

Differentialquotienten der linken Seiten der entstandenen

Gleichungen nach einer jeden der Größen à , zu dem nach

der gleichen Größe genommenen partiellen Diflerentialquotien -

ten der Form e) , welche zu einem Minimum zu machen ist ;

wir setzen schieblich die entstandenen Aggregate gleich Null .

Wir erhalten so 3u Gleichungen von der Form :

mn, „, 1 —
dq)

7N 18

welche zusammen mit den i Gleichungen b) 3u ＋i nicht ho -

mogene , lineare Gleichungen für die 3u ＋i Gröhßen 2 und

E. ergeben , und aus welchen sich diese Größben und dann

aus e) der Wert der kleinsten Krümmung selbst ergeben .

Die Erfüllung der Gleichungen d) längs aller Lagen einer

möglichen Bahn ist also notwendige Bedingung dafür , daß die

Bahn eine geradeste sei , und die Gleichungen d) sind also die

verlangten Differentialgleichungen .

Anmerkung 1. Die Gleichungen d) sind aber auch die hin -

reichenden Bedingungen , zunächst für das Eintreten eines Mi -

nimums . Denn die zweiten Differentialquotienten

520

92
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verschwinden , sobald und ½ verschieden sind , und sind not -

wendig positiv , sobald und ½ gleich sind . Der Wert der

Krümmung läßt also keine anderen ausgezeichneten Werte

zu , als allein ein Minimum .

Die Erfüllung der Gleichungen d) für alle Lagen einer

möglichen Bahn ist demnach auch hinreichende Bedingung

dafür , daß die Bahn eine geradeste sei .

Anmerkung 2. Unter Berücksichtigung von 72 können

die Gleichungen d) in der Form geschrieben werden :

m, d 858 5 ( cos S. 47 M=ꝗ „

Die Gleichungen d) geben also an , wie sich die Rich -

tung der Bahn beim Fortschreiten in ihrer Länge beständig
ändern muß , damit die Bahn eine geradeste bleibe ; und zwar

gibt eine jede einzelne Gleichung an , wie sich die Neigung
der Bahn gegen eine bestimmte der rechtwinkligen Koordi -

naten ändert .

Aufgabe 2. Die Differentialgleichungen der geradesten
Bahnen eines materiellen Systems in den allgemeinen Koordi -

naten des Systems auszudrücken .

Wir wählen wieder als unabhängige Variabele die Bahn -

länge . Die Koordinaten %, und ihre Differentiaſquotienten
v% genügen ( 130 ) den & Gleichungen

„
Tepie be◻ 0

5

also die Größen ↄ% den Gleichungen :

7 0

Tepibe . T. N⸗ 5 PDοορεο
1 1 5

Unter allen Werten der y %, welche diesen Gleichungen

genügen , sind diejenigen zu bestimmen , welche den Wert der

158
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Krümmung o oder , was auf dasselbe hinausläuft , den Wert

von 1c2 , also die halbe rechte Seite der Gleichung 108 C au

einem Minimum machen . Verfahren wir nach den Regeln der

Diflerentialgleichung wie in 155 , und nennen wir II , den Faktor ,

mit welchem wir die - te der Gleichungen b) multiplizieren ,

so erhalten wir als notwendige Bedingungen für das Minimum

„ Gleichungen von der Form :

d ) 8 40 Pο 8N 5 2 55 DoVr ＋ TP II . Æ 0 f
7 0 7

in welchen nämlich dem o für jede Gleichung ein bestimmter

Wert von 1 bis zu erteilen ist . Zusammen mit den

Gleichungen b) bilden sie ＋ , nicht homogene , lineare

Gleichungen für die 1＋I & Größen y½% und II . , aus welchen

sich diese Größben und dann nach 108 die kleinste Krümmung

bestimmen lassen . Die Erfüllung der Gleichungen d) längs
aller Lagen einer möglichen Bahn ist die notwendige Be -

dingung dafür , dab die Bahn eine geradeste sei .

Anmerkung 1. Die Erfüllung der Gleichungen d) ist aber

auch die hinreichende Bedingung für das Eintreten eines Mi -

nimums und also einer geradesten Bahn . Denn der Aus -

druck 108 ist nur eine Transformation des Ausdrucks 106 für

die Krümmung ; wie dieser ( 156 ) läbßt daher auch jener nur

einen einzigen ausgezeichneten Wert , und zwar ein NMini⸗

mum zu .

Anmerkung 2. Nach 75 haben wir :

0
aνασ eosö8,9 85 0 „

5

also ist :

＋ ＋⁴OFbͤdp.Haeeos 70. — 0 . . 2 %ο

Lie
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Es lassen sich daher die Gleichungen 158d auch schreiben in

der Form :

1 D 66
8

30 49 cos 5,Pe ) „Ti οο TPg
7

Die Gleichungen 158d geben also wiederum an , wie sich

die Richtung der Bahn beim Fortschreiten in ihrer Länge
ändern muß , damit die Bahn eine geradeste bleibe ; und zwar

gibt jetzt jede einzelne Gleichung an , wie sich die Neigung

gegen eine bestimmte der Koordinaten 5 , ändert .

Lehrsatz . Aus einer gegebenen Lage in einer gegebenen
Richtung ist stets eine und nur eine geradeste Bahn möglich .

Denn ist eine Lage und eine Richtung in ihr gegeben ,
so geben die Gleichungen 155 d oder 158 d stets bestimmte ,

und zwar eindeutig bestimmte Werte für die Anderung der

Richtung ; es ist also durch die gegebenen Gröhen eindeutig
bestimmt die Anfangslage und die Richtung im nächsten Bahn -

element , also auch die im Folgenden , und so fort ins Unendliche .

Folgerung . Es ist im allgemeinen nicht möglich , von

einer beliebigen Lage eines gegebenen Systems zu einer be -

liebigen anderen Lage eine geradeste Bahn zu ziehen .

Denn die Mannigfaltigkeit der möglichen Verrückungen
aus einer Lage ist gleich der Zahl der Bewegungsfreiheiten
des Systems , die Mannigfaltigkeit der möglichen Richtungen
in einer Lage und daher die Mannigfaltigkeit der geradesten
Bahnen aus ihr also um die Einheit kleiner . Die Mannig⸗

faltigkeit der Lagen , welche auf geradesten Bahnen von einer

gegebenen Lage aus zu erreichen sind , ist also wieder gleich
der Zahl der Freiheiten . Aber die Mannigfaltigkeit der mög -

lichen Lagen kann der Zahl der benutzten Koordinaten gleich

sein , und ist daher im allgemeinen größer als jene .

Bemerkung 1. Um alle geradesten Bahnen eines mate -

riellen Systems , dessen Lagen durch die 2 , bezeichnet sind ,
durch Gleichungen zwischen eben diesen 9 % darstellen zu

können , ist nicht die Kenntnis irgendwelcher 33 Funktionen

erforderlich , welche die Lagen der einzelnen Punkte des Systems

161

162

163



164

165⁵

166

106 HEystes Bucſi .

als Funktionen der 5 , vollständig bestimmen . Es genügt viel -

mehr , daß neben den Bedingungsgleichungen des Systems in

den , die YrCT1 ) Funktionen aι der σ bekannt gegeben

seien .

Denn die Differentialgleichungen der geradesten Bahnen

158 d können explizite hingeschrieben werden , sobald nur neben

den ½ die d%ο als Funktionen der 5 % gegeben sind .

Bemerkung 2. Um die geradesten Bahnen eines mate -

riellen Systems , dessen Lagen man durch die 5 , bezeichnet

hat , durch Gleichungen zwischen eben diesen % angeben zu

können , genügt neben der Kenntnis der Bedingungsgleichungen
zwischen den 5 , die Kenntnis der Länge einer jeden möglichen
unendlich kleinen Verrückung als Funktion eben jener Koor —

dinaten ↄ und deren Anderungen .
Denn ist de der Ausdruck jener Länge in der verlangten

Form , so ist ( 57 d)

163
3 2 odDοονοο

Bemerkung 3. Um den Wert der Krümmung selbst zu

kennen in jeder Lage einer geradesten Bahn , genügt indessen

die Kenntnis der yr ( r1 ) Funktionen 4 % nicht . Es muß

hinzukommen die Kenntnis der r2 ( r＋1 ) ? Funktionen

Agον (108).
Die Kenntnis der Lagen aller einzelnen Punkte als

Funktionen der % ist auch zur Ermittelung der Krümmung

selbst nicht erforderlich .

2. Kürzeste und geodätische Bahnen .

Definition 1. Kürzeste Bahn eines materiellen Systems
zwischen zweien seiner Lagen heißt eine mögliche Bahn

zwischen diesen Lagen , deren Länge kleiner ist als die Länge

irgend einer anderen , ihr unendlich benachbarten Bahn zwischen

denselben Lagen .
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Bemerkungen dazu .

1. Es ist durch die Definition nicht ausgeschlossen , und 167

es kann in der Tat eintreten , daß es mehrere kürzeste

Bahnen zwischen zwei Lagen gibt . Die kürzeste unter

diesen heißt die absolut kürzeste Bahn . Sie ist zugleich die

kürzeste Bahn , welche überhaupt zwischen den beiden Lagen

möglich ist .

2. Zwischen irgend zwei möglichen Lagen eines mate - 168

riellen Systems ist stets mindestens eine kürzeste Bahn

möglich .

Denn mögliche Bahnen sind zwischen möglichen Lagen

stets vorhanden (114) , unter ihnen also eine absolut kürzeste ,

welche also auch kürzer ist als ihre Nachbarn , deren sie nach

der vorausgesetzten Stetigkeit ( 121, 115 ) besitzen mub , welche

also eine kürzeste Bahn ist .

3. Eine kürzeste Bahn zwischen zwei Lagen ist zugleich 169

eine kürzeste Bahn zwischen irgend zwei der ihr angehörigen

Lagen . Jeder Teil einer kürzesten Bahn ist wieder eine

kürzeste Bahn .

4. Die Länge einer kürzesten Bahn unterscheidet sich 170

nur um unendlich kleine Größen höherer Ordnung von der

Länge aller benachbarten Bahnen zwischen den gleichen End -

lagen . Als unendlich kleine Größen der ersten Ordnung gelten

dabei die Längen der Verrückungen , welche nötig sind , um

die benachbarten Bahnen in die kürzeste überzuführen .

Definition 2. Geodätische Bahn eines materiellen Systems 171

heißt jede Bahn , deren Länge zwischen irgend zweien ihrer

Lagen sich nur um unendlich kleine Größen höherer Ordnung

unterscheidet von der Länge irgendwelcher unendlich benach -

barter Bahnen zwischen den gleichen Lagen .

Bemerkungen dazu .

1. Jede kürzeste Bahn zwischen irgend zwei Lagen ist 17:

eine geodätische Bahn .

1⁰
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Es enthält also auch die Definition 171 nicht etwa einen

inneren Widerspruch , sondern es gibt Bahnen , welche dieser

Definition genügen .

2. Zwischen irgend zwei möglichen Lagen eines mate -

riellen Systems ist stets mindestens eine geodätische Bahn

möglich ( 168 und 172 ) .

3. Eine geodätische Bahn ist nicht notwendig zugleich
kürzeste Bahn zwischen irgend zweien ihrer Lagen .

Es kann aus den Definitionen nicht gefolgert werden ,

daßb jede geodätische Bahn auch kürzeste Bahn ist , und ein -

fache Beispiele zeigen , daß es in der Tat geodätische Bahnen

gibt , welche nicht zugleich kürzeste Bahnen zwischen ihren

Indlagen sind . Solche Beispiele können bereits der Geometrie

des einzelnen materiellen Punktes , also der gewöhnlichen
Geometrie entnommen , und also aus dieser als bekannt vor -

ausgesetzt werden .

4. Gibt es zwischen zwei Lagen nur eine einzige geodä -
tische Bahn , so ist dieselbe eine kürzeste , und zwar die absolut

kürzeste Bahn zwischen beiden Lagen .
Denn das Gegenteil würde nach 168 und 172 der Voraus -

setzung widersprechen .

5. Eine geodätische Bahn ist stets kürzeste Bahn zwischen

irgend zwei hinreichend benachbarten , übrigens noch endlich

voneinander entfernten ihrer Lagen .
Es möge zwischen zwei beliebigen Lagen der betrachteten

geodätischen Bahn noch eine Anzahl weiterer geodätischer
Bahnen geben . Mit einer dieser Bahnen muß die absolut

kürzeste Bahn zwischen beiden Lagen zusammenfallen (172) .
Nähern wir nun die Lagen einander längs der betrachteten

geodätischen Bahn , so nähert sich die Länge dieser Bahn und

zugleich die Länge der absolut kürzesten Bahn der Null ,

während die übrigen geodätischen Bahnen endlich bleiben .

Mindestens von einem gewissen endlichen Abstand der Lagen

an muß also die geodätische Bahn , längs welcher die beiden

Lagen sich nähern , mit der absolut kürzesten unter ihnen zu -

sammenfallen .
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Analytische Darstellung . Damit eine Bahn eine geodä -
tische Bahn sei , ist die notwendige und hinreichende analy -
tische Bedingung , daß das Integral des Bahnelements ( 99) ,
nämlich

ds

genommen zwischen irgend zwei Lagen der Bahn , nicht va -

riiere , wenn auch den Koordinaten der Lagen der Bahn be -

liebige stetige Variationen erteilt werden , vorausgesetzt nur ,
dab 1) diese Variationen verschwinden an den jedesmaligen
Grenzlagen des Integrals , und daßb 2) auch noch nach Aus -

führung der Variation die Koordinaten und ihre Differentiale

den Bedingungsgleichungen des Systems genügen . Als not -

wendige und hinreichende Bedingung hierfür ergibt sich ein

Satz von Differentialgleichungen , denen die Koordinaten der

Bahn , gedacht als Funktionen einer beliebigen Variabelen ,

genügen müssen , und welche also die Differentialgleichungen
der geodätischen Bahnen sind .

Daß jene Differentialgleichungen für alle Punkte einer

möglichen Bahn erfüllt seien , ist nach 172 zugleich die not -

wendige Bedingung dafür , daß die Bahn eine kürzeste sei ,
und jene Gleichungen sind daher zugleich die Differential -

gleichungen der kürzesten Bahnen . Das Verschwinden der

Variation des Integrals ist aber noch nicht hinreichende Be -

dingung dafür , daß die Bahn zwischen seinen Endlagen eine

kürzeste sei . Vielmehr ist hierzu weiter erforderlich , dab für

jede zulässige Variation der Koordinaten eine zweite Variation

des Integrals einen wesentlich positiven Wert habe . Für hin -

reichend benachbarte Lagen einer Bahn , welche den Diffe -

rentialgleichungen genügt , ist diese Bedingung nach 176 stets

von selber erfüllt .

Aufgabe 1. Die Differentialgleichungen der geodätischen
Bahnen eines materiellen Systems in den rechtwinkligen Koordi -

naten desselben darzustellen .

Die 3u rechtwinkligen Koordinaten , , welche wir zu —

nächst als Funktionen einer beliebigen Variabelen ansehen ,

sollen vor und nach der Variation den Gleichungen

178



Vrstes Buloll .

( 179 )
4) D· V, AαÆ

genügen ( 128 ) . Die 3u Variationen oræ, sind also gebunden

an die i Gleichungen , welche aus jenen durch Variation folgen ,

nämlich :

3u 3u 3u
9⁰ů

b) V, c , dön , , I . ö ,

15 „„%%%

Da die Länge ds des Bahnelements nicht von den 2, ,

sondern nur von den d , abhängt , so ist seine Variation

K8 5 —
— õdæ , ＋ dæ ,

Dies vorausgesetzt , soll

0) 0. 0 d 0ds

gemacht werden . Nach den Regeln der Variationsrechnung

multiplizieren wir jede der Gleichungen b) mit einer nach -

träglich zu bestimmenden Funktion der 2, , welche für die

te Gleichung mit S, bezeichnet werden möge , und addieren

die Summe der linken Seiten der entstandenen Gleichungen ,

welche Summe gleich Null ist , zu dem variierten Element des

Integrals . Durch partielle Integration schaffen wir die Diffe -

rentiale der Variationen fort ; endlich setzen wir den Faktor

einer jeden der willkürlichen Funktionen d' r , gleich Null .

Wir erhalten so 3 Differentialgleichungen der Form :

ods 85 0a , 6a
4½ % N. a, d . N . T . I br . & d 001öda , ÆYör , 62f

welche zusammen mit den i Gleichungen a) 3u Gleichungen
für die 3u＋ Funktionen 2, und S, bilden . Diese Differential -
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gleichungen sind notwendige Bedingungen für das Verschwinden

der Variation des Integrals ; jede geodätische Bahn genügt also

denselben , und sie stellen also die gesuchte Lösung dar .

Anmerkung 1. Die Differentialgleichungen 179 d sind aber

auch hinreichende Bedingungen dafür , daß die Bahn , welche

ihnen genügt , eine geodätische Bahn sei . Denn sind jene

Gleichungen erfüllt , so wird die Variation des Integrals / ds

gleich den Gliedern , welche bei der partiellen Integration vor

das Integralzeichen treten ; es wird also in der üblichen Be -

zeichnungsweise , wenn mit 0 die untere , mit 1 die obere Grenze

angedeutet wird :

f
8 GS 1

E 60 O
„

Lassen wir also für irgend zwei Lagen der Bahn die Variationen

Or , verschwinden , so verschwindet die Variation des Integrals

zwischen jenen Lagen als Grenzwerten , und es ist daher die

für geodätische Bahnen verlangte hinreichende analytische

Bedingung nach 177 erfüllt .

Anmerkung 2. Benutzen wir die laufende Länge der

Bahn als unabhängige Variabele , so nehmen unter Berück -

sichtigung von 55 und 100 die Gleichungen 179 d nach Division

durch ds die Formen an :

1
ſoö, , „

„ * S * ιο◻σο , a )
m 6

welche zusammen mit den i durch Differentiation von 179a er -

haltenen Gleichungen :

3 1 3 Z3n
558 „ „

0 b
T : m v N Tl ae r V 0

— 6π 1

3u ＋i nicht homogene , lineare Gleichungen für die 3u ＋i

Größen 2½ und §, darstellen , und also erlauben , diese Gröben

180
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als eindeutige Funktionen der Größen æ, , à , und S, anzu -

geben .

Anmerkung 3. Unter Benutzung von 72 kann den Gleich -

ungen 181a die Form gegeben werden :

— i33
mneν 7 5

. ( cos S. K¹) — — ＋L 8 ＋ 83
Mds 1 f

Die Gleichungen 181a geben also an , wie sich die Rich -

tung der Bahn bei gegebenem Anfang derselben beständig
ändern muß , damit die Bahn eine geodätische bleibe ; und

zwar gibt jede einzelne Gleichung an , wie sich die Neigung

gegen eine bestimmte der rechtwinkligen Koordinaten ändert .

Aufgabe 2. Die Differentialgleichungen der geodätischen
Bahnen eines materiellen Systems in den allgemeinen Koordi -

naten % desselben darzustellen .

Die v Koordinaten , des Systems sind gebunden an die

* Gleichungen ( 130 ) :

＋

a ) 4νe =◻
7

und also die v Variationen dy/ an die Gleichungen :

b) Te PDu dopοοα DeT⸗ 575 OοοαεDε
1 1 5

Die Länge ds einer unendlich kleinen Verrückung hängt

jetzt nicht allein von den Differentialen de , sondern auch von

den Werten der v „ selbst ab , es ist also :

Oöõds D oöd&
505

ee ,

Dies vorausgesetzt , soll

0. ⁴s ſoͤds —60
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gemacht werden . Indem wir nach den Regeln der Variation

verfahren , genau wie in 179 , und indem wir mit à den Faktor

der ten Gleichung b) bezeichnen , erhalten wir 1 Differential -

gleichungen von der Form :

E 8 5
25

4⁰
8 50 ＋ . Ynuo dN d)

dDο 57. ＋
0

8 ö
2 0

Dο

675

welche zusammen mit den Gleichungen a) „ ＋u & Differential -

gleichungen für die 1＋τ Funktionen % und 2 , der unab -

hängigen Variabelen bilden . Diese Gleichungen sind notwen -

dige Bedingungen für das Verschwinden der Variation , sind

also erfüllt in allen Lagen einer geodätischen Bahn ; sie ent -

halten demnach die Lösung der gestellten Aufgabe .

Anmerkung 1. Die Differentialgleichungen 183 d sind aber

auch hinreichende Bedingungen dafür , daß die Bahn , welche

ihnen genügt , eine geodätische Bahn sei . Denn sind jene
Gleichungen erfüllt , so wird die Variation der Bahnlänge
Vergl . 180) :

5

Vng 5 Weß
1

LCWed.oſds De 29 — Vο1

Lassen wir also für irgend zwei Lagen der Bahn die Va-
riationen y , verschwinden , s0 verschwindet die Variation

des Integrals zwischen jenen Lagen als Grenzlagen , und 8

ist daher die für geodätische Bahnen verlangte analytische

Bedingung erfüllt (177) .

Anmerkung 2. Wählen wir die Bahnlänge als unab⸗

hängige Variabele , indem wir die Gleichungen 183 d durch ds

diridieren und für de seinen Wert in den v und de nach

57d einsetzen , so erhalten wir die Gleichungen der geodäti -
schen Bahnen in der Form derer Gleichungen :

Hertz , Mechanik . 2. Aufl. 8

184
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7 ſboa , G
„ 55
24 00 655 2 57 07 1

1 11 N1 ⁴

E7 5
U 0D¹g 9f40

— N . J * — 5 A
Dο 63

.
D A. ſeb . ön ,

welche zusammen mit den 4 aus 183 a abgeleiteten Gleich -

ungen

4 E. 5%„ ο f

b De PDuο ο ＋ De De
55

Dοοe
0

1 1 1 4 2

„ ＋ nicht homogene , lineare Gleichungen für die 1＋

Größen 5 % und pilden , also gestatten , diese Größen als

eindeutige Funktionen der 5 %, pe und æ, anzugeben .

Anmerkung 8. Indem wir bei der Einführung der Bahn -

länge als unabhängiger Variabele die Gleichung 92 berück⸗

sichtigen , erhalten wir die Gleichungen 185 a in der Form :

01

4⁸ 0 49ο αοsöĩ58s - )

PFF 0 7οον Dαε
N⸗T⸗ T⸗Pu⁰ο, ＋ T⸗T⸗ 7 5 N Do

＋ ＋ ο D2＋α ＋ 67½

Jene Gleichungen geben also wiederum an , wie sich die

Richtung der Bahn mit Durchlaufung ihrer Länge ändern mußh,

damit die Bahn beständig eine geodätische bleibe ; und

zwar gibt jede einzelne Gleichung an , wie sich die Neigung

gegen eine bestimmte der Koordinaten 92 ändert .

Bemerkung 1. Eine geodätische Bahn ist durch Lage

und Richtung eines ihrer Elemente noch nicht bestimmt , son -

dern aus einer gegebenen Lage in gegebener Richtung ist im

allgemeinen eine unendliche Anzahl geodätischer Bahnen

möglich .

Sind uns für eine Lage der Bahn die e , Pe und die à

Größen 2 , gegeben , so sind sie nach 185 auch für das nächste

Element eindeutig bestimmt , und die Fortsetzung der Bahn
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ist also nur in eindeutig bestimmter Weise möglich . Die An -

gabe der Richtung der Bahn in jener gegebenen Lage aber
liefert nur die Größen 5 , und pe , und genügt also nicht zur

Festlegung der Bahn , sondern läßt , wenn nicht besondere
Verhältnisse vorliegen , noch eine à fache Unendlichkeit geodä -
tischer Bahnen zu .

Bemerkung 2. Wenn die Differentialgleichungen des be -
trachteten Systems kein Integral zulassen , also im allgemeinen
Falle , können von den 27 Größen % und 5, , welche eine

Lage und die Richtung in dieser bestimmen , 27 — will -
kürlich angenommen werden , nämlich die r Größen v und v - A
der Größen 5½ Jene 27 — willkürlichen Werte , zusammen
mit den & willkürlichen Werten der à , in jener Lage können
als die 27 willkürlichen Konstanten angesehen werden , welche

zusammen mit den Differentialgleichungen 185a eine geodä -
tische Bahn bestimmen , und welche in den Integralen jener
Gleichungen auch vorhanden sein müssen , da es nach 173

möglich sein soll , jede mögliche Lage des Systems mit jeder
andern durch eine geodätische Bahn zu verbinden . Lassen
nämlich die Differentialgleichungen des Systems keine end -
liche Beziehung zwischen den Y% ableiten , so ist jedes denk -
bare Wertsystem dieser Größen auch ein mögliches Wert -

system ; eine willkürliche Anfangs - und Endlage sind also zu -
sammen durch 27 willkürliche Koordinatenwerte bestimmt .

Bemerkung 3. Für jedes Integral , welches die Differential -

gleichungen des materiellen Systems zulassen , vermindert sich
die Zahl der Konstanten , welche eine geodätische Bahn ein -

deutig bestimmen , um zwei .

Lassen sich nämlich aus den Bedingungsgleichungen des

Systems Jendliche Gleichungen zwischen den 9 , herleiten , 80
können von den v Koordinaten % nur noch 1 = ] willkürlich

angenommen werden , von den 27 Größen 5 , und 5½, welche
eine Lage und eine Richtung in ihr bestimmen , also nur noch
27 I =I “ . Ferner lassen sich in diesem Falle die Differential -

gleichungen durch Multiplikation mit geeigneten Faktoren und
Addition in solche Form bringen , daß “ derselben unmittel -

bar integrabele Gleichungen darstellen , nämlich diejenigen
Gleichungen , welche durch Differentiation der ] endlichen Be -

8 *
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ziehungen gewonnen werden . Für jede dieser Gleichungen ,

von welchen eine den Index haben möge , wird dann :

6ο 0559b7 . 012 0
6 % 2

Es verschwinden dann also die entsprechenden Größen 1

aus den Gleichungen 185 a , und alle 2 , und 2½ sind bereits

eindeutig bestimmt durch die à - I Werte der übrigen 2, .

Im ganzen also behalten wir noch übrig 27 — 21 willkürliche

Bestimmungsstücke ; zwei sind für jede endliche Gleichung ver -

loren gegangen .
UÜbrigens genügen diese 27 —21 willkürlichen Konstanten

immer noch , wie es sein muß , um jede mögliche Lage des

Systems mit jeder andern durch eine geodätische Bahn zu ver -

binden . Denn bestehen zwischen den % T endliche Gleichungen ,

so genügt es , die Bahn so zu führen , daß zwei ihrer Lagen

mit den gegebenen Lagen je 1 - I Koordinaten gemein haben ;

die Ubereinstimmung in Hinsicht der übrigen wird alsdann

von selbst statthaben .

3. Beziehungen zwischen geradesten und geodätischen
Bahnen .

Lehrsatz . In einem holonomen System ist jede geodätische

Bahn eine geradeste Bahn und auch umgekehrt jede geradeste

eine geodätische Bahn .

Benutzen wir für den Beweis rechtwinklige Koordinaten .

Ist das System ein holonomes , so läßt sich den Bedingungs -

gleichungen desselben durch Multiplikation mit geeigneten
Faktoren und Addition in geeigneter Ordnung eine solche

Form geben , in welcher jede derselben ohne weiteres integrier -

bar ist , in welcher nämlich die linke Seite einer jeden mit

dem exakten Differentiale eines der i Integrale der Gleichungen

zusammenfällt . Für jedes Wertsystem der , li , v ist alsdann :

6 , 995
a)
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und die Differentialgleichungen der geodätischen Bahnen wer -

den alsdann nach 181a :

AI 5 — b)

Dieselben unterscheiden sich offenbar nur in der Bezeichnung
von den Gleichungen der geradesten Bahnen ( 155 d) :

1 D —
0)

7⁰

da weder die F, noch die S , in den übrigen zu befriedigenden
Gleichungen vorkommen . Jede mögliche Bahn , welche nach

geeigneter Bestimmung der 5, den ersten dieser Gleichungen
genügt , genügt den zweiten , indem man setzt = F. , und nicht

minder ist jede Lösung der zweiten zugleich eine Lösung der

ersten . Die Befriedigung der Gleichungen b) und e) ist aber

schon hinreichende Bedingung dafür , daß die Bahn eine geo -

dätische , bez . eine geradeste sei .

Folgerung 1. In einem holonomen System ist aus einer

möglichen Lage in einer möglichen Richtung nur eine einzige
geodätische Bahn möglich (161).

Folgerung 2. In einem holonomen System ist zwischen

irgend zwei möglichen Lagen immer mindestens eine geradeste
Bahn möglich (173) .

Lehrsatz . Ist in einem materiellen System jede geodä -
tische Bahn zugleich eine geradeste Bahn , so ist das System
ein holonomes .

Denn von jeder möglichen Lage aus ist in gegebener

Richtung nach 161 nur eine einzige geradeste , also nach Vor -

aussetzung nur eine einzige geodätische Bahn möglich . Gleich -

wohl ist nach 173 jede mögliche Lage durch eine dieser

Bahnen zu erreichen . Es ist also die Zahl der Bewegungs -
freiheiten des Systems gleich der Zahl seiner unabhängigen
Koordinaten , also nach 146 dͤas System ein holonomes .

—

191

192

193
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Folgerung . In einem System , welches kein holonomes ist ,

ist im allgemeinen eine geodätische Bahn nicht zugleich eine

geradeste Bahn .

Dies geht übrigens schon daraus hervor , dab in jeder

Richtung nur eine geradeste , aber viele geodätische Bahnen

möglich sind ( 161 und 187 ) .

Bemerkung . In einem Systeme , welches kein holonomes

ist , ist eine geradeste Bahn im allgemeinen nicht zugleich eine

geodätische Bahn .

Die Behauptung ist bewiesen , sobald Beispiele von Systemen

vorgezeigt werden , in welchen sich die geradesten Zahnen

nicht unter den geodätischen finden . Nehmen wir deshalb

der Einfachheit halber an , es bestehe nur eine einzige nicht

integrierbare Bedingungsgleichung zwischen den Koordinaten

v % des Systems , und es sei dieselbe :

a ) Pio De — 0

—
976

Machen wir nun die Annahme , es sei jede geradeste Bahn

zugleich eine geodätische . Dann ließe sich für jedes mögliche

Wertsystem der 5%, und 5½ mindestens ein Wertsystem der

pe so bestimmen , daß zugleich den Gleichungen 158d und

185 genügt ist . Es müßten daher auch für alle möglichen

v % und p½ die durch paarweise Subtraktion jener Gleichungen
zu erhaltenden Gleichungen

Pie ( i - 1¹ ＋ u D⸗ ο2 0
965 % 605

zu befriedigen sein . Dies sind aber Gleichungen für die

eine Gröbe ( III - A9 )/ ai , und sie sind nur verträglich mit⸗

einander , wenn für alle Wertpaare der 6 und 2

3 ſopio 56)1% 7 — 1 ¹ ö 1b
pie ο 555 Lo Dir löD . 6p0

ist . Drücken wir in 1 - 1 voneinander unabhängigen dieser
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Gleichungen eine der Größen 5% mit Hilfe von Gleichung a)

durch die übrigen aus , so sind die Verhältnisse zwischen den

letzteren nun völlig willkürliche Größen . Der Koeffizient jeder

einzelnen dieser Größen muß also für sich verschwinden .

Wir erhalten so als notwendige Folge unserer Annahme im

ganzen ( —1) 2 Gleichungen zwischen den v Funktionen p10

und ihren 12 partiellen ersten Differentialquotienten . In be -

sonderen Fällen können diese Gleichungen sämtlich befriedigt

sein , denn sie sind befriedigt , wenn die Gleichung a) integrabel

ist . Aber im allgemeinen haben wir kein Recht , die Funk -

tionen pie auch nur einer einzigen Bedingung unterworfen

vorauszusetzen , und im allgemeinen war also unsere Annahme

unzulässig . Damit ist die Behauptung erwiesen .

Ergebnis ( 190 bis 195 ) . In holonomen Systemen decken

sich die Begriffe der geradesten und der geodätischen Bahnen

dem Inhalt nach vollständig ; in nichtholonomen Systemen

schließt keiner dieser Begriffe den andern ein , sondern beide

haben im allgemeinen vollständig verschiedenen Inhalt .

Abschnitt 6. Von der geradesten Entfernung in

holonomen Systemen .

Vorbémerkungen .

1. In diesem Abschnitt soll nur von holonomen Systemen

die Rede sein und unter einem System schlechthin also ein

holonomes verstanden werden . Es kann daher , und es soll

vorausgesetzt werden , daß die benutzten Koordinaten % des

Systems sämtlich freie Koordinaten sind . Die Zahl dieser

Koordinaten ist gleich der Zahl der Bewegungsfreiheiten des

Systems , also unabhängig von unserer Willkür ; wir bezeichnen

sie dauernd mit v.

2. Geradeste und geodätische Bahnen fallen in die -

sem Abschnitt zusammen ( 196) , und die gemeinsamen Diffe -

196
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rentialgleichungen dieser Bahnen können geschrieben werden

in der Form derer Gleichungen :

gᷓs
6 ( Jae 00S S,00 —

5

welche man aus 186 oder aus 160 erhält , indem man bedenkt ,

daß für die gewählten Koordinaten die sämtlichen Größen 9 .

gleich Null sind .

3. Zufolge derselben Bemerkung erhält man für die

Variation der Länge einer Bahn , welche den vorstehenden

Differentialgleichungen genügt , also der Länge einer geodätischen
Bahn , aus 184 :

5 Oſöds
0. /ds De

de
8

10

oder unter Berücksichtigung von 92 :

3 5 1
ſds ⁊e ] 49 cos 8, po H00]

1 0

in welchen Gleichungen also die 0%% die Variationen der

Koordinaten der Endlage , und die cos 5 % die Richtungscosinus
der Endelemente der betrachteten geodätischen Bahn be⸗

zeichnen .

I. Flächen von Lagen .

Definition . Unter einer Fläche von Lagen verstehen wir

im allgemeinen ein stetig zusammenhängende Gesamtheit von

Lagen . Im besonderen aber soll hier unter einer Fläche eine Ge -

samtheit möglicher Lagen eines holonomen Systems verstanden

sein , welche dadurch charakterisiert ist , daß die Koordinaten

der ihr angehörigen Lagen einer einzigen endlichen Gleichung
unter sich genügen .

Die Gesamtheit der Lagen , welche gleichzeitig zweien
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oder mehr Flächen angehören , bezeichnen wir auch als den

Durchschnitt jener zwei oder mehr Flächen .

Anmerkung 1. Durch jede Lage einer Fläche kann eine

unendliche Mannigfaltigkeit von Bahnen gezogen werden , deren

sämtliche Lagen der Fläche angehören . Wir sagen von diesen

Bahnen , daß sie der Fläche angehören , oder in der Fläche

liegen ; wir brauchen die gleiche Ausdrucksweise für die Ele -

mente der Bahnen und für unendlich kleine Verrückungen
überhaupt .

Anmerkung 2. Eine Bahn , welche nicht einer Fläche

angehört , hat mit dieser im allgemeinen eine endliche Anzahl

von Lagen gemeinsam .
Denn die Bahn wird analytisch dargestellt durch 1 —1

Gleichungen zwischen den Koordinaten ihrer Lagen , die Fläche

durch eine einzige Gleichung . Nach Voraussetzung sind erstere

Gleichungen unabhängig von der letzteren . Alle zusammen

bilden sie daher 1 Gleichungen für die Koordinaten der

gemeinsamen Lagen , welche Gleichungen im allgemeinen keine

oder eine endliche Zahl reeller Lösungen zulassen .

Anmerkung 3. Aus jeder Lage einer Fläche ist eine ?

( 1 ) fache Mannigfaltigkeit unendlich kleiner Verrückungen
in der Fläche möglich .

Denn von dener unabhängigen Anderungen der Koordi -

naten , welche die Verrückung charakterisieren , können 2 — 1

willkürlich angenommen werden , die 1te ist dann dadurch

bestimmt , daß die Verrückung der gegebenen Fläche ange -
hören soll .

Lehrsatz 1. Es ist stets eine , und im allgemeinen nur

eine Richtung anzugeben möglich , welche auf — 1 ver⸗

schiedenen unendlich kleinen Verrückungen eines Systems ( 197)
aus derselben Lage senkrecht steht .

Es sei dip , die Anderung der Koordinate 5 , für die

te jener = 1 Verrückungen ; es sei ô%% die Anderung der

Koordinate 5 % für eine weitere Verrückung . Soll die letztere

auf jenen senkrecht sein , so ist notwendig und hinreichend ,

daß 1 - 1 Gleichungen der Form ( 58)

201
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2
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erfüllt seien . Dies sind aber 1 1 nicht homogene , lineare

Gleichungen für die 1- 1 Verhältnisse der dpe unter sich ; sie

können also stets , und zwar im allgemeinen nur durch ein Wert⸗

system dieser Verhältnisse befriedigt werden . In Ausnahme -

källen kann Unbestimmtheit eintreten ; solche muß 2. B. dann

eintreten , wenn irgend drei der 1 —1 Verrückungen s0 ge -

wühlt sind , daß jede Verrückung , welche auf zwei von ihnen

senkrecht ist , auch auf der dritten senkrecht steht .

205 Lehrsatz 2. Steht eine Richtung senkrecht auf 1 —1

verschiedenen Verrückungen , welche einer Fläche in einer

bestimmten Lage angehören , so steht sie senkrecht auf jeder

Verrückung , welche der Fläche in dieser Lage angebört .

Die Verrückungen , welche einer Fläche in einer be⸗

stimmten Lage angehören , sind dadurch charakterisiert , dab

die entsprechenden d%, einer einzigen homogenen linearen

Gleichung unter sich genügen , der Gleichung nämlich , welche

durch Differentiation der Gleichung der Fläche erhalten wird .

Genügen nun die r - 1 Wertsysteme der dpe jener Gleichung ,

so genügen auch die Gröhen

4 V . 2 drο
1

derselben , worin die J, willkürliche Faktoren bezeichnen . Die

du, gehören also einer beliebigen Verrückung in der Fläche

an , und zwar kann jede Verrückung der Fläche in dieser

Form dargestellt werden , da die rechte Seite der Gleichung

eine ( 1 ) fache willkürliche Mannigfaltigkeit enthält .

Nach Voraussetzung ist nun ( 204 ) :

01
Te. T⸗ dοον

1 1
Opοοεο ;̃

durch Multiplikation dieser Gleichungen mit den 1. und

Addition folgt :
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55 8
2
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3

welches die Behauptung ist (58) .

Deflnition . Eine Verrückung aus einer Lage einer Fläche

heißt senkrecht auf der Fläche , wenn sie senkrecht steht auf

jeder Verrückung , welche in der gleichen Lage der Fläche

angehört .

Folgerung 1. In jeder Lage einer Fläche gibt es stets ?

eine , und im allgemeinen nur eine Richtung , welche senk -

recht auf der Fläche steht .

Folgerung 2. In jeder Lage einer Fläche ist stets eine ,

und im allgemeinen nur eine geradeste Bahn auf der Fläche

senkrecht zu errichten möglich .

Definition 1. Schar von Flächen nennen wir eine Ge —

samtheit von Flächen , deren Gleichungen ( 200 ) sich nur unter -

scheiden durch den Wert einer in ihnen vorkommenden Kon -

stanten .

Bezeichnung . Jede Schar von Flächen kann analytisch ?

dargestellt werden durch eine Gleichung der Form :

IE constans 5

welche nämlich erhalten wird durch Auflösung der Gleichung

einer der Flächen nach der variierenden Konstanten , und in

welcher die rechte Seite die möglichen Werte eben dieser

Konstanten , die linke Seite aber eine Funktion der Koordi -

naten Ue bezeichnet . Jeder Fläche jener Schar entspricht

ein bestimmter Wert der rechts stehenden Konstanten , also

ein bestimmter Wert der Funktion R. Solche Flächen , für

welche die Werte der Funktion / nur unendlich kleine Unter -

schiede dli zeigen , nennen wir Nachbarflächen .

Definition 2. Senkrechte Trajektorie einer Schar von

Flächen nennen wir eine Bahn , welche die Schar senkrecht

durchschneidet , d. h. welche auf jeder Fläche der Schar in

den gemeinsamen Lagen ( 202 ) senkrecht steht .

206

208

209

21¹
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Lehrsatz . Damit eine Bahn senkrechte Trajektorie der

Schar

a ) L constans

sei , ist hinreichende und notwendige Bedingung , daß sie in

jeder ihrer Lagen v Gleichungen der Form

57

b) Vabo cos 8,ο ο=
3 8 0

genüge , in welchen die % die Neigungen der Bahn gegen

die Koordinaten Y% bezeichnen , und in welchen / eine für alle

„ Gleichungen identische , übrigens mit der Lage sich ändernde

Funktion der 9 % ist .

Wir konstruieren von der betrachteten Lage der Bahn

aus eine unendlich kleine Verrückung , deren Länge do sei ,

pei deren Durchlaufung sich die , um oy6% und / um dI

ändern möge , welche endlich mit der betrachteten Bahn den

Winkel 5,0 bilden möge . Multiplizieren wir die Gleichungen b)

der Reihe nach mit den doe und addieren , so folgt ( 78a und 85) :

0) 00 CoS S,G = „ 10R

Gehört nun die Verrückung odo einer Fläche der Schar a) an ,

nämlich derjenigen Fläche , welche die betrachtete Lage mit der

Bahn gemeinsam hat , so ist ö½ =O , also 5 , = 90 . Die

Richtung der Bahn steht daher senkrecht auf der durch -

schnittenen Fläche ( 206 ) , und die Gleichungen b) bilden die

hinreichenden Bedingungen dafür , daß dies in jeder Lage ein -

trete . Sie bilden aber auch die notwendigen Bedingungen

hierfür , da , von Ausnahmefällen abgesehen , in jeder Lage nur

eine einzige Richtung der gestellten Forderung genügt .

Zusatz 1. Der senkrechte Abstand zweier Nachbarflächen

der betrachteten Schar in irgend einer Lage ist gleich

FRE
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Denn lassen wir die Verrückung do des vorigen Beweises

nach Richtung und Länge jetzt zusammenfallen mit dem Teil

der senkrechten Trajektorie , welcher zwischen beiden Flächen

liegt , so fällt 9o zusammen mit dem betrachteten Abstand ,

der Winkel s , aber wird Null , und so folgt aus Gleichung 212 6

die Behauptung .

Zusatz 2. Die in den Gleichungen der senkrechten Tra - 2

jektorien auftretende Funktion F wird erhalten als Wurzel

der Gleichung :

5 5E 6E
5 85 6 Y⁰

Denn diese Gleichung folgt , wenn wir die Werte derův

Richtungscosinus nach 212 b einsetzen in die Gleichung 88 ,

welcher sie genügen müssen . Welche Wurzel zu wählen sei ,

hängt davon ab , ob wir die Richtung der Trajektorie nach

wachsenden Werten von oder nach abnehmenden als positiv

rechnen .

2. Geradeste Entfernung .

Deflnition . Geradeste Entfernung zweier Lagen eines ho -

lonomen Systems heißt die Länge einer sie verbindenden ge -

radesten Bahn .

Anmerkung . Zwei Lagen können mehr als eine geradeste

Entfernung haben . Unter diesen finden sich die Längen der

kürzesten Bahnen zwischen beiden Lagen , also auch die Länge

der absolut kürzesten Bahn . Wenn von der geradesten Unt -

fernung zweier Lagen als einer eindeutig bestimmten gespro -

chen wird , so soll von dieser letzteren die Rede sein .

Analytische Darstellung . Die geradeste Entfernung zweier ?

Lagen kann als Funktion der Koordinaten dieser Lagen dar -

gestellt werden . Diejenige Lage , welche als Ausgangslage be-
trachtet wird , werde dauernd mit 0, ihre Koordinaten mit 9 ,

bezeichnet ; diejenige Lage , welche als Endlage betrachtet

21

S
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wird , werde dauernd mit 1, ihre Koordinaten mit 5 % be -

zeichnet , so daß die Richtung der geradesten Bahn stets

positiy gerechnet ist von 0 gegen 1. Die geradeste Ent -

fernung ist alsdann eine für alle Wertsysteme der % und 5½

definierte Funktion dieser 27 . Größen . Den analytischen Aus -

druck der geradesten Entfernung , ausgedrückt in eben diesen

Variabelen , bezeichnen wir durch 8S, und nennen diesen ana -

lytischen Ausdruck auch kurz die geradeste Entfernung des

Systems .

Anmerkung 1. Die Funktion S ist im allgemeinen eine

mehrdeutige Funktion ihrer Unabhängigen . Von den Zweigen

dieser Funktion verschwindet einer und nur einer zugleich mit

verschwindendem Unterschiede zwischen den Pe . und 5 . Von

diesem Zweig ist ( 216 ) die Rede in solchen Aussagen , in

welchen von & als von einer eindeutig bestimmten Funktion

gesprochen wird .

Anmerkung 2. Die Funktion § ist symmetrisch in Hin -

sicht der Pe und Y% in dem Sinne , daß & seinen Wert nicht

ändert , wenn die 5 % und Pe , für alle Werte des 0 gleich -

zeitig miteinander vertauscht werden .

Denn mit dieser Vertauschung vertauschen wir nur die

Anfangs - und die Endlage .

Bemerkung . Wenn die geradeste Entfernung eines Systems

in irgend welchen freien Koordinaten desselben gegeben ist ,

80 sind damit die sämtlichen geradesten Bahnen des Systems

in eben diesen Koordinaten gegeben , ohne dabß eine weitere

Kenntnis darüber nötig wäre , in welcher Weise die Lage der

einzelnen materiellen Punkte des Systems von jenen Koordi -

naten abbängt .

Denn die geradeste Entfernung irgend zweier unendlich

benachbarter Lagen des Systems ist zugleich die Länge der

unendlich kleinen Verrückung zwischen ihnen ; läßt sich aber

diesé letztere durch die gewählten Koordinaten darstellen , so

trifkt die Behauptung zu nach 163 .

Aufgabe . Aus der geradesten Entfernung eines Systems

den Ausdruck für die Länge seiner unendlich kleinen Ver -

rückungen abzuleiten .
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In § setzen wir für die 9 , jetzt pe , für die pe . Jetat

P %＋dpe , und lassen alsdann die dy sehr klein werden . Wir

wissen bereits ( 57d ) , daß sich alsdann die Entfernung der

beiden Lagen als Quadratwurzel einer homogenen quadrati -
schen Funktion der d%e darstellt . & selbst läßt sich also

nicht in eine Reihe nach aufsteigenden Potenzen der dys ent -

wickeln , wohl aber 82, und in dieser Entwickelung müssen

die quadratischen Glieder die ersten sein , welche nicht ver -

schwinden . Drücken wir also durch einen übergesetzten Strich

aus , dabß in der betreffenden Funktion die 9 Pei P Se -

setzt werden sollen , so erhalten wir für die Entfernung der

beiden Lagen , also für die Gröhe der Verrückung :

2 6282
339 De 49 AIο

„ „

und es wird also die Funktion d9e :

1 5²

0οσ
6/91 6/ ' 0.

Mit gleichem Rechte wird auch erhalten :

„8 2 V0 Noο

Diese Werte der 4 % kann man benutzen , um indirekt

von der Funktion & zu den geradesten Bahnen zu gelangen .
Die folgenden Lehrsätze bieten einen direkteren Weg zu dem

gleichen Ziele dar .

Lehrsatz . Eine Fläche , deren sämtliche Lagen gleiche 222

geradeste Entfernung haben von einer festen Lage , wird senk -

recht durchschnitten von allen geradesten Bahnen , welche

durch jene feste Lage gehen .
Es seien die 5 % die Koordinaten der festen Lage , die

Pe , die Koordinaten einer Lage der Fläche . Wir gehen von

der letzteren zu einer anderen Lage der Fläche über , für
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welche die 5 % sich geändert haben um dyg. . Dabei hat sich

die geradeste Entfernung von der festen Lage 0 nach der

Voraussetzung um Nichts geändert ; nach 199 aber hat sie

* 3 1417
sich geändert um De Jage cos 8, Be. dp , wenn 6 , den

1

Winkel bezeichnet , welchen die geradeste Bahn in 1 mit der

Richtung von p „ bildet . Es ist also :

*
0400. C0S S,0 4οο 0

991 9¹ 9

und diese Gleichung sagt aus , daß die geradeste Bahn auf der

Verrückung der dye, senkrecht steht ( 85 und 78a ) . Da dies

gilt für jede beliebige Verrückung , welche in 1 der Fläche

angehört , so folgt ( 206 ) die Behauptung .

Folgerung 1. Die geradesten Bahnen , welche durch eine

feste Lage hindurch gehen , sind die senkrechten Trajektorien
einer Schar von Flächen , welche der Bedingung genügen ,

daß die sämtlichen Lagen einer jeden gleiche geradeste Ent -

fernung von jener festen Lage haben .

Folgerung 2. Die sämtlichen geradesten Bahnen , welche

durch die feste Lage 0 hindurch gehen , genügen den „

Gleichungen :

658
Vas cos 5,5 % =

5581 2 0P9

in welchen die 5 % als die Koordinaten der variabelen Lage
der Bahn und die cos 5, % als die Richtungscosinus der Bahn

in dieser Lage zu betrachten sind .

Denn die Gleichungen a) sind die Gleichungen der senk -

rechten Trajektorien einer Schar von Flächen , welche dureh

die Gleichung

b) & constans

dargestellt wird . Wäre nämlich § eine beliebige Funktion
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der variabelen Koordinaten 5½ , s0 wären nach 212 die Gleich -

ungen der senkrechten Trajektorien :

58

OPe.
499 . 008 8 . . 53 5 0

und der senkrechte Abstand zweier Nachbarflächen wäre gleich

fas . Nach der besonderen Natur unserer Funktion & ( 217, 222 )

ist aber dieser Abstand gleich d8 selbst , also folgt

5 „ d)

und die allgemeinen Gleichungen ) nehmen die besondere

Form a) an .

Anmerkung 1. Die Gleichungen 224a , welche Differen - ?

tialgleichungen erster Ordnung sind , können auch angesehen
werden als die Gleichungen geradester Bahnen in endlicher

Form , sobald wir nämlich in denselben die pe , als die Va -

riabelen , die 27 Gröben p und 3, % aber als Konstanten

betrachten .

Denn bestimmen wir aus jenen Gleichungen eine Reihe

von Lagen 0 in solcher Weise , daß bei festgehaltenen Werten

der pe auch die Werte der s,pe unverändert bleiben , so erhalten

wir solche Lagen 0, von welchen aus die nach der Lage 1

gezogenen geradesten Bahnen in dieser Lage 1 eine feste Rich -

tung haben . Da nun aber nur eine einzige geradeste Bahn

von dieser Eigenschaft möglich ist , so müssen alle so be -

stimmten Lagen 0 dieser einen Bahn angehören , ihre Gesamt -

heit bildet diese Bahn , und diese letztere wird also selbst

dargestellt durch die Gleichungen 224a .

Anmerkung 2. Im Beweise des Lehrsatzes 222 hätten

wir mit gleichem Rechte die Lage 1 als die feste , die Lage 0

als die variabele Lage einführen können . Anstatt zu den

Gleichungen 224a wären wir alsdann gelangt zu den Gleich -

ungen :

65

65 0⁰

Hertz , Mechanik . 2. Aufl. 2

V90 CoS S9 a )

226
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Der Unterschied im Vorzeichen der rechten Seite erklärt

sich daraus , daß nunmehr das Fortschreiten von der festen

Lage aus nach 217 als Fortschreiten in negativer Richtung

zu bezeichnen ist . Wie die Gleichungen 224a stellen auch

die Gleichungen 226a geradeste Bahnen dar . Es sind Diffe -

rentialgleichungen erster Ordnung aller geradesten Bahnen ,

welche durch die feste Lage der 5 % hindurchgehen , und zu -

gleich die endlichen Gleichungen der einen bestimmten Bahn ,

welche durch die Lage der 5 % hindurchgeht und in dieser mit

den Koordinaten die Winkel 5„ e , bildet .

Folgerung 3. Die geradeste Entfernung &S eines Systems

genügt als Funktion der 9 % der partiellen Differentialgleichung

erster Ordnung :

65 38
a) „

und ebenso als Funktion der 5 % der partiellen Differential -

gleichung erster Ordnung :

50
58 6

0 .— 8
1 6/0 ö00

Denn beide Gleichungen folgen aus 214 und 224d ; sié

werden auch unmittelbar erhalten , indem man die Richtungs -

cosinus einer geradesten Bahn , ausgedrückt durch & nach

224a oder 226a , einsetzt in die Gleichung 88 , welcher die

Winkel einer jeden beliebigen Richtung mit den Koordinaten

genügen .

Lehrsatz . Errichtet man in allen Lagen einer beliebigen

Fläche geradeste Bahnen senkrecht zur Fläche , und trägt auf

allen die gleiche Länge ab , so wird die so erhaltene neue

Fläche von jenen geradesten Bahnen ebenfalls senkrecht durch -

schnitten .

Die Lagen der ursprünglichen Fläche seien mit 0, die

der neu konstruierten mit 1 bezeichnet . Es seien die 5,P5 ,
bez . pe die Winkel , welche eine bestimmte der geradesten
Bahnen an der ersten bez . an der zweiten Fläche mit den
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Koordinaten bildet . Gehen wir von dieser geradesten Bahn

zu irgend einer benachbarten über , so ändert sich die Länge
der Bahn nach 199 um

8 7
⏑Te NA0 coS 8,Pg . A9. —
8 u0e , Cos 5,O %, A ⸗

15

wenn die dy , und dbe, die Anderungen der 5 % in den

Lagen 1 und 0 bezeichnen . Nach der Konstruktion ist aber

diese Anderung gleich Null , und ebenso ist nach der Konstruktion

7
8

Te J/aοe C08 S,95 49 , — ο
15

88⁰

da ja die Bahn auf der ursprünglichen Fläche senkrecht steht .

Daher ist nun auch

f
2•

De Vage, coS 8,Pe . Ap. D= ο
1

und da die de , jede beliebige Verrückung in der Fläche

der Lagen 1 bezeichnen können , so ist damit die Behauptung
erwiesen .

Folgerung 1. Die senkrechten Trajektorien einer be -

liebigen Schar von Flächen , von welchen jede in allen ihren

Lagen denselben senkrechten geradesten Abstand von ihren

Nachbarflächen hat , sind geradeste Bahnen .

Folgerung 2. Ist 2 eine Funktion der v Koordinaten

5 % von solcher Beschaffenheit , daß die Gleichung

constans a )

eine Schar von Flächen darstellt , deren jede von ihren Nach -

barn in allen Lagen den gleichen senkrechten geradesten Ab -

stand dui hat , so sind die Gleichungen :

5

55 8
Vaco C08 87 b)

9 *

230
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die Gleichungen der senkrechten Trajektorien , also die Gleich -

ungen geradester Bahnen . Und zwar sind diese Gleichungen
Differentialgleichungen erster Ordnung für jene Bahnen .

Denn wäre I eine ganz beliebige Funktion der 5%, 80

stellten die Gleichungen 212b die senkrechten Trajektorien

der Schar a) vor , und es wäre nach 213 der senkrechte Ab -

stand zweier Nachbarflächen gleich Fdlt . Nach unserer be -

sonderen Voraussetzung ist aber dieser Abstand konstant und

gleich dI , also ist F = 1, und es gehen daher die Gleichungen

212 b in die obigen Gleichungen b) über .

Folgerung 3. Stellt die Gleichung

IL constans

eine Schar von Flächen dar von solcher Beschaffenheit , dab

jede unter ihnen von ihren Nachbarn in allen Lagen den

gleichen senkrechten geradesten Abstand d hat , so genügt

die Funktion der partiellen Differentialgleichung :

0/ ) % /5

Denn diese Gleichung folgt aus 214 und 230 ; sie wird

auch unmittelbar erhalten , wenn vir die Richtungscosinus einer

geradesten Bahn nach 230b einsetzen in die Gleichung 88 ,

welcher die Winkel einer jeden Richtung mit den Koordinaten

genügen .

Lehrsatz 1. ( Umkehrung von 231 . ) Genügt die Funktion

I der partiellen Differentialgleichung :

D oIe öIt
Te⸗ 5005 85

85 —
65ο 65⁵

8o stellt die Gleichung

I constans

eine Schar von Flächen dar von solcher Beschaffenheit , dab
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jede unter ihnen von ihren Nachbarn in allen Lagen gleichen
senkrechten geradesten Abstand hat , und zwar einen Abstand ,
welcher durch die Anderung von A gemessen wird .

Denn wäre R eine ganz beliebige Funktion , so wären die

senkrechten Trajektorien der Schar gegeben durch Gleichungen
der Form 212 b, und der senkrechte Abstand zweier Nachbar -

flächen in jeder Lage wäre /RH . Aus der besonderen Voraus -

setzung , welcher wir die Funktion unterwarfen , folgt aber

nach 214 : F = I , und also die Behauptung .

Lehrsatz 2. Ist die Funktion der Y% eine beliebige
Lösung der partiellen Differentialgleichung :

D 6 U
0 0 1 E60⁰

55.7 *
a)

17
49 C08 b )

Gleichungen geradester Bahnen . Und zwar sind es Differential -

gleichungen erster Ordnung der durch sie dargestellten ge -
radesten Bahnen .

Der Satz folgt unmittelbar aus 230 und 232 .

Anmerkung . Obwohl jede Bahn , welche durch die Gleich - 2

ungen 233 dargestellt wird , eine geradeste ist , so läßt sich

doch nicht umgekehrt allgemein jede geradeste Bahn in dieser

Form darstellen . Die Mannigfaltigkeit der geradesten Bahnen ,
welche in der gegebenen Form enthalten sind , hängt vielmehr

ab von der Mannigfaltigkeit , welche die Funktion & als Lösung
der Differentialgleichung besitzt , d. h. von der Zahl ihrer will -

kürlichen Konstanten .

Ist aber im besondern eine vollständige Lösung , ent⸗-

hält also ＋ Y willkürliche Konstanten cο , dο . . . . C. 1 , von

welchen die erste die notwendig vorhandene additive Konstante

bezeichne , so lassen sich alle geradesten Bahnen des Systems
in der Form 233b darstellen . Denn die rechten Seiten dieser

„ Gleichungen ( von welchen nur 2 — 1 unabhängig voneinander
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sind ) enthalten dann „ 1 Konstanten , welche hinreichen , um

der dargestellten Bahn in einer willkürlichen Lage eine durch

„ I1 unabhängige Richtungscosinus bestimmte willkürliche

Richtung zu erteilen . Können wir aber eine Lage der dar -

gestellten Bahn und ihre Richtung in dieser Lage willkürlich

wählen , so können wir alle geradesten Bahnen darstellen .

Lehrsatz 3. ( JAconrs Satz . ) Es bezeichne I eine voll -

ständige Lösung der Differentialgleichung

0Ie 01
a) Tee 200 2 — 1

1 1
2 2

und es seien ihre willkürlichen Konstanten , von der additiven

abgesehen , 4u1, d2 , . . . . .4 . 1 . Es geben alsdann die 1 —1

Zleichungen

0I
b) 5

„„„

in welchen die B. 1 — 1 neue willkürliche Konstanten sind , die

Gleichungen der geradesten Bahnen des Systems in endlicher

Form .

Zum Beweise zeigen vir , daß die Bahnen , welche durch

die Gleichungen b) dargestellt werden , senkrechte Trajektorien

der Schar

00 üS constans

sind ; alsdann folgt die Bebauptung nach 232 und 229 .

Um nun erstens die Richtung der dargestellten Bahn zu

finden , differentiieren wir die Gleichungen b) in Richtung der -

selben , d. h. wir bilden jene Gleichungen für zwei um ds entfernte

Lagen der Bahn , in welchen sich die p % um die d%, unter -

scheiden , subtrahieren , und dividieren durch de. Wir erhalten

80 - 1 Gleichungen der Form :

6˙⁷tr dy /

Y ooο d˙
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oder , wenn vir in dieselben nach 79 und 78 die Richtungs -
cosinus des betrachteten Bahnelementes einführen :

74
6²¹

De Vaeꝙ cos e T - 00⁰ 555 d)

welche Gleichungen nunmehr 1 - 1 nicht homogene , lineare

Gleichungen für die =- 1 Verhältnisse der Richtungscosinus
untereinander bleiben .

Iweitens bemerken wir , daß die Gleichung a) für alle

Werte der Konstanten d , gilt ; wir können sie also nach diesen

Gröben differentiieren , und indem wir dies tun , erhalten wir

„ -1 Gleichungen , welche sich schreiben lassen in der Form :

2 83 27E
D ,

0
5 303 5 50ů

55
e)

und welche Beziehungen darstellen , welchen die partiellen Diffe -

rentialquotienten von & zufolge unserer besonderen Voraus -

setzungen über diese Funktion genügen müssen .

Stellen wir nun die Gleichungen b) für die gerade betrach -

teten Werte der 4, und H, überhaupt eine bestimmte Bahn

vor , so müssen aus den Gleichungen d) eindeutig bestimmte

Werte für die Verhältnisse der Richtungscosinus zu einem

unter ihnen folgen . Ganz dieselben eindeutig bestimmten

Werte müssen dann aber auch aus den Gleichungen e) für

die Verhältnisse der Größen 6E / % au einer unter ihnen

sich ergeben . Ist also F ein noch zu bestimmender Faktor ,

so mub sein :

0

ſamear - Fon

Demnach ist nach 212 die betrachtete Bahn die senkrechte

Trajektorie der Schar ) , was wir beweisen wollten . Der

Faktor F wird gleich der Einheit gefunden .
Die Voraussetzung , daß die 1 - 1 Gleichungen b) für

bestimmte Werte der ç und 5, eine bestimmte Bahn be⸗
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zeichnen , würde nur dann nicht zutreffen , wenn diese Gleich -

ungen nicht unabhängig voneinander wären . Dann aber

wären auch die willkürlichen Konstanten nicht voneinander

unabhängig und die Lösung wäre keine vollständige Lösung ,

was wir doch voraussetzten .

Aufgabe . Aus einer beliebigen vollständigen Lösung 1.

der Differentialgleichung 235 a die geradeste Entfernung § des

Systems zu ermitteln .

Unter § ist also wieder zu verstehen die geradeste Ent -

fernung zweier Lagen C und 1 mit den Koordinaten % und Pe .

In den —1 Gleichungen 235 b setzen wir für die , das eine

Mal die 9 %, das andere Mal die 5½ . Aus den entstehenden

27 —2 Gleichungen eliminieren wir die 9, und stellen die , als

Funktionen der % und p%½ dar . Diese Funktionen werden

symmetrisch in bezug auf Y. , und Pe , sie geben diejenigen

Werte , welche die 4, haben müssen , damit die durch sie be -

zeichneten Bahnen durch bestimmte Lagen 0 und 1 hindurch -

gehen .
Wir haben nun erstens für irgend eine Lage 1 nacli

224a und 233b :

268 656 . 5pEf1

und zweitens für irgend eine Lage 0 nach 2264 und 233b :

6 0⁰ 670 / 0

Setzen wir in den rechten Seiten dieser Gleichungen für

die à , ihre Werte in den P%, und 5 % ein , und die , selbst

in der ersten gleich , in der zweiten gleich 5 , so erhalten

wir die ersten Differentialquotienten von 8 nach den sämt -

lichen unabhängigen Variabelen ausgedrückt als Funktionen

dieser Variabelen . 8S kann also dann durch einfache Inte -

grationen gefunden werden .
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Abschnitt 7. Kinematische Begriffe .

l. Vektorgrößen in bezug auf ein System .

1 —2—Definition . Vektorgröbe in bezug auf ein System heißt 2

jede Größe , welche zu dem System in Beziehung steht , und

welche dieselbe Art der mathematischen Mannigfaltigkeit hat ,

wie eine denkbare Verrückung des Systems .

Bemerkungen dazu .

1. Eine Verrückung eines Systems ist selbst eine Vektor - 238

gröbe in bezug auf das System . Jedes Produkt einer Ver —

rückung des Systems mit irgend welchen nicht gerichteten
Gröben ist eine Vektorgröße in bezug auf das System .

2. Jede Vektorgröbe in bezug auf ein System kann 2

geometrisch dargestellt werden durch eine denkbare Ver -

rückung des Systems . Die Richtung der sie darstellenden Ver -

rückung nennen wir auch die Richtung der Vektorgröhe . Der

Maßstab der Darstellung kann und soll stets so gewählt
werden , daß die darstellende Verrückung unendlich klein wird .

Jeder Vektor in bezug auf ein System , welcher sich mit der

Lage des Systems ändert , kann alsdann dargestellt werden als

eine unendlich kleine Verrückung des Systems aus der Lage ,
zu welcher sein augenblicklicher Wert gehört .

1* D

3. Eine Vektorgröße in bezug auf einen einzelnen mate - 240

riellen Punkt ist ein Vektor im gewöhnlichen Sinne des Wortes .

Jeder Vektor in bezug auf einen Punkt kann dargestellt werden

durch eine geometrische Verrückung des Punktes , insbesondere

durch eine unendlich kleine Verrückung aus seiner gegen -

wärtigen Lage .

4. Unter Komponenten und reduzierten Komponenten 241

eines Vektors sind diejenigen Vektoren gleicher Art verstanden ,

welche dargestellt sind durch die Komponenten und reduzierten

K 38
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Komponenten derjenigen unendlich kleinen Verrückung , welche

den ursprünglichen Vektor darstellt ( 48 , 71 .

Die reduzierte Komponente eines bestimmten Vektors in

Richtung einer Koordinate 2 , nennen wir wiederum kurz die

Komponente des Vektors nach pe , oder noch kürzer den Vektor

nach der Koordinate 5%.
Wo es ohne Mißverständnis geschehen kann , wird mit

Komponente oder reduzierte Komponente kurz die Gröbe

dieser Komponenten bezeichnet .

Aufgabe 1a . Aus den Komponenten / , eines Vektors

nach den 3u rechtwinkligen Koordinaten die Komponenten ½

nach den allgemeinen Koordinaten , abzuleiten .

Sind die di , die Komponenten nach den æ, derjenigen

Verrückung , welche die Vektorgröße darstellt , und sind die

dpe die Komponenten derselben Verrückung nach den Pe ,

80 sind nach 80 die 5ν durch die da , gegeben . Den d5˙ und

dii , aber sind die à% und I , beziehlich proportional , also ist

3 3u
*

3 5 0νν J1½ 5

Aufgabe 1b . Aus den Komponenten 1½ eines Vektors

nach den p % die Komponenten / , des Vektors nach den recht -

winkligen Koordinaten abzuleiten .

Die Gleichungen 242 geben nurův Gleichungen für die

3u Gröben ½, aus welchen sich diese letzteren also nicht

bestimmen lassen . In der Tat ist auch die Aufgabe im all -

gemeinen unbestimmt . Denn nicht alle denkbaren Lagen und

Verrückungen eines Systems lassen sich durch die 75, aus -

drücken , sondern nur ein Teil derselben , unter diesen die

möglichen Verrückungen .

Nur in dem Falle also , daß der gegebene Vektor einer

Verrückung parallel ist , welche sich durch die 5 % und ihre

Anderungen darstellen läßt , ist die Aufgabe lösbar ; in diesem

Falle aber ist nach 81

5

„ ⁊ĩeoe 5ν⁰%⁰&l
Te g10 l

1
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Aufgabe 22 . Aus den Komponenten ½, eines Vektors

nach den rechtwinkligen Koordinaten seine Größe / zu be -

stimmen .

Unter Benutzung von 83 erhält man :

3u
9

* ² . N. u
n ,

Aufgabe 2b . Aus den Komponenten 4. eines Vektors 24⸗

nach den allgemeinen Koordinaten 5 , seine Größe „ zu be -

stimmen .
Die Aufgabe ist wiederum im allgemeinen unbestimmt

wie 243 .

Nur in dem Falle , daß außer den Komponenten /% noch

die Tatsache bekannt gegeben ist , daß der fragliche Vektor

einer durch die 5 , ausdrückbaren Verrückung parallel ist ,
ist & durch die à% bestimmt , und in diesem Falle ist nach 82

6
5 7

¶T .Do boo lo lo
1 1

Aufgabe 32 . Aus den Komponenten / , eines Vektors 2

nach den æ, die Komponente des Vektors in Richtung einer

beliebigen Verrückung ds zu finden .

Ist ds “ die Länge , und sind die dæ , die reduzierten Kom -

ponenten der Verrückung , durch welche wir den Vektor dar -

stellen , so ist die Komponente dieser Verrückung in Richtung
von ds nach 48 und 84 :

3 1
7 1 2

s cos 5,8 = Æ T: C G ,
0⁸

Multiplizieren wir diese Gleichung mit dem Verhältnis

zwischen der Größe des Vektors und der Länge der Ver -

rückung , durch welche wir ihn darstellen , so erhalten wir

links die gesuchte Komponente ; rechts treten an Stelle der

blu , die / %, und wir erhalten also als Lösung der Aufgabe die

gesuchte Gröbe gleich :

244
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33

. I
1

427

d⁷

oder nach 72 gleich :

3u 3
„ 2 οs Sh

7 m,

Aufgabe 3b . Aus den Komponenten % eines Vektors

nach den p % die Komponente des Vektors in der Richtung
einer beliebigen durch die 5 , ausdrückbaren Verrückung 48

zu bestimmen .

Wenden wir dieselbe Uberlegung an , wie in der vorigen

Aufgabe , so folgt nach 48 und 85 die gesuchte Größe gleich :

— J 5
1659

oder nach 78 und 79 gleich :

Te R⸗ ö00 L⁰ Vaoo cos 8
1 4

Anmerkung . Obwohl also durch die Größen , im all⸗

gemeinen nicht alle beliebigen Komponenten eines Vektors be -

stimmt sind , so sind doch durch jene Größen die Kompo -

nenten des Vektors in allen solchen Richtungen bestimmt ,

welche sich durch die 5 , darstellen lassen , also in jeder mög -

lichen Richtung . 5

Lehrsatz 1. Damit der Vektor , dessen Komponenten nach

den p % die Gröben % sind , senkrecht stehe auf einer Ver -

rückung , für welche die „ , die Anderungen dy,s erleiden , ist

notwendige und hinreichende Bedingung die Erfüllung der

Gleichung :

De I 4˙⁹ — 0

Dies folgt aus 85 , wenn wir die d% den d5 , proportional
annehmen .
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Lehrsatz 2. Damit der Vektor , dessen Komponenten
nach den p % die / % sind , senkrecht stehe auf jeder möglichen
Verrückung des Systems , ist notwendige und hinreichende Be -

dingung , daß sich die v Größen /½% darstellen lassen in der

Form :

*

150 5˙ Jn 5
1

in welcher die % den Bedingungsgleichungen des Systems
entnommen ( 130) und die ½ x frei zu bestimmende Größen sind .

Dies folgt aus 148 und 150 , wenn wir die %½ durch die

dſpον‘ dargestellt annehmen .

Bemerkung 1. Vektoren in bezug auf ein und dasselbe

System können zusammengesetzt und zerlegt werden wie die

denkbaren Verrückungen des Systems .
Die Zusammensetzung von Vektoren in bezug auf das -

selbe System erfolgt also nach den Regeln der algebraischen
Addition ( 52) .

Bemerkung 2. Vektoren in bezug auf verschiedene Sy-
25;

steme sind zu betrachten als Größen verschiedener Art ; sie

können nicht zusammengesetzt , noch addiert werden .

Bemerkung 3. Eine Vektorgröße in bezug auf ein ge —
wisses System kann betrachtet werden als eine Vektorgröhe
in bezug auf jedes gröbere System , von welchem das ur -

sprüngliche einen Teil bildet .

Aufgabe 1. Dieselbe Vektorgröbe werde einmal betrachtet

als Vektorgröße in bezug auf ein Teilsystem , das andere Mal

als Vektorgröße in bezug auf das vollständige System . Aus

den Komponenten / , nach den rechtwinkligen Koordinaten æ,

im ersten Falle sollen die Komponenten I , nach den entspre -

chenden Koordinaten à , im zweiten Falle berechnet werden .

Es sei die Masse des Teilsystems m, die des vollständigen

Systems m' . Die Koordinaten æ, des Teilsystems sind zu —

gleich Koordinaten des vollständigen Systems , nur um der

verschiedenen Auffassung willen sind sie als solche mit æ, be -

zeichnet . Erteilen wir daher dem Teilsystem eine beliebige

250

251

S

25²

254
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Verrückung , welche eo ipso zugleich eine Verrückung des

vollständigen Systems ist , so ist dvu, = de , für die gemein -

samen Koordinaten , während für die übrigen dæ ,0 ist . Nun

ist nach 73 : mn' de, m , du , und m dã , m,du, , also ist

m' da , mnd . Für einen Vektor , welcher durch jene Ver —

rückung dargestellt wird , ist die Komponente nach à , mit da ,

die nach 2, mit d , porportional . Als Lösung der Aufgabe
erhalten wir also :

mf , im Iu,

für diejenigen , welche beiden Systemen gemeinsam sind ,

während für die übrigen

I¹ , = 0 ist .

2⁵5⁵ Aufgabe 2. Dieselbe Vektorgröße werde einmal betrachtet

als Vektorgröße in bezug auf ein Teilsystem , das andere Mal

als Vektorgröße in bezug auf das vollständige System . Aus

den Komponenten 4% nach den allgemeinen Koordinaten , im

ersten Falle die Komponenten à% nach den entsprechenden
Koordinaten p % im zweiten zu bestimmen .

Es sei wieder die Masse des Teilsystems m, die des voll -

ständigen Systems mi. Wir setzen voraus , daß die Koordi -

naten 5 „ des Teilsystems zugleich Koordinaten des vollstän -

digen Systems sind und nur um der verschiedenen Auffassung

willen im letzteren Falle mit 5, bezeichnet werden . Von den

nicht gemeinsamen 5% setzen wir voraus , daß sie nicht Koordi -

naten des Teilsystems seien . Unter diesen Voraussetzungen

ergibt eine der vorigen ( 254 ) analoge Betrachtung als Lösung

der Aufgabe :

lee iIee

für die gemeinsamen Koordinaten , während für die übrigen

0 ist .

Ohne die gemachten Voraussetzungen aber ist die Aut⸗

gabe unbestimmt .

2
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2. Bewegung der Systeme .

Erläuterungen .

1. Der Ubergang eines Systems materieller Punkte aus ?

einer Anfangslage in eine Endlage , betrachtet unter Berück -

sichtigung der Zeit und der Art des Uberganges , heißt eine

Bewegung des Systems aus der Anfangs - in die Endlage (vgl. 27) .
Bei einer jeden bestimmten Bewegung durchläuft also das

System eine bestimmte Bahn , und zwar hat es in bestimmten

Zeiten bestimmte Längen derselben durchlaufen .

2. Jede Bewegung eines Systems durch eine denkbare ?

Bahn heißt eine denkbare Bewegung eines Systems (11).

3. Jede Bewegung eines Systems durch eine mögliche ?
Bahn heißt eine mögliche Bewegung des Systems (112).

4. Die Kinematik oder reine Bewegungslehre handelt von

den denkbaren und den möglichen Bewegungen der Systeme .

Solange es sich um die Betrachtung gesetzmähbiger Sy-
steme ( 119, 120 ) handelt , fallen die Betrachtungen der Kine -

matik mit denen der Geometrie fast zusammen . Erst wenn

es sich um ungesetzmäbige Systeme handelt und also die Zeit

in die Bedingungsgleichungen der Systeme eintritt , gewinnt die

Kinematik vor der Geometrie gröhbere Mannigfaltigkeit . Wir

haben indessen nicht nötig , auf eigentlich kinematische Be -

trachtungen einzugehen , sondern dürfen uns hier mit der Er -

örterung einer Anzahl von Grundbegriffen begnügen .

Analytische Darstellung . Die Bewegung eines Systems
wird analytisch dargestellt , indem bei Darstellung der be -

schriebenen Bahn die Zeit “ als unabhängige Variabele benutat

wird , oder , was dasselbe ist , indem die Koordinaten der Lage
des Systems als Funktionen der Zeit angegeben werden .

Die Differentialquotienten aller Größen nach der Zeit be -

zeichnen wir nach NEWTONS Weise durch übergesetzte Punkte .

259

260
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Geschwindigkeit .

Definition 1. Die augenblickliche Bewegungsart eines Sy-
stems heißt die Geschwindigkeit des Systems .

Die Geschwindigkeit ist bestimmt durch die Anderung ,
welche die Lage des Systems in einer unendlich kleinen Zeit

erleidet und durch diese Zeit selbst . Sie wird gemessen durch

das von dem absoluten Werte beider unabhängige Verhältnis

dieser Gröhen .

Lage und Geschwindigkeit eines Systems zusammen nennen

wir den Zustand des Systems .

Folgerung . Die Geschwindigkeit eines Systems kann be —

trachtet werden als Vektorgröße in bezug auf das System .
Die Richtung der Geschwindigkeit ist alsdann die Richtung

des augenblicklichen Bahnelements , die Größe der Geschwin -

digkeit ist gleich dem Differentialquotienten der zurückgelegten
Bahnstrecke nach der Zeit .

Die Größe der Geschwindigkeit heißt auch die Ge —

schwindigkeit des Systems in seiner Bahn , oder , wWo Mihver —

ständnisse ausgeschlossen sind , die Geschwindigkeit schlechthin .

Definition 2. Eine Bewegung eines Systems , bei welcher

die Geschwindigkeit ihre Größbe nicht ändert , heißt eine

gleichförmige Bewegung .

Anmerkung . Gerade Bewegung eines Systems ist eine

Bewegung in gerader Bahn . Bei einer solchen Bewegung

ändert die Geschwindigkeit ihre Richtung nicht .

Aufgabe 1. Die Größe der Geschwindigkeit , ihre Kom -

ponenten und ihre reduzierten Komponenten in Richtung der

rechtwinkligen Koordinaten auszudrücken durch die Anderungs-
geschwindigkeiten dieser Koordinaten .

Die Größe » ader Geschwindigkeit ist gegeben durch die

positive Wurzel der Gleichung ( 55) :

2 1 2
ε νν

7 Ny

3
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Danach ( 241) sind die Komponenten der Geschwindigkeit
in Richtung der æ, gleich

72Vaned,,
7˙²

und die reduzierten Komponenten in der gleichen Richtung ,
oder die Komponenten nach den æ, gleich :

*— .
mn

Anmerkung . Die Größe der Geschwindigkeit eines Systems
ist der quadratische Mittelwert aus der Größe der Geschwindig -
keiten aller seiner Massenteilchen .

Aufgabe 2. Die Größe der Geschwindigkeit , ibre Kom -

ponenten und ihre reduzierten Komponenten in Richtung der

allgemeinen Koordinaten 5 , auszudrücken durch die Anderungs-
geschwindigkeiten , dieser Koordinaten .

Durch Transformation von 265 und 57 erhalten wir die

Größe der Geschwindigkeit als positive Wurzel der Gleichung :

ᷓTr aoo hBe
1

Danach sind ( 241) die Komponenten in der Richtung der

Pe gleich

1 —

ad. 5 Cοο οͥ ⸗

und die reduzierten Komponenten in derselben Richtung , oder

die Komponenten nach den 9 , gleich :

——
T⸗ Cοο οο

1

Hertz , Mechanik . 2. Aufl. 10

266
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Moment .

Definition . Das Produkt aus der Masse eines Systems in

seine Geschwindigkeit heißt die Bewegungsgröbe oder das

Moment des Systems .
Das Moment des Systems ist also eine Vektorgröhbe in

bezug auf das System . Die Komponenten des Moments nach

irgendwelchen Koordinaten werden gewöhnlich schlechthin die

Momente des Systems nach diesen Koordinaten genannt . ( 240.

Bezeichnung . Die Momente eines Systems nach den all -

gemeinen Koordinaten 5˙ sollen dauernd mit 9% bezeichnet

werden .

Aufgabe 1. Die Momente % eines Systems nach den 59

auszudrücken durch die Anderungsgeschwindigkeiten dieser

Koordinaten .

Aus 268 und 267 erhalten wir :

7*

9e
=ν ο 5 20οοο

Aufgabe 2. Die Anderungsgeschwindigkeiten der allge -

meinen Koordinaten 9 % auszudrücken durch die Momente des

Systems nach diesen Koordinaten .

Durch Auflösung der vorigen Gleichungen erhalten wir :

Dο 7 „ 6-⁰
6

Anmerkung . Die Geschwindigkeit und die Bewegungs -

größe eines Systems sind solche Vektoren in bezug auf das

System , welche stets möglichen Verrückungen des Systems

parallel sind ( Vergl . 243 , 245 ) .

Beschleunigung .

Definition . Die augenblickliche Veränderungsweise der

Geschwindigkeit eines Systems heibt die Beschleunigung des
Systems .
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Die Beschleunigung ist bestimmt durch die Anderung ,
welche die Geschwindigkeit in unendlich kurzer Zeit erleidet

und diese Zeit selbst ; sie wird gemessen durch das von dem

absoluten Werte beider unabhängige Verhältnis dieser Größen .

Folgerung . Die Beschleunigung eines Systems kann be —

trachtet werden als Vektorgröße in bezug auf das System .
Bilden wir von der gegenwärtigen Lage des Systems aus zwei

Verrückungen , von welchen die eine die gegenwärtige Ge -

schwindigkeit darstellt , die andere die Geschwindigkeit im

nächsten Augenblick , so gibt die Differenz derselben eine

neue Verrückung , deren Richtung die Richtung der Be -

schleunigung ist , während die Größe der Beschleunigung
gleich ist dem Verhältnis der Länge jener neuen Verrückung
zum Differentiale der Zeit .

Aufgabe 1. Die Größe 7/ der Beschleunigung und ihre

Komponenten nach den rechtwinkligen Koordinaten auszu -

drücken durch die Differentialquotienten dieser Koordinaten

nach der Zeit .

Die Komponenten der Geschwindigkeit nach den æ, , jetat
und nach der Zeit dt , sind ( 265) :

1 A 17

N N
*

n 7

die Komponenten der Differenz beider also 11 65 % das

Verhältnis dieser zur Zeit dt gibt die Komponenten der Be -

schleunigung nach den æ, gleich :

Nn, .5 V⸗ 7
I

woraus die Größe der Beschleunigung folgt als positive Wurzel

der Gleichung ( 244) :

33
52

mfe Tr mn, an
1

10⸗

274
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Anmerkung . Die Größe der Beschleunigung eines mate -

riellen Systems ist der quadratische Mittelwert aus der Gröbe

der Beschleunigungen seiner Massenteilchen .

Aufgabe 2. Die Komponenten ½e der Beschleunigung eines

Systems nach den allgemeinen Koordinaten 9 % darzustellen

durch die Differentialquotienten dieser Koordinaten nach der Zeit .

Nach 242 haben wir

3u
MN,

5 „ „ ‚⏑ ο
Jn 5

und hierin ist einzusetzen , wie in 108 :

* —
..(ννT⸗ Cννοοοο

1

* 7*

＋ . . 7

7
＋ v558k

Indem wir dieselbe Umformung benutzen wie in 108 , er -

halten wir als Lösung der Aufgabe :

7˙
5 —

70 7 T⸗ οοοο

7 7 —
˙ε

3 2 50 1 Jer
—2f2 —e ——

˖
Vo

Anmerkung 1. Die Komponenten der Beschleunigung sind

also im allgemeinen lineare Funktionen der zweiten Differential -

quotienten der Koordinaten , quadratische Funktionen der ersten

Differentialquotienten derselben , beliebig verwickelte Funktionen

der Koordinaten selbst .

Anmerkung 2. Die Beschleunigung eines Systems ist , nicht

notwendig einer möglichen Verrückung des Systems parallel ,

noch auch einer Verrückung , welche sich durch die benutaten

Koordinaten 5 , ausdrücken läßt .

Die Komponenten / . reichen daher im allgemeinen nicht

aus , um die Größe der Beschleunigung , noch auch um ihre

Komponenten nach sämtlichen rechtwinkligen Koordinaten zu

bestimmen ( 243 , 245) . Dagegen reichen die / % aus , um die

Komponente der Beschleunigung in der Richtung einer jeden

möglichen Bewegung des Systems zu bestimmen ( 248) .
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Aufgabe 3. Die Komponente der Beschleunigung in der 280

Rüichtung der Bahn zu finden .

Die Richtungscosinus der Bahn sind nach 72 gleich

m, dr 83 775 also unter Berücksichtigung von 265 gleich

Hieraus folgt nach 246 unter Benutzung von 275 für die ge -
suchte tangentiale Komponente 7. :

J
fl = D AQ Æε

„

unter s die laufende Länge der Bahn verstanden .

Bemerkung . Zerlegen wir die Beschleunigung eines Systems 281

in zwei Komponenten , von denen die eine die Richtung der

Bahn hat , die andere auf der Bahn senkrecht steht , s0 ist

die Gröhe der letzteren gleich dem Produkt aus der Krüm -

mung der Bahn in das Quadrat der Geschwindigkeit des

Systems in der Bahn .

Indem vwir in Gleichung 107c die Zeit 7 als unabhängige
Variabele nehmen , erhalten wir :

3 *
2 2n. O C m avMο ,

1

also unter Benutzung von 275 und 280 :

⁵ο —Vi

Nennen wir nun die zweite , radiale oder centrifugale

Komponente der Beschleunigung 7. , so ist , da / , und 75. senk -

recht zueinander sein sollen : 7² = r ＋fi , also :

7

welches die Behauptung ist .
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Energie .

Deflnition . Das halbe Produkt aus der Masse eines

Systems in das Quadrat der Größe seiner Geschwindigkeit
heißt die Energie des Systems .

Aufgabe 1. Die Energie E eines Systems darzustellen

durch die Anderungsgeschwindigkeiten seiner rechtwinkligen

Koordinaten .

Es ist nach 265 :

33
1 2 118 2

E =
＋½

mο = T·m dr
1

Folgerung 1. Die Energie eines Systems ist die Summe

der Energieen seiner Massenteilchen .

Folgerung 2. Bilden mehrere Systeme zusammen ein

größeres System , so ist die Energie des letzteren die Summe

der Energieen der ersteren .

Aufgabe 2. Die Energie eines Systems darzustellen durch

die Anderungsgeschwindigkeiten der allgemeinen Koordinaten

des Systems und durch die Momente nach diesen Koordinaten .

Unter Benutzung von 267 , 270 und 271 folgt nacheinander :

1
2 „ „ „ „ „ »
10 EE =

Te Todeo Pe Do
5

15 —— 8 8
* L0

1

1
2

n N. berded

Anmerkung ( zu 261 bis 286 ) . Die Geschwindigkeit , das

Moment , die Beschleunigung , die Energie eines Systems sind

definiert unabhängig von der analytischen Darstellung , insbe -

sondere also auch unabhängig von der Wahl der Koordinaten

des Systems .
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Benutzung partieller Differentialquotienten .

Bezeichnung . ( Vergl . 90 . ) Mit 6 ,½ soll bezeichnet wer⸗-

den das partielle Differential der Energie V dann und nur

dann , wenn wir die Koordinaten 5 , und deren Anderungs -
geschwindigkeiten % als die unabhängig voneinander veränder -

lichen Bestimmungsstücke der Energie betrachten (286a).
Mit 5½% dagegen soll bezeichnet werden das partielle

Differential der Energie E dann und nur dann , wenn wir die

Koordinaten % und die Momente 9% nach diesen Koordinaten

als die unabhängig voneinander veränderlichen Bestimmungs -
stücke der Energie betrachten ( 2860).

Eine jede der beiden Annahmen schlieht die andere aus .

Mit 5½% werde , wie gewöhnlich , bezeichnet irgend eine Art

des partiellen Differentials von Z, also die erste Art oder die

zweite , wo ein Mißverständnis ausgeschlossen ist , oder auch

irgend eine dritte Art .

Bemerkung 1. Die Momente % eines Systems nach den

Koordinaten p % lassen sich darstellen als partielle Differential -

quotienten der Energie des Systems nach den Anderungs-
geschwindigkeiten der Koordinaten .

Denn es ist nach Gleichung 286a und 270 : ( vergl . 91)

E

6029

Bemerkung 2. Die Anderungsgeschwindigkeiten , der

Koordinaten 5 , eines Systems lassen sich darstellen als par -

tielle Differentialquotienten der Energie des Systems nach den

Momenten .

Denn es ist nach Gleichung 2866e und 271 : CVergl. 94 )

5,L

Bemerkung 3. Die Komponenten /½ der Beschleunigung
eines Systems nach den Koordinaten 9 , lassen sich darstellen

durch partielle Differentialquotienten der Energie .

290

291
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Denn nach Gleichung 286a ist erstens :

67 L 2m Doedoo Bo
OPe

also :

d (65%L „ J,IY . öa½, ,— — imn . 0 6
17 0, — 40u0 EmN 2 55 ,

„

und nach derselben Gleichung zweitens :

55L 3 S 5ε 8 0

Durch Subtraktion der zweiten Gleichung von der ersten und

Vergleichung mit 277 folgt :

9
d /öιι ] ̃h½9

a ) ε DÆ40 555

wofür auch geschrieben werden kann unter RBerücksichtigung
von 289 :

b) 1f . —J1 .
Bemerkung 4. Andern wir eine Koordinate p , eines

Systems zweimal um denselben unendlich kleinen Betrag , in -

dem wir das eine Mal den Anderungsgeschwindigkeiten der

Koordinaten , das andere Mal den Momenten nach den Ko -

ordinaten ihre ursprünglichen Werte lassen , 80 erleidet die

Energie des Systems in beiden Fällen entgegengesetzt gleiche
Anderung .

Denn multipliziert man die Gleichung 954a mit mds und

dividiert durch dd , 80 liefert sie :

welches die Behauptung ist .
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Lehrsatz . Erleidet die Lage eines Systems zweimal die - 293
selbe unendlich kleine Anderung , während das eine Mal die

Anderungsgeschwindigkeiten der Koordinaten , das andere Mal
die Momente nach den Koordinaten ihre ursprünglichen Werte

behalten , so erleidet die Energie des Systems in beiden Fällen

entgegengesetzt gleiche Anderung .
Denn die Anderung der Energie ist im ersten Falle :

„

5 opr

und im zweiten Falle :

35•CL=

77*
Opr 5

also ist nach Bemerkung 4:

0άE = 00 7

welches die Behauptung ist .

Folgerung . Die Komponenten der Beschleunigung eines 294

Systems nach seinen Koordinaten 9 , lassen sich auch dar -

stellen in der Form : ach 291b und 292 )

902

Schlußbemerkung zum ersten Buch .

Wie bereits in der Vorbemerkung (i) ausgesprochen 295

wurde , ist den Uberlegungen dieses Buches die Erfahrung
völlig fern geblieben . Wenn wir also den gewonnenen Be -

ziehungen in der Folge wieder begegnen , 80 werden wir
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wissen , dabb sie nicht der Erfahrung entstammen , sondern

den gegebenen Gesetzen unserer Anschauung und unseres

Denkens , zusammen mit einer Reihe willkürlicher Fest -

setzungen .
Es ist wahr , daß Bildung der Begriffe und Entwickelung

ihrer Beziehungen nur geschahen im Hinblick auf mögliche

Erfahrungen ; es ist also nicht minder wahr , daß einzig die

Erfahrung zu entscheiden hat über Wert oder Unwert unserer

Uberlegungen . Die Richtigkeit oder Unrichtigkeit dieser

Uperlegungen aber kann durch keine mögliche zukünftige Er -

fahrung weder bestätigt noch widerlegt werden .
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