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Vorbemerkung. Den Uberlegungen des ersten Buches 1
bleibt die Erfahrung véllig fremd. Alle vorgetragenen Aus-
sagen sind Urteile a priori im Sinne Kanrts. Sie beruhen auf
den Gesetzen der inneren Anschauung und den Formen der
eigenen Logik des Aussagenden und haben mit der @uBeren
Erfahrung desselben keinen anderen Zusammenhang, als ihn
diese Anschauungen und Formen etwa haben.

Abschnitt 1. Zeit, Raum, Masse.

Erlauterung, Die Zeit des ersten Buches ist die Zeit
unserer inneren Anschauung. Sie ist daher eine GroBe, von
deren Anderung die Anderungen der fibrigen betrachteten
Grobfen abhiingig gedacht werden konnen, withrend sie selbst
stets unabh#ngig veriinderlich ist.

Der Raum des ersten Buches ist der Raum unserer Vor-
stellung. Hr ist also der Raum der Eukninschen Geometrie
mit allen Kigenschaften, welche diese Geometrie ihm zuspricht.
Es ist gleichgiiltig fiir uns, ob man diese Eigenschaften an-
sieht als gegeben durch die Gesetze der inneren Anschauung,
oder als denknotwendige Folgen willkiirlicher Definitionen.

Die Masse des ersten Buches wird eingefithrt durch eine
Definition.
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Erstes Buch.

Definition 1. Ein Massenteilchen ist ein Merkmal, durch
welches wir einen bestimmten Punkt des Raumes zu einer
gegebenen Zeit eindeutig zuordnen einem bestimmten Punkte
des Raumes zu jeder anderen Zeit.

Jedes Massenteilchen ist unveriinderlich und unzerstor-
bar. Die durch dasselbe Massenteilchen gekennzeichneten
Punkte des Raumes zu zwei verschiedenen Zeiten fallen zu-
sammen, wenn die Zeiten zusammenfallen. Diese Bestim-
mungen sind bereits in der Definition enthalten, wenn deren
Wortlaut richtig gefaBt wird.

Definition 2. Die Zahl der Massenteilchen in einem
beliebicen Raume, verglichen mit der Zahl der Massenteilchen,
welche sich in einem festgesetzten Raume zu festgesetzter Zeit
finden, heiBt die in dem ersteren Raume enthaltene Masse.

Die Zahl der Massenteilchen in dem Vergleichsraume kann
und soll unendlich groB gewihlt werden. Die Masse des ein-
zelnen Massenteilchens wird alsdann nach der Definition un-
endlich klein. Die Masse in einem beliebigen Raume kann
daher jedem rationalen und irrationalen Wert annehmen.

Definition 8. FEine endliche oder unendlich kleine Masse,
vorgestellt in einem unendlich kleinen Raume, heifit ein mate-
rieller Punkt.

Ein materieller Punkt besteht also aus einer beliebigen
Anzahl miteinander verbundener Massenteilchen. Diese Zahl
goll stets unendlich groB sein, was dadurch erreicht werden
kann, daB wir uns die Massenteilchen von hoherer Ordnung
unendlich klein denken, als die etwa betrachteten materiellen
Punkte von verschwindender Masse. Die Massen der mate-
riellen Punkte, insbesondere auch die Massen der unendlich
kleinen materiellen Punkte kinnen darnach in jedem beliebigen
rationalen oder irrationalen Verhiltnis zueinander stehen.

Definition 4. Eine Anzahl gleichzeitig betrachteter ma-
terieller Punkte heifit ein System materieller Punkte, oder
kurz ein System. Die Summe der Massen der einzelnen Punkte
ist nach 4 die Masse des Systems,

Ein endliches System besteht also aus einer endlichen
Zahl endlicher oder aus einer unendlichen Anzahl unendlich
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kleiner materieller Punkte oder aus beiden. Stets ist es er-
laubt, das System materieller Punkte anzusehen als znsammen-
gesetzt aus einer unendlichen Anzahl von Massenteilchen.

Anmerkung 1. Im folgenden werden wir das endliche
System stets behandeln als bestehend aus einer endlichen Zahl
endlicher materieller Punkte. Da wir aber keine obere Grenze
fostsetzen fir die Zahl derselben und keine untere fiir ihre
Masse, so umfassen unsere allgemeinen Aussagen als besonderen
Fall auch den Fall, daf das System unendlich viele unendlich
kleine materielle Punkte enthilt. Auf die Besonderheiten,
welche die analytische Behandlung dieses Falles notig macht,
werden wir indessen nicht eingehen.

Anmerkung 2. Der materielle Punkt kann angesehen §
werden als ein besonderer Fall und als das einfachste Bei-
spiel eines Systems materieller Punkte.

Abschnitt 2. Lagen und Verriickungen der Punkte
und Systeme.

Lage.

Definition 1. Der Punkt des Raumes, welcher durch ein
gewisses Massenteilchen zu einer gewissen Zeit gekennzeichnet
ist, wird die Lage des Massenteilchens zu jener Zeit genannt.
Lage eines materiellen Punktes heit die gemeinsame Lage
seiner Massenteilchen,

Definition 2. Die gleichzeitig vorgestellte Gesamtheit 10
der Lagen aller Punkte eines Systems heift die Lage des
Systems.

Definition 8. Jede beliebige Lage eines materiellen 11
Punktes im unendlichen Raume heifit eine geometrisch denk-

1) BADISCHE g
LANDESBIBLIOTHEK Baden mbcrg



12

BADISCHE
LANDESBIBLIOTHEK

10 Firstes Buch.

bare oder kurz eine denkbare Liage des Punktes. Die Gesamt-
heit irgendwelcher denkbaren Liagen der Punkte eines Systems
heift eine denkbare Liage des Systems.

Zu einer jeden Zeit kbnnen sich unterscheiden zwei Massen-
teilchen durch ihre Lage, zwei materielle Punkte durch ihre
Masse und ihre Lage, zwei Systeme materieller Punkte durch
Zahl, Masse und Lage ihrer Punkte. Nach anderen Rich-
tungen als diesen aber kbnnen sich auf Grund unserer bis-
herigen Definitionen Massenteilchen, materielle Punkte, Systeme
materieller Punkte nicht unterscheiden.

Analytische Darstellung der Lage. a) des Punktes.
Die Lage eines materiellen Punkes kann analytisch dargestellt
werden durch die Angabe der drei rechtwinklig-geradlinigen
cartesischen Koordinaten desselben in bezug auf ein ruhendes,
festes Achsensystem. Diese Koordinaten sollen dauernd mit
x, v, z, bezeichnet werden. Jeder denkbaren Lage des Punktes
entspricht ein eindeutig bestimmtes Wertsystem dieser Koordi-
naten, und umgekehrt jedem willkiirlich gewihlten Wertsystem
der Koordinaten eine eindeutig bestimmte denkbare Lage des
Punktes,

Anstatl durch seine rechtwinkligen Koordinaten kann die
Lage eines Punktes auch bestimmt werden durch irgendwelche
r GroBen p, ...p,...p., sobald durch Ubereinkunft bestimmte
Wertsysteme dieser GroBen bestimmten Lagen stetig zuge-
ordnet sind und umgekehrt. Die rechtwinkligen Koordinaten
sind alsdann Funktionen dieser GrioBen, und umgekehrt. Die
GroBen p, bezeichnen wir als allgemeine Koordinaten des
Punktes. Ist » >3, so miissen zwischen den p, aus geome-
trischen Griinden » — 8 Gleichungen bestehen, welche gestatten,
die p, als Funktionen dreier unabhingiger GroBen, z B. der
@, v, 7., darzustellen., Hs soll indessen eine Abhiingigkeit der
Koordinaten voneinander aus rein geometrischen Griinden aus-
geschlossen sein, und deshalb stets vorausgesetzt werden, dall
= 3 sei. Ist r < 3, so werden nicht alle denkbaren Lagen
des Punktes durch Wertsysteme der p, dargestellt, sondern
nur ein Teil derselben. Die durch die p, nicht dargestellten
Lagen sollen bei Benutzung der p, dadurch selbst als von der
Betrachtung ausgeschlossen gelten.

¥
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Analytische Darstellung. b) des Systems. Die Lage 13
eines Systems von » materiellen Punkten kann analytisch dar-
gestellt werden durch Angabe der 3n rechtwinkligen Koor-
dinaten der Punkte des Systems. Diese Koordinaten sollen
dauernd bezeichnet werden mit #;...w,...zs,, wobei 2
die Koordinaten des ersten Punktes, T,—2 T3, 7, die ent-
sprechend gerichteten Koordinaten des uten Punktes bedeuten
mogen. Diese 3n Koordinaten x, bezeichnen wir auch kurz
als die rechtwinkligen Koordinaten des Systems. Jeder denk-
baren Lage des Systems entspricht ein eindeutig bestimmtes
Wertsystem seiner rechtwinkligen Koordinaten, und umgekehrt
jedem willkiirlich gewihlten Wertsystem der 2, eine eindeutig
bestimmte denkbare Lage des Systems.

Anstatt durch die rechtwinkligen Koordinaten konnen wir
die Lage eines Systems auch bestimmen durch irgendwelche
r Griében Py+e+Po---Pr, sobald durch Ubereinkunft bestimmte
Wertsysteme dieser Grofen bestimmten Lagen stetig zuge-
ordnet sind, und umgekehrt. Die rechtwinkligen Koordinaten
sind dadurch Funktionen dieser GréBen, und umgekehrt. Die
Groflen p, bezeichnen wir als allgemeine Koordinaten des
Systems. Ist 7 >3n, so miissen zwischen den p, aus geome-
trischen Griinden r»—3n Gleichungen bestehen. Wir wollen
indessen ausschlieBen, daB zwischen den XKoordinaten aus
rein geometrischen Griinden eine Abhiingigkeit bestehe, und
es sei daher stets »r= 8n. Ist r< 3=, so werden nicht alle
denkbaren Lagen des Systems durch Wertsysteme der p, dar-
gestellt, sondern nur ein Teil derselben. Die durch die p,
nicht dargestellten Lagen sollen bei Benutzung der Koordi-
naten p, dadurch selbst als von der Betrachtung ausgeschlossen
gelten.

A

Konfiguration und absolute Lage.

Definition 1. Die Gesamtheit der gegenseitigen Lagen der 14
Punkte eines Systems heilt die Konfiguration des Systems.

Die Konfiguration des Systems und die absolute Liage der
Konfiguration im Raume bestimmen zusammen die Lage des
Systems.
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Definition 2. Konfigurationskoordinate nennen wir jede
Koordinate des Systems, deren Wert nicht geiindert werden
kann, ohne daB dadurch die Konfiguration des Systems sich
inderte.

Ob eine bestimmte Koordinate Konfigurationskoordinate
ist oder nicht, hiingt also nicht ab von der Wahl der iibrigen
gleichzeitig benutzten Koordinaten.

Definition 3. Koordinate der absoluten Lage heifit jede
Koordinate des Systems, durch deren Anderung die Kon-
fieuration nicht geindert werden kann, solange die iibrigen
Koordinaten des Systems sich nicht #ndern.

Ob eine bestimmte Koordinate Koordinate der absoluten
Lage ist oder nicht, hingt also ab von der Wahl der iitbrigen
gleichzeitig benutzten Koordinaten.

Folgerungen.

1. Eine Koordinate kann nicht zugleich Konfigurations-
koordinate und Koordinate der absoluten Lage sein. Dagegen
kann und wird im allgemeinen eine beliebig herausgegriffene
Koordinate weder Konfigurationskoordinate noch auch Koor-
dinate der absoluten Lage sein.

9. Sobald » > 3, kinnen 3n voneinander unabhingige
Koordinaten aller Lagen aunf mannigfaltige Art so gewihlt
werden, daB sich unter ihmen bis zu 3n— 6 Konfigurations-
koordinaten finden, aber auf keine Weise so, dafl sich mehr
als 3n — 6 Konfigurationskoordinaten unter ihnen finden.

Denn withlen wir unter die Koordinaten die 3 Abstinde
dreier beliebiger Punkte des Systems voneinander und die

3(n—38) Abstinde der iibrigen von jenen, so haben wir
bereits 87 — 6 Konfigurationskoordinaten, und je 3n — 6 ver-

] a

schiedene Funktionen jener Abstinde werden ebenfalls 32 —6
Konfigurationskoordinaten des Systems sein. Weniger Kon-
figurationskoordinaten konnen vorhanden sein; denn es sind
z. B. gar keine vorhanden, wenn wir die 3z rechtwinkligen
Koordinaten benutzen. Mehr Konfigurationskoordinaten aber
konnen sich unter unabhiingigen Koordinaten nicht finden;
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denn wiren unter beliebigen Koordinaten mehr als 37 —6
Konfigurationskoordinaten vorhanden, so lieBen sich die letz-
teren als Funktionen jener 3n — 6 Abstinde darstellen, wiren
also nicht voneinander unabhingig,

o 3. Sobald n > 8, kbnnen 3n unabhiingige Koordinaten 19
aller denkbaren Lagen eines Systems auf mannigfaltige Art
so gewithlt werden, daB sich unter ihnen bis zu 6, aber nicht
mehr als 6 Koordinaten der absoluten Lage finden.

Denn wiihlen wir die Koordinaten so, daB sich unter
ithnen 37— 6 Konfigurationskoordinaten finden, und fiigen
hinzu 6 beliebige Koordinaten, etwa 6 der rechtwinkligen
Koordinaten des Systems, so sind die letzteren eo ipso Koor-

i dinaten der absoluten Lage, da keine Anderung derselben die

Konfiguration #ndert, solange die iibrigen festgehalten werden.

Weniger als 6 Koordinaten der absoluten Lage kénnen vor-

handen sein; denn es sind z. B. keine vorhanden, wenn wir

die rechtwinkligen Koordinaten des Systems benutzen. Mehr
als 6 aber konnen nicht vorhanden sein; denn wiren fiir eine
bestimmte Wahl der Koordinaten mehr vorhanden, so wiren
alle denkbaren Konfigurationen bestimmt durch die iibrigen
weniger als 3z — 6 Koordinaten, es lieBen sich also fiir das

System iiberhaupt nicht 82— 6 voneinander unabhiingige Kon-

figurationskoordinaten angeben, was gegen Folgerung 2 wiire.

4. Sind 3» unabhingige Koordinaten eines Systems 20
von n Punkten so gewiihlt, daB sich unter ihnen 37 — 6 Kon-
figurationskoordinaten finden, so sind die ibrigen 6 notwendig
Koordinaten der absoluten Lage. Sind jene 37 Koordinaten
so gewihlt, daB sich unter ihnen 6 Koordinaten der absoluten
Lage finden, so sind die iibrigen 87 — 6 notwendig Konfigu-
rationskoordinaten.

Denn fénde sich unter den letzteren 3n — 6 Koordinaten
auch nur eine, welche geéindert werden konnte ohne die Kon-
figuration zu findern, so wire die absolute Lage der Konfigu-
ration bestimmt durch mehr als 6 unabhingige Koordinaten,
was nicht moglich ist.

5. Als Koordinate der absoluten Lage kann jede GriBe 21
benutzt werden, deren Anderung eine Anderung in der Lage
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des Systems zur Folge hat, und welche nicht eine Konfigu-
-ationskoordinate ist. Sechs beliebige Grofen, welche diese
Eigenschaften besitzen und voneinander unabhiingig sind, kénnen
als Koordinaten der absoluten Lage gewihlt werden und werden
zu Koordinaten der absoluten Lage dadurch, daf ihnen keine
anderen GroBen als Koordinaten hinzugefiigt werden, als
solche, welche die Eigenschaft von Konfigurationskoordinaten
haben.

Endliche Verriickungen.
a) der Punkte.

22 Definition 1. Den Ubergang eines materiellen Punktes
aus einer Anfangslage in eine Endlage ohne Riicksicht auf die
Zeit und die Art des Uberganges nennen wir eine Verriickung
des Panktes aus der Anfangs- in die Endlage.

Die Verriickung eines Punktes ist also vollstindig be-
stimmt durch ibhre Anfangs- und ihre Endlage. Sie ist eben-
falls vollstindig gegeben durch ihre Anfangslage, ihre Rich-
tung und ihre Grofe.

23 Anmerkung 1. Die Grofle der Verriickung eines Punktes
ist gleich der Entfernung seiner Endlage von seiner An-
fangslage. Sind die x, die rechtwinkligen Koordinaten der
Anfangslage, die z, die rechtwinkligen Koordinaten der lnd-
lage, so ist die Grife s* der Verriickung die positive Wurzel
der Gleichung:

.\‘:" = 2 ¥ {,f';, _'_-flr):

24 Anmerkung 2. Die Richtung einer Verriickung ist die
Richtung einer Geraden, welche von der Anfangslage der Ver-
riickung zu ihrer Endlage gezogen wird. Haben s, =z,, z, die
Bedeutung wie vorher, und sind die af, 2}, s” die Koordi-
naten der Anfangs-, der Kndlage und die Liinge einer zweiten
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Verriickung, so ist der Winkel oder Richtungsunterschied ss”
beider Verriickungen gegeben durch die Gleichung:

s's cos ~w=>_:= (&—a,) (@o—2) . a)
1

Denn die Betrachtung des Dreiecks aus den beiden Liingen
s' und s” als Seiten, und dem Winkel s)s” als eingeschlossenem
Winkel liefert uns die Gleichung:

9 »” oL oy ”\ i 7l (/% t-
815" —245"congls’ = D I (Ty—2y) — (25— ]
1

b)

aus welcher zusammen mit 28 Gleichung a) folgt.

Definition 2. Zwei Verriickungen eines Punktes heifen 25
identisch, wenn sie Anfangs- und Endlage gemein haben; zwei
Verriickungen eines Punktes heiflen gleich, wenn sie Richtung
und GroBe gemein haben; zwei Verriickungen heifien gleich-
gerichtet oder parallel, wenn sie die Richtung gemein haben.

Zwischenbemerkung. Bezeichnen 2, ..... z, die % gerad- 26
linigen, rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes in einem
Raum von % Dimensionen, 2i.....z, die Koordinaten eines
zweiten Punktes, so erweitert die an dieser Stelle eingeschaltete
Fortsetzung, daB die Entfernung beider Punkte die positive
Whurzel der Gleichung

sel, den ganzen folgenden Inhalt der Untersuchung und damit
die ganze Mechanik auf den Raum von % Dimensionen, ohne
daB eine Anderung auch nur des Wortlautes ndtig wire, von
Nebendingen abgesehen. Doch soll von dieser Bemerkung
kein Gebrauch gemacht werden, sondern es soll gemiB der
ersten Fortsetzung stets nur von dem Raum der Evkripschen
Geometrie die Rede sein.
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29

31

f‘;ﬂ«"n‘f&j‘ Bn.r:,fg_
b) der Systeme,.

Definition., Der Ubergang eines Systems materieller
Punkte aus einer Anfangslage in eine Endlage ohne Riicksicht
auf die Zeit und ohne Riicksicht auf die Art des Uberganges
heiBt eine Verriickung des Systems aus der Anfangs- in die
Endlage.

Die Verriickung eines Systems ist also vollstindig ge-
geben durch ihre Anfangs- und ihre Endlage. Sie ist eben-
falls vollstindig bestimmt, wenn ihre Anfangslage und die-
jenigen Merkmale gegeben sind, welche wir als ihre Richtung
und GroBe bezeichnen,

Hilfsbezeichnung. Quadratischen Mittelwert einer Reihe
von GroBen nennen wir die positive Quadratwurzel des arith-
metischen Mittelwertes der Quadrate der einzelnen Grofen.

Definition a. GroBe der Verriickung eines Systems
heiBt der quadratische Mittelwert aus der Grofe der Ver-
riickungen seiner simtlichen Massenteilchen.

Die GroBe der Verriickung, welche eine Lage eines Sy-
stems in eine andere iiberfithrt, heift auch die Entfernung
oder der Abstand beider Lagen voneinander. Die Grofe einer
Verriickung wird auch als die Linge derselben bezeichnet.

Bemerkung. Die Entfernung zweier Lagen eines Sy-
stems voneinander ist unabhingig definiert von der Form der
analytischen Darstellung, insbesondere von der Wahl der
Koordinaten des Systems.

Aufgabe. Die Entfernung zweier Lagen eines Systems
durch die rechtwinkligen Koordinaten desselben darzustellen.

Es sei n die Zahl der materiellen Punkte des Systems.
23 sei z, der Wert einer der rechtwinkligen Koordinaten des
Systems vor der Verriickung, z, der Wert derselben Koordi-
nate nach der Verriickung, Die Koordinate z, ist zugleich
Koordinate eines der Punkte des Systems; es sei die Masse
dieses Punktes m,, » lauft von 1 bis 3n, aber nicht alle
m, sind ungleich, sondern es ist jedes u von 1 bis =
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Ist nun etwa 7 die Zahl der Massenteilchen in der Massen-
einheit, so enthiilt die Masse m, m,y Massenteilchen, und die
Gesamtmasse m des Systems m# derselben. Berechnet man
mit diesen Bezeichnungen den quadratischen Mittelwert s* der
Verriickungen aller Massenteilchen, so folgt fiir denselben die
positive Wurzel der Gleichung:

ms* = :‘:,- my (1, ) a)

und diese Wurzel ist also die gesuchte Entfernung. Ubrigens ist

3n

mo= 1 v m,

1

. b)

Lehrsatz. Die Entfernung zweier Lagen eines Systems von-
einander ist stets kleiner als die Summe der Entfernungen
beider Liagen von einer dritten.

Es seien nimlich die ), 2z, z)° die rechtwinkligen
Koordinaten der Lagen 1, 2, 3; es seien s,,, 5,4, 5,, die Ent-
fernungen derselben voneinander. Wird fiir den Augenblick
zur Abkiirzung gesetat:

[m
/ ¥

/ o (@ —=m) = o ]_;"'m-u;:'—‘u;;a =b, ,

80 wird

in 8n
3 2 a9 Yt 9
\f = \',\-' @y 810 = \, (L’{‘.,,*r’r‘p)' .
2 )
1 1

Gesetzt nun, es wire s;, > s, 5,5, 80 wire durch Quadrie-
L o o o2 d =~ € n -
rung zu erhalten s}, —s%,—s > 25,5, also durch noch-
malige Quadrierung:
Sin ety S
487380 — (So—8p3—s35) <0 .

Dies ist aber nicht moglich, denn die linke Seite wird durch
Einsetzen der Werte fiir die s in die Form gebracht:

4 :v :\_}“_“ [_N,_J)Il,-—-a-luf.ly)a i
et
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Summe von Quadraten notwendig positiv. Da

ist also als
egengesetzte Vermutung unmoglich war, so

pun also die entg
mub stets sein:

3t Folgerung., Aus den drei Entfernungen dreier belie-

e,
biger Lagen eines Systems voneinander als Seiten ist stets ein
ebenes Dreieck zu zeichnen maglich.

Definition b. Richtungsunterschied zwischen zwei Ver-
riickungen eines Systems aus gleicher Anfangslage heifit der
eingeschlossene Winkel eines obenen Dreiecks, in welchem
die Langen der beiden Verriickungen die einschlieBenden und
die Entfernung ihrer Endpunkte die gegeniiberliegende Seite
bilden.

Der Richtungsunterschied zwischen zwei Verriickungen
wird auech der Winkel zwischen ihnen oder ihre Neigung
gegeneinander genannt.

Bemerkung 1. Die Neigung zweier Verriickungen aus

39
unter allen Umstinden ein

derselben Lage gegeneinander ist
eindeutig bestimmter, reeller Winkel, kleiner als a.
Denn das Dreieck, welches jene Neigung bestimmt, kann
nach 82 immer gezeichnet werden.
36 Bemerkung 2. Der Richtungsunterschied zwischen zZwel
Verriickungen ist unabhiingig definiert von der Form der
analytischen Darstellung, insbesondere also von der Wahl der

benutzten Koordinaten.

37 Aufgabe. Den Richtungsunterschied zweier Verriickungen
aus der gleichen Anfangslage auszudriicken durch die recht-
winkligen Koordinaten der Anfangslage und der Endlagen.
Ks seien die z, die Koordinaten der gemeinsamen An-
fangslage, die z, und =z, die Koordinaten der beiden Endlagen.
¢ und s seien die Lingen der beiden Verriickungen, &s”
der von ihnen eingeschlossene Winkel. Unter Benutzung des
ebenen Dreieckes aus den drei Entfernungen der drei Lagen

erhalten wir:

BADISCHE
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o

8n 3n
5} S gl = : : ol \ 2
21N 88 COS88 — ‘_}‘- My (By—y)" - > My ) ” )
1

3n

0 _ ;
—:Zr 1y, [_{.«:-,. —,) — (=, -—,e',‘]_]
L
und hieraus

$es rorr 1 re ’
M 88 COS8S =‘,\; My (L—2s) (T—20) a)
= :
in welcher Gleichung wir uns noch s und s nach 31a durch
die rechtwinkligen Koordinaten culs'fulrm‘lxt zu denken haben.

Lehrsatz. Zwei Verriickungen eines Systems aus gleicher 38
Anfangslage haben den Richtungsunterschied Null, wenn
die Verriickungen der einzelnen Punkte des Systems in
beiden gleichgerichtet und beziehentlich proportional sind, —
und umgekehrt.

Denn sind die Verriickungen aller Punkte gleichgerichtet
und proportional, so ist fiir alle »

Ty—2y =& (T—Ty)

unter & einen fiir alle » gleichen Faktor verstanden. Hs wird

daher die rechte Seite der Gleichung 37a gleich mss’2 Ks
wird aber ferner s

=s¢', also nach jener Gleichung cos s/s” =1,
also, da sis” der Innenwinkel eines Dreiecks, sis”=0 (35).

Umgekehrt, wenn ss”=0, cos sis”"=1 ist, so liefert
die Gleichung 37a durch Einsetzen der Werte von s
und Quadrierung:

und s

3 e : 12 8 Sz
vy (,—1) (T—2,)| — _\:' My (T—,)* \= My (: =l
] 1 T
07 8an 8n o
Zhk = \’»\: My Ty I f?, -2y (Bp—2Lu) (:r.,,—--_at“} (_-r_",—-.t.',,}J 1

und dies ist nur moglich, wenn fir jedes u und »

’ :
L H_'?'H A [ ¢ [I3
T} T ]
s T, —, ry—2,

womit auch die Umkehrung bewiesen ist.

Hertz, Mechanik, 2. Auf, i)
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66 Erstes Buch.
Folgerung 1. Haben zwei Verriickungen aus derselben
Anfangslage den Richtungsunterschied Null gegen eine dritte

Verriickuneg aus der gleichen La so haben sie den Rich-

tungsunterschied Null gegeneinander.

Alle Verriickungen, welche den Winkel Null mit einer
bestimmten Verriickung bilden, bilden also miteinander den
Winkel Null. Das Gemeinsame aller solcher Verriickungen

heift die Richtung derselben.

Folgerung 2. Wenn zwei Verriickungen eines Systems
oleiche Richtung haben, so haben sie gleichen Richtungsunter-
schied mit jeder dritten Verriickung.

Alle Verriickuneen von gleicher Richtung aus gleicher
oe bilden also denselben Winkel mit allen Verriickungen,

e eine andere gleiche Richtung haben. Dieser gemein-
en-

same Winkel heiBt auch der Winkel der Richtungen g

einander oder der Unterschied der beiden Richtungen.

Definition, Zwei Verriickungen eines Systems heiflen

identisch, wenn die Verriickungen der Punkte des Systems
in beiden identisch sind. Zwei Verriickungen eimes Systems

ie Verriickungen der einzelnen Punkte

T
1
1

heifien gleich, wenn ¢
in beiden gleich sind. Zwei Verriickungen eines Systems
el, wenn die Verriickungen

heiBen gleichgerichtet oder parall
der einzelnen Punkte in beiden gleichgerichtet und beziehent-

lich ]-!‘-l;'-r-;'.'iu-.‘.:il sind.

Folgerung. Zwei Verriickungen eines Systems aus ver-
schiedener \I;I‘:|1|u.a1|;;_.'.fl' sind _',']'il': _:'u]‘iriJlL'i, wenn .i!.‘lllt" yon
ihnen gleiche Richtung hat mit einer Verriickung, welche durch
ihre ,\Iil.i!\l'.:'ﬁ]'llf\_‘ j.l'z-'re[ und der anderen \-f_"!']'i.ll'.i\llllﬂ Lfl'.'s.l'l.':

ist, — und umgekehrt.

Zusatz. Richtungsunterschied zweier Verriickungen eines
slage heiBt der Winkel

zwischen jeder von ihnen und einer zu der anderen parallelen

Systems aus verschiedener Anfang

Verriickung aus ihrer Anfang

Aufgabe. Den Winkel zwischen zwei beliebigen Ver-

1

ken durch die rechtwink-

riickungen eines Systems auszudril

ligen Koordinaten ihrer vier Endlagen.

Baden-Wiirttemberg
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s seien s" und s” die GroBen der beiden Verriickungen
und sis” ihr Winkel. Es seien die 2, und 2 die Koordinaten
der Anfangs- und Endlage der ersten, die 2 und z, die
Koordinaten der Anfangs- und Endlage der zweiten Verriickung,
Eine Verriickung, deren Anfangskoordinaten die z, sind, und
deren Endkeordinaten den Wert z,
gleiche Anfangslage mit der ersten und ist

re

'—a5 haben, hat
der zweiten gleich.
Sie bildet also mit der ersten den gesuchten Winkel, fiir
welchen also die Gleichung folgt:

_-"':-.] ‘

MS § COS88 = >v My (T—Ty) 1

Der gleiche Wert wird erhalten, wenn wir eine Ver-
rickung durch die Anfangslage der zweiten und gleich der
3 n legen und den Winkel zwischen dieser und der zweiten
bestimmen.

Unsere Definition im Zusatz 48 war also eindeutig und

daher zulissie.

Definition. Zwei Verriickungen eines Systems heiBen 45
senkrecht aufeinander, wenn der Winkel zwischen ihnen ein

ter ist.

1

Folgerung 1. Die hinreichende und notwendige analy- 46
tische Bedingung dafiir, daf zwei Verriickungen senkrecht
aufeinander stehen, ist die Gleichung:

':I:\ oo S a 5

\)" My (Ty—Tp) (Lp—Ty) =0

—— i

i
in welcher Gebrauch gemacht ist von den Bezeichnungen der
Aufgabe 44.

Folgerung 2. In einem System von » Punkten ist 47
aus einer gegebenen Lage eine (3n—1)fache Mannigfaltigkeit
von Verriickungen, also eine (3n — 2)fache Mannigfaltickeit
von Richtungen denkbar, welche auf einer gegebenen Richtung
senkrecht stehen.

Definition. Komponente einer Verriickung in einer ge- 48

gebenen Richtung heift eine Verriickung, deren Richtung die
b
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gegebene Richtung ist, und deren GroBe gleich der Vertikal-
projektion der Grofie der gegebenen Verriickung innerhalb des
Winkels ist, welchen die gegebene Verriickung mit der ge-
gebenen Richtung bildet.

Ist also die GroBe der gegebenen Verriickung s, und bildet
gsie mit der gegebenen Richtung den Winkel @, so ist ihre
Komponente in dieser Richtung gleich 5 cos w.

Die GroBe der Komponente in gegebener Richtung wird
gewohnlich schlechthin die Komponente in dieser Richtung

oenannt.

Zusammensetzung der Verriickungen.

Bemerkung. Werden einem System mehrere Verriickungen
erteilt, welche gegebenen Verriickungen gleich sind, und welche
sich so aneinander schlieBen, daB die Endlage der voraus-
gegangenen Verriickung die Anfangslage der folgenden ist,
o ist die erreichte Endlage unabhiingig von der Reihenfolge
der Verriickungen.

Denn dies gilt fir die Verriickungen, welche die einzelnen
Punkte dabei erleiden, also fiir das System.

Definition 1. Eine Verriickung, welche das System in
dieselbe Endlage iiberfiihrt, wie eine Reihe aneinandergefiigter
Verriickungen, welche gegebenen Verriickungen gleich sind,
heiBt die Summe jener gegebenen Verriickungen.

Definition 2. Differenz zwischen einer erstgenannten und
einer zweitgenannten Verriickung heiBt eine Verriickung, deren
Summe mit der zweiteenannten die erstgenannte ergibt.

Folgerung (aus 49). Die Addition und Subtraktion der
Verriickungen unterliegt den Regeln der algebraischen Ad-

dition und Subtraktion.
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Abschnitt 3. Unendlich kleine Verriickungen und
Bahnen der Systeme materieller Punkte.

Vorbemerkung. Wir behandeln von hier ab den ein- 53
zelnen materiellen Punkt nicht mehr gesondert, sondern
schlieBen seine Betrachtung in die Betrachtung der Systeme
ein. KEs ist daher im folgenden stets von Verriickungen der
Systeme die Rede, auch wo dies nicht besonders bemerkt wird.

Unendlich kleine Verriickungen.

Erlduterung. Kine Verriickung heifit unendlich klein, 54
wenn ihre Linge unendlich klein ist.

Lage der unendlich kleinen Verriickung heiBt eine Lage,
welcher die Grenzlagen der Verriickung unendlich nahe liegen.

Eine unendlich kleine Verriickung ist nach Richtung und
Grofle bestimmt durch die Angabe ihrer Lage und der un-
endlich kleinen Anderungen, welche die Koordinaten des
Systems durch die Verriickung erleiden.

&1
ol

Aufgabe 1la. Die Linge ds einer unendlich kleinen
Verriickung auszudriicken durch die Anderungen dz, der 3x
rechtwinkligen Koordinaten des Systems.

Indem wir in Gleichung 81a z,—=z, ersetzen durch dz,,
erhalten wir

M ds™ = v ydd,

Aufgabe 1b. Den Winkel s,5° der beiden unendlich 56
kleinen Verriickungen ds und ds’ auszudriicken durch die
Anderungen dr, und dz, der 8z rechtwinkligen Koordinaten
des Systems.

Indem wir in Gleichung 44 fiir 2,—=2, setzen dz, und
fiir z,—z, setzen dz,, erhalten wir

m ds ds cos s,8 = B My dTy dTy
=

BADISCHE .
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Die Losung gilt, ob beide Verriickungen gleiche Lage haben

oder ob nicht.

Aufgabe 2a. Die Linge ds einer unendlich kleinen
Verriickung auszadriicken durch die Anderungen dp, der r
allgemeinen Koordinaten p, des Systems.

Die rechtwinkliven Koordinaten z, sind Funktionen der
p, und zwar der p, allein, da sie durch diese vollstiindig be-
stimmt sind, und da Verriickungen des Systems, welche nicht
durch Anderungen der p, darstellbar sind, als von der Be-
Setzen wir zur Ab-

trachtung ausgeschlossen gelten

kiirzung:

a) = s
s0 bestehen demnach 3n Gleichungen von der Form:

b) di,= e Hyp ""f/‘ra ]

in welchen die «,, Funktionen der Lage sind, also als Funk-
tionen der p, aufgefaBt werden konnen. Setzen wir die Werte

b) in Gleichung 55 ein und setzen noch zur Abkiirzung:

Sn
¢) M o= D» My Gy Cyg s

1

so erhalten wir als Lisung der Aufgabe:

,{,\-." = ‘\" a

d) o0 :/}.'},1, J;,-,,.

Aufgabe 2b. Den Winkel s zweier unendlich kleiner
Verriickungen von der Lange ds und ds' und gleicher Lage
auszudriicken durch die Anderungen dp, und dp, der r allge-
meinen Koordinaten p, des Systems. 4

Wir bilden die Werte der dz

¥

nach Gleichung 57b und
setzen diese und die Werte fiir dz, in Gleichung 56 ein. Wir
beachten, daB fiir beide Verriickungen ‘die Werte der Koordi-




Unendlich kleine Verriickungen. 71

naten selbst, also die der GroBen e, gleich sind, und wir
erhalten:

ds ds cosg,s = 7 Qg .f.f'_,rlLJ r.fjl;,- .

Eigenschaften der «,, und @,, . Einfihrung der b

1. iir alle Werte der p, 5, = ist: (vergl. 57a) 29
0¢ e
a7,
2. Fiir alle Werte von ¢ und o ist: (vergl. 57¢) 60
Qog = Cgg -

3. Die Zahl der GroBen e, ist gleich 3nr: die 61
Zahl der voneinander verschiedenen Grollen a,, ist gleich
Lye(r<4-1).

4. Fir alle o ist 62

Qoo > U

Fiir alle Werte von ¢ und ¢ ist

Ggo Qog— Apg > U

Denn es ist die rechte Seite der Gleichung 57d nach
ihrer Ableitung aus Gleichung 55 eine notwendig positive
GroBe, welches auch die Werte der dp, sind. Hierfiir sind
die vorstehenden Ungleichheiten notwendige Bedingungen

5. Fiir alle Werte der o, 5, ¢ gilt die Gleichung: 63
g . af{,.r' |'.-"J.”f_.-. . 5”,:, f:ia-.r'
v i e A i o T

e op, | op, ap, 0pg |

Um die Gleichung zu beweisen, setzt man rechts die Werte
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der a,. aus Gleichung 57¢ ein und macht (zebrauch von den
Figenschaften der e,, nach 59.

6. Die Determinante aus den 72 Griofen a, sel A.
Der Faktor von a, in A, dividiert durch A, soll dauernd
bezeichnet werden mit 5,,. HEs ist also als Definition

b

Yoo T oA
> oa,.,

Fiir alle Werte von o und & ist dann
hg‘ul' 5 LU'L}

Die Zahl der voneinander verschiedenen GroBen b, ist gleich

kr(r+1)

7. Der Wert des Ausdrucks

»0 ”'__H /.i,‘,z

1

ist gleich Eins, sobald (=x ist; jener Wert ist gleich Null,
sobald ¢ und # verschieden sind.
.

Denn ist 1=z, so stellt der Ausdruck S @b A die
Determinante A selbst dar. Ist aber ¢ von x verschieden, so
stellt er eine Determinante dar, welche aus A entstehf, indem
die Reihe a,, ersetzt wird durch die Reihe der a,. In dieser
Determinante sind also zwei Reihen gleich, und ihr Wert
ist Null.

8. Iis welten fir alle Werte der ¢« und x die beiden

(Gleichungen:

1 1
N Sl L=

0o
1 1

T r
Y

:_:: Qoo ‘j‘gf erz — j’w
1 1

7

Man bilde nach 65 den Wert des Ausdrucks by byo

e
1
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2
1 . 1 r - .
bez. o @y U, filr alle Werte des o von | bis », man multi-

pliziere die entstandenen Gleichungen der Reihe nach mit
a,, bez. b,, und addiere, so folgen die Gleichungen.

9. DBestimmte Anderungen der Griflen @, haben be- 67
stimmte Anderungen der GriBen 4,, zur Folge. Bezeichnen
da,, und 0b,, beliehige zusammengehorige Variationen der

a,, und b,,, so gelten die Gleichungen:

3
1 1 R
o Do Qgr Qg O

Y

e
1

= — 0

ao

r r
al al
N vy f’i” Dyn 0Oge = — 00,5

1

Man variiere die Gleichungen 66 und mache Gebrauch

von den Beziehungen 65, so folgen die Gleichungen.

10. Variiert man in den a,, und b, nur eine be- gg
stimmte Koordinate p,, von welcher sie abhingen, so folgt
insbesondere fiir jeden Wert des z:

r r -

\ b da
N W CVpa 54
P g (LT et M
e > op, op,
%, g Oh

oA /’gt (-!fr;x e T
s ap, ap;

Verriickungen in Richtung der Koordinaten.

Definition 1. Verriickung in Richtung einer bestimmten g9
Koordinate heift eine unendlich kleine Verriickung, bei
welcher sich nur diese eine Koordinate, nicht aber die fibrigen
gleichzeitig benutzten #ndern,

Die Richtung aller Verriickungen in Richtung derselben
Koordinate aus derselben Lage ist dieselbe; sie heift die
Richtung der Koordinate in dieser Lage.

BADISCHE
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0 Bemerkung, Die ichtung einer Koordinate hingt ab
von der Wahl der iibrigen, gleichzeitiz benutzten Koordinaten

des Systems.

71 Definition 2. Reduzierte Komponente einer unendlich

f kleinen Verriickung in Richtung einer bestimmten Koordinate \
4 heiBt die Komponente«der Verriickung in Richtung der Koor-

dinate (48, 69), dividiert durch die Anderungsge: -hwindigkeit

der Koordinate bei einer Verriickung in ihrer eigenen Richtung.

Die reduzierte Komponente in der Richtung einer Koor-
dinate nennen wir auch kurz die Komponente nach der
Koordinate.

Man spricht also von der Komponente einer beliebigen
Verriickung in einer beliebigen Richtung, aber man kann nicht
sprechen von der reduzierten Komponente in einer beliebigen
Richtung, sondern nur von der reduzierten Kom ente einer
unendlich kleinen Verriickuug in der Richtung einer Koordinate.

72 Aufgabe 1a. Die Neigung s, der Verriickung ds
gegen die rechtwinklize Koordinate =z, durch die 3= Ande- {
rungen dz, auszudriicken,

In Gleichung 56 setzen wir die dx, gleich Null fiir alle »
mit Ausnahme des bestimmten », auf welches sich die Aufgabe
bezieht. Dann ist die Richtung von ds’ nach 69 die von
and der Winkel s,s° wird der gesuchte Winkel. Da ferner
alsdann nach B35 mds?=m,dr,?, so wird als Losung der
Aufeabe erhalten:

ds cos 8,0, =|/ Ydz,
m
worin fiir ds sein Wert in den dz, einzusetzen ist.
|
73 Aufgabe 1b. Die Komponenten dz, der Verriickung
ds nach den rechtwinkligen Koordinaten z, durch die Ande- ‘
rungen dz, der Koordinaten auszudriicken.

Setzen wir in der vorigen Aufgabe sa2,=0, so erfolet |
die Verriickung ds in Richtung der Koordinate =,, und wir I
erkennen, daf die Anderungsgeschwindigkeit der Koordinate
bei einer Verriickung in ihrer eigenen Richtung gleich dz,:ds {
also gleich }/m[m, ist. Die linke Seite der Gleichung 72 stellt |

BADISCHE
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schon die Komponente von ds in Richtung von =, dar; divi-
dieren wir also die Gleichung durch }m/m,, so erhalten wir

(71) als Losung der Aufgabe:

Aufgabe 1le. Die Anderungen dz, der rechtwinkligen 74
Koordinaten bei einer Verriickung auszudriicken durch die redu-

zierten Komponenten der Verriickung nach jenen Koordinaten.

Die Losung der vorigen Aufgabe gibt unmittelbar:

; m
dy =— dl » s
m

o

(ST

Aufgabe 2a. Die Neigung s,p, der Verriickung ds %
gegen die allgemeine Koordinate p, durch die » Arderungen
dp, auszudriicken,

In Gleichung 58 setzen wir die dp, gleich Null fiir alle
o mit Ausnahme des bestimmten g, auf welches sich die Auf-
cabe bezieht. Die Richtung von s’ ist alsdann nach 69 die
von p,, und der Winkel ss" wird der gesuchte Winkel. Da
_:Icich:-cr,-itfﬂ' nach b57 rf.-'3=u::,;ff:._f,2 wird, so erhalten wir als

Losung der Aufgabe:

-
N

Va,, ds cos 2 — \, Uyo dpg

worin fiir ds sein Wert in den dp, einzusetzen ist.

Anmerkung 1. Setzen wir in der Losung der vorigen 76
Aufgabe alle dp, gleich Null mit Ausnahme eines bestimmten
dp,, so wird die Richtung von ds die Richtung dieser Koordi-
nate p,, und der Winkel s,p, geht iiber in den Winkel PosPas
welchen die Koordinate p, mit der Koordinate p, bildet. Da
gleichzeitig alsdann ds’=a,,dp,? wird, so erhalten wir fiir
diesen Winkel:

&,

|'|JS£JJ_.;.J{J:,--— = e »
Va,, a

Dieser Winkel ist nach 62 stets ein reeller Winkel.
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7 Anmerkung 2. Die Koordinaten p, heiBen orthogonal,

wenn jede von ihnen in jeder Lage auf allen iibrigen senk-

recht steht. Die hinreichende und notwendige Bedingung

hierfiir ist (76), daB alle a,,, fiir welche o und o verschieden

sind. verschwinden, Die rechtwinkligen Koordinaten sind ein

Beispiel orthogonaler Koordinaten. |
8 Aufgabe 2b. Die Komponenten dp, der Verriickung ds

nach den Koordinaten p, auszudriicken durch die Anderangen
dp, dieser Koordinaten bei der Verriickung.

Setzen wir in (#leichung 75 sp, gleich Null, so erfolet
die Verriickung ds dieser Gleichung in Richtung von p,; alle
dp, sind also Null, aufler dp,, und die Gleichung wird also
1”‘,.,!.“'.\‘?rf,_,__fffll_r_,. Die Anderungsgeschwindigkeit von p, mit
einer Verriickung in ihrer eigenen Richtung ist also 1/}a,,.
Bedenken wir, daB nach 48 dscossp, die Komponente von
ds in der Richtung von p, ist, und beachten die Definition 71,

g0 erkennen wir, daB die linke Seite der Gleichung 75 bereits
die reduzierte Komponente nach p, darstellt, und wir erhalten |

also die Beziehung:
a) djig="V Ay d8 COS 3,y

also als Losung der Aufgabe:

y

b) H"J,l'.a” \,u ”‘i-‘”’ r.'fjpll.

Die Anderungen dp, der Koordinaten bei

79 Aufgabe 2c. ;
Iriicken durch die Kom-

Ausfiithrung der Verriickung ds anszul
ponenten dj, der Verriickung nach den Koordinaten p, .
Die Auflosung der Gleichungen 78} unter Benutzung der

Bezeichnung von 64 ergibt unmittelbar: !

1
r'{.l’"". :\f: r}J”_.FHPJ,i.“-
o g

S0 Aufgabe 3a. Die Komponenten dp, einer Verriickung i
nach den allgemeinen Koordinaten p, auszudriicken durch die

=
Baden-Wiirttemberg
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Komponenten dz, der Verriickung nach den rechtwinkligen
Koordinaten des Systems.
Wir erhalten der Reihe nach unter Benutzung von 78,
b7b, b7e, T4:
r r 3n o
di, == ,.1-1 Qo f;‘;;,, =S N i
s i 5 5 ] st

Uyy Uy EE,HU'
m :

1 1 1

-
Cyp By — N Cyg Sl
1

Aufgabe 3b. Die Komponenten dz, einer Verriickung s1
nach den rechtwinkligen Koordinaten z, auszudriicken durch
die Komponenten dp, der Verriickung nach den allgemeinen
Koordinaten p, des Systems.

Wir erhalten der Reihe nach unter Benutzung von 73
bh, 19

2

r
= m, My <2
rl'?.f',- == = rf.!',- = - \.0 ().';.gn‘f;;u,;
m m ‘T‘
M, < z
f ¥ 1 1 Ly
= \" Cpg \, fju.,— n‘.'p., )
T s -L—' * 5
also, wenn wir zur Abkiirzung setzen:
m =
.~
‘.\}"’ Cyg "Irfrr-_r = I':‘}‘J'!’J E] a)
M ¥ b
folgt als Losung der Aufgabe:
dry— \, oo rf‘-.'ri,} e b)
TS 5

1

Aufgabe 4. Die Liinge einer unendlich kleinen Verriickung g2
auszudriicken durch ihre reduzierten Komponenten nach den
Koordinaten des Systems.

Wenden wir die allgemeinen Koordinaten p, an, so er-
halten wir durch successive Anwendung vou 78b und 79 auf
Gleichung 5%7b nacheinander:

BADISCHE
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83 Wenden wir inshesondere die rechtwinkligen Koordinaten

an. so erhalten diese Gleichungen die Form:

schen zwei unendli

Ha. Den Winkel

iickungen beliebiger Lage auszudriicken dureh

( eiden Verriickungen nach

die reduzierten Komponenten der

|
den rechtwinklizen Koordinaten.
Durch s ;sive Anwendung von 78 und 74 auf (Gleichung

nacheinander die Formen:

56 erhalten

3
dg de c08 8.8 Pt (L,
L m
dr NG AT, d,
"\ m
el | {§
Hierin haben wir fiir die ds und ds* ihre Werte in den !
dz, nach 83 einzusetzen. 8
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Aufgabe 5b. Den Winkel zwischen zwei unendlich kleinen 83
Verriickungen aus der gleichen Lage auszudriicken durch die
Komponenten der beiden Verriickungen nach den allzemeinen
Koordinaten Por

Durch successive Anwendung von 78 und 79 auf Gleichung
58 erhalten wir nacheinander die Formen:

dsds cos 8,8 = Se Do Qg dpy dpy

; \\:? f;‘FJL_- "l'(J,-iJ;; == :_ N]J'l-ji' r{')”;.-’

= \,‘f_- \' F’h‘,rr 'r']_.f'_'fj (f_‘,r_ar.;

Hierin sind wieder fiir die ds und ds’° ihre Werte in
den dp, nach 82 einzusetzen.
Aufgabe 6. Den

ritckur

Winkel zweier unendlich kleiner Ver- sg
auszudriicken durch die Winkel, welche beide mit
den Koordinaten des Systems bilden.

Wir dividieren die letzte der Gleichungen 85 durch dsds’

und beachten, daB nach 78a
: . dp ] = . dp,
Va,, CO8 81D, = » Aoy COR S D y=— = .
Q0 o ds P ds ’

oo ] r'!r‘.a(, Qg COS S Po COos "'_-‘pur .

Wenden wir rechtwin

lige Koordinaten an, so erhiilt die 87
vorstehende Gleichung die besondere Form:

» COS 8.2, CO8 .'-‘:_f',.
Es ist zu bemerken, daB die Gleichung 86 gleiche Lage
der beiden Verriickungen vorauss

etzt, wihrend die Gleichung
87 von dieser Voraussetzung frei ist.
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Lehrsatz. Die r Winkel, welche eine beliebige Richtung
in einer bestimmten Lage mit den Richtungen der r allge-
meinen Koordinaten daselbst bildet, sind verbunden durch die

Gleichung:
r r
1 a
\:'\)"‘ Hr)nu' V@pp o €OS 8,0 COS 8,y = I
T‘ et > 5N 5

Denn diese Gleichung folgt, wenn wir in 86 die Rich-
tungen von ds und ds’ zusammenfallen lassen.

Folgernng. Insbesondere geniigen die 37 Winkel, welche
gine beliebige Verriickung des Systems mit den rechtwink-
liven Koordinaten des Systems bilden, der Gleichung:

\-- cos” 8,&y 1 4

)

Benutzung partieller Differentialquotienten.

Bezeichnung. Durch die Werte der Koordinaten p, ihrer
Lage und der Anderungen dp, derselben ist die Linge ds
piner unendlich kleinen Verriickung bestimmt. Andern wir
eins jener Bestimmungsstiicke, withrend die iibrigen konstant
gehalten werden, so soll das entsprechende partielle Differential
von ds mit dyds bezeichnet werden.

Betrachten wir dagegen, was ebenfalls zuliissig ist, die
Koordinaten p, und die Komponenten dp, nach ihnen als die
unabhiingigen Bestimmungsstiicke von ds, so soll das ent-
sprechende partielle Differential von ds mit d,ds bezeichnet
werden.

Andere partielle Differentiale von ds sind selbstverstiind-
lich moglich, aber es ist fiir unseren Zweck nicht notig, sie
zu bezeichnen, sondern es bleibt fir sie das gewdhnliche,
jedesmal durch eine Worterklirung nither zu bestimmende

Zeichen dds vorbehalten.

Bemerkung 1. Die Komponenten einer Verriickung nach
den Koordinaten lassen sich als partielle Differentialquotienten




Unendl

kleine

der Linge der Verriickung darstellen. Und zwar geschieht
dies in der Form:

Man differentiiere die Gleichune 57d und beachte 78.

Bemerkung 2. Die Neigung einer unendlich kleinen Ver- 92
riickung gegen die Koordinate Pp kann mit Hilfe der par-
tiellen Differentialquotienten ihrer Liinge dargestellt werden.
Und zwar geschieht dies in der Form:

! f"-:q cos '"".-”

Man beachte 91 und %8.

£

Anmerkung. Werden insl

esondere in den Bemerkungen 93
1l und 2 r

winklige Koordinaten angewandt, so erhiilt man

y b)

wobei die Bedeutung der partiellen Differentiale aus dem
vorigen hervorgeht.

Bemerkung 3. Die Anderungen, welche die Koordinaten 94
7o bei Durchlaufung einer unendlich kleinen Verriickur
leiden,

7 er-

1
assen sich als partielle Differentialquotienten der Liinge

der Verriickung darstellen. Und zwar geschieht dies in der
Form:

| (;'I..,({.\'j (‘,‘_I‘.f(.\'
”{JH*J iy = 8 —

= ddp, ot fj,uy

Man beachte die Gleichungen 82 und 79.

Hertz, Mechanik, 2. Aufl, 6
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Bemerkung 4. Fiir
zwischen den partiellen

Gleichung:

a)
Denn es ist:
(’)'P(f,c e 1
ap. 2ds
und
d.ds 1
e

dp, 2ds =< <

Setzen wir in der
ihre Werte in den dp,
Beziehungen 68 und die

Ebenso wenn wir in gleicher Weise von der zweiten Form

ausgehen.

Lehrsatz. Erleidet die Lage einer unendlich kleinen Ver-
riickung zweimal dieselbe Veranderung, wihrend gleichzeitig
das eine Mal die Komponenten nach den Koordinaten, das
andere Mal die Anderungen der Koordinaten die urspriing-
lichen bleiben, so ist die Anderung der Linge der Verrii

FBrstes Buch.

Werte des
Differentialquotienten

d,ds

ap.

r"'r;_.,._ . ;
9p. “Pe°Pe

b

7 = - dpg dpe

ap,

ersteren Form fiir die dp,
und dp, nach 79 and beachten die

zweite Form, so folgt die Behauptung.

in beiden Fallen entgegengesetzt gleich.

Da im zweiten Falle die ddp,=0 sein sollen, wihrend
die Koordinaten p, die Anderungen dp, erleiden, so ist die

Anderung der L#nge der Verriickung:

ll) ﬂjj!!'r,\' :T_
1

Im ersten Falle sollen die ddp,=0 sein, withrend die
Koordinaten dieselben Anderungen dp, erleiden, es ist also jetzt:

b) Sodsmm D -
T

-‘”.ff,\
= -r)),l.l,

('.-I,rJ :
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Aus beiden Gleichungen a) und b) und der Bemerkung 4
folgt:

r};,_,ff‘i' = — rT,}.(('.\' ; ¢)

welches die Behauptung ist.

Bahnen der Systeme.

Erlduterungen.

1. Die gleichzeitig vorgestellte Gesamtheit der Lagen, 97
welche ein System beim {bergang aus einer Lage in die andere
durchliuft, heiBft eine Bahn des Systems.

Eine Bahn kann auch betrachtet werden als die gleich-
zeitig vorgestellte Gesamtheit der Verriickungen, welche das
System beim Ubergang aus der einen in die andere Lage
erleidet.

2. Ein Teil der Bahn, welcher durch zwei unendlich nahe 98
Lagen begrenzt wird, heiBt ein Bahnelement. Ein Bahn-
element ist eine unendlich kleine Verriickung; es hat eine Linge
und eine Richtung.

3. Richtung der Bahn eines Systems in einer bestimmten 99
ihrer Lagen heifft die Richtung eines dieser Lage unendlich
benachbarten Bahnelements.

Liinge der Bahn eines Systems zwischen zwei ihrer Lagen
heift die Summe der Lingen der Bahnelemente zwischen
diesen Lagen.

Analytische Darstellung. Die Bahn eines Systems wird 100
analytisch dargestellt, indem die Koordinaten ihrer Lagen an-
gegeben werden als Funktionen einer und derselben, iibrigens
beliebigen Variabeln. Jeder Lage der Bahn ist dann ein Wert der
Variabeln zugeordnet. Als unabhiingige Variabele kann eine
der Koordinaten selbst dienen. Sehr hiunfig ist es zweck-
miiig, als unabhingige Variabele die Linge der Bahn, von
einer bestimmten Lage der Bahn ab gerechnet, zu benutzen.
Die Differentialquotienten nach dieser bestimmten Variabelen,

b’f
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also nach

Akzente bezeichnet werden.

Definition 1.
gie in allen ihren I

Folgerung.

beschreiben

Tineen, von der Ausgangslage an ger

standig proportional bleiben (38),

Definition

wenn sich

hi

fernung zweier benachbarter Bahnelemente.

Anmerkung.
finiert unabhii
also insbesondere unabhi

Koordinaten des Systems.

Aufgabe 1.
durch die Anderungen der Winkel,
rechtwinklizen Koordinaten des Systems bildet.

der Bahnli

seine

die Richtung der Bahn von Lage zu Lage #ande

Die Anderungsgeschwindigkeit mit
lange heiBt die
Die Kritmmung der Bahn is

dem Richtungsunterschied und d

Kriimmung der Bahn.
t also der Grenzwert des Ver-

ltnisses zwischen

Der Wert der Kriimmung
ie von der Form der analytischen Darstellung,
hesonderen \\-;l]I] der

ge, sollen in LiacrancEs Weise durch

Die Bahn eines Systems heifit gerade, wenn
wen die gleiche Richtung hat.
Beschreibt ein System eine gerade Bahn, so

Linien, deren
einander be-

heift krumm,

|
L.

der Bahn-

v Ent-

r ist hierdurch de-

auszudriicken

Bahn mit den

Fs sei ds der Winkel zwischen der Richtung der Bahn

am Anfang und am
nach Definition (103):

KEs seien fer:

die Bahn am Aufange von ds mit den z,
cos 8,2, - d cos 8,2, die Werte der _{;']{_‘il'][l'” (3ri

von ds. Dann ist nach Gleichung 87:

cos (de) =

des Bahnelementes

s.z, die Cosinus der Winkel,

ds. Dann ist

welche

bildet, und es seien

len am Knde
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Es ist aber ferner nach Gleichung 89 sowohl

. cos> 3T 1 2

als auch
\."_.- (coss,w, +deosga) =1 .
SiEs

Indem wir das Doppelte der ersten Gleichung subtrahieren
von der Summe der beiden letzteren, erhalten wir:

2—2 cos (de) = de? - :‘1‘ (d cos 8,2,)*

also durch Division mit ds® die Losung der Aufgabe:

~ [dcossz,\?
v |

b

i

| ds

Aufgabe 2. Die Kriimmung der Bahn darzustellen durch 106
die Anderungen der rechtwinkligen Koordinaten des Systems
mit der Bahnlinge.

Unter Beriicksichtigung von 72 haben wir (100):

Jm, ’
CO8 8,45 = 1 s
m
also
/ et fm, "
(cos 8,2,) = l S
m

also nach 105 als Losung der Aufgabe:

Aufgabe 3. Die Kriimmung der Bahn darzustellen durch 107
die Anderungen der rechtwinkligen Koordinaten, dieselben be-
trachtet als Funktionen einer beliebigen Variahelen .
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Erstes Buch.
Nach den Regeln der Differentialrechnung ist

,_d [dz, dr)
W ds \dr " ds | ds |

{dr\2 10".'-' d®zx, dz, r/'\}
ln"f dr? dr dz?

Setzen wir diesen Ausdruck in ¢® ein und beachten,

daB (55)

[ds\ 2 = (dz, I:
a) m - | = >y My | |
\dz| e Y \dt |
also
ds d¥s 25 dr, a2,
b) m——- __=\,- My=— *——5-
dr dr® <~ dr dr*

ist, so folgt als Losung der Aufgabe:

Ids i

¢) ml=| c2=">
-:.v"rl. el

worin fir ds/dr und d%/dr® noch ihre Werte aus den

vorigen Gleichungen zu setzen sind.

108 Aufgabe 4. Die Kriimmung der Bahn darzustellen durch
die Anderungen der allgemeinen Koordinaten p, des Systems
mit der Bahnlinge.

Wir fihren in den Ausdruck 106 an Stelle der recht
winkligen Koordinaten die p, ein, indem wir die z) ausdriicken

durch die p), und p;. Zunichst ist nach 57b

also
-‘I.J" :‘-' ["'-'J'g ;‘"{_J = Ulr'n_n !“.:y}
1
also
ror
Ty = D% Do (etyp & fh‘"; r”-'»l' 20, 0 Cyg !.‘u;, ;i,_,i N .‘,:‘:.L, Oy :"'-".31";-1']" a
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Bahnen der Systeme. 87
Man bilde diese Gleichungen fiir alle », multipliziere eine
iede mit m,/m und addiere alle. Links entsteht ¢ Rechts
kann die Summation nach » mit Hilfe der schon eingefihrten
GroBen a., in den ersten beiden Gliedern ausgefithrt werden.
Im ersten Glied ergibt die Summation unmittelbar nach 57¢
Gy, Als Faktor von p; im zweiten Gliede wird nacheinander
erhalten:

m, : m, c({
9 \ \ ¥ ‘\\ ; o
2 20 Bo % oy oyt 2 PP ey,
: e dee dee
1 ’ i 1 (% ¥ I |
= >t Po P oy e
e m J,I r opy |
1 [
O~ oa da da
5 1 ’ r 08,0 Ay 7y P 3
— Dt = (nach 63)
o T T \ 9P~ OPg oPs
5 r;r! cmn: |
— ‘\ f’u )'I"J' I 2 a =i =
-'_I-— -I ".f”" 1” !

Beim Ubergang von der zweiten in die dritte Form und
von der vierten in die fiinfte Form ist Gebrauch gemacht
von der Bemerkung, dafi, wenn /F(o,0) ein beliebiger Aus-
druck ist, welcher die Indices ¢ und o enthilt, alsdann
identisch

o> F(0,0) = \:: F(a, ) a)

ist.

Der Faktor des dritten Gliedes 1i8t sich nicht durch die
a,, ausdriicken. Um im Endresultat die Beziehung auf die
rechtwinkligen Koordinaten gleichwohl verschwinden zu lassen,
sei gesetzt:

<1 m, 0w,, 0u,,
\_\J. e R . ]I)

Qoglu= ¥ — =
st -~ m dp; dp,
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Es wird dann schlieBlich erhalten als Lisung der Aui-

gabe:

o Pi Pu '|

Hierin sind also die @, die in b7 eingefithrten Funk-

tionen der p,; die a,., sind als neu eingefithrte Funktionen

derselben Griofen anzusehen., Die Zahl dieser neu einge-

filhrten Funktionen betrigt 1)

Abschnitt 4. Mogliche und unmdgliche Verriickungen.
Materielle Systeme.

Erlduferungen.

109 1. Zwischen einer Anzahl von materiellen Punkten be-
steht ein Zusammenl]
der Komponenten der Verriickungen dieser Punkte eine Aus-

wang, wenn aus der Kenntnis eines Teils

sage in bezng auf die iil n Komponenten moglich ist.
110 2. Wenn zwischen den Punkten eines Systems Zu-

sammenhinge bestehen, so ist damit ein Teil der denkbaren

1

Verriickungen des Systems von der Betracl eschlossen,

itung ausg

diejenigen Verriickungen des Systems

nlich, deren Statt-

finden den vorausgesetzten Aussagen widersprechen wiirde.

Umgekehrt bildet jede Aussage

daB von den denkbaren Ver-

riickungen des Systems ein Teil von der Betrachtung aus-

den Punkten

1- 8el, einen Zusa thang 2y
tems. Die Zusax

sind vollst

des Systems bekannt gegeben ist, ob dieselbe zur Betrach-

zuschli

re der Punkte

des 1enhiin

iindig gegeben, wenn jede denkbare Verriickung

tung ',{]]t,fi’]:':'::«'f"ll oder von derselben :111-'j._'_'n-~'|_'|1]r)>l.'~".‘lu sel.
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3. Die zur Betrachtung zugelassenen Verriickungen

heifen mogliche Verriickungen, die iibrigen unmigliche. Die
moglichen Verriickungen werden auch virtuelle genannt. Mog-
liche Verriickungen heiben sie stets, wenn sie als engerer

Beeriff den denkbaren gegeniibergestellt werden; virtuelle

Verriickungen werden sie nur dann genannt, wenn sie als
- »

einem engeren, z. B. den wirklichen Ver-
stellt werden.

weiterer Beg

riickungen entgegen;

4, Mébgliche Bahnen heiflen alle Bahnen, welche sich
aus moglichen Verriickungen zusammensetzen, Mogliche Lagen

sind

den konnen.

e Lagen, welche durch mégliche Bahnen erreicht wer-

d

5. ls sind also alle Lagen moglicher Bahnen mogliche
Lagen. Aber es geht aus dem Ges
auch nicht gesagt sein, dafl jede denkbare Bahn durch
e Lagen auch eine mogliche ]di]]i sel. Vielmehr kann

gten nicht hervor, und

ine \< rriickung auch zwischen unendlich benachbarten mog-

als eine unmdeliche Verriickung bezeichnet sein.

6. Zwischen zwei moglichen Lagen gibt es immer eine

oliche Bahn. Denn fithrt von irgend einer wirklichen

mi

Lage zu beiden Lagen auch nur eine mogliche Bahn, so bil-

T

1
den diese beiden Bahnen zusammen schon eine mogliche Bahn
zwischen den beiden Lagen; fithrte zu einer von beiden keine

mbgliche Bahn, so wire diese Lage auch keine mogliche Lage.

Definition 1. Kin Zusammenhang eines Systems heilit
ein stetiger, wenn er den folgenden drei Voraussetzungen nicht
widerspricht:

1. DaB die Angabe aller moglichen endlichen Verriick-
ungen enthalten sei in der Angabe aller miglichen unendlich

kleinen Verriickungen, (Stetickeit im Endlichen);
< L] \ L= 1
2. daB jede mégliche unendlich kleine Verriickung in

ticer Bahn durchlaufen werden kinne, (Stetigkeit

gerader,
im Unendlichkleinen);

3. daB jede unendlich kleine Verriickung, welche aus
einer bestimmten L miglich ist, auch moglich ist aus jeder
unendlich benachbarten Lage, abgesehen von Abweichungen
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von der Ordnung der Entfernung der Lagen oder von hoherer
Ordnung, (stetige Verinderlichkeit der mpglichen Verriickungen).

Folgerung. Wenn in einem System nur stetige Zu-
sammenhiinge sich finden, so ist die Summe irgendwelcher
moglichen unendlich kleinen Verriickungen aus derselben Lage
wieder eine mogliche Verrickung aus der gleichen Lage.
(Superposition unendlich kleiner Verriickungen.)

Denn nach 115,38 miissen sich die einzelnen Verriickungen
hintereinander durchlaufen lassen, und nach 115,2 ist dann
die direkte Verriickung aus der Anfangs- in die Endlage selbst
auch eine mogliche Verriickung.

Definition 2. KEin Zusammenhang eines Systems heilt
ein innerer, wenn er nur die gegenseitige Lage der Punkte
des Systems betrifft.

Folgerung. Wenn in einem System nur innere Zu-
sammenhiinge sich finden, so ist jede Verriickung des Systems,
welche die Konfiguration nicht indert, eine mogliche Ver-
riickung, und umgekehrt.

Definition 3. Ein Zusammenhang eines Systems heilit
ein gesetzmiBiger, wenn er unabhiingig von der Zeit besteht.

Ein gesetzmifiger Zusammenhang besteht also in der
Aussage, daB von den denkbaren Verriickungen des Systems
Ver-

zu jeder Zeit, oder unabhiingig von der Zeit, gewiss
riickungen moglich, andere unmbglich sind.

Anmerkung. Solange wir von der Geometrie der Systeme
handeln, kommt der Unterschied zwischen gesetzmibigem und
I_Ii‘.;_'u-ic’l/.mfi].’:i_:ffrlll Zusammenhange nicht in Betracht, da unsere
Uberlegungen die Zeit nicht enthalten. Sind die Zusammen-
hiinge eines Systems zu zwei Zeiten verschieden, so haben wir

r unsere jetzige Betrachtung zu beiden Zeiten mit zwei
verschiedenen Systemen zu tun. Ks linft praktisch auf das-
selbe hinaus, wenn wir voraussetzen, daf in diesem ersten

Buche die Zusammenhiinge simtlich gesetzmiBige seien.
Definition 1. Ein System materieller Punkte, welches

keinen anderen als stetigen Zusammenhiingen unterworfen ist,

nennen wir ein materielles System.




Waterielle Sysleme. 91

Definition 2. Ein materielles System, welches keinen 122
anderen als inneren und gesetzmiBigen Zusammenhingen
unterworfen ist, nennen wir ein freies System.

Definition 3. Kin materielles System, zwischen dessen 123
moglichen Lagen alle denkbaren stetigen Ubergiinge zugleich
auch mogliche Ubergiinge sind, heiBt ein holonomes System.

Der Name soll andeuten, daB ein solches System inte-
gralen (6Aoc) Gesetzen (vduog) gehorcht, wihrend die mate-
riellen Systeme im allgemeinen nur Differentialgesetzen unter-
worfen sind. (Vergleiche 132 ff)

Analytische Darstellung.

Bemerkung, Kin System materieller Punkte geniigt den 124
Bedingungen eines materiellen Systems, wenn die Differen-
tiale seiner rechtwinkligen Koordinaten keinen anderen Be-
dingungen unterworfen sind als einer Anzahl homogener linearer
Gleichungen, deren Koeffizienten stetige Funktionen moglicher
Werte der Koordinaten sind.

Denn die erste Art der Stetigkeit, welche die Definition (115)
verlangt, muB vorausgesetzt werden, wenn {iberhaupt von
Differentialen der Koordinaten des Systems gesprochen wird;
den beiden andern Arten wird durch die Einschrinkung der
zugelassenen Differentiale geniigt.

Umkehrung. Geniigt ein System materieller Punkte den 1=
Bedinguvgen eines materiellen Systems, so sind die Differen-
tiale seiner rechtwinkligen Koordinaten keinen anderen Hin-
schrinkungen unterworfen, als einer Anzahl homogener linearer
Gleichungen unter sich, deren Koeffizienten stetige Funktionen
miglicher Werte der Koordinaten sind.

Zum Beweise fassen wir eine mogliche Lage des Systems
ins Auge und die moglichen Verriickungen aus ihr. Fiir eine
heliebig herausgegriffene dieser Verriickungen mdogen sich die
3n Anderungen dz, verhalten wie:
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len wir nun unter du; eine ganz beliebige unendlich

GroBe, so ist durch den Satz von Gleicl

ar ;-._J.r."’efl

‘fickungen _g_ful_'_fl'!rl'}., Entweder sind

ein Satz moglicher Ver

lichen Verriickungen iiberhaupt ent-

nun in demselben alle

halten, oder dies ist micht der Kall. Trifit letz

Zu, 80

withlen wir eine belichige zwe Verriickung welche nicht

durch jene Form dargestellt werden kann, und es miogen fiir
1

n wie:

verhalte

1 . - = -
diese die 3n Anderungen dz, si

un-

\'UI"-H'.}I“IE wir nun unter du

80 i:-l tlll_l‘[‘_.] o I

endlich kleine G

mgen:

Ar 1A ' =1 Jr' ;
Py = &y Aty + &y AUy

> Ver-

riickungen gegeben. Entweder sind nun wenigstens in diesem

nach Voraussetzung (116) ein allgemeinerer Satz mi

alle moelichen Verriickungen enthalten, oder dies ist nicht der

Fall. Wenn letzteres eintritt, so verfahren wir wie vorher,

wi lar
wieder-

indem wir eine neue Grofe duy einfithren, und
‘ahren so lange, bis es wegen Erschi

sen sich nicht wiederholen

ing .'l“l'l'
Seine

holen das Ver

moglichen Verriickun i

3n Groben

Fortsetzung wird spitestens unmiglich, wenn

du; f’ill_:*.']'!l].'ll"l haben; denn alsdann stellt die Form:

\\'.?. &), -."H,,_

5 mi

shen Verriickungen des Systems auch dann dar,

ich sind, wenn also

wenn alle denkbaren Verri

ar keine Zus

ammenhii

den Punkten des Systems
Verf;

, und es lassen sich dal

hren notwendig
alle mig
durch Bedingungs-

bestehen. Im alleemeinen mull also

le komn
ik KO1I1

{rither zu 1

stellen

lichen Verriickungen des Systems da

gleichungen der Form:




oz

Systeme.

' H".l’.l’);_

; 2)

in welcher unter allen Umstiinden

[=3n
15t aber dieser Form durch willkiirlich gewihlte du;
; 1o S : VA A s T
geni erden konne, ist hinreichende Bedingung, daf die
dr, den 8n [ homog linearen Gleichungen geniigen,

welche durch Elimination der duw; aus den Gleichungen a) sich

ableit

Die Griben g, miissen nach 115,3 stetige

Funktionen der Lage s

Weiteren Kinschriinkungen als

diesen brauchen aber nach 124 die dz, nicht unterworfen zu

werden.

126

Anmerkung, Die Zahl und der Inhalt der Gleichu
=]

welche wir zwischen den dz, nach dem ange;

sbenen Verfahren

ableiten, ist unabhi von der besonderen Wahl der be-

nutzten Verriic

ungern.

Denn benutzen wir andere Verriickungen wie vorher und

die dr, durch andere GroBen dv; aus, so

Werte der dv, in diesen in die vorher er-

leichungen einsetzen. Wiirden die-

nicht un-

haltenen Eli

- $1 o
HNATIONSE

selben nicht identisch befriedigt, so wiren die dy;

A

voneinander, was geg

gegen die Voraussetzung ginge,

1
unter welcher sie bestimmt wurden. Jene Gleichungen werden

also identisch befried und sie konnen daher nicht verschie-
den sein von den Gleichungen oder von linearen Kombinationen
der (zleichungen, welche durch Klimination der dv; aus den
n
GroBer als die Zahl der mit Hilfe der dv; zu erhaltenden
Gleichungen kann demnach die Zahl der mit Hilfe der du;
erhall

Formen erhalt werden, in welchen sie die dz, darstellen,

nen nicht se sie kann aber auch nicht kleiner sein,

sonst wiirde das umgekehrte Verfahren erlauben, zu erweisen,

daB die du; n

unabhéingig voneinander wiren.

Folgerung 1. Der Zusammenhang eines materiellen Sy- 127
stems kann analytisch vollstindig beschrieben werden durch

Angabe einer einzigen miglichen Lage des Systems und eines
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Gleichungen zwischen den Diffe-

Satzes homogener lineare
rentialen seiner rechtwinkligen Koordinaten.

Denn Beziehungen zwischen diesen Differentialen kionnen
nach 125 nicht anders als durch einen solchen Satz von Glei-
chungen gegeben werden. Dies hindert allerdings nicht, daB
swischen den Koordinaten auch endliche Gleichungen bestehen.
Aber alle diese endlichen Gleichungen liefien sich vollstandig
ersetzen durch eine einzige mogliche Lage und ebenso viele ho-
mogene lineare (3leichungen zwischen den Differentialen. Diese
letzteren aber konnen den unmittelbar gegebenen Differential-

gleichungen nicht widersprechen; sie gehen also entweder aus
denselben hervor oder sind ihnen zur Erzielung einer voll-

gtiindigen Beschreibung hinzuzufiigen.

Bezeichnung. Die Gleichungen, welche den Zusammen-
hane eines materiellen Systems in den rechtwinkligen Koordi-
naten desselben darstellen, sollen in Zukunft dauernd in der
Form geschrieben werden:

1

o Ty dy =1

Dabei wird angenommen, daf ¢ solcher Gleichungen vorhanden
seien, und es sind also dem ¢ in den einzelnen Gleichungen
die Werte 1, 2, usw. bis ¢ beizulegen. Die Grioflen z, sind
als stetige Funktionen der =z, zu betrachten.

Folgerung 2. Der Zusammenhang eines materiellen Sy-
stems, dessen Lagen durch allgemeine Koordinaten dargestellt
sind, kann analytisch vollstindig beschrieben werden durch
Angabe einer einzigen miglichen Lage und eines Satzes ho-
mogener linearer Gleichungen zwischen den Differentialen der
Koordinaten.

Durch Benutzung der allgemeinen Koordinaten p,, deren
Zahl r kleiner als 3= ist, ist bereits ein Zusammenhang zwi-
schen den Punkten des Systems gesetzt. Denken wir uns des-
halb den Zusammenhang zuerst nach 128 vollstindig be-
schrieben durch die rechtwinkligen Koordinaten. In den ent-
sprechenden Differentialgleichungen seien die Werte der du,
in den dp, nach Gleichung 57b eingetragen. Die entstehenden
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linearen homogenen Gleichungen miissen sich so ordnen lassen,
daB unter ihnen 3n —r identisch erfilllt sind infolge der
83n —r Gleichungen, welche ausdriicken, daB die 3n GroBen
z, Funktionen der r Groflen p, sind. Die iibrig bleibenden
h=i— 3n+r Gleichungen zwischen den dp, ersetzen bei
Benutzung der p, vollstindig die samtlichen Gleichungen
zwischen den dz, und geniigen daher, nach 127, zusammen mit
der Angabe einer moglichen Lage zur vollstindigen Beschrei-
bung des Zusammenhanges des Systems.

Bezeichnung. Die Gleichungen, welche den Zusammen- 130
hang eines materiellen Systems in den allgemeinen Koordi-
naten p, desselben darstellen, sollen in Zukunft dauernd in
der Form geschrieben werden:

‘_\,\1.-_: Pro rf),r:u =0 .,

Die Zahl dieser Gleichungen wird gleich % angenommen,
und es sind also dem x» nacheinander die Werte 1, 2, usw.
bis % zu erteilen. Die Grollen p., sind als stetige Funk-
tionen der p, zu betrachten.

Anmerkung. Die Gleichungen 128 bzw. 130 werden auch 131
die Differentialgleichungen oder die Bedingungsgleichungen des
Systems genannt werden.

Lehrsatz. Lassen sich aus den Differentialgleichungen 132
eines materiellen Systems eine gleiche Zahl von endlichen
Gleichungen zwischen den Koordinaten des Systems ableiten,

so ist das System ein holonomes System (123).
Denn die Koordinaten einer jeden moghchen Lage miissen
alsdann den endlichen Gleichungen geniigen. Die Unterschiede

der Koordinaten zweier benachbarter Lagen geniigen also
einer gleichen Zahl von homogenen linearen Differentialgleich-
ungen, und da diese der ebenso groBlen Zahl der gegebenen
Differentialgleichungen des Systems nicht widersprechen konnen,
auch diesen letzteren. Die Verriickung zwischen irgend zwei
moglichen Lagen ist also eine mogliche Verriickung, welches
die Behauptung ist.
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133 Umkehrung. Ist ein materielles Dystem ein holonomes
System, so lassen seine Differentialgleichungen eine ebenso
groBe Zahl von endlichen oder Integralgleichungen zwischen
den Koordinaten selbst zu.

Man betrachte von den r Koordinaten des Systems, zwi-
schen deren Differentialen die % Gleichungen bestehen, irgend-

ngig ve

welche » — &, etwa die ersten r—#% als unab
lich. Man cehe von einer beliebigen Anfangslage des Systems
I iiber, fiir
We
haben. Kime man nun mit stetig sich #indernder Bahn zu
stet

zu verschiedenen

Bahnen zu einer Lage

auf verschiedenen mébglicl

welche die unabhiingigen Koordinaten

iibrigcen Koordinaten, also

io sich findernden Werten der

Lagen, so wiren diese ] »n migliche Lagen,

ren zwischen ihnen also nach Voraussetzung

1

moeliche Verriickungen. s gibe also von Null verschiedene

.r]pi_ |

Wertsysteme der Differentiale, welche de
uncen geniigen, obwohl die ersten r—/ swser  Difie
gleich Null setzt sind. Dies ist nicht moglich, da die Gleicl

ungen homoge

n und linear sind. Also kommen wir stets

s denselben Werten nicht nur der ersten » — k&, sondern ai
der iibricen Koordinaten. Die letzteren sind also bestimmte
Funktionen der ersteren. Die % endlichen Gleichungen, wel Uit
dies ansdriicken, sind, da sie den Differentialgleichungen nicht
widersprechen kinnen, Integralgleichungen derselben.
Bewegungsfreiheit.
134 Definition, Die Zahl der willkiirlich anzunehmenden un-
endlich kleinen Anderungen der Koordinaten eines materiellen
Systems heifit die Zahl der Bewegungsfreiheiten des Systems
oder anch der Grad der Freiheit seiner Bewegung.
Bemerkungen dazu.
135 1. Die Zahl der Freiheiten eines Systems ist gleich der
Zahl seiner Koordinaten, vermindert um die Zahl der Diffe- i

rentialgleichungen des Systems.
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2. Die Zahl der Freiheiten eines materiellen Systems ist 136
unabhiingig von der Wahl der Koordinaten. ;

In der Bezeichnung von 128—130 ist die Zahl der Frei-
heiten gleich r — %, also (129) gleich 3z—¢, also stets dieselbe
Zahl, welche Zahlen auch durch r und % dargestellt sind.

3. Die Zahl der Freiheiten eines Systems #ndert sich 137
nicht mit der Lage des Systems.

Da der Zusammenhang ein stetiger ist, so kann sich die
Zahl der Freiheiten in benachbarten Lagen nicht um ein End-
liches unterscheiden, also, da eine stetige Anderung dieser Zahl
ausgeschlossen ist, auch nicht in endlich entfernten Lagen.

4. Der Beweis des Satzes 125 enthidlt eine Liosung der 138
Aufgabe: Die Zahl der Bewegungsfreiheiten des vollstindig
bekannten materiellen Systems, allerdings nicht ohne Pro-
bieren, zu finden. Die Zahl ! der nach der Methode jenes
Beweises gefundenen HilfsgroBen du; ist die gesuchte Zahl.

Ist von vornherein bekannt, daB die moglichen Lagen des
Systems sich durch r allgemeine Koordinaten p, darstellen
lassen, so konnen in jenem Beweise auch diese Koordinaten
anstatt der z, benutzt werden.

Definition. KEine Koordinate eines materiellen Systems, 139
deren Anderungen unabhiingig von den Anderungen aller
itbrigen Koordinaten geschehen kionnen, heiBt eine freie Koordi-
nate des Sy

stems.

Folgerung. Eine freie Koordinate kommt in den Diffe- 140
rentialgleichungen ihres Systems nicht vor, und umgekehrt ist
jede Koordinate, welche in den Differentialgleichungen nicht
vorkommt, eine freie Koordinate.

Anmerkung 1. Ob eine bestimmte Koordinate eines Sy- 141
stems eine freie Koordinate ist, oder nicht, héngt ab von der
Wahl der {tibrigen, gleichzeitig benutzten Koordinaten.

Denn kommt eine gewisse Koordinate in den Differential-
gleichungen des Systems nicht vor, und wihlen wir nun an
Stelle einer der Koordinaten, welche in diesen Gleichungen
vorkommen, eine Funktion dieser und jener ersten als Koordi-

Hertz, Mechanik. 2. Aufl. :
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nate, so verliert jene erste die Eigenschaft, freie Koordinate
su sein, welche sie bis dahin hatte.

Anmerkung 2. In einem freien System ist jede Koordi-
nate der absoluten Lage eine freie Koordinate.
Vergleiche 118 und 122.

Lehrsatz. Lassen sich die moglichen Lagen eines mate-
riellen Systems durch Koordinaten darstellen, welche simtlich
freie Koordinaten sind, so ist das System ein holonomes (123).

Jede Verriickung des Systems zwischen mdglichen Lagen
wird durch ein Wertsystem der Differentiale der freien
Koordinaten ausgedriickt; jedes solche Wertsystem ist aber
moglich, da es keinen Bedingungen unterworfen ist, und daher
ist jede Verriickung zwischen moglichen Lagen eine mogliche

Verriickung.

Umkehrung. In einem holonomen System lassen sich alle
moglichen Lagen durch freie Koordinaten darstellen.

Hat ein holonomes System » Koordinaten, zwischen welchen
& Differentialeleichungen bestehen, so lassen sich % der Koordi-
haten als Funktionen der iibrigen r — % darstellen (vergl. 133).
Diese r— k willkiirlich ausgewéhlten Koordinaten bestimmen also
bereits die Lage des Systems vollstindig und konnen unter
Weglassung der iibrigen Koordinaten als freie Koordinaten des
Systems benutzt werden. Auch irgendwelche » — /& Funktionen
der urspriinglichen 7 Koordinaten kionnen offenbar der gleichen
Absicht dienen.

Anmerkung 1. Die Zahl der freien Koordinaten eines
holonomen Systems ist gleich der Zahl seiner Bewegungs-

freiheiten.

Anmerkung 2. Ist die Zahl der Koordinaten eines mate-
riellen Systems gleich der Zahl seiner Bewegungsfreiheiten,
o sind die Koordinaten simtlich freie Koordinaten, und das
System ist ein holonomes.

Denn bestinde auch nur eine einzige Differentialgleichung
swischen den Koordinaten, so wiire schon die Zahl der Koordi-
ten groBer als die der Bewegungsfreiheiten. Kleiner als
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die Zahl der Bewegungsfreiheiten kann die Zahl der Koordi-
naten iiberhaupt nicht sein.

Anmerkung 3. Die moglichen Lagen eines Systems, 147
welches kein holonomes ist, lassen sich nicht vollstéindig allein
durch freie Koordinaten darstellen.

Denn das Gegenteil dieser Behauptung stéinde in Wider-
spruch zu 143.

Verriickungen senkrecht zu den moglichen Verriickungen.

Lehrsatz. Lassen sich in einem System die r Kompo- 148
nenten dp, einer Verriickung ds nach den Koordinaten p,
darstellen durch & GroBen y, in der Form:

L

”F]‘rr :_: f-’-’r.f/ il
1

worin die p,., den Bedingungsgleichungen des Systems (130)
entnommen sind, so steht die Verriickung senkrecht auf jeder
moglichen Verriickung des Systems aus der gleichen Lage.

Es sei nimlich ds’ die Linge einer beliebigen moglichen
Verriickung aus der gleichen Lage, und es seien die dp, die
Anderungen der Koordinaten fiir diese Verriickung. Multi-
plizieren wir nun die Gleichungen der Reihe nach mit dp;
und addieren sie, so erhalten wir unter Beriicksichtigung der
(Gleichungen 85 und 130:

r r
Sn rfp,, {(J{J,, = (s ds cos 8,8 = \>r Yoo ”f"f” f(p,, .
| I 1

also coss,s’=0; s, =90° was zu beweisen war.

Zusatz. Die r Komponenten dp, einer Verriickung ds 149
nach den Koordinaten p, sind eindentig bestimmt durch %
unter ihnen und die Angabe, daB die Verriickung senkrecht
stehe auf jeder moglichen Verriickung des Systems.

Es seien namlich wieder die dp, die Anderungen der p,
fiir eine beliebige mogliche Verriickung. Mit Hilfe der % Be-

dingungsgleichungen konnen wir % derselben ausdriicken als
mk
i
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homogene lineare Funktionen der iibrigen r — & und diese
Werte einsetzen in die Gleichung:

1;_, rf}ﬁ,i .r.l")u',;} e==()

|
Die in dieser Gleichung noch vorhandenen dp, sind nun véllig
willkiirlich, es muf also der Faktor einer jeden dieser Groben
verschwinden. Dies gibt » — & homogene lineare Gleichungen
zwischen den dp,, welche gestatten, r—& derselben als ein-
deutige, weil lineare Funktionen der iibrigen % darzustellen.

150 Umkehrung. Steht eine denkbare Verriickung senkrecht
auf jeder moglichen Verriickung eines Systems, so lassen sich
die » Komponenten dp, derselben nach den p, stets durch
passende Bestimmung von % GroBen y, darstellen in der Form:

:
b
"'{,ngj_-\‘-"-'j’zg V'
1
Bestimmen wir nimlich die y, aus irgendwelchen % dieser
(Heichungen und berechnen mit diesen Werten die séimtlichen
Komponenten, so miissen wir auf die gegebenen Werte der
dp, kommen. Denn die so berechnete Verriickung steht nach 148
senkrecht auf allen moglichen und hat mit der gegebenen
Verriickung % Komponenten gemein, sie hat also mit derselben
nach 149 alle » Komponenten nach den p, gemein.
g IR - 7 ST, p
Abschnitt 5. Von den ausgezeichneten Bahnen
der materiellen Systeme.
I. Geradeste Bahnen.
Definitionen.
151 1. Ein Bahnelement eines materiellen Systems heilit ge-
rader als ein anderes, wenn es eine geringere Kriimmung hat.
152 2. (Geradestes Bahnelement nennen wir ein mibgliches
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Bahnelement, welches gerader ist als alle anderen moglichen
Bahnelemente, welche mit ihm die Lage und die Richtung
gemein haben,

3. Eine Bahn, deren simtliche Elemente geradeste Ele- 153
mente sind, heiBt eine geradeste Bahn,

Analytische Darstellung. Alle Bahnelemente, unter wel- 154
chen ein geradestes Bahnelement das geradeste ist, haben
Lage und Richtung, also die Werte der Koordinaten und
der ersten Differentialquotienten der Koordinaten nach der
unabhiingigen Variabeln gemein. Die Kriimmung ist aber,
auBer durch jene Werte, auch noch mithestimmt durch die
zweiten Differentialquotienten der Koordinaten. Durch die
Werte dieser also unterscheiden sich jene Bahnelemente, und
es miissen also fiir das geradeste Bahnelement die zweiten
Differentialquotienten solche Funktionen der Koordinaten und
ihrer ersten Differentialquotienten sein, welche die Kriimmung
zu einem Minimum machen.

Die Gleichungen, welche diese Bedingung ausdriicken,
miissen erfilllt sein fiir alle Lagen einer geradesten Bahn, sie
sind also zugleich die Differentialgleichungen einer solchen Bahn.

Aufgabe 1. Die Differentialgleichungen der geradesten 155
Bahnen eines materiellen Systems darzustellen in den recht-
winkligen Koordinaten des Systems.

Es moge als unabhingige Variabele die laufende Bahn-
Jange gewihlt werden. Da nur mogliche Bahnen in Betracht
zu ziehen sind, unterliegen die 37z GridBen 2, nach 128 und
100 ¢ Gleichungen von der Form:

3n

1 r
21' T By=Hh a)
1

Also unterliegen die 3n Griofen =z, ¢ Gleichungen von der
Form:

:;”\ i i 1 O'.'!‘,. T
: Ty T Z : * 1 dy =0 , b)

welche durch Differentiation aus jenen folgen.
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Unter der Voraussetzung, dall diesen Gleichungen b)
nicht widersprochen werde, sollen die GroBen ) bestimmt
werden, daf die Kriimmung ¢ (106) oder, was dasselbe sagt,

daB der Wert von 1 c*, nimlich

\ "
e !H

¢) =

ein Minimum werde.

Nach den Regeln der Differentialrechnung verfahren wir
wie folgt: Wir multiplizieren jede der Gleichungen b) mit
einem nachtriiglich zu bestimmenden Faktor, welcher fiir die
(te Gleichung =, heifen moge; wir addieren die partiellen

der linken Seiten der entstandenen

Differentialquotienten
jeden der Grobien 27 zu dem nach

(Hleichungen nach einer
der gleichen GroBe genommenen p: artiellen Differentialc 111(:!1&11-
ten der Form e¢), welche zu einem Minimum zu machen ist;
wir setzen schieBlich die entstandenen Aggregate gleich Null.
Wir erhalten so 3n Gleichungen von der Form:

ia)

welche zusammen mit den i Gleichungen b) 3n+1? nicht ho-
mogene, lineare Gleichungen fir die 8n + ¢ Groben 2z, und
=, ergeben, und aus welchen sich diese Griofen und dann
aus ¢) der Wert der kleinsten Kriimmung selbst ergeben.
Die Erfillung der Gleichungen d) lings aller Lagen einer
mbglichen Bahn ist .also notwendige Bedingung dafiir, daf die
Bahn eine geradeste sei, und die (#leichungen d) sind also die
verlangten Differentialgleichungen.

166 Anmerkung 1. Die Gleichungen d) sind aber auch die hin-
reichenden Bedingungen, zuniichst fir das Eintreten eines Mi-
nimums. Denn die zweiten Differentialquotienten
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verschwinden, sobald » und g verschieden sind, und sind not-
wendig positiv, sobald » und p gleich sind. Der Wert der
Kriimmung la8t also keine anderen ausgezeichneten Werte
zu, als allein ein Minimum.

Die Erfilllung der Gleichungen d) fiir alle Lagen einer
moglichen Bahn ist demnach auch hinreichende Bedingung
dafiir, daB die Bahn eine geradeste sei.

Anmerkung 2. Unter Beriicksichtigang von %2 konnen
die Gleichungen d) in der Form geschrieben werden:

]/E'-' (-f{ (cos s,1,) = — j’ LY R

Die Gleichungen d) geben also an, wie sich die Rich-
tung der Bahn beim Fortschreiten in ihrer Liinge bestindig
andern muf, damit die Bahn eine geradeste bleibe; und zwar
aibt eine jede einzelne Gleichung an, wie sich die Neigung
der Bahn gegen eine bestimmte der rechtwinkligen Koordi-
naten Andert.

Aufgabe 2. Die Differentialgleichungen der geradesten
Bahnen eines materiellen Systems in den allgemeinen Koordi-
naten des Systems auszudriicken

Wir withlen wieder als unabhiingige Variabele die Bahn-
linge. Die Koordinaten p, und ihre Differentialquotienten
7. geniigen (180) den % Gleichungen

r
:g/j;w Dp— D a)

1

also die Grofien p, den Gleichungen:

2 1 1 G} #o
‘]\oﬁ,.,j;n _\_~ :: 3, p., ),.— e R b)

Unter allen Werten der p,, welche diesen Gleichungen
geniigen, sind diejenigen zu bestimmen, welche den Wert der
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Kriimmungz ¢ oder, was auf dasselbe hinausliuft, den Wert
von 2 also die halbe rechte Seite der Gleichung 108 ¢ zu
einem Minimum machen. Verfahren wir nach den Regeln der

Differentialgleichung wie in 155, und nennen wir 77, den Faktor,
mit welchem wir die »te der Gleichungen b) multiplizieren,
so erhalten wir als notwendige Bedingungen fiir das Minimum

r Gleichungen von der Form:

r T r | = - k
1 0 1 1 [Olpg 1 Oy ’ y 3
D o ol S, 2 el Sumes T ()
po Mo T - > PaoPr Hxo 1Ly
< s = ap, 2 dp, v

in welchen nimlich dem o fiir jede Gleichung ein bestimmter
Wert von 1 bis r zu erteilen ist. Zusammen mit den
Gleichungen b) bilden sie » 4+ & nicht homogene, lineare
(Gleichungen fiir die » -+ & Grofen p) und I7,, aus welchen
sich diese Griben und dann nach 108 die kleinste Kriimmung
bestimmen lassen. Die Erfiillung der Gleichungen d) lings
aller Lagen einer moglichen Bahn ist die notwendige Be-
dingung dafiir, dab die Bahn eine geradeste sei.

Anmerkung 1. Die Erfilllung der Gleichungen d) ist aber
auch die hinreichende Bedingung fiir das Kintreten eines Mi-
nimums und also einer geradesten Bahn. Denn der Aus-
druck 108 ist nur eine Transformation des Ausdrucks 106 fiir
die Kriimmung; wie dieser (156) liBit daher auch jener nur
einen einzigen ausgezeichneten Wert, und zwar ein Mini-
mum Zzu.

7

5 haben wir:

Anmerkung 2. Nach

<

“‘..“.’ CO8 .4“(:,‘, = o "'r-.-TI.”-"r
1
also ist:
d : \ , \"‘ -\ Fify
7 (1 Mo COS 8,Pg) = Do Apg P+ Do Dt —LPgpPr
L p— I

e il O

1 1 1
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Es lassen sich daher die Gleichungen 158d auch schreiben in
der Form:

d ; 1y Ol v 7
d Vagoossp) =3 i3 22 gt~ Sepee I, |
T e o =

Die Gleichungen 158d geben also wiederum an, wie sich
die Richtung der Bahn beim Fortschreiten in ihrer Liinge
andern mufl, damit die Bahn eine geradeste bleibe; und zwar
gibt jetzt jede einzelne Gleichung an, wie sich die Neigung
gegen eine bestimmte der Koordinaten p, indert.

Lehrsatz. Aus einer gegebenen Lage in einer gegebenen 161
Richtung ist stets eine und nur eine geradeste Bahn mdglich.

Denn ist eine Lage und eine Richtung in ihr gegeben,
so geben die Gleichungen 155d oder 158d stets bestimmte,
und zwar eindeutig bestimmte Werte fir die Anderung der
ichtung; es ist also durch die gegebenen GroBen eindeutig
bestimmt die Anfangslage und die Richtung im nichsten Bahn-
element, also auch die im Folgenden, und so fort ins Unendliche.

Folgerung. HKs ist im allgemeinen nicht moglich, von 162
einer beliebigen Lage eines gegebenen Systems zu einer be-
liebigen anderen l.age eine geradeste Bahn zu ziehen.

Denn die Mannigfaltigkeit der moglichen Verriickungen
aus einer Lage ist gleich der Zahl der Bewegungsfreiheiten
des Systems, die Mannigfaltigkeit der moglichen Richtungen
in einer Lage und daher die Mannigfaltigkeit der geradesten
Bahnen aus ihr also um die Einheit kleiner. Die Mannig-
faltigkeit der Lagen, welche auf geradesten Bahnen von einer
gegebenen Lage aus zu erreichen sind, ist also wieder gleich
der Zahl der Freiheiten. Aber die Mannigfaltigkeit der mog-
lichen Lagen kann der Zahl der benutzten Koordinaten gleich
sein, und ist daher im allgemeinen grioBler als jene.

Bemerkung 1. Um alle geradesten Bahnen eines mate- 163
riellen Systems, dessen Lagen durch die p, bezeichnet sind,
durch Gleichungen zwischen eben diesen p, darstellen zu
konnen, ist nicht die Kenntnis irgendwelcher 8z Funktionen
erforderlich, welche die Lagen der einzelnen Punkte des Systems
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als Funktionen der p, vollstindig bestimmen. Es geniigt viel-
mehr, daP neben den Bedingungsgleichungen des Systems in
den p, die ir(r+1) Funktionen a,, der p, bekannt gegeben
seien.

Denn die Differentialgleichungen der geradesten Bahnen
158d konnen explizite hingeschrieben werden, sobald nur neben
den p,, die a,, als Funktionen der p, gegeben sind.

164 Bemerkung 2. Um die geradesten Bahnen eines mate-
riellen Systems, dessen Lagen man durch die p, bezeichnet
hat, durch Gleichungen zwischen eben diesen p, angeben zu
konnen, geniigt neben der Kenntnis der Bedingungsgleichungen
zwischen den p, die Kenntnis der Linge einer jeden moglichen
unendlich kleinen Verriickung als Funktion eben jener Koor-
dinaten p, und deren Anderungen.

Denn ist ds der Ausdruck jener Liinge in der verlangten
Form, so ist (57d)

| 8%ds?

oa o

2 adp,ddp,

(l

165 Bemerkung 3. Um den Wert der Kriimmung selbst zu
kennen in jeder Lage einer geradesten Bahn, gentigt indessen
die Kenntnis der 1r(r+41) Funktionen @, nicht. Hs mu b
hinzukommen die Kenntnis der 122
i (108",
Die Kenntnis der Lagen aller einzelnen Punkte als
Funktionen der p, ist auch zur Ermittelung der Kriimmung
selbst nicht erforderlich.

Funktionen

2. Kiirzeste und geodatische Bahnen.

166 Definition 1. Kiirzeste Bahn eines materiellen Systems
zwischen zweien seiner Lagen heiBt eine miogliche Bahn
zwischen diesen Lagen, deren L#nge kleiner ist als die Linge
irgend einer anderen, ihr unendlich benachbarten Bahn zwischen
denselben Lagen.
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Bemerkungen dazu.

1. Es ist durch die Definition nicht ausgeschlossen, und 167
es kann in der Tat eintreten, daB es. mehrere kiirzeste
Bahnen zwischen zwei Lagen gibt. Die kiirzeste unter
diesen heiBt die absolut kiirzeste Bahn. Sie ist zugleich die
kiirzeste Bahn, welche iiberhaupt zwischen den beiden Lagen
moglich 1st.

9. Zwischen irgend zwei moglichen Lagen eines mate- 168
riellen Systems ist stets mindestens eine kiirzeste Bahn
moglich.

Denn mogliche Bahnen sind zwischen moglichen Lagen
stets vorhanden (114), unter ihnen also eine absolut kiirzeste,
welche also auch kiirzer ist als ihre Nachbarn, deren sie nach
der vorausgesetzten Stetigkeit (121, 115) besitzen mull, welche
also eine kiirzeste Bahn ist.

3. Kine kiirzeste Bahn zwischen zwei Lagen ist zugleich 169
eine kiirzeste Bahn zwischen irgend zwei der ihr angehorigen
Lagen. Jeder Teil einer kiirzesten Bahn ist wieder eine
kiirzeste Bahn.

4. Die Liinge einer kiirzesten Bahn unterscheidet sich 170
nur um unendlich kleine Grifen hoherer Ordnung von der
Lange aller benachbarten Bahnen zwischen den gleichen End-
lagen. Als unendlich kleine GroBen der ersten Ordnung gelten
dabei die Liingen der Verriickungen, welche notig sind, um
die benachbarten Bahnen in die kiirzeste iiberzufithren.

Definition 2. (Geoditische Bahn eines materiellen Systems 171
heiBt jede Bahn, deren Linge zwischen irgend zweien ihrer
Lagen sich nur um unendlich kleine GroBen hoherer Ordnung
unterscheidet von der Liinge irgendwelcher unendlich benach-
barter Bahnen zwischen den gleichen Lagen.

Bemerkungen dazu.

1. Jede kiirzeste Bahn zwischen irgend zwei Lagen ist 172
eine geoditische Bahn.
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Ks enthiilt also auch die Definition 171 nicht efwa einen
inneren Widerspruch, sondern es gibt Bahnen, welche dieser
Definition geniigen.

2. Zwischen irgend zwei moglichen Lagen eines mate-
riellen Systems ist stets mindestens eine geoditische Bahn
moglich (168 und 172).

3. Eine geodiitische Bahn ist nicht notwendig zugleich
kiirzeste Bahn zwischen irgend zweien ihrer Lagen.

Ks kann aus den Definitionen nicht gefolgert werden,
daB jede geoditische Bahn auch kiirzeste Bahn ist, und ein-
fache Beispiele zeigen, daB es in der Tat geoditische Bahnen
oibt, welche nicht zugleich lkiirzeste Bahnen zwischen ihren
lindlagen sind. Solche Beispiele konnen bereits der (Geometrie
des einzelnen materiellen Punktes, also der gewdhnlichen
(Geometrie entnommen, und also aus dieser als bekannt vor-
ausgesetzt werden.

4, Gibt es zwischen zwei Lagen nur eine einzige geodi-
tische Bahn, so ist dieselbe eine kiirzeste, und zwar die absolut
kiirzeste Bahn zwischen beiden Lagen.

Denn das Gegenteil wiirde nach 168 und 172 der Voraus-

setzung widersprechen.

5. HKine geodiatische Bahn ist stets kiirzeste Bahn zwischen
irgend zwei hinreichend benachbarten, iibrigens noch endlich
voneinander entfernten ihrer Lagen.

Ks moge zwischen zwei beliebigen Lagen der betrachteten
geodi

chen Bahn noch eine Anzahl weiterer geoditischer
Bahnen geben. Mit einer dieser Bahnen muf die absolut
kiirzeste Bahn zwischen beiden Lagen zusammenfallen (172).
Nihern wir nun die Lagen einander liings der betrachteten
geodiitischen Bahn, so nithert sich die Liinge dieser Bahn und
zugleich die Linge der absolut kiirzesten Bahn der Null,
wihrend die iibrigcen geoditischen Bahnen endlich bleiben.
Mindestens von einem gewissen endlichen Abstand der Lagen
an mub also die geoditische Bahn, lings welcher die beiden
Lagen sich nihern, mit der absolut kiirzesten unter ihnen zu-
sammenfallen.
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Analytische Darstellung. Damit eine Bahn eine geodi- 177
tische Bahn sei, ist die notwendige und hinreichende analy-
tische Bedingung, daB das Integral des Bahnelements (99),
némlich

j‘ff,\' -
genommen zwischen irgend zwei Lagen der Bahn, nicht va-
riiere, wenn auch den Koordinaten der Lagen der Bahn be-
liebige stetige Variationen erteilt werden, vorausgesetzt nur,
dal 1) diese Variationen verschwinden an den jedesmaligen
Grenzlagen des Integrals, und daB 2) auch noch nach Aus-
fithrung der Variation die Koordinaten und ibre Differentiale
den Bedingungsg

eichungen des Systems geniigen. Als not-
wendige und hinreichende Bedingung hierfiir ergibt sich ein
Satz von Differentialgleichungen, denen die Koordinaten der
Bahn, gedacht als Funktionen einer beliebigen Variabelen,
geniigen miissen, und welche also die Differentialgleichungen
der geoditischen Bahnen sind.

Dab jene Differentialgleichungen fiir alle Punkte einer 178
moglichen Bahn erfiillt seien, ist nach 172 zugleich die not-
wendige Bedingung dafiir, daB die Bahn eine kiirzeste sei,
und jene Gleichungen sind daher zugleich die Differential-
gleichungen der kiirzesten Bahnen. Das Verschwinden der
Variation des Integrals ist aber moch nicht hinreichende Be-
dingung dafiir, daB die Bahn zwischen seinen Endlagen eine
kiirzeste sei. Vielmehr ist hierzu weiter erforderlich, daB fir
jede zuldssige Variation der Koordinaten eine zweite Variation
des Integrals einen wesentlich positiven Wert habe. Fiir hin-
reichend benachbarte Lagen einer Bahn, welche den Diffe-
rentialgleichungen geniigt, ist diese Bedingung nach 176 stets
von selber erfillt.

Aufgabe 1. Die Differentialgleichungen der geoditischen 179
Bahnen eines materiellen Systems in den rechtwinkligen Koordi-
naten desselben darzustellen.

Die 3n rechtwinkligen Koordinaten z,, welche wir zu-
niichst als Funktionen einer beliebigen Variabelen ansehen,

sollen vor und nach der Variation den i/ Gleichungen
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a) D Xy dity =0
=8
cenfigen (128), Die 3n Variationen oJx, sind also gebunden Iy

an die i Gleichungen, welche aus jenen durch Variation folgen,

niimlich:

H r.fr),r'J. =p=

>3

e 52 dzy=0 .
1 1

5
3

Da die Linge ds des Bahnelements nicht von den z,,
so ist seine Variation

sondern nur von den dz, a

3 .:‘ s frl.\' 1 f’ rf‘.\'
0ds = \ o ey dow

i ddz,

Dies vorausgesetzt, soll

¢) 0fds=[dds=0

gemacht werden. Nach den Regeln der Variationsrechnung
multiplizieren wir jede der Gleichungen b) mit einer nach-
triiglich zu bestimmenden Funktion der z,, welche fiir die
(te Gleichung mit & bezeichnet werden moge, und addieren
die Summe der linken Seiten der entstandenen Gleichungen,
welche Summe gleich Null ist, zu dem variierten Element des
[ntegrals. Durch partielle Integration schaffen wir die Diffe-
rentiale der Variationen fort; endlich setzen wir den Faktor
einer jeden der willkiirlichen Funktionen dz, gleich Null.

Wir erhalten so 3n Differentialgleichungen der Form:

[dds 1 L e TR ool S
a1) d = : -+ \' H r."l:r Sy \r: - £ = = - = r!’.‘.'” = {} y
!‘rf_r') | e : — i \dx, e 4
welche zusammen mit den i Gleichungen a) 3n--¢ Gleichungen |

fiir die 8n-i{ Funktionen z, und &, bilden. Diese Differential-
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oleichungen sind notwendige Bedingungen fiir das Verschwinden
der Variation des Integrals; jede geoditische Bahn geniigt also
denselben, und sie stellen also die gesuchte Losung dar.

Anmerkung 1. Die Differentialgleichungen 179d sind aber 150
auch hinreichende Bedingungen dafiir, daB die Bahn, welche
ihnen geniigt, eine geoditische Bahn sei. Denn sind jene
Gleichungen erfiillt, so wird die Variation des Integrals [ds
oleich den Gliedern, welche bei der partiellen Integration vor
das Integralzeichen treten; es wird also in der iiblichen Be-
zeichnungsweise, wenn mit 0 die untere, mit 1 die obere Grenze

angedeutet wird:

- = = £ Ly :ft | 0y
[.‘h".t', — /

M ds =

\\‘ .|a”{'\- |\
e

Lassen wir also fiir irgend zwei Lagen der Bahn die Variationen
Sz. verschwinden, so verschwindet die Variation des Integrals
f\\m]um jenen Lagen als Grenzwerten, und es ist daher die

geoditische Bahnen verlangte hinreichende analytische

Bedingung nach 177 erfiillt.

Anmerkung 2. Benutzen wir die laufende Lénge der 151
Bahn als unabhiingige Variabele, so nehmen unter Beriick-
sichtigung von 55 und 100 die Gleichungen 179d nach Division
durch ds die Formen an:

My 4 3 o~ [z, gt .

'_’e \ e HJ_”\' \-” £ =)= : St J'u"U 3 a)
1 — el ed N\ D ez, | = !

m - — & \dz, 2, |

welche zusammen mit den ¢ durch Differentiation von 179a er-
haltenen Gleichungen:

LT 3n 3=n

1 L A
\ + “\ \ s Ty B By = 0 ]”
pilh or .
1 1 N ”

3n-+i nicht homogene, lineare Gleichungen fiir die 32+
GroBen 27 und & darstellen, und also erlauben, diese Grofien
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als eindeutige Funktionen der Grioben z,, 2, und & anzu-

geben.

182 Anmerkung 8. Unter Benutzung von 72 kann den Gleich-
ungen 181a die Form gegeben werden:

o \ L ox,,.
I - (cos 8,2y) = . L >, o et
m ds == e

i | Pz

— < 7

Die Gleichungen 181a geben also an, wie sich die Rich-
tung der Bahn bei gegebenem Anfang derselben bestindig
indern muf, damit die Bahn eine geoditische bleibe; und
zwar gibt jede einzelne Gleichung an, wie sich die Neigung
gegen eine bestimmte der rechtwinkligen Koordinaten @ndert.

183 Aufgabe 2. Die Differentialgleichungen der geodiitischen
Bahnen eines materiellen Systems in den allgemeinen Koordi-
naten p, desselben darzustellen,

Die » Koordinaten p, des Systems sind gebunden an die
k Gleichungen (130):

\ Pro H"‘J'.r” = ()

1

a)

und also die » Variationen dp, an die Gleichungen:

b) e Prg ddpot Do Do :; s dp, =0
1 1 1 o

Die Liinge ds einer unendlich kleinen Verriickung hingt
jetzt nicht allein von den Differentialen dp,, sondern auch von
den Werten der p, selbst ab, es ist also:

08 = \\.a- 8ds {
—_— ffl'rn'l‘,fl,_,

Dies vorausgesetzt, soll
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gemacht werden., Indem wir nach den Regeln der Variation
verfahren, genau wie in 179, und indem wir mit z,, den Faktor
der » ten Gleichung b) bezeichnen, erhalten wir » Differential-
gleichungen von der Form:

(dds dds
d| i k= .x + Pp ATy, d)
orf;a,__ dp, < 5

NS [P

i i \dp,

welche zusammen mit den Gleichungen a) » 4- % Differential-
gleichungen fiir die » + % Funktionen p, und m, der unab-
hiingigen Variabelen bilden. Diese Gleichungen sind notwen-
dige Bedingungen fiir das Verschwinden der Variation, sind
also erfiillt in allen Lagen einer geodiitischen Bahn; sie ent-
halten demnach die Losung der gestellten Aufgabe.

Anmerkung 1. Die Differentialgleichungen 183d sind aber 154
auch hinreichende Bedingungen dafiir, daB die Bahn, welche
ihnen geniigt, eine geoditische Bahn sei. Denn sind jene
Gleichungen erfiillt, so wird die Variation der 3ahnlinge

(vergl, 180):

O [ds=e| (5 4+ Dx Pug x| 9Py

5 |\ (—.‘-'fjf:. T 0

. , : : 7
Lassen wir also fiir irgend zwei Lagen der Bahn die Va-
riationen dp, verschwinden, so verschwindet die Variation
des Integrals zwischen jenen Lagen als Grenzlagen, und es

Anmerkung 2. Wihlen wir die Bahnlinge als unab- 185
hiingige Variabele, indem wir die Gleichungen 188d durch ds
dividieren und fiilr ds seinen Wert in den p, und dp, nach
57d einsetzen, so erhalten wir die Gleichungen der geoditi-
schen Bahnen in der Form der r Gleichungen:

Hertz, Mechanik. 2. Aufl
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Ji helt.

] el -r'J.u; 2 )w

5 . PR AT 3a,. .
N s o P TN s PoPr

a) :
SIS, (0P _ P g0

— el el "',"_ P, |

- \\"1)‘”5‘-'.' TTx

welche zusammen mit den 4 aus 183a abgeleiteten Gleich
H]lg*_‘h

\m

< 8p,

b) \\:"!"ZL‘H'"L;"'\' fiaJ!’J-:F v
| .

» + & nicht homogene, lineare Gleichungen fiir die r 4 k
GriBen p, und @, bilden, also gestatten, diese Griflen als
cindeutige Funktionen der p,, p, und m, anzugeben.

Anmerkung 8. Indem wir bei der Einfiihrung der Bahn-
liinge als unabhiingiger Variabele die Gleichung 92 beriick-

sichtigen, erhalten wir die Gleichungen 185a in der Form:

d "

f)’_\- i\l ”'Ji‘ cos '\I‘J“’J
Ity O or oo - R [ Pt 4 '
‘\\ e e P = Do Tl et 'J" v '." Ty P
H gl el QP o & demel SR\ 100 ap,

Jene Gleichungen geben also wiederum an, wie sich die
Richtung der Bahn mit Durchlaufung ihrer Liinge indern muf,
damit die Bahn bestindig eine geoditische bleibe; und
zwar gibt jede einzelne Gleichung an, wie sich die Neigung
gegen eine bestimmte der Koordinaten p, &ndert.

Bemerkung 1. Kine geodiitische Bahn ist durch Lage
und Richtung eines ihrer Elemente noch nicht bestimmt, son-
dern aus einer gegebenen Lage in gegebener Richtung ist im
allcemeinen eine unendliche Anzahl geodiitischer Bahnen
mbelich.

Sind uns fiir eine Lage der Bahn die p,, 7 und die /

Grofen «, gegeben, so sind sie nach 1856 auch fiir das nichste
Element eindeutig bestimmt, und die Fortsetzung der Bahn
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ist- also nur in eindeutig bestimmter Weise moglich. Die An-
gabe der Richtung der Bahn in jener gegebenen Lage aber
liefert nur die GroBen p, und p,, und geniigt also nicht zur
Festlegung der Bahn, sondern 1aBt, wenn nicht besondere
Verhiiltnisse vorliegen, noch eine %fache Unendlichkeit geodi-
tischer Bahnen zu,

Bemerkung 2. Wenn die Differentialgleichungen des be- 188
trachteten Systems kein Integral zulassen, also im allgemeinen
Falle, kénnen von den 2r GréBen p, und p),, welche eine
Lage und die Richtung in dieser bestimmen, 2r—# will-
kiirlich angenommen werden, nimlich die » GriBen Pound r—k
der GrioBen p,. Jene 2r —% willkiirlichen Werte, zusammen
mit den % willkiirlichen Werten der m, in jener Lage kénnen
als die 2 willkiirlichen Konstanten angesehen werden, welche
zusammen mit den Differentialgleichungen 185a eine geodi-
tische Bahn bestimmen, und welche in den Integralen jener
Gleichungen auch vorhanden sein miissen, da es nach 173
moglich sein soll, jede mégliche Lage des Systems mit jeder
andern durch eine geoditische Bahn zu verbinden. Lassen
nimlich die Differentialgleichungen des Systems keine end-
liche Beziehung zwischen den P, ableiten, so ist jedes denk-
bare Wertsystem dieser GroBen auch ein mbgliches Wert-
system; eine willkiirliche Anfangs- und Endlage sind also zn-
sammen durch 2r willkiirliche Koordinatenwerte bestimmt.

<
1
1

Bemerkung 3. Fiir jedes Integral, welches die Differential- 189
gleichungen des materiellen Systems zulassen, vermindert sich
die Zahl der Konstanten, welche eine geoditische Bahn ein-
dentig bestimmen, um zwei.

Lassen sich namlich aus den Bedingungsgleichungen des
Systems / endliche Gleichungen zwischen den p, herleiten, so
konnen von den r Koordinaten p, nur noch r —{ willkiirlich
angenommen werden, von den 2r GroBen p, und p,, welche
eine Lage und eine Richtung in ihr bestimmen, also nur noch
2r —l— k. Ferner lassen sich in diesem Falle die Differential-
gleichungen durch Multiplikation mit geeigneten Faktoren und
Addition in solche Form bringen, daB [ derselben unmittel-
bar integrabele Gleichungen darstellen, niimlich diejenigen
(Gleichungen, welche durch Differentiation der ! endlichen Be-

8‘
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ziehungen gewonnen werden. HFiir jede dieser Gleichungen,
von welchen eine den Index A haben mige, wird dann:

0Piq g

op, dap,,

=)

Es verschwinden dann also die entsprechenden Grofen m;
aus den Gleichungen 185a, und alle p; und = sind bereits
eindeutiz bestimmt durch die % —{ Werte der fibrigen ..
Im ganzen also behalten wir noch iibrig 2r — 217 willkiirliche
Bestimmungsstiicke; zwei sind fiir jede endliche Gleichung ver-
loren gegangen.

Ubrigens geniigen diese 27 — 21 willkiirlichen Konstanten
smmer noch. wie es sein muf, um jede mogliche Lage des
Systems mit jeder andern durch eine geoditische Bahn zu ver-
binden. Denn bestehen zwischen den p, / endliche Gleichungen,
so geniigt es, die Bahn so zu fiihren, daB zwei ihrer Lagen
mit den gegebenen Lagen je » —{ Koordinaten gemein haben;
die Ubereinstimmung in Hinsicht der iibrigen wird alsdann

von selbst statthaben.

3. Beziehungen zwischen geradesten und geodéatischen
Bahnen.

190 Lehrsatz. In einem holonomen System ist jede geoditische
Bahn eine geradeste Bahn und auch umgekehrt jede geradeste
eine geodiitische Bahn.

Benutzen wir fiir den Beweis rechtwinklige Koordinaten.

Ist das System ein holonomes, so laBt sich den i Bedingungs-
gleichungen desselben durch Multiplikation mit geeigneten
Faktoren und Addition in geeigneter Ordnung eine solche
ben, in welcher jede derselben ohne weiteres integrier-
bar ist, in welcher nimlich die linke Seite einer jeden mit
dem exakten Differentiale eines der 7 Integrale der Gleichungen

Form ge

zusammentf: Fir jedes Wertsystem der ¢ u, » ist alsdann:
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und die Differentialgleichungen der geoditischen Bahnen wer-
den alsdann nach 181a:

My o "
L, S \r‘a'”. _:r=“ 5 b)
e

Dieselben unterscheiden sich offenbar nur in der Bezeichnung
von den Gleichungen der geradesten Bahnen (155 d):

noch die =, in den iibrigen zu befriedigenden
Gleichungen vorkommen. Jede mogliche Bahn, welche nach
geeigneter Bestimmung der & den ersten dieser Gleichungen
geniigt, geniigt den zweiten, indem man setzt =, = £/, und nicht
minder ist jede Lisung der zweiten zugleich eine Lisung der
ersten. Die Befriedigung der Gleichungen b) und e) ist aber
schon hinreichende Bedingung dafiir, daB die Bahn eine geo-
diitische, bez. eine geradeste sei.

da weder die &

Y

Folgernng 1. In einem holonomen System ist aus einer
moglichen Lage in einer moglichen Richtung nur eine einzige
geoditische Bahn moglich (161).

Folgerung 2. In einem holonomen System ist zwischen
irgend zwei mdoglichen Liagen immer mindestens eine geradeste
Bahn moglich (173).

Lehrsatz. Ist in einem materiellen stem jede geodii-
tische Bahn zugleich eine geradeste Bahn, so ist das System
ein holonomes.

Denn von jeder miglichen Lage aus ist in gegebener
Richtung nach 161 nur eine einzige geradeste, also nach Vor-
aussetzung nur eine einzige geoditische Bahn méglich. Gleich-
wohl ist nach 178 jede mdgliche Lage durch eine dieser
Bahnen zu erreichen. Hs ist also die Zahl der Bewegungs-
freiheiten des Systems gleich der Zahl seiner unabhingigen
Koordinaten, also nach 146 das System ein holonomes.
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194 Folgerung. In einem System, welches kein holonomes ist,
ist im alleemeinen eine geodiitische Bahn nicht zugleich eine
oeradeste Bahn.

Dies geht iibrigens schon daraus hervor, dall in jeder
Richtung nur eine geradeste, aber viele geodiitische Bahnen
moelich sind (161 und 187).

195 Bemerkung. In einem Systeme, welches kein holonomes
ist, ist eine geradeste Bahn im allgemeinen nicht zugleich eine
geoditische Bahn.

Die Behauptung ist bewiesen, sobald Beispiele von Systemen
vorgezeigt werden, in welchen sich die geradesten Bahnen
nicht unter den geoditischen finden. Nehmen wir deshalb
der Einfachheit halber an, es bestehe nur eine einzige nicht
integrierbare Bedingungsgleichung zwischen den r Koordinaten
p, des Systems, und es sei dieselbe:

a) \“-_-}';!”J.u;, = 1)
- g

Machen wir nun die Annahme, es sei jede geradeste Bahn
zugleich eine geoditische. Dann liefle sich fiir jedes mogliche
Wertsystem der p, und p, mindestens ein Wertsystem der
ps so bestimmen, daf zugleich den Gleichungen 158d und
i85a geniigt ist. HEs milBten daher auch fiir alle moglichen -
p, und p, die durch paarweise Subtraktion jener Gleichungen
zu erhaltenden Gleichungen

Pio (1, )+ 7y N, (2 pdadl 2‘,_'i.__-t]

D — op, r':H'.’_:

zu befriedigen sein. Dies sind aber » Gleichungen fiir die

eine GroBe ([7,—a))/n,, und sie sind nur vertrivglich mit-

einander, wenn fiir alle Wertpaare der o und 7

1 \\ :-f:'l,r';,: {:J’fj..l._ e 1 \\‘r ;}; = ,_':?J“..['-,Ii {”I.I
Po 5 \8p,  op, pre = \op.  3po |

ist. Driicken wir in r—1 voneinander unabhiingigen dieser
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Gleichungen eine der GroBen p, mit Hilfe von Gleichung a)
durch die iibrigen aus, so sind die Verhiltnisse zwischen den
letzteren nun vollig willkiirliche GroBen. Der Koeffizient jeder
einzelnen dieser GrioBem muB also fiir sich verschwinden.
Wir erhalten so als notwendige Folge unserer Annahme im
canzen (r— 1) Gleichungen zwischen den r Funktionen p,,
und ihren »? partiellen ersten Differentialquotienten. In be-
sonderen Fillen kénnen diese Gleichungen simtlich befriedigt
sein, denn sie sind befriedigt, wenn die Gleichung a) integrabel
ist. Aber im allgemeinen haben wir kein Recht, die Funk-
tionen p,, auch nur einer einzigen Bedingung unterworfen
yorauszusetzen, und im allgemeinen war also unsere Annahme
unzuliissig. Damit ist die Behauptung erwiesen.

Ergebnis (190 bis 195). In holonomen Systemen decken
sich die Begriffe der geradesten und der geodiitischen Bahnen
dem Inhalt nach vollstindig; in nichtholonomen Systemen
schlieBt keiner dieser Begriffe den andern ein, sondern beide
haben im allgemeinen vollstindig verschiedenen Inhalt.

Abschnitt 6. Von der geradesten Entfernung in
holonomen Systemen.

Vorbemerkungen.

1. In diesem Abschnitt soll nur von holonomen Systemen
die Rede sein und unter einem System schlechthin also ein
holonomes verstanden werden. Hs kann daher, und es soll
vorausgesetzt werden, daB die benutzten Koordinaten p, des
Systems samtlich freie Koordinaten sind. Die Zahl dieser
Koordinaten ist gleich der Zahl der Bewegungsfreiheiten des
Systems, also unabhiingig von unserer Willkiir; wir bezeichnen

sie danernd mit ».

9. Geradeste und geodatische Bahnen fallen in die-
sem Abschnitt zusammen (196), und die gemeinsamen Diffe-
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rentialgleichungen dieser Bahnen konnen geschrieben werden
in der Form der r Gleichungen:

d | I-’fr.r,m COS 5,70, |

welche man aus 186 oder aus 160 erhilt, indem man bedenkt,

daB fiir die gewiihlten Koordinaten die simtlichen Griofen p,,
gleich Null sind.

3. Zufolge derselben Bemerkung erhdlt man fiir die

Variation der Liinge einer Bahn, welche den vorstehenden

Differentialgleichungen geniigt, also der Linge einer geodatischen

Bahn, aus 184:

sl dels

ollide="Ss]— Py .
< | 3dn ¢
. J
oder unter Beriicksichtigung von 92:
v s 1 ]
d[ds .\_ Va,, cos s,p, 0P ‘ d

= v Yo

in welchen Gleichungen also die dp, die Variationen der
Koordinaten der Endlage, und die cos s,p, die Richtungscosinus
der Endelemente der betrachteten geodiitischen Bahn be-

zelchnen,

I. Flichen von Lagen.

Definition. Unter einer Fliche von Lagen verstehen wir
samtheit von

im allgemeinen ein stetiz zusammenhingende Ge
Lagen. Im besonderen aber soll hier unter einer Fliche eine Ge-

samtheit méglicher Lagen eines holonomen Systems verstanden

sein, welche dadurch charakterisiert ist, daB die Koordinaten
der ihr angehérigen Lagen einer einzigen endlichen Gleichung

unter sich geniigen,

Die Gesamtheit der Lagen, welche gleichzeitig zweien
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oder mehr Flichen angehoren, bezeichnen wir auch als den
Durchschnitt jener zwei oder mehr Flichen.

Anmerkung 1. Durch jede Lage einer Fliche kann eine 201
unendliche Mannigfaltigkeit von Bahnen gezogen werden, deren
simtliche Lagen der Fliche angehtren. Wir sagen von diesen
Bahnen, daB sie der Fliche angehtren, oder in der Fliche
liegen; wir brauchen die gleiche Ausdrucksweise fiir die Ele-
mente der Bahnen und fiir unendlich kleine Verriickungen
iiberhaupt.

Anmerkung 2. FEine Bahn, welche nicht einer Fliche 202
angehdrt, hat mit dieser im allgemeinen eine endliche Anzahl
von Lagen gemeinsam.

Denn die Bahn wird analytisch dargestellt durch »— 1
Gleichungen zwischen den Koordinaten ihrer Lagen, die Fliche
durch eine einzige Gleichung. Nach Voraussetzung sind erstere
Gleichungen unabhingig von der letzteren. Alle zusammen
bilden sie daher » Gleichungen fiir die » Koordinaten der
gemeinsamen Lagen, welche Gleichungen im allgemeinen keine
oder eine endliche Zahl reeller Lisungen zulassen.

Anmerkung 3. Aus jeder Lage einer Fliche ist eine 203
(r — 1) fache Mannigfaltigkeit unendlich kleiner Verriickungen
in der Fliche maglich.

Denn von den r unabhiingigen Anderungen der Koordi-
naten, welche die Verriickung charakterisieren, kénnen r — 1
willkiirlich angenommen werden, die rte ist dann dadurch
bestimmt, daB die Verriickung der gegebenen Kliche ange-
horen soll.

Lehrsatz 1. Ks ist stets eine, und im allgemeinen nur 204
eine Richtung anzugeben mdoglich, welche auf »r—1 ver-
schiedenen unendlich kleinen Verriickungen eines Systems (197)
aus derselben Lage senkrecht steht.

Es sei djp, die Anderung der Koordinate p, fiir die
rte jener r — 1 Verriickungen; es sei dp, die Anderung der
Koordinate p, fiir eine weitere Verriickung. Soll die letztere
auf jenen senkrecht sein, so ist notwendig und hinreichend,
daB » — 1 Gleichungen der Form (58)
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1 nicht homogene, lineare

Gleichungen fiir die » — 1 Verhiltnisse der Jp, unter sich; sie
1 ein Wert-

so stets. und zwar im allgemeinen nur dure

In Ausnahme-
cann Unbestimmtheit eintreten; solche mull z. B. dann

system dieser Verhiltnisse befriedigt werden.

eintreten, wenn irgend drei der r-

oe-
=]

welche auf zwei von ihnen

withlt sind, daB jede Verriickung,

senkrecht ist, auch auf der dritten senkrecht steht.

auf r— 1

elner

verschiedenen Verriickungen,

bestimmten Lage angehoren, so steht sie senkrecht auf jeder

Verriickung, welche der Fliche in dieser Lage angehort.

Verriickungen,

be-

stimmten Lage angehdren, sind dadurch charakterisiert, dab

die entsprechenden dp, einer einzigen homogenen linearen

Gleichung unter sich geniigen, der Gleichung nimlich, welche
durch Differentiation der Gleichung der Fliche erhalten wird.
Gteniigen nun die r— 1 Wertsysteme der d,p, jener (Fleichung,

iigen auch die Grdfien

derselben, worin die 4, willkiirliche Faktoren bezeichnen.

Die

beliebigen Verriickung in der Fliche
an, und zwar kann jede Verriickung der Fliche in dieser
Form dargestellt werden, da die rechte Seite der Gleichung

dp, gehoren also ein

gine (r— 1)fache willkiirliche Mannigfaltigkeit enthilf.
Nach Voraussetzung ist nun (204):

y 3
H'J" .r.r|,lJu“J r‘.lJ,rJ.J = {)

Gleichungen
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welclies die Behauptung ist (58).

Definition. Eine Verriickung aus einer Lage einer Fliche

heibt senkrecht auf der Fliche, wenn sie senkrecht steht auf

jeder Verriickung, welche in der gleichen Lage der Fliche
angehdrt.

Folgerung 1. In jeder Lage einer Fliche gibt es stets
eine, und im allgemeinen nur eine Richtung, welche senk-
recht auf der Fliche steht.

Folgerung 2. In jeder Lage einer Fliche ist stets eine,
und im allgemeinen nur eine geradeste Bahn auf der Fliche
senkrecht zu errichten miglich.

Definition 1. Schar von Flichen nennen wir eine Ge-
samtheit von Flichen, deren Gleichungen (200) sich nur unter-
scheiden durch den Wert einer in ihnen vorkommenden Kon-
stanten.

Bezeichnung. Jede Schar von Fliachen kann analytisch
dargestellt werden durch eine Gleichung der Form:

I = constans

welche nimlich erhalten wird durch Auflésung der Gleichung
einer der Flichen nach der variierenden Konstanten, und in
welcher die rechte Seite die moglichen Werte eben dieser
Konstanten, die linke Seite aber eine Funktion der Koordi-
naten p, bezeichnet. Jeder Fliche jemer Schar entspricht
ein bestimmter Wert der rechts stehenden Konstanten, also
ein bestimmter Wert der Funktion 2. Solche Flichen, fiir
welche die Werte der Funktion Z nur unendlich kleine Unter-
schiede dR zeigen, nennen wir Nachbarflichen.

Definition 2. Senkrechte Trajektorie einer Schar von
Flichen nennen wir eine Bahn, welche die Schar senkrecht
durchschneidet, d. h. welche auf jeder Fliche der Schar in
den gemeinsamen Lagen (202) senkrecht steht.
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Lehrsatz. Damit eine Bahn senkrechte Trajektorie der
Schar
a) I? = constans
sei, ist hinreichende und notwendice Bedingung, dab sie in
jeder ihrer Lagen » Gleichungen der Form
L oR
ap,

b) |..u,_,,| COS 8,0, =

geniige, in welchen die sp, die Neigungen der Bahn gegen

Pe |

r (3leichungen identische, iibriger

hnen, und in welchen f eine fiir alle

210

die Koordinaten

1s mit der Lage sich dindernde
Funktion der p, ist.

Wir konstruieren von der betrachteten Lage der Bahn
aus eine unendlich kleine Verriickung, deren Linge do sei,
bei deren Durchlaufung sich die p, um dp, und R um OF
iindern moge, welche endlich mit der betrachteten Bahn den
Winkel s,6 bilden moge. Multiplizieren wir die Gleichungen b)
der Reihe nach mit den dp, und addieren, so folgt (78a und 85):

‘(.-’ /JJ

¢) of — Op,=FO0R
- '..'Jf'fl_ 'Jl . ],
Gehort nun die Verriickung do einer Fliche der Schar a) an,

nimlich derjenigen Fliche, welche die betrachtete Liage mit der

Bahn gemeinsam -hat, so ist 0R =0, also s6=90"% Die
Richtune der Bahn steht daher senkrecht auf der durch-
schnittenen Fliche (206), und die ‘Gleichungen b) bilden die
hinreichenden Bedingungen dafiir, daff dies in jeder Lage ein-
irete. Sii- !\i‘ﬂh‘n ;i}n‘i' .'i?.:('ll .]Ep Itfli'\\'\'ltl']i;_'_;t"]l E:t'f“llgllllg(.‘“

hierfiir, da, von Ausnahmefiillen abgesehen, in jeder Lage nur

eine einzige Richtung der gestellten Forderung geniigt.

Zusatz 1. Der senkrechte Abstand zweier Nachbarflichen
der betrachteten Schar in irgend einer Lage ist gleich

/.-'JF J{i‘
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Denn lassen wir die Verriickung d¢ des vorigen Beweises
nach Richtung und Linge jetzt zusammenfallen mit dem Teil
der senkrechten Trajektorie, welcher zwischen beiden Flichen
liegt, so fillt do zusammen mit dem betrachteten Abstand,
der Winkel s, aber wird Null, und so folgt aus Gleichung 212 ¢
die Behauptung.

Zusatz 2. Die in den Gleichungen der senkrechten Tra-
jektorien auftretende Funktion f wird erhalten als Wurzel
der (leichung:

Denn diese Gleichung folgt, wenn wir die Werte der »
Richtungscosinus nach 212b einsetzen in die Gleichung 88,
welcher sie geniigen miissen. Welche Wurzel zu wihlen sei,
hiingt davon ab, ob wir die Richtung der Trajektorie nach
wachsenden Werten von 2 oder nach abnehmenden als positiv

rechnen.

2. Geradeste Entfernung.

Definition. Geradeste Entfernung zweier Lagen eines ho-
lonomen Systems heift die Liinge einer sie verbindenden ge-
radesten Bahn.

Anmerkung. Zwei Lagen konnen mehr als eine geradeste
Entfernung haben. Unter diesen finden sich die Léngen der
kiirzesten Bahnen zwischen beiden Lagen, also auch die Linge
der absolut kiirzesten Bahn. Wenn von der geradesten Knt-
fernung zweier Lagen als einer eindeutig bestimmten gespro-
chen wird, so soll von dieser letzteren die Rede sein.

Analytische Darstellung., Die geradeste Entfernung zweier
Lagen kann als Funktion der Koordinaten dieser Lagen dar-
oestellt werden, Diejenige Lage, welche als Ausgangslage be-
trachtet wird, werde dauernd mit 0, ihre Koordinaten mit p,,
bezeichnet; diejenige Lage, welche als Endlage betrachtet
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wird, werde dauernd mit 1, ihre Koordinaten mit p, be-
seichnet, so daf die Richtung der geradesten Bahn stets
positiv gerechnet ist von U gegen 1. Die geradeste Ent-
fernung ist alsdann eine fiir alle Wertsysteme der p,, und p,
definierte Funktion dieser 2r. Grofen. Den analytischen Aus-
druck der geradesten Entfernung, ausgedriickt in eben diesen
Variabelen, bezeichnen wir durch §, und nennen diesen ana-
Iytischen Ausdruck auch kurz die geradeste Entfernung des

Systems.

Anmerkung 1. Die Funktion § ist im allgemeinen eine
mehrdeutizce Funktion ihrer Unabhingigen. Von den Zweigen
dieser Funktion verschwindet einer und nur einer zugleich mit
verschwindendem Unterschiede zwischen den p, und p,. Von
diesem Zweig ist (216) die Rede in solchen Aussagen, in
welchen von & ale von einer eindeutig bestimmten Funktion

gesprochen wird.

Anmerkung 2. Die Funktion § ist symmetrisch in Hin-
sicht der p,, und p, in dem Sinne, daB § seinen Wert nicht
indert, wenn die p, und p, fir alle Werte des o gleich-
zeitic miteinander vertauscht werden.

Denn mit dieser Vertauschung vertauschen wir nur die

Anfanes- und die Endlage.

Bemerkung. Wenn die geradeste Entfernung eines Systems
in irgend welchen freien Koordinaten desselben gegeben ist,
o sind damit die simtlichen geradesten Bahnen des Systems
in eben diesen Koordinaten gegeben, ohne daB eine weitere
Kenntnis dariiber nétig wiire, in welcher Weise die Lage der
cinzelnen materiellen Punkte des Systems von jenen Koordi-
naten abhiingt.

Denn die geradeste Entfernung irgend zweier unendlich
benachbarter Lagen des Systems ist zugleich die Liinge der
unendlich kleinen Verriickung zwischen ihnen; liBt sich aber
‘ll o

trifft die Behauptung zu nach 163.

letztere durch die gewiihlten Koordinaten darstellen, so

Aufgabe. Aus der geradesten Entfernung eines Systems
den Ausdruck fiir die Linge seiner unendlich kleinen Ver-
riickungen abzuleiten.
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In § setzen wir fir die p, jetzt p,, fir die p, jetzt
p,~+dp,, und lassen alsdann die dp, sehr klein werden. Wir
wissen bereits (57d), daB sich alsdann die Entfernung der
beiden Lagen als Quadratwurzel einer homogenen quadrati-
schen Funktion der dp, darstellt. S selbst 1iBt sich also
nicht in eine Reihe nach aufsteigenden Potenzen der dp, ent-
wickeln, wohl aber S2% und in dieser Entwickelung miissen
die quadratischen Glieder die ersten sein, welche nicht ver-
schwinden. Driicken wir also durch einen iibergesetzten Strich
aus, daB in der betreffenden Funktion die p, =p,=p, ge-
setzt werden sollen, so erhalten wir fir die Entfernung der
beiden Lagen, also fiir die GroBe der Verriickung:

e . 7
——— 1 = o i - ""{I”Li“l,“'ﬂ-

Mit gleichem Rechte wird auch erhalten:

, 3 3‘\'.3. -

2 .!-.-ru,_,_!:ip,,“

Diese Werte der @,, kann man benutzen, um indirekt
von der Funktion § zu den geradesten Bahnen zu gelangen.
Die folgenden Lehrsitze bieten einen direkteren Weg zu dem
gleichen Ziele dar.

Lehrsatz. Kine Fliche, deren simtliche Liagen gleiche
geradeste Entfernung haben von einer festen Liage, wird senk-
recht durchschnitten von allen geradesten Bahnen, welche
durch jene feste Liage gehen.

Es seien die p, die Koordinaten der festen Lage, die
p., die Koordinaten einer Lage der Fliche. Wir gehen von
der letzteren zu einer anderen Lage der Fliche iiber, fiir
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welche die p, sich geiindert haben um dp, . Dabei hat sich
die geradeste Entfernung von der festen Lage 0 nach der
Voraussetzung um Nichts geiindert; nach 199 aber hat sie

5

sich geindert um ¢ Va,, cossp, dp,, wenn sp, den
T

Winkel hezeichnet, welchen die geradeste Bahn in 1 mit der

Richtung von p, bildet. Ks ist also:

=

1

Va,, coss,p, dp, =0 |,
00 o, “Pg

und diese Gleichunge sact aus, dab die geradeste Bahn auf der
Verriickung der dp, senkrecht steht (85 und 78a). Da dies
gilt fiir jede beliebige Verriickung, welche in 1 der Fliche
angehort, so folgt (206 die Behauptung.

Folgerung 1. Die geradesten Bahnen, welche durch eine
feste Lage hindurch gehen, sind die senkrechten Trajektorien
achen, welche der Bedingung geniigen,
.agen einer jeden gleiche geradeste Ent-

einer Schar von FI
I 1
fernung von jemer festen Lage haben.

daB die simtlichen

Folgerung 2. Die siimtlichen geradesten Bahnen, welche
durch die feste Lage 0 hindurch gehen, geniigen den r
(Gleichungen:

a8

a) 'y COS 8.,
Ve 2o =9k, ap,,

in welchen die p, als die Koordinaten der variabelen Lage
der Bahn und die cos s,p, als die Richtungscosinus der Bahn
in dieser Lage zu betrachten sind.

Denn die Gleichungen a) sind die Gleichungen der senk-
rechten Trajektorien einer Schar von Flichen, welche durch
die Gleichung

h) N = constans

dargestellt wird. Wire nimlich § eine beliebige Funktion
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der variabelen Koordinaten p,, so wiren nach 212 die Gleich-
ungen der senkrechten Trajektorien:

] - 00
Voo, c08 8,05 =f 5 , )
99, () D
81

und der senkrechte Abstand zweier Nachbarflichen wire gleich
fdS. Nach der besonderen Natur unserer Funktion § (217, 222)
ist aber dieser Abstand gleich 4§ selbst, also folgt

f=1 , d)

und die allgemeinen Gleichungen ¢) nehmen die besondere
Form a) an.

Anmerkung 1. Die Gleichungen 224a, welche Differen-
tialgleichungen erster Ordoung sind, konnen auch angesehen
werden als die Gleichungen geradester Bahnen in endlicher
Form, sobald wir nimlich in denselben die p, als die Va-
riabelen, die 2r GroBen p, und s,p, aber als Konstanten
betrachten,

Denn bestimmen wir aus jenen Gleichungen eine Reihe
von Liagen 0 in solcher Weise, daB bei festgehaltenen Werten
der p,, auch die Werte der s,p,, unverindert bleiben, so erhalten
wir solche Lagen 0, von welchen aus die nach der Lage 1
gezogenen geradesten Bahnen in dieser Lage 1 eine feste Rich-
tung haben. Da nun aber nur eine einzige geradeste Bahn
von dieser Eigenschaft moglich ist, so miissen alle so be-
stimmten Lagen 0 dieser einen Bahn angehéren, ihre Gesamt-
heit bildet diese Bahn, und diese letztere wird also selbst
dargestellt durch die Gleichungen 224a.

Anmerkung 2. Im Beweise des Lehrsatzes 222 hitten
wir mit gleichem Rechte die Lage 1 als die feste, die Lage 0
als die variabele Lage einfithren konnen. Anstatt zu den
Gleichungen 224a wiren wir alsdann gelangt zu den Gleich-
ungen:

Vagg,co83,pg,=—- ; B

Hertz, Mechanik. 2. Aulil, 9
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Der Unterschied im Vorzeichen der rechten Seite erklirt
gich daraus, daf nunmehr das Fortschreiten von der festen
Lage aus nach 217 als Fortschreiten in negativer Richtung
zu bezeichnen ist. Wie die Gleichungen 224a stellen auch
die Gleichungen 226a geradeste Bahnen dar. Hs sind Diffe-
rentialgleichungen erster Ordnung aller geradesten Bahnen,
welche durch die feste Lage der p, hindurchgehen, und zu-
gleich die endlichen Gleichungen der einen bestimmten Bahn,
welche durch die Lage der p,, hindurchgeht und in dieser mit
den Koordinaten die Winkel s,p, bildet.

227 Folgerung 3. Die geradeste Entfernung § eines Systems
geniigt als Funktion der p, der partiellen Differentialgleichung
8 Pos 1 5
erster Ordnung:

T

=\

Dy SR 3
< "%ap, ép,

und ebenso als Funktion der p, der partiellen Differential-
gleichung erster Ordnung:
as as
b) £ o fﬂ,_., e =1
= S Op,, Apg

o\

Denn beide Gleichungen folgen aus 214 und 224d; sie
werden auch unmittelbar erhalten, indem man die Richtungs-
cosinus einer geradesten Bahn, ausgedriickt durch § nach
224a oder 226a, einsetzt in die Gleichung 88, welcher die
Winkel einer jeden beliebigen Richtung mit den Koordinaten

geniigen.
55 T : . : 1
225 Lehrsatz. Errichtet man in allen Lagen einer beliebigen

Al B 1Y e iy ’
Fliche geradeste Bahnen senkrecht zur Fliche, und triigt aut
allen die gleiche Linge ab, so wird die so erhaltene neue
Fliiche von jenen geradesten Bahnen ebenfalls senkrecht durch-
schnitten.

Die Lagen der urspriinglichen Fliche seien mit 0, die
der neu konstruierten mit 1 bezeichnet. Ks seien die s.p,
bez. s,p, die Winkel, welche eine bestimmte der geradesten
Bahnen an der ersten bez. an der zweiten Fliche mit den
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Koordinaten bildet. Gehen wir von dieser geradesten Bahn
zu irgend einer benachbarten iiber, so dndert sich die Linge
der Bahn nach 199 um

» 2
) / cmalml b o .
:{. ! og, COS 8, Do dpy — :5 ] (gg, COS 3,1, fii"'i‘-; -
1

wenn die dp, und dp, die Anderungen der P, in den
Lagen 1 und 0 bezeichnen. Nach der Konstruktion ist aber
diese Anderung gleich Null, und ebenso ist nach der Konstruktion

-
e Vagg, 08 8,py, dpg, =0
1

da ja die Bahn auf der urspriinglichen Fliche senkrecht steht.
Daher ist nun auch

e 1 . = 3 r
:: ¥ @gg, COS 8P, 'r/:“g!. =

und da die dp, jede beliebige Verriickung in der Fliche
der Lagen 1 bezeichnen konnen, so ist damit die Behauptung
erwiesen.

Folgerung 1. Die senkrechten Trajektorien einer be-
liebigen Schar von Flichen, von welchen jede in allen ihren
Lagen denselben senkrechten geradesten Abstand von ihren
Nachbarflichen hat, sind geradeste Bahnen,

Folgerung 2, Ist A eine Funktion der r Koordinaten
Po von solcher Beschaffenheit, daB die Gleichung

I — constans a)

eine Schar von Flidchen darstellt, deren jede von ihren Nach-
barn in allen Liagen den gleichen senkrechten geradesten Ab-
stand d#& hat, so sind die Gleichungen:

o ar
¥ @gp COS 8,Pp = o, b)

9*
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die Gleichungen der senkrechten Trajektorien, also die Gleich-
ungen geradester Bahnen. Und zwar sind diese Gleichungen
Differentialgleichungen erster Ordnung fir jene Bahnen.

Denn wire R eine ganz beliebige Funktion der p,, so
stellten die Gleichungen 212h die senkrechten Trajektorien
der Schar a) vor, und es wiire nach 218 der senkrechte Ab-
stand zweier Nachbarfiichen gleich fd/#. Nach unserer be-
sonderen Voraussetzung ist aber dieser Abstand konstant und
gleich dR, also ist =1, und es gehen daher die Gleichungen
212b in die obigen Gleichungen b) iiber.

Folgerung 3. Stellt die Gleichung
[ — constans

eine Schar von Klichen dar von solcher Beschaffenheit, dal
jede unter ibnmen von ihren Nachbarn in allen Lagen den
gleichen senkrechten geradesten Abstand dR hat, so geniigt
die Funktion R der partiellen Differentialgleichung:

Denn diese Gleichung folgt aus 214 und 280; sie wird
auch unmittelbar erhalten, wenn wir die Richtungscosinus einer
geradesten Bahn nach 230b einsetzen in die Gleichung 88,
welcher die Winkel einer jeden Richtung mit den Koordinaten

geniigen.

Lehrsatz 1. (Umkehrung von 231) Geniigt die Funktion
R der partiellen Differentialgleichung:

3,5, 0008,
—l‘ —I‘ e 01“-_- oy

so stellt die Gleichung
I = constans

eine Schar von Flichen dar von solcher Beschaffenheit, dab
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jede unter ihnen von ihren Nachbarn in allen Lagen gleichen
senkrechten geradesten Abstand hat, und zwar einen Abstand,
welcher durch die Anderung von R gemessen wird.

Denn wiire R eine ganz beliebige Funktion, so wiren die
senkrechten Trajektorien der Schar gegeben durch Gleichungen
der Form 212bh, und der senkrechte Abstand zweier Nachbar-
flichen in jeder Lage wire fdR. Aus der besonderen Voraus-
setzung, welcher wir die Funktion R unterwarfen, folgt aber
nach 214: f=1, und also die Behauptung.

Lehrsatz 2. Ist die Funktion R der p, eine beliebige
Liosung der partiellen Differentialgleichung:

\Q,_.\,:cf),,,,(iﬁf]'—-ﬁl i a)
et s dp, O

so sind die Gleichungen

/ aR
Vatgq cos 3,po = i, b)
Gleichungen geradester Bahnen. Und zwar sind es Differential-
gleichungen erster Ordnung der durch sie dargesteliten ge-
radesten Bahnen.
Der Satz folgt unmittelbar aus 230 und 232.

Anmerkung. Obwohl jede Bahn, welche durch die Gleich-
ungen 233b dargestellt wird, eine geradeste ist, so liBt sich
doch nicht umgekehrt allgemein jede geradeste Bahn in dieser
Form darstellen. Die Mannigfaltigkeit der geradesten Bahnen,
welche in der gegebenen Form enthalten sind, hiingt vielmehr
ab von der Mannigfaltigkeit, welche die Funktion 7 als Lésung
der Differentialgleichung besitzt, d. h. von der Zahl ihrer will-
kiirlichen Konstanten.

Ist aber im besondern & eine vollstindige Losung, ent-
halt also & r willkirliche Konstanten e, e, .... e, von
welchen die erste die notwendig vorhandene additive Konstante
bezeichne, so lassen sich alle geradesten Bahnen des Systems
in der Form 288b darstellen. Denn die rechten Seiten dieser
» Gleichungen (von welchen nur »—1 unabhingig voneinander
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sind) enthalten dann »—1 Konstanten, welche hinreichen, um
der dargestellten Bahn in einer willkiirlichen Lage eine durch
r—1 unabhingige Richtungscosinus bestimmte willkiirliche
Richtung zu erteilen. Konnen wir aber eine Lage der dar-
gestellten Bahn und ibre Richtung in dieser Lage willkiirlich
wihlen, so konnen wir alle geradesten Bahnen darstellen.

Lehrsatz 3. (Jacoprs Satz) Es bezeichne 2 eine voll-
stindige Losung der Differentialgleichung

ol all

a) e e =

£ Jog = -
el op,op;

und es seien ihre willkiirlichen Konstanten, von der additiven
abgesehen, w1, @,..... ¢,_1. KEs geben alsdann die r—I1
(Gleichungen

dez,

in welchen die 8, r—1 neue willkiirliche Konstanten sind, die
Gleichungen der geradesten Bahnen des Systems in endlicher
Form.

Zum Beweise zeigen wir, daB die Bahnen, welche durch
die Gleichungen b) dargestellt werden, senkrechte Trajektorien
der Schar

¢) [? = constans

sind; alsdann folgt die Behauptung nach 232 und 229.

Um nun erstens die Richtung der dargestellten Bahn zu
finden, differentiieren wir die Gleichungen b) in Richtung der-
selben, d. h. wir bilden jene Gleichungen fiir zwei um ds entfernte
Lagen der Bahn, in welchen sich die p, um die «p, unter-
scheiden, subtrahieren, und dividieren durch ds. Wir erhalten
so r—1 Gleichungen der Form:

, 8R d
N, 94 f.‘J.‘.},._=“

i dp,0ee, ds
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oder, wenn wir in dieselben nach 79 und 78 die Richtungs-
cosinus des betrachteten Bahnelementes einfithren:

3, < R

e Vage "05‘-"-}}0‘,\".” boo 7m—-=0 , d)
e i T c OpP,0¢,

welche Gleichungen nunmehr » —1 nicht homogene, lineare
Gleichungen fiir die r— 1 Verhiltnisse der Richtungscosinus
untereinander bleiben.

Zweitens bemerken wir, daB die Gleichung a) fiir alle
Werte der Konstanten ¢, gilt; wir kinnen sie also nach diesen
GroBen differentiieren, und indem wir dies tun, erhalten wir
»— 1 Gleichungen, welche sich schreiben lassen in der Form:

IR ~a a*li

r
~
2% U
o

e ], mend
1 CPe 1

¢ — -=10) e)
dp,dc,
und welche Beziehungen darstellen, welchen die partiellen Diffe-
rentialquotienten von & zufolge unserer besonderen Voraus-
setzungen iiber diese Funktion geniigen miissen.

Stellen wir nun die Gleichungen b) fiir die gerade betrach-
teten Werte der «, und f, iiberhaupt eine bestimmte Bahn
vor, so miissen aus den Gleichungen d) eindeutig bestimmte
Werte fiir die Verhiiltnisse der Richtungscosinus zu einem
unter ihnen folgen. Ganz dieselben eindeutig bestimmten
Werte miissen dann aber auch aus den Gleichungen e) fiir
die Verhiltnisse der GriBen dR/dp, zu einer unter ihnen
sich ergeben. TIst also f ein noch zu bestimmender Faktor,
so mull sein:

.0
Vage cos s,po={f 3

Demnach ist nach 212 die betrachtete Bahn die senkrechte
Trajektorie der Schar e), was wir beweisen wollten. Der
Faktor f wird gleich der Kinheit gefunden.

Die Voraussetzung, daB die r—1 Gleichungen h) fiir
bestimmte Werte der «, und g, eine bestimmte Bahn be-
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zeichnen, wiirde nur dann nicht zutreffen, wenn diese Gleich-
ungen nicht unabhiingig voneinander wiren. Dann aber
wiren auch die willkiirlichen Konstanten nicht voneinander
unabhiingig und die Losung wiire keine vollstindige Lidsung,
was wir doch voraussetzten.

236 Aufgabe. Aus einer beliebigen vollstindigen Losung X
der Differentialgleichung 235a die geradeste Entfernung § des
Systems zu ermitteln.

Unter § ist also wieder zu verstehen die geradeste Ent-
fernung zweier Lagen 0 und 1 mit den Koordinaten p, und p,,.
In den r—1 Gleichungen 235b setzen wir fir die p, das eine
Mal die p,, das andere Mal die p,. Aus den entstehenden
27 —92 Gleichungen eliminieren wir die . und stellen die e, als
Funktionen der p, und p, dar. Diese Funktionen werden
symmetrisch in bezug auf p,, und p,, sie geben diejenigen
Werte, welche die ¢, haben miissen, damit die durch sie be-
zeichneten Bahnen durch bestimmte Lagen 0 und 1 hindurch-
gehen. ¢

Wir haben nun erstens fiir irgend eine Lage 1 nacl
224a und 233Db: -

und zweitens fiir irgend eine Lage 0 nach 226a und 233b:

a8 iR

Setzen wir in den rechten Seiten dieser Gleichungen fiir
die &, ihre Werte in den Po, und Po, €N, und die o selbst
in der ersten gleich p,, in der zweiten gleich p,,, so erhalten
wir die ersten Differentialquotienten von S nach den simt-
lichen unabhiingigen Variabelen ausgedriickt als Funktionen
dieser Variabelen. S kann also dann durch einfache Inte-
grationen gefunden werden.
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Abschnitt 7. Kinematische Begriffe.

I. VektorgroBen in bezug auf ein System,

Definition. VektorgréBe in bezug auf ein System heiBt

jede GroBe, welche zu dem System in Beziehung steht, und

BADISCHE

welche dieselbe Art der mathematischen Mannigfaltigkeit hat,
wie eine denkbare Verriickung des Systems.

Bemerkungen dazu.

1. Eine Verriickung eines Systems ist selbst eine Vektor-
grofe in bezug auf das System. Jedes Produkt einer Ver-
riickung des Systems mit irgend welchen nicht gerichteten
Groben ist eine Vektorgrofle in bezug auf das System.

2. Jede VektorgriBe in bezug auf ein System kann
geometrisch dargestellt werden durch eine denkbare Ver-
riickung des Systems. Die Richtung der sie darstellenden Ver-
riickung nennen wir auch die Richtung der Vektorgréfie. Der
MaBstab der Darstellung kann und soll stets so gewihlt
werden, daB die darstellende Verriickung unendlich klein wird.
Jeder Vektor in bezug auf ein System, welcher sich mit der
Lage des Systems #ndert, kann alsdann dargestellt werden als
eine unendlich kleine Verriickung des Systems aus der Lage,
zu welcher sein augenblicklicher Wert gehort.

3. Kine Vektorgrife in bezug aunf einen einzelnen mate-
riellen Punkt ist ein Vektor im gewdhnlichen Sinne des Wortes.
Jeder Vektor in bezug auf einen Punkt kann dargestellt werden
durch eine geometrische Verriickung des Punktes, insbesondere
durch eine unendlich kleine Verriickung aus seiner gegen-
wartigen Lage.

4. Unter Komponenten und reduzierten Komponenten
cines Vektors sind diejenigen Vektoren gleicher Art verstanden,
welche dargestellt sind durch die Komponenten und reduzierten
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Komponenten derjenigen unendlich kleinen Verriickung, welche
den urspriinglichen Vektor darstellt (48, 71).

Die reduzierte Komponente eines bestimmten Vektors in
lichtung einer Koordinate p, nennen wir wiederum kurz die
Komponente des Vektors nach p,, oder noch kiirzer den Vektor
nach der Koordinate p,.

Wo es ohne MiBverstindnis geschehen kann, wird mit
Komponente oder reduzierte Komponente kurz die Gribe

dieser Komponenten bezeichnet.

Aufgabe 1a. Aus den Komponenten #, eines Vektors
nach den 87 rechtwinkligen Koordinaten die Komponenten /,
nach den allgemeinen Koordinaten p, abzuleiten.

Sind die d#, die Komponenten nach den u, derjenigen
Verriickung, welche die Vektorgrofe darstellt, und sind die
dp, die Komponenten derselben Verriickung nach den p,,
so sind nach 80 die djj, durch die ¢z, gegeben. Den dp, und
dz, aber sind die %, und A, beziehlich proportional, also ist

;I'“,,-‘\-Hr”.h’,. ¥ '.I!!'

= ap,

Aufgabe 1b. Aus den Komponenten £, eines Vektors
nach den p, die Komponenten %, des Vektors nach den recht-
winkligen Koordinaten abzuleiten.

Die Gleichungen 242 geben nur r Gleichungen fiir die
3n GroBen k,, aus welchen sich diese letzteren also mnicht
bestimmen lassen. In der Tat ist auch die Aufgabe im all-
gemeinen unbestimmt. Denn nicht alle denkbaren Lagen und
Verriickungen eines Systems lassen sich durch die p, aus-
driicken, sondern nur ein Teil derselben, unter diesen die
moglichen Verriickungen.

Nur in dem Falle also, daB der gegebene Vektor einer
\jf'rriit_zkung parallel ist, welche sich durch die p, und ihre
Anderungen darstellen lifit, ist die Aufgabe lssbar: in diesem
81

Kalle aber ist nach
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Aufgabe 2a. Aus den Komponenten 4, eines Vektors 244
nach den rechtwinkligen Koordinaten seine Grofe % zn be-
stimmen.

Unter Benutzung von 83 erhilt man:

Aufgabe 2b. Aus den Komponenten %, eines Vektors 245
nach den allgemeinen Koordinaten p, seine GriBe % zu be-
stimmen,

Die Aufgabe ist wiederum im allgemeinen unbestimmt
wie 243.

Nur in dem Falle, daB} auBler den Komponenten #, noch
die Tatsache bekannt gegeben ist, daB der fragliche Vektor
einer durch die p, ausdriickbaren Verriickung parallel ist,
ist & durch die %z, bestimmt, und in diesem Falle ist nach 82

= :C‘:” éi\)u‘ "{”g "rl"rJ'
L= =1

Aufgabe 3a. Aus den Komponenten /4, eines Vektors 246
nach den x, die Komponente des Vektors in Richtung einer
beliebigen Verriickung ds zu finden.

Ist ds' die Linge, und sind die d#, die reduzierten Kom-
ponenten der Verriickung, durch welche wir den Vektor dar-
stellen, so ist die Komponente dieser Verriickung in Richtung
von ds nach 48 und S4:

an

’ 7 1 1 ok
ds COS 8,8 =— B dy dTy
ds =

Multiplizieren wir diese Gleichung mit dem Verhiltnis
zwischen der Griofe des Vektors und der Linge der Ver-
riickung, durch welche wir ihn darstellen, so erhalten wir
links die gesuchte Komponente; rechts treten an Stelle der
dv, die h,, und wir erhalten also als Lisung der Aufgabe die
gesuchte Grobe gleich:
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::'.".‘ ”,J_
Sy
)
wi— 1‘!.\- I
oder nach 72 gleich:

& 4 /m !
\‘]x h,cossa, .
< ¥ m,

1

LS
—
=1

Aufgabe 8b. Aus den Komponenten £, eines Vektors
nach den p, die Komponente des Vektors in der Richtung
einer beliebigen durch die p, ausdriickbaren Verriickung ds
zu bestimmen.

Wenden wir dieselbe Uberlegung an, wie in der vorigen
Aufgabe, so folgt nach 48 und 85 die gesuchte GroBe gleich:

£ dp
o ’("4 [f'--

oder nach 78 und 79 gleich:

\I:g- ‘:\\‘,. ;}

1 1

23
(‘J” ’{IF‘J l rfrjfi ".." ":‘ 'q‘;’lll .

248 Anmerkung. Obwohl also durch die GroBen %, im all-
gemeinen nicht alle beliebigen Komponenten eines Vektors be-
stimmt sind, so sind doch durch jene Grifien die Kompo-
nenten des Vektors in allen solchen Richtungen bestimmt,
welche sich durch die p, darstellen lassen, also in jeder mog-
lichen Richtung.

249 Lehrsatz 1. Damit der Vektor, dessen Komponenten nach
den p, die GroBen k, sind, senkrecht stehe auf einer Ver-
riickung, fiir welche die p, die Anderungen dp, erleiden, ist
notwendige und hinreichende Bedingung die Erfiillung der
Gleichung:

-

‘\'_- f.'r‘, H‘:,U,J =) .

Dies folgt aus 85, wenn wir die %, den dp, pl’n];oz'timuﬂ
annehmen.
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Lehrsatz 2. Damit der Vektor, dessen Komponenten
nach den p, die %, sind, senkrecht stehe auf jeder moglichen
Verriickung des Systems, ist notwendige und hinreichende Be-
dingung, dab sich die » GroBen %, darstellen lassen in der
Form:

ﬁ'e;:”f‘zu?'z ’
1
in welcher die p., den Bedingungsgleichungen des Systems
entnommen (180) und die 7, % frei zu bestimmende Grifen sind.

Dies folgt aus 148 und 150, wenn wir die %, durch die

dp, dargestellt annehmen.

Bemerkung 1. Vektoren in bezug auf ein und dasselbe
System konnen zusammengesetzt und zerlegt werden wie die
denkbaren Verriickungen des Systems.

Die Zusammensetzung von Vektoren in bezug auf das-
selbe System erfolgt also nach den Regeln der algebraischen
Addition (52).

Bemerkung 2. Vektoren in bezug auf verschiedene Sy-
steme sind zu betrachten als Groflen verschiedener Art; sie
konnen nicht zusammengesetzt, noch addiert werden.

Bemerkung 3. Kine VektorgriBe in bezug auf ein ge-
wisses System kann betrachtet werden als eine Vektorgrife
in bezug auf jedes grofere System, von welchem das ur-
spriingliche einen Teil bildet.

Aufgabe 1. Dieselbe VektorgriBe werde einmal betrachtet
als VektorgroBe in bezug auf ein Teilsystem, das andere Mal
als VektorgroBe in bezug auf das vollstindige System. Aus
den Komponenten %, nach den rechtwinkligen Koordinaten u,
im ersten Falle sollen die Komponenten %, nach den entspre-
chenden Koordinaten 2, im zweiten Falle berechnet werden.

Es sei die Masse des Teilsystems m, die des vollstéindigen
Systems m’. Die Koordinaten z, des Teilsystems sind zu-
gleich Koordinaten des vollstindigen Systems, nur um der
verschiedenen Auffassung willen sind sie als solche mit 2 be-
zeichnet. Erteilen wir daher dem Teilsystem eine beliebige
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Verriickung, welche eo ipso zugleich eine Verriickung des
vollstindigen Systems ist, so ist dz,=dz, fir die gemein-
samen Koordinaten, wihrend fiir die iibrigen dz, =0 ist. Nun
ist nach 78: wmdr,=m,dr, und mdz, =m,d»,, also ist
m'dz, =mdz,. Fir einen Vektor, welcher durch jene Ver-
riickung dargestellt wird, ist die Komponente nach z, mit dz,,
die nach z;, mit &z, porportional. Als Losung der Aufgabe
erhalten wir also:

JHII(J‘.- T ;“!‘

fiir diejenigen », welche beiden Systemen gemeinsam sind,
withrend fiir die iibrigen

hy =10 1st.

Aufgabe 2. Dieselbe VektorgriBe werde einmal betrachtet
als VektorgréBe in bezug auf ein Teilsystem, das andere Mal
als Vektorgribe in bezug auf das vollstindige System. Aus
den Komponenten by nach den allgemeinen Koordinaten Po m
ersten Falle die Komponenten %, nach den entsprechenden
Koordinaten p, im zweiten zu bestimmen.

Hs sei wieder die Masse des Teilsystems m, die des voll-
stindigen Systems m. Wir setzen voraus, daB die Koordi-
naten p, des Teilsystems zugleich Koordinaten des vollstin-
digen Systems sind und nur um der verschiedenen Auffassung
willen im letzteren Falle mit p, bezeichnet werden. Von den
nicht gemeinsamen p, setzen wir voraus, daf sie nicht Koordi-
naten des Teilsystems seien. Unter diesen Voraussetzungen’
ergibt eine der vorigen (254) analoge Betrachtung als Liosung
der Aufgabe:

M K=MKy
fir die gemeinsamen Koordinaten, withrend fiir die iibrigen
kg =0 ist.

Ohne die gemachten Voraussetzungen aber ist die Auf-
gabe unbestimmt.
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2. Bewegung der Systeme.

Erlduterungen,

1. Der Ubergang eines Systems materieller Punkte aus 256
einer Anfangslage in eine Endlage, betrachtet unter Beriick-
sichtignng der Zeit und der Art des Uberganges, heiBt eine
Bewegung des Systems aus der Anfangs- in die Endlage (vgl. 27).

Bei einer jeden hestimmten Bewegung durchliuft also das
System eine bestimmte Bahn, und zwar hat es in bestimmten
Zeiten bestimmte Li#ngen derselben durchlaufen.

2. Jede Bewegung eines Systems durch eine denkbare 257
Bahn heiBt eine denkbare Bewegung eines Systems (11).

3. Jede Bewegung eines Systems durch eine mégliche 259
Bahn heiBlt eine mogliche Bewegung des Systems (112).

4, Die Kinematik oder reine Bewegungslehre handelt von 259
den denkbaren und den miglichen Bewegungen der Systeme.

Solange es sich um die Betrachtung gesetzmiBiger Sy-
steme (119, 120) handelt, fallen die Betrachtungen der Kine-
matik mit denen der Geometrie fast zusammen. Erst wenn
es sich um ungesetzmiifiige Systeme handelt und also die Zeit
in die Bedingungsgleichungen der Systeme eintritt, gewinnt die
Kinematik vor der Geometrie groBere Mannigfaltigkeit. Wir
haben indessen nicht nitig, auf eigentlich kinematische Be-
trachtungen einzugehen, sondern diirfen uns hier mit der Er-
orterung einer Anzahl von Grundbegriffen begniigen.

Analytische Darstellung, Die Bewegung eines Systems 260
wird analytisch dargestellt, indem bei Darstellung der be-
schriebenen Bahn die Zeit ¢ als unabhiingige Variabele benutzt
wird, oder, was dasselbe ist, indem die Koordinaten der Lage
des Systems als Funktionen der Zeit angegeben werden.

Die Differentialquotienten aller GriBen nach der Zeit be-
zeichnen wir nach Newrons Weise durch itbergesetzte Punkte.
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Geschwindigkeit.

Definition 1. Die augenblickliche Bewegungsart eines Sy-
stems heiBit die Geschwindigkeit des Systems.

Die Geschwindigkeit ist bestimmt durch die ."\.T]lft‘.l'llllg_{,
welche die Lage des Systems in einer unendlich kleinen Zeit
erleidet und durch diese Zeit selbst. Sie wird gemessen durch
das von dem absoluten Werte beider unabhiingige Verhiiltnis
dieser Grofen.

Lage und Geschwindigkeit eines Systems zusammen nennen
wir den Zustand des Systems.

Folgerung. Die Geschwindigkeit eines Systems kann be-
trachtet werden als VektorgroBe in bezug auf das System.
Die Richtung der Geschwindigkeit ist alsdann die Richtung
des augenblicklichen Bahnelements, die Grofie der Geschwin-
digkeit ist gleich dem Differentialquotienten der zuriickgelegten
Bahnstrecke nach der Zeit.

Die GrioBe der Geschwindigkeit heiit auch die Ge-
schwindigkeit des Systems in seiner Bahn, oder, wo Mifiver-
stindnisse ausgeschlossen sind, die Geschwindigkeit schlechthin.

Definition 2. KEine Bewegung eines Systems, bei welcher
die Geschwindigkeit ihre GroBe nicht #ndert, heilit eine
gleichfirmige Bewegung.

Anmerkung. Gerade Bewegung eines Systems ist eine
Bewegung in gerader Bahn. Bei einer solchen Bewegung
andert die Geschwindigkeit ibre Richtung nicht.

Aufgabe 1, Die GrioBe der Geschwindigkeit, ihre Kom-
ponenten und ihre reduzierten Komponenten in Richiung der
rechtwinkligen Koordinaten auszudriicken durch die Anderungs-
geschwindigkeiten dieser Koordinaten.

Die GroBe v der Geschwindigkeit ist gegeben durch die
positive Wurzel der Gleichung (55):

M= s = >r My T
A
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Danach (241) sind die Komponenten der Geschwindigkeit
in Richtung der =, gleich

Sl
l_." ol vV b
m

und die reduzierten Komponenten in der gleichen Richtung,
oder die Komponenten nach den =, gleich:

m,

m

Anmerkung. Die Grifle der Geschwindigkeit eines Systems 266
ist der quadratische Mittelwert aus der Grofie der Geschwindig-
keiten aller seiner Massenteilchen.

Aufgabe 2. Die GriBe der Geschwindigkeit, ihre Kom- 267
ponenten und ihre reduzierten Komponenten in Richtung der
allgemeinen Koordinaten p, auszudriicken durch die Anderungs-
geschwindigkeiten p, dieser Koordinaten.

Durch Transformation von 265 und 57 erhalten wir die
GriBe der Geschwindigkeit als positive Wurzel der Gleichung:

r r
) % 1 . .
F.—=\,‘,\\_.q ([‘"”;I}f"jjf; -
I Pl
Danach sind (241) die Komponenten in der Richtung der

P, gleich

1 ;
Vo ¢ oo

und die reduzierten Komponenten in derselben Richtung, oder
die Komponenten nach den p, gleich:

i
1 .
o GocPs -
1
Hertz, Mechanik, 2. Aufl, 10
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Moment.

268 Definition. Das Produkt aus der Masse eines Systems in
seine (Feschwindigkeit
Moment des Systems.
Das Moment des Systems ist also eine Vektorgrofe in

Die Komponenten des Moments nach

heift die BewegungsgroBe oder das

bezug auf das System.
irgendwelchen Koordinaten werden gewdhnlich schlechthin die

Momente des Systems nach diesen Koordinaten genannt. (241).

269 Bezeichnung. Die Momente eines Systems nach den all-
gemeinen Koordinaten p, sollen dauernd mit g, bhezeichnet
werden.

270 Aufgabe 1. Die Momente g, eines Systems nach den p,

reschwindigkeiten dieser

quszudriicken durch die Anderung:
Koordinaten.
Aus 268 und 267 erhalten wir:

‘.HL" = 11l \\ n’.\,.i- JJ-J.;
1
271 Aufgabe 2. Die Anderungsgeschwindigkeiten der allge-
meinen Koordinaten p, auszudriicken durch die Momente des
Systems nach diesen Koordinaten.
Durch Auflésung der vorigen Gleichungen erhalten wir:

g ~
e~ — boo Yo =
272 Anmerkung. Die Geschwindigkeit und die Bewegungs-
groBe eines Systems sind solche Vektoren in bezug auf das
System, welche stets moglichen Verriickungen des Systems
parallel sind (vergl. 243, 245).
Beschleunigung.
273 Definition. Die augenblickliche Veriinderangsweise der

Greschwindigkeit eines Systems heifit die Beschleunigung des

Dystems,
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Die Beschleunigung ist bestimmt durch die Anderung,
welche die Geschwindigkeit in unendlich kurzer Zeit erleidet
und diese Zeit selbst; sie wird gemessen durch das von dem
absoluten Werte beider unabhiingige Verhiiltnis dieser GroBen.

Folgerung, Die Beschleunigung eines Systems kann be-
trachtet werden als Vektorgrofie in bezug auf das System.
Bilden wir von der gegenwiirtigen Lage des Systems aus zwei
Verriickungen, von welchen die eine die gegenwirtige Ge-
schwindigkeit darstellt, die andere die Geschwindigkeit im
niichsten Augenblick, so gibt die Differenz derselben eine
neue Verriickung, deren Richtung die Richtung der Be-
schleunigung ist, wihrend die Griéfe der Beschleunigung
gleich ist dem Verh#ltnis der Liinge jener neuen Verriickung
zum Differentiale der Zeit.

Aufgabe 1. Die GriBe f der Beschleunigung und ihre
Komponenten nach den rechtwinkligen Koordinaten auszu-
driicken durch die Differentialquotienten dieser Koordinaten
nach der Zeit.

Die Komponenten der Geschwindigkeit nach den z,, jetat
und nach der Zeit d¢, sind (265):

m, m, , My

4%, und =~y @, dit
1 2 m ’ m ¥ 2

e o y m, ..
die Komponenten der Differenz beider also o4 dt. ; das

Verhiiltnis dieser zur Zeit d¢ gibt die Komponenten der Be-
schleunigung nach den z, gleich:
m, .

m

woraus die GroBe der Beschleunigung folgt als positive Wurzel
der Gleichung (244):

8n
] 1 e
mf= 2.‘ Miiks .
1
10*
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276 Anmerkung. Die Grifie der Beschleunigung eines mate-
riellen Systems ist der quadratische Mittelwert aus der GriBe
der Beschleunigungen seiner Massenteilchen.

277 Aufgabe 2. Die Komponenten f, der Beschleunigung eines
Systems nach den allgemeinen Koordinaten p, darzustellen
durch die Differentialquotienten dieser Koordinaten nach der Zeit.

Nach 242 haben wir

m, =
CUyp Ly ]
m >

fom
e

und hierin ist einzusetzen, wie in 108:

PoPr
Indem wir dieselbe Umformung benutzen wie in 108, er-
halten wir als Losung der Aufgabe:

"

\ ey (B
’l’g i Agg Po + NG

1 EECE

278 Anmerkung 1. Die Komponenten der Beschleunigung sind
also im allgemeinen lineare Funktionen der zweiten Differential-
quotienten der Koordinaten, quadratische Funktionen der ersten
Differentialquotienten derselben, beliebig verwickelte Funktionen
der Koordinaten selbst,

279 Anmerkung 2. Die Beschleunigung eines Systems ist nicht
notwendig einer miglichen Verriickung des Systems parallel,
noch auch einer Verriickung, welche sich durch die benutzten
Koordinaten Pe ausdriicken laBt.

Die Komponenten f, reichen daher im allgemeinen nicht
aus, um die.GroBe der Beschleunigung, noch auch um ihre
Komponenten nach simtlichen rechtwinkligen Koordinaten zu
bestimmen (243, 245). Dagegen reichen die f, aus, um die

Komponente der Beschleunigung in der Richtung einer jeden

moglichen Bewegung des Systems zu bestimmen (248).
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Aufgabe 8. Die Komponente der Beschleunigung in der 280
Richtung der Bahn zu finden.
Die Richtungscosinus der Bahn sind nach 72 gleich
=== P
m, dr, &

ST Al : /m
l_ —~ _Z also unter Beriicksichtigung von 265 gleich ] -
m ds m v

¥

Hieraus folgt nach 246 unter Benutzung von 275 fiir die ge-
suchte tangentiale Komponente f;:

dv  d®

S

unter s die laufende Linge der Bahn verstanden.

Bemerkung. Zerlegen wir die Beschleunigung eines Systems 281
in zwei Komponenten, von denen die eine die Richtung der
Bahn hat, die andere auf der Bahn senkrecht steht, so ist
die GroBe der letzteren gleich dem Produkt aus der Kriim-
mung der Bahn in das Quadrat der Geschwindigkeit des
Systems in der Bahn.

Indem wir in Gleichung 107¢ die Zeit ¢ als unabhiingige
Variahele nehmen, erhalten wir:

3n

4 a9 R,

mvtci= ">
1

.2 =3
v iy dly — M8 ’

also unter Benutzung von 275 und 280:

4 2 2 '

vie =f°—f‘:
Nennen wir nun die zweite, radiale oder centrifugale
Komponente der Beschleunigung f,, so ist, da f,. und f, senk-

recht zueinander sein sollen: f* = f 4 £, also:

a

f‘:"=c'4"' ’

welches die Behauptung ist.
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Energie.

282 Deﬁniticn Das halbe Produkt aus der Masse eines
Systems in das Quadrat der Grobe seiner Geschwindigkeit
heiBt die J*.:nvr;_'u, des Systems,

283 Aufgabe 1, Die Knergie Z eines Systems darzustellen
durch die Anderungsgeschwindigkeiten seiner rechtwinkligen
Koordinaten.

Es ist nach 265:

- 1 9 | .9
E - - — M = Ny 7 A

284 Foleerune 1. Die Energie eines Systems ist die Summe
g 1 ;
der Energiecen seiner Massenteilchen.

285 Folgerung 2. Bilden mehrere Systeme zusammen ein
groferes System, so ist die Energie des letzteren die Summe
der Energieen der ersteren.

2586 Aufgabe 2. Die Energie eines Systems darzustellen durch
die };IH][‘I'll]lf_’.‘_-g._fl‘.:i.t:-}!wiIlt]ig]\‘(:'tlt‘lt der allzemeinen Koordinaten
des Systems und durch die Momente nach diesen Koordinaten.

Unter Benutzung von 267, 270 und 271 folgt nacheinander:

- r
_ v N0 S
E-2mS:S: aotete
1 1
1 N0 .
b) =— \\:. ToPo
201
il
LUy
c) . ‘
Son Lo "I"r,r; "‘r‘u‘:ﬁ’r.
1 1
287 Anmerkung (zu 261 bis 286). Die Geschwindigkeit, das

Moment, die Beschleunigung, die Energie eines Systems sind
definiert unabhingig von der analytischen Darstellung, insbe-
sondere also auch unabhiingig von der Wahl der Koordinaten
des Systems. -
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Benutzung partieller Differentialquotienten.

Bezeichnung. (Vergl. 90.) Mit 8,7 soll bezeichnet wer-
den das partielle Differential der Energie # dann und nur
dann, wenn wir die Koordinaten p, und deren Anderungs-
geschwindigkeiten Po als die unabhiingig voneinander veriinder-
lichen Bestimmungsstiicke der Energie betrachten (286a).

Mit 8,/ dagegen soll bezeichnet werden das partielle
Differential der Energie # dann und nur dann, wenn wir die
Koordinaten p, und die Momente g, nach diesen Koordinaten
als die unabhiingig voneinander veriinderlichen Bestimmungs-
stiicke der Knergie betrachten (286¢).

Eine jede der beiden Annahmen schlieBt die andere aus.
Mit 8£ werde, wie gewdhnlich, bezeichnet irgend eine Art
des partiellen Differentials von Z, also die erste Art oder die
zweite, wo ein MiBverstindnis ausgeschlossen ist, oder auch
irgend eine dritte Art.

Bemerkung 1. Die Momente ¢, eines Systems nach den
Koordinaten p, lassen sich darstellen als partielle Differential-
quotienten der Energie des Systems nach den Anderungs-
geschwindigkeiten der Koordinaten.

Denn es ist nach Gleichung 286a und 270: (vergl. 91)
E

— B =
9= o l

(=1}

sl

Bemerkung 2. Die Anderungsgeschwindigkeiten g, der
Koordinaten p, eines Systems lassen sich darstellen als par-
tielle Differentialquotienten der Knergie des Systems nach den
Momenten.

Denn es ist nach Gleichung 286¢ und 271: (vergl. 94)

Bemerkung 3. Die Komponenten f, der Beschleunigung
eines Systems nach den Koordinaten p, lassen sich darstellen
durch partielle Differentialquotienten der Energie,

LANDESBIBLIOTHEK
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Buch.

Flrstes

Denn nach Gleichung 286a ist erstens:

P o :
'TP =1m :" ”'g_ur Po >
0P, =
also:
d [6,F a w0 Oa
] . % "\ \ s
— = =m ‘o /] .'H ) 3
di 95, "',_" oo [ o+ < — dp ~PoPr
und nach derselben Gleichung zweitens:
0,5 1 o~ da, . .
it 4 = i1 .‘_\,r, \’ i j*b 1{) T .

9P, - ...l_n ap,

Durch Subtraktion der zweiten Gleichung von der ersten und
Vergleichung mit 277 folgt:

a) m/n = .:{f 3p, | op,

wofiir auch geschrieben werden kann unter Beriicksichtigung
von 289:

]r

: 0 Mfo=Gp 50

202 Bemerkung 4. Andern wir eine Koordinate p. eines
Systems zweimal um denselben unendlich kleinen Betrag, in-
dem wir das eine Mal den Anderungsgeschwindigkeiten der
Koordinaten, das andere Mal den Momenten nach den Ko-
ordinaten ihre urspriinglichen Werte lassen, so erleidet die
Energie des Systems in beiden Fiilllen entgegengesetzt gleiche
Anderung.

Denn multipliziert man die Gleichung 95a mit mds und
dividiert durch d¢*, so liefert sie:
03,/’ 8.l

c}r, 61;)1

welches die Behauptung ist.
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Lehrsatz, KErleidet die Lage eines Systems zweimal die-
selbe unendlich kleine An(lcnm-* withrend das eine Mal die
An lerungsgeschwindigkeiten der Immdumten das andere Mal
die Momente nach den Koordinaten ihre urc'.prLlnrrlwhen Werte
behalten, so erleidet die Energie des Systems in beiden Fillen
entgegengesetzt gleiche Anderung.

Denn die Anderung der Energie ist im ersten Falle:

und im zweiten Falle

~ 8, F
r)',f-,L = \r E,;—- Opr

’

also ist nach Bemerkung 4:

opll=— 0,0
welches die Behauptung ist.

Folgerung. Die Komponenten der Beschleunigung eines
Systems nach seinen Koordinaten p, lassen sich auch dar-
stellen in der Form: (nach 291b und 292)

-m;‘;, =¢o+ > —-% .

')

Schluffbemerkung zum ersten Buech,

Wie bereits in der Vorbemerkung (1) ausgesprochen
wurde, ist den Lerlurungen dieses Buches die Erfahrung
vollig fern geblieben. Wenn wir also den gewonnenen Be-
ziechungen in der Folge wieder begegnen, so werden wir
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wissen, daB sie nicht der Erfahrung entstammen, sondern
den gegebenen (Gesetzen unserer Anschauung wund unseres
Denkens, zusammen mit einer Reihe willkiirlicher Fest-
setzungen.

Es ist wahr, daB Bildung der Begriffe und Entwickelung
ihrer Beziehungen nur geschahen im Hinblick auf mbgliche
Erfahrungen; es ist also nicht minder wahr, daf einzig die
drfahrung zu entscheiden hat iiber Wert oder Unwert unserer

Uberlegungen. Die Richtigkeit oder Unrichtigkeit dieser
Uberlegungen aber kann durch keine mogliche zukiinftige Kr-
fahrung weder bestiitigt noch widerlegt werden.
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