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16. Uber das Gleichgewicht sehwimmender elastischer
Platten.

Aus Wigpenaxn's Annalen der Physik und Chemie. Bd. 22, 8. 449—455, 1884,

Auf einer unendlich ausgedebnten schweren Flissigkeit,
z. B. auf einer Wasscriliiche, schwimme eine ebenfalls unend-
lich ausgedehnte elastische Platte, z. B. von Kis: auf der letz-
teren mogen eine Reihe von Gewichten rulien, olime dafs eine
seitliche Spannung stattfindet, es wird die Gleichgewichtslage
der Platte gesucht. Die Losung dieser Aufeabe {iihrt zu ge-
wissen paradoxen Resultaten, um derentwillen sie mitgeteilt
werden mige,

Beschriinken wir uns auf kleine Verschiebungen, so super-
ponieren sich die Wirkungen der Gewichte, und es geniigt,
wenn wir ein einzelnes Gewicht P in Betracht zichen, Wir
denken uns dasselbe wirkend im Nullpunkte des Koordinaten-
systemes der ay, deren Ebene mit der als unendlich diinn
angesehenen Platte zusammenfallen mige. Wir setzen ferner
0°[6x* - 0%f6y* = A, x*+y* = o* bezeichnen mit Z und iin
iiblicher Weise die elastischen Konstanten des Materiales der
Platte, mit % ihre Dicke und nennen s das spezifische Gewicht

der Fliissigkeit. Ist dann noch z die vertikale Abweichung

|

der deformierten Platte von der zy Kbene, positiv gerechnet
ist einerseits (BA*12(1 —pu®) 44z gleich dem

von den elastischen Kriiften anf die Flichencinheit nach oben

hin ausgeiibten Schube, Y andererseits ist der chenfulls nach

oben gerichtete hydrostatische Aultrich per Fhicheneinheit

gleich ¢z, Die Summe beider Kiiifte muls Nall sein iiberall

aulser 1m Nullpunkte. Hicr muls der Integralwert der Summe

nach unten, so i

') Siche Curesscn, Theoric der Elasticitit, 1862, & 53
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genommen ither eine selir kleine Fliche gleieh sein dem (Ge-
wichte /I, Do aber der Integralwert des hydrostatischen
Druckes iiber eine solche Fliche versehwindet, so muls schon
der Integralwert der elastischen Reaktion fitr sich dieser Be-
dingung geniigen.  Setzen wir nun noch zur Abkiirzong:

o 2 .

IH“!;J,"? T _at=1/at
go formuliert sich demnach unsere Aufgabe mathematisch da-
hin: Es ist ein Integral der Gleichung A4z 4 a'z = 0 zu
finden, von solcher Beschaffenheit, dafs es verschwinde im Un-
endlichen, endlich sei im Mittelpunkte, und dafs das iiber
die Nachbarschaft des Mittelpunktes ausgedehnte Integral
Srf"'_,f'.-f‘_f:rfm ;_(fr_‘ii"l P werde.

Wir setzen mit Hring!):

¥

h'(r\a_] - f)-“t""”‘f”:m

N

dann ist A(p) eine Lissung der Differentialgleichung Az z:
i

daher ist K (o) —a') eine Lisung der uns vorgelegten Glei-

chung. Iis ist demnach auch:
'”'-:IJ“

47T s

(Klag V(1 +4)] = Klao V(1 =0} , 1)
eine fﬁ‘l.‘-i'lltt_,‘.{ diesel ”li‘if'hlmf_f_ Diesolhe ist !_m.”‘ |’”-”;{1. R
gie auch in reelle Form, so erhiilt man nach einer Umformung
des Integrales:

all [e ”'l“'".“'\ill(.ff\ll 1 vdp

478 ' ] 1

1

welche Form zeigt, dals die angenommene Lisung im Unend-
ichen verschwindet. Um ithre Werte in der Niihe des Null-
licl ] let. U ] Wert ler Niil les Null
punktes zu untersuchen, benutzt man eine von Hrn. Il. WEnEnR

angegebene  lntwickelung?) der Funktion K, zuniichst nach

N Handbuch der Kugelfunktionen, Bd. 1. 8. 102, 1878,
%) Dasclbat, 8. 244, Dei der Angabe des Wertes von C findet sich
hier ein irrtitmliches Vorzeichen.

Mertz, Schriften 19

LANDESBIBLIOTHEK




LANDESBIBLIOTHEK

290 16, BSehwimmende elastische Platton

Busser'schen Funktionen, dann weiter nach Potenzen, und
erhiilt so:

a*l’ |f‘r"'.u"' aph | =
- » r o 1
= s 12.2 logag - 6.2, L_ur.[ vgay — i) 4
. T I u’l{ri rf"g_.«
& "% 5.4.2.4 V9,i.6.8.4.9.6.8 f
3 a.0
{f @~{= )
(1T 2= )i 2. i I
S N TRE 2.4.0.2.4.6 /)

C ist gleich 0,567721. Die Reiken sind so geordnet, dafs Jjede
Horizontalreihe fir sich ein partikuliives Integral der vor-
gelegten Difterentialgleichung  darstellt. Ks ist aus dieser
Form ersichtlich, dafs z endlich bleibt fiir p = 0, ferner wird
das iiber eme kleine Kreisiliiche um den Mittelpunkt erstreckte
|I|I|';_=J':LF:

[ 8dz) '
j.f.!i.-f:f‘- 2 / 0 A Ad2dp = 27 lim I:r\; sy T

do o s

n v \

Danach ist das in Betracht genonunene Integral das gesuchtie,
zugleich haben wir in der Form 3) eine Darstellung gewonnen,

g
welche zur numerisclien Bereclnung von z fiir kleine Werte
von o geeigneb ist. Fir grofse Werte benutzt man eine semi-
konvergente Reilhe, welche man aus 2) durch Fntwickelung
der Wurzel und Integeation der Glieder orhiilt, und deren
.'i|||'.|i|;: ist:
T e 2
z / '“‘"'II’“\'IL | -

l oo !

| : da |
Pl oL Q) J|

/

Noch in cinigen weiteren Formen Lilst sich die Liosung dar-
stellen.  Wir wollen  die obigen dureh die fo

cenden Bomer-
]\m.;h-lu terpretieren,

1. An ,i|l'| St .l! in \'.I'|I|'.='!' L|:|~' Ciewielil .||I|'..'I'|'-'_'_'.| 151,
erreicht die Einsenkung do Platte den rrolsten “"ll. 2

a*’/8s. Die Platte steigt von da nach allen Richtungen
erst langsam, dann schoell, davn wieder lanesan gyl

Niveanw 0 an, in der Entlernung o o isl 0,646z,
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n 151 "II_. {iir 0= Ber 18t 2 r1_n|:r5-| : Naliezn
in der Entlernung p =73 2¢— 3,887« weeliselt z scin Zeichen,

und es erscheint also die Platte nach aulsen zu wulstartie
gehoben um  den Depressionspunkl.  Auffiillig aber mufs es
erschemen, dafs, wenn wir uns nun weiter vom :\liilwl!mrnl\-rr-
entfernen, bestindig mib der Periode Tya.e sich Hebungen und
Senkungen folgen. Es wird die Platte in ein vollstiindiges System

kreisrunder Wellen verworfen, allerdings nimmt die Hishe dieser

Wellen nach aufsen so schnell ab, dafs es nicht wunderbar
erscheint, wenn man dieselben ohne besondere Vorkehrungen
nicht wahrnehmen kann. Die Griflse ¢, welche fiir das Wellen-
gystem charakteristisch 1st, ist eine Liinge. Berechnen wir
dieselbe fiir den Fall, dafs Eis auf Wasser schwimmt, so
haben wir s=10-"%kg/mm?; p kiinnen wir oline Schaden gleich
} annehimen, # haben wir nach einer Angabe von Hrn. Revuscn')
gleich 236 kg/mm? zu setzen, und so erhalten wir fiir ver-
schiedene Dicken A:

k= 10 20 50 1o 200 mm

=048 064 1,27 214 8,060 m,
woraus sich dann leicht die von 100 kg veranlalste Einsen-
kung ergicht:

+. = B4 305 7,72 2,73 0,96 mm.

2. Die Beanspruchung, welche die Platte orfithrt,
ab von den zweiten Dillerentialgquolienten von z nach x und y;
gie wird daher unendlich im Nullpunkte. Dies zeigh an, dafs
die griifste Beanspruchung nicht gefunden werden kann ohine
eine Kenntnis von der Verteilung des Gewichtes. Wir wollen
die Maximalspannung berechnen fiir den einfachen Fall, dals
die Belastung P gleichmiifsig das Innere einer Kreisfliiche vom
Radius £ erfitllt, wo R klein sein soll gegen e, Zun dem
Ende berechnen wir Az, fiir den Mittelpunkt. Neunen wir o
den Abstand vom Mittelpunkte, in welchem das Element 47
des Gewichtes aufliegt, so ist derjenige Teil von Az, welcher
von diesem Elemente herrithrt, nach Gleichung 3) gleich
(a*dP|2as)(log ap—log 24 C). Vernachliissigt sind die Glieder,
welche verschwinden mit o. Eine einfache Integration ergiebf

uns nun:

Iy Siehe Wiepemann's Ann. Bd. 9, &, 329, 1880
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0%z 8%z- “a*F : o
Az, =2 —. =92 -— = flogall — 1 — log2 4 C)
; ox* oy~ 2718 : x
atl

Die Maximalspamung  im Mittelpunkte der gekriimmten
Platte ist nun p = (Fh/2)62z/ax2, bilden wir 7 und setzen fir

a* semen Wert l'.lilj so folet:

a 23 )

P 'JI“:J';::"I! Ill\g all _1]_‘ii.'":|5i}

05 wiire verkelirt, wollte man diese Formel auch dann
noch anwenden, wenn £ abnimint bis zur Ordoung der Dicke
der Platte oder zu mnoch kleineren Werten, s wird sich
niimlich in diesem Falle der Druck im Inneren der Platto
immer noch verteilen aunf eine Kreisiliche, deren Durchmesser
angenithert der Dicke der Platte gleichkommt.  Angenihert
also kiunen wir den Fal

, dals das Gewicht soviel wie miglich
in einen Punkt konzentriert ist, dadurch repriisentieren, dals
wir /2 in der vorigen Formel gleich k{2 setzen, wir erhalten
so fiir die Maximalspannung, der das Gewichit 7 die Platte
iiberhaupt aussetzen kann:

3(1—u®) P s fi

P l,.'HIL!H}

2l | (4

Beispielsweise ergiebt sich fiir unsere eben betrachtoten Kis-
platten bei 100 kg Belastung resp.

" aal B, 81, 1,9 , 047 L_-_[ cm? .,

Die Platte von 100 mm Dicke wiirde das Gewichit sicher
ertragen, diejenige von 50 mm Dicke vermutlich nicht mehr.

3. Der Auftrieb, den das Wasser auf die P'latte infulge
von derven Deformation ausitbt, st gloich:

X e oL
'—J.I/.\'.Z{auf'u . l A Azodp .f”
) i | bl

0or |-1 lll-Ilu L’ll'ii'h lII'IJJ |l|'_.| tenden (3ew 1'}|||' \1\|-- ;:|J||-_1 ;:J.-r:
auch das Gewicht, s wird immer getragen: anl den Aaftrieh,

welchen die ebene unhelastete Platte erfithrt, kommt es nicht
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an.  Leght man eine nicht zu kleine runde Scheihe steifen

|..|]_~i-'!i'-< aufs “ NSK|00 S0 f

nn man die Mitte derselben it
mehreren hundert Gramm helasten, withrend doch der Auf-
trieb des Papieres kanm cinige Gramm betriigt,  Schwimmt

also ein Menseh aufl einer ansgedehnten [Gisplatte, so ist
genan genommen, korrekter, zn sagen, or schwimme. weil er
das Kis dureh sein Gewicht zun einem sehr flachen Bote go-
willbt habe, als zu sagen, er schwimme, weil das Iis leich

genug sei, 1hn neben dem eigenen Gewichte zu tragen. Denn

er wiirde ebenso gut schwimmen, wenn das Eis auch gar
nicht leichter wiire, als das Wasser: und wenn man statt des
Menschen he
kinnten diese

iehig grofse Gewichte anf das Kis stellte, so

ben wohl einbrechen durch das Iis, niemals

aber versinken mit dem Ilise. Die Grenze der Belastung hiingd
von der Festigkeit, aber nicht von der Leichtigkeit des Kises
ah. Die Sache verhilt gich anders, wenn Personen oder (Ge-
wichte gleichmiifsig tiber die Fliche verteilt sind, oder wenn
der Radius der Platte nicht sehr grols, d. h. nicht ein Viel-
faches von & ist.

4. Betrachtet man den letzteren Fall, d. h. den Fall end-
licher Platten, nither, so kommt man zn dem oherwiilinten
paradoxen Resultate, Fiir den freien Rand der kreisrund an-
genommenen Platte milssen die Bedingungen ') erfiillt sein:

1 1 oz _n . fl) o o

I a0 i)

n) Az

Im Mittelpunkte muls dieselbe Bedineung bostohen, wie vorher.
Durch dicse drei Bedingungen ist die aus den drei im Mittel-
punkte endlichen Integralen der Gleichung AAz 4 at= — 0 zu-
sammenzusetzende Lissung vollie bestimmt.  Jenachdem  fiir
den Rand der Platte alsdann sich z negaliv oder positiv er-

gicht, jenachdem also der Rand iiber oder unler den Wasser-

spiegel zu licgen kommt, jenachdem schwimmt die Platte oline
weitere Vorvichtung (ohne eigenen Auftrieh), oder sehwimmt
sie nicht. Der Fall, dals am Rande ¢) z=0 ist, hildet die
(GGirenze. Fragen wir, unter welchen Umstiinden die Gleichungen

a) b) ¢) gleichzeitiz miglich sind,

g0 werden wir auf das Vel

Crepscu, | ¢, 8§ 73,

1 Biche
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schwinden einer Determinante verwiesen, weleche den Radius

der Platte als Unbekannte enthitlt. In der That wird diese
Determinante fiir gewisse Werte von R gleich Null, und zwar
findet man mit einiger Geduld, dals der kleinste Wert von I,

fiilr welchen dies emntritt, zwischen 2,6 ¢ und 2,8 ¢ liegt. Er
licgt Dbei 2,5, wenn p =0, und bei 2,8¢, wenn p=1% ist.

Denken wir uns unsere Platte von gleichem spezifischen Ge-
wichte mit der Flissigkeit, so wird bei jeder Belastung, solange
nicht ihr Radius den obigen Wert besitzt, im Gleichgewichts-
zustande der Rand unter den Wasserspiegel fallen miissen, es
wird daber die Platte aunch nicht das kleinste Gewicht zu
tragen vermigen.  Irreicht der Radins genau den kritischen
Wert, so fiilllt der Rand der Platte in die Wasserlinie, und

ewar fiir jede Belastung, daher vermag jetzt plotzlich die

Platte jedes Gewicht zu tragen, welehes nicht die Elasticitiits
grenze diberschiveitet.  Wird der Radius noch grislser, so wird
am Rande jetzt = negativ, wir diicfen daun also noch ein ge-
wisses Gewicht gleichmiilsiz tiber die Platte verteilen, ohne
dals der Rand derselben tiefer als bis zum Wasserspiegel
herabgedriickt wiirde, d. L. wir diirfen aueh von vornherein
die Platte etwas schwerer, als die Fliissigkeit annehmen.
Denken wir uns also eine solche Platte, die an und fiir sich
nicht sehwimmen wiirde, in ihrer Mitte mit einem hinreichen-
den Gewichte belastet und nun aufs Wasser gelegt, so wird
sie schwimmen; die Sicherheit des Schwimmens wird zanehmen,
je mehr wir Gewichite in ihver Mitte hinzufiigen, sie wird ab-
nehmen, wenn wir Gewichte aus der Mitte entfernen, und
wenn wir hierin eine gewisse (Frenze iiberschreiten, so wird
die Miglichkeit des Schwimmens aufhioren, die Platte wird

w21l Ell.i| Iii']!l “\'*\lc- |:.-g l:u"\\jr'llil'_

Vi ['~i||
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