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6. Uber die Berührung fester elastischer Körper

und über die Ilärte .

Aus den Verhandlungen des Veréeins zur Beförderung des Gewerbefleilses ,

Berlin , November 1882 .

Werden zwei elastische Körper geten einander geprelst ,

50 berühren sie sich nicht in einem mäthematischen Punkte ,

Sondern in einem kleinen , aber endlichen Teile ihrer Ober —

flächen , welchen peil wir die Druckfläche nennen wolleu . Die

Gestalt und Gröfse dieser Fläche und die Verteiluntz der Span —

nungen in der Nähe derselben sind mehrfach ' in Betracht ge —

zogen worden ( WINXKIIk, Lehre von der Elasticitäüt und Festig —

keit . Prag 1867 , J, S. 43 ; Guasuor , Theorie der Elasticität

und Festigkeit , Berlin 1878 , 8. 49 —bho ) , die bisherigen Be -

stimmungen aber sind teils angenäherte , teils sogar behaſtet

mit nicht bekannten Erfahrungskoefficicnten . Indessen ist das

Problem auch einer exakten Lösung fähig , und ich habe die

bezüglichen Kechnungen im 92 . Bande des Journals für reine

und angeéewandte Mathematik . S. 156 , mitgeteilt . “) Da der

Gegenstand in einigen Punkten ein wesentlich tochnisches

Interesse hat , erlaube ich mir , denselben hier etwas vollstän —

diger mit einem die Härte betreflenden Zusatze 2u behandeln ,

den Beweis für die Riclitigkeit der die Grundlage bildenden

Formeln will ich zunächst kurz reproduzieren .

Wir denken uns die beiden Körper zunächst in mathe —

mätische Berührung gehracht , die gemeinsame Normalé fällt

dann zusummen mit der Richtung des Druckes , welchen der

eine Körper auf den anderen nusübt . In der gemeinsamen

Tangentialebene denkon wir uns das rechtwiuklig geradlinige

Koordinateusystem der 7 eiugetragen , dessen Nullpuukt mit

153Sielie Ne. 5 8. 155 .
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dem Berührungspunkte zusammenfalle , die dritte dazu senk -

rechte Koordinate sei 23. Wir können unsere Aufmerksamkeit

beschränken auf denjenigen Teil der Körper , welcher dem Be —

rührungspunkte sehr nahe liegt , da bier die Spannungen aulser —

ordentlich grols sind gegen die im übrigen auftretenden , und

daher auch nur zum kleinsten Teile abhängen von den in den

übrigen Teilen der Körper angreifenden Kräften . Es genügt

daher , die Gestalt der Oberflächen in unmittelbarer Nähie des

Berührungspunktes zu kennen . In erster Annäherung , sobald

wir nämlich unser Augenmerk nur auf jeden der Körper für

sich richten , können wir sogar die Oberfläche derselben mit

der gemeinsamen Tangentialebene 2 0, und die Richtung

der Normalen mit der 2 - Richtung zusammenfallen lassen ; in

zweiter , sobald es nämlich auf den Zwischenraum der beiden

Körper ankommt , reicht es aus , in der Entwickelung der

Flächengleichungen die quadratischen Glieder in & und bei —

zubelialten . Der Abstand gegenüberliegender Punkte der beiden

Oberflächen wird dann ebenfalls eine homogene Funktion zwei —

ten Grades der zu den Punkten gehörigen 2 / sein , wir können

unser System der à7 so drehen , dals aus dieser Funktion das

Produkt in à) / herausfüllt , nach Vornahme dieser Operation

sei der Abstand der Oberflächen gegeben durch die Gleichung

＋ ꝗAuν· ＋ ον. IA und müssen notwendig dasselbe Zeichen

haben , da e nicht durch Null hindurchgchen kann ; zichen wir

die Kurven , für welche e den gleichen Wert hat , so erlialten

wir ein System ähnlicher Ellipsen , deren Mittelpunkt der Null —

punkt ist . Unsere Auſgabe bestelit nun darin , eine solche

Forin für die Druckſläche und ein solches System von Ver —

schiebungen und Spannungen in ihrer Nähe anzugeben , dals :

1. diese Verschiebungen und Spannungen den für das Gleich —

gewicht elastischer Körper geltenden Diflerentialgleichungen

genügen , und dals die Spannungen in groſser Entfernung von

der Drucktläche verschwinden ; dals 2. in den beiden Ober —

ſlächen die Fangentialkomponenten der Drucke überall ver —

schwinden ; dlals 3. in der Oberfläche auch der Normaldruck

aulserhialb der Druckfläche verschwinde , innerhalb derselben

abher Druck und Gegendruck gleich seien , und zwar muls dus

Integral dieses Druckes , genommen her die ganze Druck —

ſlnche , gleich sein dem vorher ſestzusetzenden Gesamtdrucke / )
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dals endlich 4. der infolge der Verschiebungen geänderte Ab —

stand der Oberflächen Null werde in der Druckfläche , und

grölser als Null bleibe aufserhalb derselben . Um die letzte

Bedingung genauer zu formulieren , seien EI , , & die Ver —

schiebungen in Richtung der à %/ in dem einen Körper , Ez, ½ 2
dioselben für den anderen ; in jodem seion sie berechmet in

Beßug auf die von der Druckstelle entfernten , undèeformierten

Teile der Körper , & bedeute die durch den Druck veranlafste

Annäherung dieser Teile . Es haben sich dann zwei beliebige
Punkte der beiden Körper , die gleiche Koordinaten æ, 7 be —

sitzen , durch den Druck genähert um die Gröſse 4 - f＋82 ,
diese Annäherung muls innerhalb der Druckfläche den vorlier

vorhandenen Abstand 4r ＋ υe aufheben , also muls hier sein

1 ε ε α ᷣ dAur? e , wüährend im übrigen in den Ober —

tlächen &1 — ν α te= gAr νe sein muſs . Diese sänitlichen

Bediugungen lassen sich nur durch ein einziges System von

Verschiebungen befriedigen , ich will dieses System angeben
und nachweisen , daſs dasselbe allen Anforderungen genügt .

Als Druckfläche nelimen wir eine Ellipse , deren Axen

zusammenfallen sollen mit denen der Ellipsen e- constans ,
deren Gestalt aber länglicher als die jener ist . Die Grölsen

der Halbaxen à und “ derselben belialten wir uns vor später
zu bestimmen . Wir deéſinieren zunächist eine Funktion 7 durch

die Gleichung :
0 f

7 4

75 37 221 62＋α J

—16C PRRERR1

worin die untere Integralgrenze “ die positivxe Wurzel der

kubischen Gleichung

2 2 2
E 8 — 2

4² Æ u Y⁴⁹N ˙

sein soll . Die Grölse „ ist dann eine elliptische Koordinate
des Punktes ½ , sie ist konstaut in gewissen Ellipsoiden , die
mit der Druckellipse gleiche Brennpunkte haben , und ist Null
in allen Punkten , die der Druckfläche unenlicht nahe liegen .
Die Funktion ?' hat eine cinſache Bedeutung in der Potentinl —

tlieorie , sie ist das Potential eines unendlich Abgeplattéten ,
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Eravitierenden Kllipsoides , welches die Druckfläche auskfüllen

wiirde ; in derselhen Thieorie wird bewiesen , daſs es der Difle —

rentialgleichung
9

P = ννι²r 0
A 6577

genügt . Aus diesem 7 laiten wir nun zwei Funktionen JJTab ,
deren eine sich auf den einen , die andere sich auf den anderen

Körper bezieht , und zwar soll sein :

-L( KT 0 / Tur

. A 0¹ 4500 Dů⸗
Hierin sollen X und 0 die Elasticitätskoefficienten der Körper
bedeuten in der KmqnHuUOEr ' schen Bezeichnungsweise . Der ge —
wöhnliche Elasticitätsmodul V ist durch diese Koefficienten

ausgedrückt :
19＋30

3⸗ • 2 1
1420

dus Verhältnis der Querkontraktion zur Längsdehnung ist

00
.

1420

Für die Körper , welche dem Glase oder Stahle älinlichl Sind ,
ist dies Verhältnis nahezu à, daher 0 nalhe gleich 1, und A

nahe gleich 3/ , für wenig kompressible Körper ist es nahe

un 1, allo hier 0 = , K Il . In unseren Formeln wird

übrigens eine besondere Kombination von K und 0 die Haupt -
rolle spiclen , für welche wir deshalb eine besondere Bezeich —

nung einführen . Wir setzen

2( 1＋00 )

HAᷓJ̃II(IiJ20)

In Körpern , die dem Glase ähnlich sind , ist also ) “ 4/3K

32/9 %, in allen Körpern liegt zwischen 3 / V und 4%, %, da

Hertz , Schriſten 12
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zwischen C und 00 liegt . In Bezug auf die IList zu be -

merken , daſs dieselben , nach obigen Formeln berechnet , unend —

liche Werte annehmen , aber ihre Differentialquotienten , und

endlich . Wir hätten

nur nötig , den LL unendliche Konstanten von passender Gröſse

nur auf diese kommt es uns an , sind

hinzuzufügen , um ihnen selbst endliche Werte zu verleihen .

Durchi einfache Differentiation , unter Berücksiclitigung , daſs

4P = O, findet man :

5¹7 5
K 32

332
K o

Wir nehmen nun für die Verschiebungen in deu beiden

Körpern folgende Formen an :

2 61¹ 6I11
N

6111
＋29,7—8 I. 8 8850

61I , 6115 61I ,
82 — PpS „ ( ◻ 22

0. . 60 2 8

aus welchen folgt :
7 7 4 * 3D 0 37

38 651
5

07—
4 Ks 777 7＋29

6¹
3

2 0¹

KI1( 14201 ) 62

2 5 —
62 — —

R2 (I＋E20½) 52

Dies System genügt zunächst den Differentialgleichungen
für dus Gleichgewicht , denn man hat :

55 47
AA 1 2600⁰ 3 3 0110 ö

0. 05 KAI Gον

und entsprechende Gleichungen gelten für 8. /1 ½ ; und auch

für die C findet man dasselbe Resultat , weun man beèerück —

giehtigt , Gats Aisk .

des Druckes guf die Obertläche (

KFür die tangentinlen Komponenten

0) finden wir , wem wir

die Indices fortlassen :

3* 2 1 3 24 75— 00 8 2 607 5²7⸗
A. K 35 KAaA

6. 02 ls 6 . 59

K 9
5—

83
K 2³ 29 0

52 q; / ( 657̊0 6 % 67 ( r

wie es die zweite Bedingung ſordert .
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Etwas mehr Mühe macht der Nachweis , daſs der dritten

FHorderung geniigt ist . Wir lassen wieder die Indices ſort , da

die Rechnung sich gleichmälsig auf beide Körper beèzielit . Zu —

nüchist ist Atallet8 15 2( 24. ½30)
4 2AK 687 0◻ 2HK 4 ＋

02 E1 A ( n 20 ) 562

2757 9P
4 29 3 20

02 02

also in der Oberfläche J , = 255 % /ß2. Nun erhält man unter

Berücksichtigung der Gleichung für “ allgemein :

6 37 8
GI.

αναuαν .

und es wird also in der Oberfläche , wie es sein muls , 57/2

und also auch J gleich Null , wenigstens aufserhalh der Druck —

lläche . In der Druckfläche , Wo “ = 0 , nimmt der Ausdruck

die Form 0 . 0 an . Das gewöhnliche Verfahren zur Fest —

setzung des walren Wertes einer solchen Form ergiebt :

„ Aun

6 z3y 8 7½
— „ also , da für 2 OD 1 ist ,
02 8αα 11J/1

6 5² /

67 35

02 27 * ¼⁵ *

Hicrin kommt keine Grölse mehr vor , die einen Index tragen

könnte , es ist also in der Druckfläche J , dasselbe für beide

Körper , es ist also hier Druck und Gegendruck gleich . Eud —

lich ist das lutegral von J , üher die Drucktläche gleich dem

3y / Anah ſnclion Inhalt cines Ellipsobides mit den Axenlüngen

1, 4, Y, also gleich 5, und es erhält , also der Gesanitdruck

der Thiat den Wert , welchen wir forderten .

Es bleibt noch übrig zu zeigen , dals auch der vierten

zodingung durch passende Bestinnmung der Halhaxen und /

genügt wird . Zu dem Unde bemerken wir , dals man liat :

1
1 5 29770 * 1

6¹
9,7

02 1 62
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daſs also für die Oberflächen wird 51 1 “ ͤund 39
Da nun innerhalb der Druckflüche die untere Integralgrenze 7

konstant , nämlich 7 = 0 ist , so nimmt innerhalb derselben 7

die Form Yαπά◻νν⁊αα ν an , und es ist daher nur nötig , a , )

und & so zu bestimmen , daſs ( 91 ＋9f7 ) ¹ = , .
(901 Thοu, = mwird, um der Gleichung 1 —ο α = ανεεε ε
zu genügen ; diese Bestimmung aber ist immer möglich . Die

Gleichungen für à und “ lauten explicite geschrieben :

ο
du 4 16n

IIAEIhᷣö ( αοννο
H

νο g3
0

UÆαπν ‚ονιονονν
8

0

Es lälst sich ' schliefslich leicht zeigen , dals auch die

keineswegs unwesentliche , aufserhalb der Druckfläche geforderte
Ungleichheit erfüllt ist ; da der Nachweis die Wiederholung
komplizierter Integrale erfordert , übergehe ich denselben .

Unsere Formeln bilden also die richtige Lösung des ge —
stellten Problems und wir können uns ihirer bedienen , um die

hauptsächlichsten , in Bezug auf den Gegenstand zu stellenden

Fragen zu beantworten . Zunächst ist nötig , die Bestimmung
der Grölsen à und 5 weiterzuführen , denn die bisher für
dieselben gefundenen Gleichungen sind nicht ohne weiteres

aufzulösen , und es sind im allgemeinen nichit einmal die Grölsen
und explicite bekannt . Ich nehme an , es seien uns ge —
geben die vier Hauptkrümmungen ( reciproken Hauptkrümmungs —
radien ) der beiden Oberflächen , sowie die gegeuseitige Lage
der Ebenen derselben ; seieu die ersteren 815 12 für den

1 und 0½½ für den anderen Körper und es sei der

und 00
einen ,

Winkel , welchen die Ebeue von 61 mit derjenigen von 07½1 bildet .
Die seien positiv gerechnet , wenn die zugehörigen Mittel —

punkte im Iuneren des betreèflenden Körpers liegen . Unser

System der 2 / liege so , dals die àlEbene mit der Abene von

ou1 den einstweilen unbekannten Winkel % bildet . Dann sind
die Gleichungen der Oberflächen diesé :
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22 . α οενν⁰οαν οsẽp)M) 6 A 0ꝗοσοs ο eÆsin 60)

22 bOei α αο⁸fνον οαν]νν ννtnαν ε ν]

—Oee ( / cosαννο ν ] sin ο ν ] οοο .

Die Differen : 21 — 2, giebt den Abstand der Oberflächen ,2

setzen wir dieselbe = A4r ＋ ν und nun rechts und links

die Koefficienten von 422, 2 / 7) gleich , so erhalten wir 3 Glei —

chungen für , A und E ; die Auflösung derselbén ergiebt für

den Winkel , der offenbar die Lage der Axen der Druck —

ellipse zu den Flächen bestimmt :

sin 20 (021 — 022)

611 — 612 ＋T( 021 — 0720 C08200

2EAND = Uuν οοννο οE,EW - ̃e

2C - D ̃beCc0dνιοοο .

tg 20 ũ7 „ und für und

Für das Folgende ist es bequem , einen Hilfswinkel à ein —

zuführen durch die Gleichung

A -
C08 1

es ist dann

7
24 ( oun ＋T 02 ＋ 021 ＋T One ) sin ?

3
25 ((oii T Oαν oO2) cos

7

Diese Werte wollen wir in die Gleichungen für à und 5 ein —

setzen , gleichzeitig jedoch die Integrale in denselben in der

Weise umformen , dals wir in der ersten u 5222 , in der

zweiten u a setzen und das Verhältnis /4 mit & bezeich -

nen , wir erhalten so :

1

U
da 3 61½⁰ ( L612 ＋E 021 T622 938

* 70912 2)56C1,f270 37 17¹ 192 2

EE

1 42 42 071 ＋ 612 ＋T62¹ ＋622 2 2
608 *

53
„ 2 8

27 8 110 2
* VIαν 01˙

N825
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Dividieren wir die Gleichungen durch einander , so erhalten

wir eine neue , in der nur noch & undeꝝ vorkommen , & ist

also Funktion lediglich vonez und das Gleiche gilt also von

den noch in den Gleichungen vorkommendeu Integralen . Wenn

wir dieselben daher in der Weise auflösen , duls wir schreiben :

3

/ 35 ( 9 , J9 ,
2 1 U

9˙⁰ 1 ˖ · 9
5

8( 011 ＋012 ＋621 T 622)

3

/ Pberon

8( 011 ＋T612 ＋T 621 T 622

so sind ½½ und v lediglich abhängig vonů2 , also von dem

Axenverhältnisse der Ellipsen e = constans . Die in Betracht

kommenden Iutegrale lassen sich sämtlich zurückführen auf

ganze elliptische Integrale erster Art und deren Differential —

quotienten nach dem Modul , können also mittels der LEAENDRR “ Z

schen Tafeln olme neue Quadraturen gefunden werden . In —

dessen sind die Rechnungen weitläufig und ich habe deshalb

die unten gegebene Tabelle ! ) berechnet , in welcher zu zehn

Werten vonl à die zugehörigen ½äundes sich finden , die Tuter —

polation zwischen diesen Werten wird wohl immer genügende

Genauigkeit bieten . Unser Resultat können wir dahin zu —

sammenfassen : Die Gestalt der Druckellipse ist einzig bedingt
durch die Form der Ellipsen e - constaus , bei gleicher Ge —

stult sind die linearen Dimensionen derselben proportional der

dritten Wurzel aus dem Drucke , umgekellrt Proportional der

dritten Wurzel aus dem Mittelwerte der Krümmungen , sowie

Proportional , der dritten Wurzel aus dem NMittelwerte der

elastischen Koeflicienten , also sehr nalie proportional der

dritten Wurzel aus dem Mittel der reciproken Elasticitäts —

module . Zu bemerken ist noch , dals der Inhalt der Druck —

tlüche unter soust gleichen Uuiständen zunimmt , je läuglicher
ihre Gestalt ist ; denken wir uns also von zwei in Berührung

1) ü f f f
90 80 70 60 50 40 60 e

1,000 1,128 1,28,4861,7542,1362,741,778 6,612

* 3f 1,000 ( 0,893 9 . 802 0,717 0,6410,567 90,930,4080,3190
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bafindlichen Körpern bei gleichbleibendem Drucke den einen
um diie gemèeinsame Normale gedrelit , 50 wird die Grölse der
Druckfläche ein Maximum , der mittlere Druck pr . Flächen —
einheit ein Minimum in derjenigen Lage , für welche das
Axenverhältnis dor ruckellipss um meisten vonnſahweiclit .

Unsere nächste Erage betrilflt die Uinsenkungen , welche
die Körper erleiden und die Annüherung , welche sie infolge
des Druckes erfahiren ; wir haben die letztere 4 genannt und
ihren Wert schon gleich ( 91½˙σν gefunden ; indem wir das

Integral L ein wenig umformen , erhialten wir :

35 Ji ＋40 ¹⁊

8R 4 ö I6¹οαα2 )
0

Als Einsenkungen können wir passend die Annäherung des

Mittelpunktes an die entfernten Teile der Körper bezeichnen ;
wir erhalten die Werte derselben sehr einfach , indem wir 4
durch Ausführung der Multiplikation mit ½ ＋ ½ in zwei
Summanden zerlegen . Denken wir uns für à seinen Wert

eingesetzt , so erkennen wir , daſs α einen Zahlenfaktor enthält .
welcher von der Gestalt der Druckellipse abhängt , dals übrigens
bei gleichem Werte dieses Faktors 4 proportional ist der

3 Potenz des Druckes , der P' otenz des Mittelwertes der

Koellicienten , sowie der dritten Wurzel des Mittelwertes
der Krümmungen . Werden eine oder mehrere dieser Krüm —

mungen unendlich stark , so werden Annäherung und in —

senkungen unendlich grofs , diese lolgerung wird hinlanglich ,
erläutert durch die eindringende Wirkung der Spitzen und

Selmeiden .

Wir hatten angenommen , dals die Druckfläche 80 klein

sei , dals die undeformierten Oberflächen in einem gagen die

Druckfläche groſsen Bereiche sich durch eine Fläche zweiten

Grades darstellen liefsen . Nacht Ausübung des Druckes können

wir eine solche Voraussetzung nicht mehr machen , in der That
wird aulserhalb der Druckfläche die Oberfläche sich nur durch eine

verwickelte Funktion darstellen lassen . Es zeigt sich aber , daſs

innerhalb der Druckellipse die Oberfläche mit derselben An —

näherung wie vorher eine Fläche zweiten Grades geblieben ist .

Man hat hier nämlich einmal 3 = 2αιe = AAlr ?= Bu/?= 4 21 ＋2 .
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andererseits & 2 , also g1 : 82⸗ 917 , drittens hiit

man als Gleichung der deformierten Oberflächle 2 ◻½ ＋ i22 ＋EN51
aus diesen folgert man leicht unter Vernachlässiguntz einer

Konstanten ( 97 ＋ . ) 2 971 ＋ 12 , welche Gleichung das

ausspricht , was wir beweisen wollten ; sie zeigt aulserdem ,
dals sich die gemeinsame Oberfläche nacht der Deformation

zwischen die beiden ursprünglichen Oberflächen legen lälst ,
und der Oberfläche desjenigen Körpers ähmnlicher ist , dessen

Elasticitütsmodul der gröfsere ist . Bei Berührung von Kugeln
geliört die Druckfläche gleichfalls einer Kugel an , bei der Be —

rührung zweier Cylinder mit gekreuzten Axen einem hyper -
bolischen Paraboloid .

Wir haben bisher von den Formveränderungen gesprochen ,
wir ziehen jetzt die Spannungen in Betracht . Den Normaäl —

druck in der Druckfläche haben wir schion gefunden :

370 ＋a * 3 3
2 4 AI

Derselbe nimmt also zu vom Rande aus gegen die Mitte , wie
die Ordinaten eines über der Druckellipse stehenden Ellipsoides ,
er ist Null am Rande und in der Mitte anderthalbmal 8o grols ,
als wenn der Gesamtdruck sich gleichumäſsig über die Druck —
tläche verbreitete . Aulser J , lassen sich noch die beiden an —
deren Hauptspannungen im Nullpunkte in endlicher Form dar —

stellen , es genüge auzugeben , dals dies gleichfalls DPrucke von
der Ordnung von J , sind , die so stark sind , dals , falls das
Material überhaupt kompressibel ist , es iu allen drei Rich —

tungen zusammengedrückt wird . Ist die Druckfigur ein Kreis ,
so verhalten sich diese Krälte zu J , wieée 14 10/ ( 61＋720 ) : 1 ,
tür Glas beiläutig etwa wie 5/6 : 1. Die Verteilung der Spau —
nungen im Inneren hängt ab vou der Form der Druckellipse ,
nulserdem aber auch wesentlich von dem Ilasticitätskoeflicion —
ten 0 , so dals sie eine ganz andere sein kann in deur einen
und dem anderen zweier sicht berührender Körper . Vergleichen
wir die Spannungen in demselbhen Matèerial bei glèeicher Gestalt ,
aber ungleicher Grölse der Lruckellipse und verschiédener
Grölse des Druckes , so schen wir , dals die Spannungen in
solchen Punkten , welche zur Druckfläche ähnlich licgen , pro —
Portional sind ; aus den bekannten Spannungen kür den einem
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Kall erhalten wir die Spannungen für älmlich gelegene Punkte
des zweiten Falles , indem wir erstere multiplizieren mit dem
Verhältnisse der Gesamtdrucke und dividieren durch das Ver —
hältnis der Druckflächen . Denken wir zwei bestimmte Körper
in Berührung und nur den Drucké zwischen ihnen variabel , 80
wächst die Beanspruchung des Materials wie die dritte Wurzel

aus diesem Drucke .

Ls ist schlielslich wünschenswert , ein anschauliches Bild

von der Verteilung der Spannungen im Inneren zu , erhalten ,
die Formeln sind indes viel zu verwickelt , als dals es möglicli
würe , ein solches ohne weiteres aus denselhen abzulesen . Man

kann indessen durch Betrachtung der Spannungen in der Nähe

der 2Axe und der Nähe der Oberfläche eine angenäherte

Vorstellung von dieser Verteilung erliͤlten . Das Resultat lälst

sich ctwa durch die folgende Beschreibung und die beistehencle

Fig . 19 wiedergeben .
Letztere stellt einen

Schnitt durch die

2 Axe und eine Axe

der Druckellipse dar ,

gegen einander ge —

kehrte Pfeile be —

deuten einen Zug ,
von einander ge —

kehrte einen Druck ,
die Figur bezicht sich auf den Fall , daſs 0 1. Das Stück

Fig . 19.

453ο ⁰des Körpers , welches vorher eine Erhöhung über der

Druckfläche bildete , ist nunmehr wie ein Keil in den Körper
hineingepreſst , es pflanzt daher den Druck nicht nur in gerader

Richtung A , sondern auch , wenn auch nicht mit gleicher

Stärke , in den schrägen Richtungen ½ und ½ ſort ; die

Folge davon ist , dats das Element / auch in seitlicher Rich —

tung krültig komprimiert wird , andererseits die T' eile bein/“

und das Bestreben erhalten , sich von einander zu entſernen

und so die zwischen ihmen liegendlen Teile spannen . Es herrschit

also auf dem Flächenelemente , dessen Normale die æ- Riclitung

hat , bei 4 Druck , der , wenn wir ius Innere gehen , auf Null

sinkt und in Zug übergeht , welcher schnell ein Maximum er —

reichit und dann mit wachsender Untternung wiedder auf Null
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absinkt . Da die bei 4 befindlichen Teile auch in seitlicher

Richtung komprimiert sind , so müssen sämtliche Punkte der

Oberfläche dem Nullpunkte genähert und also in der Richtung
auf denselben angespannt sein , in der That geht der bei 4

in Richtung der herrschende Druck , weun wir auf der * Axe

ſortschreiten , noch innerhalb der Druckfläche in Zug über ;
letzterer erreicht in der Nähe der Grenze derselben sein Maxi —

mum , um dann wieder auf Null abzufallen . Die Rechnung
ergiebt , dals für = 1 diese Zugkraſt bedeutend grölſser ist ,
als die im Inneren wirkenden . Was den dritten Hauptdruck ,
welcher senkreécht zur Zeichnungsebene ist , aulangt , so ist der —

selbe in der Axe nätürlich von derselben Art , wie der in

Richtung derů à herrschende , in der Obertläclie ist er ein

Druck , da hier sämtliche Punkte dem Nullpunkte genäliert
sind . Ist das Material inkompressibel , so vereinfacht sich das

Lild ; d nämlich die Teile bei 4 nicht zusammengehen , fallen

die Zugkräfte in der Oberflächie fort .

Wir erwälinen noch kurz die Vereinfachungen , welche die

Formeln erlangen , sobald die berührenden Flächen Kugel —
oder Cylindertlächen , die lüngs einer erzeugenden Graden zu —

summenstolsen , sind . In ersteren Falle ist einfach x ÆH⁰hανεH
011 612 61 621 022 027 Als0 wird :*

7

3

** 37⁰¹4 37 ( 01 ＋ 97 )
*0 K

16( 01 E820 16 4

Nicht ganz so direkt ergiebt sich die Formel für die Be —

rüllrung zweier Cylinder . Wir lassen hier die grolse Axe
der Hllipse à unecudlich werden , dann müssen wir auch den

Gesamtdruck 5 unendlich werden lassen , wenn der Druck auf
die Längeneinheit des Cylinders endlich werden soll . In der
zweiten der Gleichungen I) haben wir dann 5 (61 ＋ 02) / 2,
ſerner köunen wir „ gegen 4 vernachlässigen , 4 also vor das

Integralzeichen nehmen und schilielslich für die unbestimmte
Grölse /d οο eine willkürliche endliche Konstante sètzen ;
wir wüllen als solche 3/ . es wird sich gleich zeigen , dals
dann den Druck auf die Längeneinheit des Cylinders be —

zeichnet . Das Integral der Gleichung lüfst sichinan nuustühren ,
und dieselbe ergiebt :
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75 ( 795 7
0¹＋

Für den Druck findet inan :

27 05
72 155 0 — e;

man kann nun leicht sich überzeugen , daſs „ die ihm hei —

gelegte Bedeutung hat . Die Annäherung & würde nachi unserer

allgemeinen Formel hier logarithmisch unendlich werden , der
Sinn hiervon ist der , dals sie nichit allein abhüngt von den

Vorgängen an der Druckstelle , sondern wesentlich bedingt ist
durch die Form der ganzen Körper , ihre Bestimmung füällt
dalier auſserhalb des uns hier beschäftigenden Problems .

Teils um einen Beweis für die Zuverlässigkeit der ge -
zogenen Folgerungen und deren Anwendharkeit auf wirkliche

Verhältnisse zu lieſern , teils um ein Beispiel für die Benutzung
derselben zu geben , will ich einige Versuche beschreiben , die

ich angestellt habe , um die erlangten Formeln mit der Er —

falirung zu vergleichen . Die Versuche wurden in der Weise

ansgefülhrt , daſs die beiden in Betracht kommenden Körper mit —

tels eines horizontalen , einarmigen Hebels aneinandergedrückt

wurden , an dessen freiem ude die den Druck bestimmenden

Gewichte hingen , und an welchem in der Nähe des Drelipunktes
der eine der Körper befestigt war . Der andere , welcher die

Unterlage bildete , war mit einer möglichst dünnen Rulsschicht

überzogen , welche die Gestalt der Druckfläche zurückchalten

sollte . Der Hebel mit seiner Belastung wurde mittels eine

Schraube vorsichtig auf die Unterlage herabgelassen und wieder

von derselben abgehoben . War der Versuch gelungen , so durfte

der Ruls nicht verwischt , sondern nur plattgedrückt sein , in

durchfallendem Lichte lielsen sich dann die Druckstellen kaum

erkennen , im reflektierten Lichte aber zeigten sie sich als

glänzende kleine Kreise oder Ellipsen , die sich untern Mikro —

skope ziemlich genau messen liefsen . Die folgenden Angaben
sind immer schon das Mittel aus 5 —8 Messungen .

Ich prüfte zunächst , ob die Dimensionen der Druckfläche

wüchisen , wie die dritten Wurzeln aus dem Drucke . Zu dem

lunde war am Hebel eine Glaslinse von 28,00 mm Radius be —
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estigt , der kleine Hebelarm betrug 114,0 mm , der grolſse
930 mm . Die Unterlage wurde durch eine ebene Glasplatte

gebildet , an einem Stabe aus demselben Glase war der Elasti —

citütsmodul bestimmt und gleich 6201 Kkg/ mm ? gefunden . Das

Verhältnis der Querkontraktion zur Längsdehnung für Glas

ist nuch WInTUIM 0,32 , daraus ſolgt 0⸗88/9 , K2349Kkg / mun! ,

½⸗ = 0,0005790 mme/kEg. Hiernach ergiebt uns unsere Formel

den Durchmesser des Druckkreises in mm : 4 = 6,3650 ½ wenn

FY in Kilogrammen gerèchnet wird . In der folgenden Zusum —

menstellung giebt die erste Reilie in Kilogrammen die Ge —

wichte am Ende des langen Hebels , die zweite den gemessenen
Durchmesser der Druckfläche in Umdrehungen der Mikrometer —

schraube , deren jede 6,2737 mm var . Die dritte Reihe

endlich giebt den Quotienten 4 : ˙½ , diese Grölse muſs nach

dem Vorigen eine Konstante sein .

0 0,2 0„4 05,6 0,8 1,0 „0 2,5 3,0 3,57 U U 7 781,

d 1,56 3. 97 4,022,03 2,19 2,59 2,68 3,13 3,52
3

d : / 2,67 [2,75 82

1

2,60 2. 76 „266256 „78 [ 2,79 2,71 [2,70 2,65

In der That bleibt also der genannte Quotient bis auf

Unreégelmälsigkeiten konstant , obgleich die Gewichte bis zum

15 fachen ihres Aufangswertes variieren . Um den tlieoretischen

Wert desselben zu erhalten , haben wir den oben berechneten

Faktor 0 . 3650 durch den Millimeterwert der Schraube zu divi —

dieren und mit der dritten Wurzel des Verhültnisses des grolsen
zum kleinen Hebelarm zu multiplizieren ; wir erhalten so 2,685 ,
eine Grölse , welche mit dem Mittelwerte der Beobachtungen ,
nämlich 2,707 , fast völlig zusammenfällt .

lehh habe zweitens die Sätze über die Gestalt der Druck —

flüäche geprükt , indem ich zwei Glascylinder , die den gleichen
Re 7,37 min besalsen , unter verschiedener Neigung
der Axen aneinanderprefste . Nennen wir % die Grötse

dieser Neigung , so wird bei Beuutzung früherer Bezeichnungen :

011 ẽẽů̃ 0, 021= 02 O, als0 4＋ÆBſ = , A- 5 0 cosSαο , So —

nach der NüIE , Beèestimmt man dicher für einen und

denuselben Druck die grolsen und kleinen Aven der Pruck
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ellipse bei verschiedenen Neigungen , dividiert dann die grolsen
Axen durch die dem Neigungswinkel zugehörige Funktion J15
die kleinen durch die zugehörige Funktion , So muls das Re —

sultat aller dieser Divisionen eine und dieselbe Konstante sein ,
und zwar die Gröfse 2 ( % % / % ν . Die folgende Tahelle gicht
nun in der ersten Spalte in Graden den Neigungswinkel h , in
den beiden ſolgenden die gemessenen Werte 23 und 27 in

Teilen des hier angewandten Okularmikrometers , deren 96,0
ein Millimeter bedeuten , und in den beiden letzten die Quo —
tienten 2/u und 25/ .

0
0 2 25

—

1¹

90 40,6 40,6 40,6 40,6
8⁰ 45,4 i410
70 52,8 f50 „ 6443 38,7
60 59,6 27,6 40,0 33,5
50 23 26,4 iee
40 90,4 23,8 4252 42 . 0
30 110,0 42,6
20 rn 41 . 3 45,3
10 274,6 15,0 41,6 47,0

Die Quotienten ergeben also in befriedigender Weise den —

selben Wert , mit Ausnahme derjenigen für die kleinen Axen

bei geringer Neigung . Is ist aber zu bemerken , daſs es bei

einer solchen Neigung üulserst schwierig ist , die Cylinder 80

auſeinanderzubringen , dals die gemeinsame Tangentialebene

genau horizontal werde , bei jeder anderen Lagerung aber findet ,

ein geringes Gleiten des einen Cylinders am anderen statt ,
welches die kleine Axe ungebührlich vergröfsert . Der Druck

bei allen diesen Messungen betrug 12 kg , nehmen wir auch
hier für ) den Wort 0,0005790 , 80 folgt aus den gemacliten

Angaben für die theoretische Grölse der Konstanten der Wert ,

40,80 , welcher mit dem Mittel der aus à gefolgerten Werte ,
nämlich 40,97 , fast völlig übereinstimmt , während er von dem

Mittel der aus 5 gefolgerten , nümlich 41,88 , aus den erwälm —

ten Gründen um eine Kleinigkeit abweicht .

Ich habe schlieſslich den Versuch gemachit , auch die Ab —

hängigkeit von den Elasticitätsmodulen experimentell zu prüfen ,



190 6. Uber die Härte .

indem ich eine Stahlliuse gegen ebene Flächen verschiedener

Meétalle preſste . Ich faud hier uber Schwigrigkeiten in der

Beobaclitung ; einmal nämlich ist es nicht so leicht , wie beim
Glase völlig ebene und glatte Flächen zu erhalten , zweitens
lassen sich die Metalle nicht so gut berulsen , dritteus muls
man sich , um nicht die Ilasticitütsgrenze 2u überschireiten ,
auf sehr kleine Drucke beschrünken . Alles wirkt zusammen ,
um nur unvollkommene Drucktiguren zu Stande kommen zu

lassen , die daun bei der Messung der Willkür ziemlich freien

Spielraum geben . Ich erlhielt Werte , die durchgehends von
der Ordnung der berechneten , aber mit zu grolsen Unsicher —
heiten behaftet waren , als dals sie sich zu einer genauen Prü —

fung der Theorie eigneten . Auch zeigen die mitgeteilten Zalilen

hinlänglich , dals unsere Formeln keineswegs in der Luft

schlweben , und werden so die Auwendung rcelitfertigen , die
wir jetzt von ihnen machen wollen , und welche den Zweck
hat , eine klarere Vorstellung von und ein exaktes Maſs für

diejenige Eigenschaft der Körper àu gewinnen , welche wir
Hürte nennen .

Die Härte wird gewöhnlich definiert als die Festigkeit ,
welche die Körper dem Eindringen von Spitzen und Schneiden

entgegensetzen . Die Mineralogen haben sicli beguügt , in der —
selben eine nur nach melir oder weniger angebbare Kigeuschaft
zu sehen ; sie neunen härter denjenigen von zwei Körpern ,
welcher den anderen ritzt . Dafür , dafs sich ' nach dieser De —
finition eine Reihenfolge aller Körper nacht ihrer Hüärte her —
stellen lülst , ist Bedingung , dals , wenne das B3 und das C

ritzt , dals dann auch das Critzt und nicht umgekelrrt ,
terner , dals , wenn eine Spitze aus 4 eine ebene Platte aus 3
ritzt , dann niclit etwa eine Spitze aus wiederum in eine
Platte von “ eindringt . Die Notwendigkeit des Zutrelleus
dieser Voraussetzungen ist nicltt von vornherein ersiclitlich ,
indessen hat die Irfahlrung dieselben goreclitlertigt , eine quanti —
tative Bestimmung der Ulärte van irgend welchem Werte kamt
das ervähnte Verfahren nicht geben . leine Solche zu findlen ,
sind verschicdene Versuche gemaelit . VIUSatESNRHdAA unels ( lia
Härte dureh die Zahl der Sclilüge , welche er auf den Kopt
eines Meitsels führen mufste , um eine kleine Rarre des zu
untersuchenden Materials von geégebenen Pimeusionen Fu
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durchschneiden ; um das Jabhr 1850 haben die Herren CRxck —

CXLVHER und JonsSsox die Härte bestimmt durch das Gewicht ,

welches nötig ist , um einen abgestumpkten Stahlkonus mit

ebener Endtfläche von 1,25 mm Durchmesser in èiner halben

Stunde 3 . 5 inm tief in das zu untersuchende Mateèrial einzu —

treiben ; in einem 1865 erschienenen Bucheh ) bestimmt Ilerr

HUdumuwv die gleiche Kigenschtt durch das Gewicht , welches

nötig ist , eine ganz bestimmte Spitze 0 , Umm in das Material

einzusenken . Neuère Deſinitionsversuche habe icli niclit kennen

gelernt . Allen diesen Versuchen lassen sich folgende Vorwürfe

machen : 1. Es ist das erreichte Mafls nicht nur kein abso —

lutes , da zur Bestimmung der Hürte eines Körpers durchaus

ein härterer erforderlicheist , Sondern es ist vollständig abhängig
von einer zufällig gewülilten Spitze ; aus den erhialtenen Werten

lcönnon wir durchaus nicht schlielsen auf die zum Fintreiben

einer anderen Spitze notwendigen Kräfte ; 2. da endliche und

dauernde Formveränderungen benutzt werden , 80 treten

clustische Nachwirkungen , die docht mit der Härte niclits zu

tluun haben , in nicht zu übersehender Grölse in die Messung

ein , wie die Kinführung der Zeit in die Definition der Herren

CRACE - CXLUVHRT und JonxsoN nur allzu deutlich zeigt , und es

ist daher selbst zweifellaft , ob die gewessene Härte den Kör —

bern unter allen Umständen die Reihenfolge der gewöhnlichen

Hüärteskala giebt ; 3. kann man nieélit behaupten , daſs die 80

gemessene Härte eine Eigenschaft der Körper in deren ur —

sprünglichem Zustande ist ( obgleich sie zweiſellos dureh den —

Selhen bedingt ist ), . Denn in der Lage der Messung rulit die

Spitze schon auf dauernd gedehnten oder komprimierten Schich —

ten des Körpers .
leh will nun versuchen , an dié Stelle dieser eine andere

Definition zu sétzen , welcher man die gleichen Vorwürke niclit

machen kann . Die Festigkeit zunächist will ich nicht bestimmt ,

ansehien durch solche Kräfte , welche gewisse bleibende Aucle —

rungen hervorrufen , sondern durchedie gröfsten Kräfte , welchie

oben noch wirken dürlen , ohne dals ( mit einer gewissen vorher —

bestimmten Genauigkeit ) Abweichungen von der vollkommenen

1) M. F. Hraursyv , Recherches expérimentales sur la duret “

des corps .



192 6. Uber die Härte .

Elasticität vorkümen . Da das Material nachi Einwirkung solcher
Kräfte in seinen Anfangszustand zurückkelirt , so ist die 8o
detinierte Festigkeit eine Grölse , die sich wirklich auf das ur -
sbrüngliche Material bezielit , was man niclit in gleicher Weise
von einer andors detinierten Festigkeit aussügen kann . Dus
allgemeinste Problem der Lestigkoit isotroper Körper wäre
nun oflenbar die Beantwortung der Frage : Innerhalb welcher
Grenzen dürfen die auf ein AHlement wirkenden Hauptdrucke
M, I½, J , liegen , damit die Elasticitätsgrenze nichit überschrit —
ten werde ? Denken wir uns die A. , L, V, als rechtwinklig
geradlinige Koordinaten , so wird es in diesem Systeme für
jedes Material eine gewisse geschlossene oder teilweise ins
Unendliche auslaufende Fläche um den Nullpunkt geben , welche
der HElasticitätsgrenze entspricht ; die A, J/ , V½, welchie den
Punkten innerhalb dieser Fläche zugehören , werden ertragen ,
die übrigen nicht . Zunächst ist klar , dals , wenn wir für das
in Betracht kommende Materiai diese Fläche oder die ent -
Sprechende Funktion 7 ( 1 , ½%J . ) 0 kennten , wir schon alle
Fragen , zu deren Lösung uns die Härte verhelfen soll , béeaut —
worten könnten . Deun denken wir uns eine Spitze von ge —
gebener Gestalt und aus gegebenem Mateérial gegen einen an —
deren Körper gedrückt , so kennen wir nach dem Vorigen
sümtliche in den Körpern auftretende Spannungen , wir haihen
also nur zu untersuchen , obh, unter denselben eine ist , die cinem
Punkte autserhalb der Flnchie ( A 1½% . ) = 0 eutsprichit , um
sugen zu können , ob und in welchem der beiden Körper eine
bloihende Deformation ciutritt . Indessen ist zu einer Bestim —
mung jener Flchee bisher nicht einmal der Versuchi gemacht ,
wir kennen nur einzelne Punkte derselben ; 80 entsprechen die
Schnittpunkte mit den Positiven Axen der Druckféstigkeit ,
die mit den negatixen Axen der Juglestigkeit , andere Punkte
der Torsionsfestigkeit ; allgamein kann män sugen , dals jedem
Punkte der Festigkeitsfläche eine gewisse Art von Festigkeéit
entspricht . Wir werden daher auch die Hlärte einem beéestimmuit
angehbaren Punkte der L' e tigkéitstlächie entsprechien lassen und
uns bognügen , die Laige dieses zu kennen , 50 lange uns die
Gesamtform ver borgen ist . Dies Ziel drréichen wir durch
lolgende Definition : Die Ilnrte ist die Festigkeit , welche Ein
Körper derjeuigen Detorutation entgegensctzt , die einer Be
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rüllrung mit kreistörmiger Druckfläche entspricht . Ein abso —
lutes Mals aher für die Härte erhalten wir , wenn wir fest -
setzen : Die Härte eines Körpers wird gemessen durch den
Normaldruck auf die Flächeneinheit , welcher im Mittelpunkete
einer kreisförmigen Drucklläche herrschen muls , damit in einem
Punkte des Körpers die Spannungen eben die Ilasticitätsgrenze
erreichen . Um diese Definition zu rechtfertigen , haben wir
zu zeigen : 1. dals die in ihr nicht bèerücksichtigten Neben —
umstände aulser Belang sind , 2. daſs die Ordnung , in welche
sie die Körper nach der Härte bringt , zusammenfällt mit der

gewöhnlichen Härteskala . Um das erste zu beweisen , denken
wir uns einen Körper aus dem Materiale JT in Berührung mit
einem Körper aus 5 , und einen anderen Körper aus 4in

Berührung mit einem Körper aus C. Die Form aller Ober —
flächen an den Berührungsstellen Soll beliehig sein , wir nellmen
aber an , daſs die Druckfläche ein Kreis sei , und daſs und
C hürter als 4 oder gleich hart scien . Wir Kkönnen dann den
Gesumtdruck in beiden Berührungen gleichzeitig so von Null
an wachisen lassen , daſs der Normaldruck im Mittelpunkte des
Druckkreises beständig in beiden Fällen derselbe ist . Wir

wissen , dals dann in beiden Fällen üiberhaupt dieselben Span —
nungen gleichzeitig auftreten , gleichzeitig und in zur Druck —
llüche ähnlich gelegenen Punkton muls daher nuclr dic erste

Uberschreitung der Mlusticitätsgrenze stattſinden . Wir würden
dalier auch aus beiden Fällen für die Härte dieselbe Gröfse

gefunden haben und diese Härte würde demselben Punkte in
der Festigkeitsſläche entsprochen haben . Ubrigens ist Klar .
dals die Elemente , in welchen die Uberschreitung der Elasti —

citütsgrenze stattſindet , für verschiedene Materien eine schr
verschiedene Lage zur Druckfläche haben können , und daſs
die Lage der Härtepunkte in der Druckſläche eine sehr un —
ühnliche sein kann . Is ist noch darauf aufmerksum zu machen .
daſs der zweite Körper , dessen wir uns bedient , um die Hürte
von 4 zu bestimmen , aus demselben Mateéerial / bestehen
durfle , wir haben also zur Bestimmung der Härte eines Mate —
riales ein anderes überhaupt nicht nötig ; dies ist der Umstand .
welcher uns berechtigt , obige Messung als eine absolute 2u
hezeichnen . Um den zweiten Punkt zu erweisen , denken wir
uns zwei Körper von verschiedenem Material aneinanderge —

lertz , Schriſten . 13
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drückt , die Druckfläche sei ein Kreis , die nach unserer Fest —

setzung gemessene Härte des einen I , die kleinere des zweiten N.
Lassen wir nun den Druck zwischen ihnen wachsen , bis der

Normaldruck im Nullpunkte eben übersteigt , so wird der

Körper mit der Hürte “ eine dauernde Einsenkung erfichren ,
wührend der audere niclit über seine Elasticitätsgrenze hinaus

angestrengt ist ; indem wir die Körper nun mit passendem
Drucke über einander bewegen , können wir in ersterem eine

Reihe dauernder Eindrücke hervorbringen , während letzterer

intakt bleibt . Ist der letztere eine Spitze , so können wir diesen

Vorgang beschreiben als ein Geritztwerden des weicheren

Körpers durch den härteren und es fällt sonach unsere Härte —

skala mit der mineralogischen zusammen . Allerdings sagt
unsere Theorie nicht aus , ob das Gleiche gilt für alle die Be -

rühlrungen , bei welchen die Druckfläche elliptische Gestalt hat ,
aber dies Scliweigen ist gerechitfertigt . Man sielit leicht , daſs ,
ebenso gut wie unter Zuhillenahme einer kreisförmigen Druck —

tlüclie , man die Härte definieren könnte unter Zuhilfenahme

einer bestimmten Ellipticität derselben . Alle so verschieden

definierten Härten werden kleine Abweichungen in den nume —
rischen Werten von einander zeigen . Entweder nun es stimmt ,

wenigstens die Reihenfolge der Körper in den verschiedenen
Härteskalen überein , dann ist unsere Festsetzung überliaupt im

Einklange mit der minéralogischen , oder dies findet niclit statt ,
dann ist der Fehler auf Seite der letzteren , da dieselbe dann
eine bestimmte Härteskala überhaupt nichit zu geben vermag .
Lis sclieint übrigens schr wahrscheinlich , dals die Abweichlungen
der verschieden detinierten Härten von einander nur klein
ausfallen würden , so dals wir mit einem geringen Oplfer
an Genauigkeit in dem Bisherigen und Kommenden die Be —

sclirüänkung auf eine kreisförmige Druckflächle bei Seité
lassen könnten . Nur Versuche können sicheren Aufschluſs

geben .
Ius sci nun J die Härte eines KNörpers und derselhe sei

in Berührung mit einem anderen , dessen Hürte grölser als / .
Dann ist die Aussage , welche wir mit Hilte dieses Wertés
machen können , die , dals alle dicjenigen unde nur diéjenigen
Berührungen mit kreisförmiger Druckfläche erti gen weérden ,
füür welche
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Die Kraft , welche nötig ist , um eine Spitze mit kugel -
ſörmiger Endfläche in die ebene Fläche eines weicheren Kör —

pers eben einzusenken , ist proportional der dritten Potenz der
Hüärte dieses letzteren Körpers , dem Quadrate des Krümmungs —
radius der Endfläche , sowie dem Guadrate des mittleren Koef —
ficienten für die beiden Körper . Um diese Aussage in
bessere Ubereinstimmung mit den üblichen Bestimmungen der
Härte zu bringen , könnte man versucht sein , letztere nicht
durch den Normaldruck selbst , sondern durch dessen dritte
P' otenz messen zu wollen . Abgeschen davon , daſs die erzeugte

Analogie eine scheinbare wäre ( denn es würde immer noch
nicht die Kraft , welche eine und dieselbe Spitze in verschiedene

Körper eintreibt , der Härte der Jetzteren proportional seim ,

widerspräche dieses Verfahren der Konsequenz , da es die Hürte

aus der Reihe der übrigen Festigkeiten herausrisse .

Obgleich sich unsere Folgerungen auf Schlüsse stützen ,
welche durch die Urfahrung gut bestätigt werden , sind sie
docli selber einer Prüfung durch die lrfahlrung sehr bedlürftig .
Denn es köunte sein , daſs die wirklichen Körper den Vor —

stellungen der Homogeneität , welche wir zugrundle gelegt liaben ,
schr wenig entsprechen ; es ist jà bekannt genug , daſs die

Festigkeitsverhältuisse in der Nähe der Oberfläche , auf welche

es uns hier ankommt , häuſig ganz andere sind , als diçjenigen
im Inneren der Körper . Ich selber habe nur wenige Ver —

suche am Glase angestellt . In Glase und allen ähnlichen

Nörpern besteht die erste Uberschreitung der Vlasticitätsgrenze
in einem kreisförmigen Sprunge , der in der Oberfläche am
Rande der Druckellipse entsteht und sicht bei wachisendeim

Drucke nach aufsen kegelförmig ins Innere verbreitet . Wächst ,

der Druck weiter , so umschliefst diesen Sprung ein zweiter ,
der sich gleichfalls ins Innere fortsetzt , dann diesen ein dritter

u. 8. f. , natürlich wird die Erscheinung immer unregelmälsiger .
13⸗
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Aus den Drucken sowohl , welche nötig sind , um unter gegebe —

nen Umständen den ersten Sprung zu veranlassen , als auch

aus der Grölse dieses Sprunges , erliält man die Härte des

Glases ; ich fand so aus Versuchen , bei welchen ich eine harte

Stahllinse gegen Spiegelglas prelste , für dioe Härte des letzteren

130 bis 140 kg / mm? ; aus den lurscheinungen , welche beim Zu —

sammeunstolse zweier Glaskugeln eintraten , konnte ich auf eine

Härte von 150 schlieſsen , wälirend sich aus den Sprungfiguren
beim Zusammenpressen zweier dünner Glasstäbe mit natür —

licher Oberfläche eine weit grölsere Zahl , 180 bis 200 , ergab .
Zum Teil mögen diese Abweichungen in den Uuvollkommen —

heiten der Versuche begründet sein ( da auch dieselbe Ver —

suchsanordnung ziemlich beträchtliche Abweichungen der eiu —

zelnen Resultate gab ) , zum Teil aber sind sie ohne Zweifel

in der mangelliaften Homogeneität und der verschiedenen Ober —

tlüchentestigkeit begründet . Hrgeben sicht so grolse Schwan —

kungen wie die erwählnnten als dic Regel , so verlioron natürlich

die aus unserer Theorie gezogenen numerischen Resultate ilire

Bedeutung ; unsere Betraclitungen geben dann immer noch

einen Malsstab ab für den Wert , welcher exakten Messungen
über die Härte überliaupt beizulegen ist .
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