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fester elastischer Korper

6. Uber die Berithrung
und iiber die Hirte.

U des ( rewerbefleilses,

los Vercins zur Befords

Aus den Verhandlungen ¢
terlin, November 1882.

Werden zwei elastische Korper gegen einander geprelst,
sich nicht in einem mathematischen Punkte,
endlichen Teile ihver Ober-

nennen wollen. Die

<o berithren sie
sondern in  eincim kleinen, abor
welehion Teil wir die Druckiliiche

ichen,
o Fliche und die Verteilung der Span-

Gestalt und Grolse diesd
in der Nithe derselben sind mehrfach m Betracht
zogen worden (WINKLER, Lehre von der Elasticitiit und [Festig-
keit. Prag 1867, I, S. 43; Guasitor, Theorie der [lasticitiit
S. 40—h4), die bishengen Be-

-
ge

NUngen

and Festigkeit, Berlin 1818,
stimmmungen  aber sind teils
prungskocefficienten.
Problem aueh einer exakben Liosung fihig, und ich habe die
beziiglichen Rechnungen im 92, Bande des Journals fiir reine
Mathematik. S. 156, mitgreteilt. ) Da der
wesentlich  technisches

anceniherte, teils sogar behaltet

mit nicht belkannten Jirfal Indessen ist das

und  angewandte
Gegenstand  in - einigen Punkten cin
erlaube ich wir, denselben hier etwas vollstin-
betreffenden Zusalze

dor die Grandlage hildenden

[nteresse hat,
diger nmf einem die Hitrle zu hehandeln,
den Beweis fir die Richtiglheit

Formeln will ich zuniichst kurz reproduzieren.

Wir denken uns die beiden Korper zunitchst
] qame Normale [t

woelchen der

in mathe-
Bevithrung  gein wht, die gemem
Richtung des Drucks

matiseh
dann zusammen mit der
anderen susitht, o de
Llig cerndlinige

\-illl!llllll\l it

eine IXOrper aul  den geneinsimen

Cangentinlebene denlena wir un dasg rechbwi

Koovdinatensystem  der oy .-3‘[;;--




H LTher die Hiirte. ‘--l

' dem Berithrungspunkte sucammenfalle, die dritte dazu senk-
rechte Koordinate goi z. Wir kiinnen unsere A ufmerksamkert

heschriinken auf denjenigen Teil der Korper, welcher dem Be-

rithrungspunkte sehr nahe liegt, da hier die Spannungen aulser-

ordentlich grofs sind gegen die im fibrigen auftretenden, und

daher auch nur zum kleingten Teile abhiingen von den in den

iibrigen Teilen der Kbrper anereifenden Kriiften. Is geniigl

daher, die Gestalt der Ober(lichen in unmittelbarer Nithe des

Beriithrungspunktes zu kennen. In erster Anniherung, sobald |
wir nimlich unser Augenmerk nur auf jeden der Korper fiir
sich richten. kinnen wir sogar die Oberfliche derselben mit
der gemeinsamen Tangentialebene z =0, und die Richtung
der Normalen mit der z-Richtung zusammenfallen lassen; in
zweiter, sobald es nimlich auf den Zwischenraum der beiden
Kiorper ankommt, reicht es aus, in der Entwickelung der
Flichengleichungen die quadratischen (ilieder in 2 und y hei-
zubohalten. Der Abstand gegeniiberlicgende Punkte der beiden
Oberfliichen wird dann ebenfalls eine homogene Funktion zwei-
ton Grades der zu den Punkten gehirigen zy sein, wir kiinnen
ckion (as

unser System der xy so drehen, dals aus dieser Fun
Produkt in zy herausfillt, nach Vornahme dieser Operation
aei der Abgtand der Oberiliichen gegehen durch die Gleichung
e (22 + By® A and 1 miissen notwendig dasselbe Zieichen
haben, da ¢ nicht durch Null hindurchgehen kann; zichen wn
die Kurven, fiiv welche e den gleichen Wert hat, so erhalten
wir ein System ahnlicher Kllipsen, deren ;\]if!r~|[1'|[|'|-;.' der Null-
punkt ist. Unsere Aufgabe bestehit nun darin, eine solche
Form fiir die Drucklliche und ein solches System von Ver-
gchichungen und Spannungen in ihrer Nithe anzugeben, dals:
1. diese Verschichungen und Spannungen den fiir das Gleich-

gewicht elastischer Karper geltenden Differentialgleichungen

geniigen, und dals die Spannungen in grofser Kntfernung von

9 in den beiden Oher-

der Drucklliiche verschwinden; daly
fliichen die Tangentinlkomponenten der Drucke iiberall ver-
wehwinden: dals 8. in der Oherfliiche auch der Normaldruel
auleerhalb der Drueldliiche vorsehwinde, innerhalb derselhen
aber Druck und Gegendruck gleich seien, und zwar muls das
z¢ Druck-

frian

Integral dieses Druckes, genommen ither die

fliiche, eleich sein dem vorher festzusetzenden Gosamtdrucke p;
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176 6. Uber die Hiirte.

dals endlich 4. der infolge der Verschiebungen geiinderte Ab-
stand der Oberfliichen Null werde in der Druckfliiche, und '
grifser als Null bleibe aufserhalb derselben. Um die letzte
1 C die \r:l']'—

IR S |

Bedingung genauer zu formulieren, seien §

schichungen in Richtung der 2y z in dem einen Korper, E,, 3

dieselben  fitr den anderen: in jodem seien sie berechnet in
Beszug auf die von der Druckstelle entfernten, undeformierten
Teile der Korper, ¢ bedeute die durch den Druck veranlalste
Anniitherung dieser Teile. HKs haben sich dann zwei beliebige

Punkte der beiden Kirper, die gleiche Koordinaten z, y be-

sitzen, durch den Druck genithert um die Grifse e—¢ +&,,
diese Anniiberung muls innerhalh der Druckiliiche den vorher
vorhandenen Abstand 422 4 By* aulheben, also muls hier sein
& —Gi=« le= — By*, witlvend 1m iibrigen in den Ober-
liichen § — &, > « i By* sein muls. Diese siimtlichen
Bedingungen lassen sich nur durch ein einziges System von
Verschiebungen befviedigen, ich will dieses System angeben
und nachweisen, dals dasselbe allen Anforderungen geniigt.

Als Druckl

zusammentallen sollen mit denen dder Ellipsen e = constans,

iiche nelimen wir eine Ellipse, deren Axen

deren Gestalt aber linglicher als die jener ist. Die Grofsen
|i|="l' Ji:l“l:a\ri; 4] u:ui b l]-’l

elben behalten wir uns vor spiiter
zu bestimmen., Wir delinieren zuniichst eine Ifunktion £ durch

die Gleichung:

Iz 'Ir’ o : o)
1T o Fa4-4.0°42. 4%

worin die untere Integralgrenze « die positive Wurzel der

kubischen Gl :-I']JlIIJIJ_{

."I .j,u _\.'.'

0 =1 ,
= -} h=-4u "

sein soll. Die Gréfse » st dann eine elliptisehe Koordinate
des ['III||.1|"~ ryz, s1e ist Lkonstant in ZUWISEEN |':|:||-.1|I|i-||, i
mit dex ‘””"l\{'l'l]!-i' .:;|--i- lie ]'»H'I:Il]rllll]{ll' i by nllll 151 ,\.Il.!r
i allen Punkten, die der Deackiliche unendlicls nahe hegen

Die Funktion 2 hat eine cinfache Bedeutung in der Potential-

”""'H"‘. sie ist duas II|r:'|I|Ll| eines unendlich Lhpre I‘I.'.lll--l.eu.
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Uber die Fiirte.

gravitteremden Fllipsoides, welches die Druckiliche austiillen
' witrde; 1 derselben Theorie wird hewiesen, dals es der Diffe-
rentialgleichung
arp arp At p
AP - | ; )

ore iy’ e

geniigl.  Aus diesem 2 leiten wir nun zwei Funktionen 7T ab.
deren eine sich auf den einen, die andere sich auf den anderen
Kiorper bezieht, und zwar soll sein:

: (
I, K\

1 I

1 I‘._ h ] 1 J_‘I.

Hym =i (0P = e

Hierin sollen A und # die Elasticitiitskoefficienten der Hr"||'|:ur'
bedeuten in der Kircunorr'schen Bezeichnungsweise. Der ge-
withnliche Elasticitiitsmodul # ist durch diese Koelficienten
ausgedriickt:
g ~1-130)
=2K

1-}-26
das Verhiiltnis der Querkontraktion zur Liingsdehnung ist

)

Fiir die Kovper, welche dem Glase oder Stable ihnlich sind,
ist dies Verhiltniz nahezu L, daher @ nahe gleich 1, und A
nahe gleich { £, fiir wenig kompressible Kirper ist es nahe
an L, alro hier A = oo, K= 1A In unseren Formeln wird
iibrigens eine besondere Kombination von K und # die Haupt
rolle spiclen, fiir welche wir deshalb eine hesondere Bezeich-

nung enfithren. Wir sefzen

2(1-}-1)
A(14-26))

.
1

In |\‘f"‘l'}""i'||1 die dem Glase dhnlich sind, ist also 7 {/3A
32/9F, in allen Kvrpern liegt & zwischen 3 /5 und 4/ E, da

Herlz, Schriften 12
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178 6. Uber die liirte.

@) zwischen 0 und oo liegt. In Bezug aul die I7 ist zu be-
merken, dafs dieselben, nach obigen Formeln berechnet, unend- '
liche Werte annehmen, aber ihre Differentialquotienten, und
nur auf diese kommt ecs uns an, sind endlich. Wir hiitten
nur nitig, den I7 unendliche Konstanten von passender Grolse
hinzuzufiijgen, um ihuen selbst endliche Werte zu verleihen.
Durcii einfache Differentiation, unter Beriicksichtigung, dals
AP = 0, hindet man:
a gl g ak

A1l = — s A, = - K, o:

Wir nehmen nun fiiv die Verschiebungen in den beiden

l‘(l-!'i'r'lll folgende Formen an:

all all : all

£ oy v T AN ) Loh g P
[ | [nl.lj,' o=
all, 11, . all,

: « ot aig ol A i =281
o) ’ dy dz ]

aus welchen folgt:

Dies System geniigt zunichst den Dilferentialgleichungen

fiir das Gleichgewicht, denn man hat:

o, i I.”I 9 a=p
! r ‘I 2
oud .f'.."I ,n'\: azor

A5+ (L4 206)

und entsprechende Gleichungen gelten fin £, 4y 4y und auch
fiir die & hidet man dasselbe Resaltat, wenn man berviek-
sichtigt, dals 4P = 0 ist. i die tangentialen Komponenten
des Denckes anl die Obertliche | () finden wie, wenn wir

die Imdices fortlassen:

LANDESBIBLIOTHEK

Badenm::berg
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Etwas mehr Mithe macht der Nachweis, dafs der deitten
' Fordernng geniigh ist. Wir lassen wieder die Indices fort, «a
die Rechnung sich gleichmiifsig aul beide Korper bezieht, Zu-
nitchst ist itherhaupt
; \ {2 p(2 - af) @l
7. 2. + Qa] a7 | '

| 9z% ° K(1--20) az |

o=’ il
22 - 2 !
SR dz
also in der Obertliiche Z, - 28 .P(dz. Nun erhiilt man unt

Beritcksichtignung der Gleichung fiter # allsemein:
;

aP ap x )
oz "'T..Iﬁ.ln" L Ab®)..2

unid ee wird alea in der Obertliiche, wie es <oin muls, Al /o
und also auch 7, gleich Nully wenigstens aulserhalb der Druel
fliiche. In der Druckfliiche, wo » = 0, nimmt der Ausdruck
dic Form 0.oo an. Das gewidhnliche Verfahren zur [est

selzung des waliren Wertes einer solchen Form ergiebt:

,

or a  dz . | % SR I
. 4 - also, dafiir 4 =U:2 11 = —o—= ) st
oz L‘.'Irrr"a ”1 " o~ b
/’/' (':ar' :“,n” 4 ré ff"'
0 ! | R,
£ "~ iz el at b2

Hicvin kommt keine Grifse mehre vor, die einen Index trage
konnte, es ist also in der Druckiliiche Z, dasselbe fiir heids
Korper, es ist also hier Druck und Gegendruck gleich.  End-
lich ist das Integral von 2. iiber die Drockiliche gleich dem

3p [Amablnchen Inhalt eine: ';llil.-..-ell--‘ mil den Axenliineen
1, a, b, also gleich p, und es erhiill also der G sambd ek
in der That den Werl, welchen wir for

1

Ks bleiht noch itbrig zun zeigen, dals auch der vierten

orten

Boedingung durel passende Destimmung des Halbaxen e uned 5
geniigt wird. Zu dem Ende bemerken wiry, dals man hat:
) all 0
__.. ; T --|.|1’:J . " | “-}|'|;J (]
HE A, bz

B BADISCHE
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| 50 6. Uber die LLircte.

dafs also fir die Oberflichen wird g =t Fad B = &P
Da nun innerhalb der Druckiliiche die untere Integralgrenze u

konstant, niimlich » = 0 ist, so nimmt innerhalh derselben 2

die Form P= I, — Mz*— Ny? an, und es ist daher nar nitig, a, &
und ¢ so zu bestimmen, dals (% + )M = A, (% + 0 )N=0,
(h+ ) l=e wird, um der Gleichung { —& =w— d2?— By?

zu geniigen; diese Bestimmuung aber ist immer moglich. Die

Gleichungen fiir ¢ und & lauten explicite geschrieben:

L

I‘ du { 18z
N3 73 B x €) ¢ Da
Vla*H-u)® (6*+-u)u vh -, 8p

/ clu B 167
l_:'rr: fe) (b5 1) u r'jl--;' ”;: ap

Ks lifst sich schliefslich leicht zeigen, dafs auch die
keineswegs unwesentliche, aufserhall der Druckiliiche geforderte
Ungleichheit erfillt ist; da der Nachweis die Wiederholung
komplizierter Integrale erfordert, iibergehe ich denselben.

Unsere Formeln bilden also die richtige Losung des ge-
stellten Problems und wir kinnen uns ihrer bedicnen, um die
hauptsiichlichsten, in Bezug aul den Gegenstand zu stellenden
Fragen zu beantworten. Zuniichst ist nitig, dic Bestimmung
der Grifsen o und 3 weiterzufithven, denn die bisher fiir
dieselben  gefundenen Gleichungen sind nicht oline weiteres
aufzulisen, und es sind im allgemeinen nicht einmal die Grifsen
{ und 7 |:\]=5:l'jt4' bekannt. Ich nehme an, es selen uns ge-
geben die vier Hauptkritmmungen (reciproken Huaupthritmmungs-
radien) der beiden Oberfliichen, sowie die gegenseitige Lage
der Ebenen derselben: scien die ersteren o, und 0, fiir den
emen, o, und 0y, filr den anderen |\|'>I'ir-'-l' und es sei @ der
Winkel, welchen die Ebene von 0,, it derjenigen von o bildet.
Dic p scien positiv gerechnet, wenn  die zugehivizen Mittel-
punkte im loneren des beteeffenden Korpers hegen.  Unser
System der zy licge so, dals die ez Kbhene wit der Khene von
¢y, tlen einstweilen unbekannten Winkel o bildel.  Dann sind
die Gleichungen der Obertlichen diese

BADISCHE =
LANDESBIBLIOTHEK BadenWiirttemberg



Ober die Mirte, 181
2 2y O [rcogm 4 iy S111 (1) ]' b ooy 1y cos m — ;sinm |'
225 0y 1_[ (205 ir-l r-rl | i i |{r1 M'}.

— gy [.” cos

m m| 2 8In |r|| - mbj.

Die Differenz z, — z, giebt den Abstand der Oberflichen,
setzen wir dieselbe Ax? - By® und nun rechts und links
die Koefficienten von 2, 2y, y* gleich, so erhalten wir 3 Glei-
chungen fiir @', 4 und B: die ,\Ilf||":-\l||r|ll_" derselben l'I'f.:i“}il liir
den Winkel @', der offenbar die Lage der Axen der Druck-
ellipse zu den Fliichen bestimmt:

= sin2m(o,, —0..) -
tg 2m =2l 2AY , und fiir 4 und B
011 — 019+ (04, — 055) 0820

2(A+B)=0, 4+ 010+ 03+ 02

‘.!{,l-.-’:’}- I-'lr\:l, -:J,_.']"[-’_’{.:a” .::!,Hr\:.r (s:-:l"er--‘.-_'r.-ilu.i 02s)

Fiir das Folgende ist es bequem, einen Hilfswinkel 7 ein-
zufithren durch die (leichung

A B
COST = — :
A+ B
es ist dann
4
24 = (pyy 043 + 031 + Qo) BIM* -
.
2B = (01 + 012 + 09 + 09p) COS™ 5

Diese Werte wollen wir in die Gleichungen fiir «# und 4 ein-
setzen, gleichzeitig jedoch die Integrale in denselben in der
Weise umformen, dals wir in der ersten 2 = 4%z, in der
gweiten u = a2z? setzen und das Verhiiltnis &/a mit & bezeich-
nen, wir erhalten so:

1 l dz _dm o), + 0,5+ 0 + 0y sin? -
.f.r"’. llrl A2 22y [ 0 L4 2

-

]

B BADISCHE
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182 G. Uber die Hiirte.

Dividieren wir die Gleichungen durceh emander, so erhalten

eine neue, in der nur noch & und 7 vorkommen, k% ist P
also Funktion lediglich von r und das Gleiche gilt also von
den noch in den Gleichungen vorkommenden Integralen, Wenn

wir diesclben dalier in der Weise aullosen, dals wir sehreciben:

~I { 1 y
b ! | =2k y
& ( | Fo,.)

so sind g und » lediglich abhiingig von 7, also von dem
Axenverbiiltnisse der Kllipsen e = constans. Die in Betracht
kommenden Inteerale lassen sich siimtlich zuriickfithren aut
ganze elliptische Integrale erster Art und deren Differential-
quotienten nach dem Modul, kiénnen also mittels der LEeNDRE-
schen Tafeln ohne nene Quadraturen gefunden werden. In-
dessen sind die Rechnungen weitliufig und ich habe deshalb
die unten gegebene Tabelle!) berechnet, in welcher zu zehn
Werten von 7 die zugehivigen g und » sich finden, die Inter-
polation zwischen diesen Werten wird wobl immer geniigende
Genauwigkeit bicten, Unser Resultat kénnen wir dahin zu-
en: e Gestalt der Drua

sanmenda

L
durch die Form der J".|:‘I||~'":J e constans, hei I{.’_]rfl']ll']' (3e-

b sind die hinearen Dimensionen derselben fll'l-]lu]“t]ll:ll der
dritten Wurzel aus dem Do ke, IIIII_:'__I'LI'||1! ]Ji|:|||1lli|rll;|| der
dritten Wurzel aus dem Miltelwerte der Kriimmungen, sowie
proportional  der deitten  Wurzel aus dem  Mittelwerte der
Jastischen Koelticienten ¢, also sehr nahe IIIII]!III'[lrIII:L! der
dreitten Wurzel aus dem  Mittel dev reciproken  Elasticitiits-
module.  Zu bemerken ist noch, dafs der luhalt der Dreuck-

(Eiche unter sonst gleichen Umstinden zunimmf, je Lingliche

thre Gestalt ist: denken wir uns also von zwer in Berithrung

gL LU0 1,128 11,284 | 1,486 1,7H4 | 2,136 | 2 | 186612 o

1,000

BADISCHE =
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LANDESBIBLIOTHEK

Gher div TEirte. .

e T

i-'illllll"il"!“l!l |-...||.--_||| |!I'i s-I--i--?-I|I.--1.-||ui.--r|| [-‘II‘.«||- u[u-u eimen

um die gemeinsame Normale gedreht, so wird die Grivlse dery

Druckfliche vin Maximum, der mittlere Druck pr. Flichen-

einheit ein Minimum i derjenigen Lage,  fiir welche das

Axenverhitlbnis oo ]?Hl*.'|-.|-l|i|1'4- am  meisten von 1 abweicht

Unsere niichste Wragee betrifllt dig [‘;tll-n-|||\|l||_!'-'||_ welehe
die Korper erleiden und die Anmiiherung . welche sie
des Druckes erfaliven: wir haben die letzlere e
ithren Wert schon gleich (7

infolge
renannt und
i) Loogefunden: indem wir das
Integral Z cin wenig umformen, erhalten wir:

8p o 419, r oz
g <20 Dy flog e

S (I : I[] Jr'lr ..‘"_:1[1 ! :.!-l

0
Als Einsenkungen kinnen wir passend die Annfiherung des
Mittelpunktes an die entfernten Teile der Kirper hezeichnen:
wir erhalten die Werte derselben sehr einfach. indem wir 7
durch Ausfiithrung der Multiplikation mit i 4 7, in zZwe
Summanden zerlegen. Denken wir uns fir « seinen Wert
eingesetzt, so erkennen wir, dafs -« einen Zahlenfaktor enthilt.
welcher von der Gestalt der Druckellipse abhiingt, dals iibrigens
bei gleichem Werle dieses Faktors e proportional ist (e
3 Potenz des Druckes, der Potenz des Mittelwertes e
Koellicienten 7, sowie der dritten Wurzel des Mittelwerte
der Kriimmungen. Waerden eine oder mehrere dieser Kriim-
mungen  unendlich stark, so werden Aunniihernnge und  Kin-
senkungen unendlich grofs, dicse Folgerung wird hinlinelicl
erliiutert durch die eindringende Wirkung der Spitzen und
Schneiden.

Wir hatten angenommen, dals die Druckiliiche so klein
sei, dals die undeformierten Obeiflichen in einem wegen die
Druckfliiche grofsen Bereiche sich durch eine: Fliche zweiton
Grades darstellen liefsen. Nach Ausiithung des Druckes kinnen
wir eine solche Voraussetzung nicht mehr machen, in der That
wird aunflserhalb der Druckfliiche die Oberfliiche sich nur durch eine
verwickelte Funktion darstellen lassen. s zeigt sich aber, dals

mnerhalb der Druckellipse die Oberfliche mit derselben An-

IIj-li‘.‘.'!'I“”-'- wie vorher eine Fliche zweiten Grades sebliehen 15t.
Man hat hier niimlich einmal L—o=a—A— Byl=g—z, 4

11




184 6. Uber die Hiirte

andererseits L= P =P, also GG = ok, drittens hat

man alsGleichiung derdeformierten Obertliiche z 2, 5 =2+ L,

aus diesen folgert man leicht unter Vernachlissigung einer
Konstanten (i + 9,)z 2 4+ 2,2, welche Gleichung das
nusspricht, was wir beweisen wollten; sie zeigt aulserdem,
dals sich die gemeinsame Oberfliiche nach der Deformation
zwischen die beiden urspriinglichen Oberfliichen legen lifst;
und der Oberfliiche desjenigen Kirpers dhulicher ist, dessen
Elasticitiitsmodul der grifseve ist. Bei Berithrung von Kugeln
gehiirt die Druckfliche gleichfalls einer Kugel an, bei der Be-
rithrung zweier Cylinder mit gekreuzten Axen einem hyper-
bolischen Paraboloid.

Wir haben bisher von den Formverinderungen gesprochen,

wir ziehen jetzt die Spannungen in Betracht. Den Norma:

druck in der Druckiliiche haben wir schon gelunden:

A o |:‘"1 L
20T

Derselbe nimmt also zu vom Rande aus gegen die Mitte, wie
die Ordinaten eines iiber der Druckellipse stehenden Ellipsoides,
er ist Null am Rande und in der Mitte anderthalbmal so grofs,
als wenn der Gesamtdruck sich gleichmiifsig iiber die Druck-
fliche verbreitete. Auflser /. lassen sich noch die Leiden an-
deven Hauptspannungen im Nullpunkte in endlicher Form dar-
stellen, es geniige anzugeben, dafls dies gleichiulls Drucke von
der Ordnung von 7, sind, die so stark sind, dals. falls das
Material illil'li!:llllbl kompressibel ist, eos in allen drei Rich-
tungen zusammengedriiekt wird, st die Druckfigur ein Kreis,
so verhalten sich diese Kiriilte zu 7. wie |1 FA4E/2(1 4 ‘._’f'»';i.' |_.
fitr Glas beilinfig etwa wie 5/0: 1, Die Verteilung der Spai-

nungen im Ioneren hiingt ab von der Form der Druckellipse

sulserdem aber anch wesentlich von dem Blasticititskoelfeicn-
ten F), so dals sie eine ganz andere sein kann in dem einen
wnd dem anderen zweier sich beriilivender Ki rper. Vergleichen
wir die Spannungen in demselben Material bei gleicher G es tall,
aber ungleicher Grifse der Dinckellipse und  verschiedene
Gririlse des Dienekes,

chen wir, dals die Spannungen i

solchen Punkien, welche zur Drucklliiche ihulich licgen |

|
(O LS R (ALY R R T

portional sind; sus den bokannlen Spannunge

B BADISCHE ;
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G, Uber die Hirte, 185

Fall evhalten wir die Spannungen fiie iilmlich gelogene Panlite

des zweiten B les, indem wir erstere I'!'III.zr||~||_.-i|-r'pr| mit dem

Verhitltnisse der Gesamtdrucke und dividieren durch dis Vor-

hitltnis der Dreockifliichen. Denken wir zwei bestimmite Kirper

in Bevithrung und nur den Drock zwischen ihnen variabel. so
wiichst die Beanspruchung des Materials wie die dritte Wurzel
aus diesem Drucke

Es 1st schliefslich wiinschenswert, ein anschauliches Rild
von der Verteilung der Spannungen im Inneren zu, erhalten,
die Formeln sind indes viel zu verwickelt, als dals es maglicl
wiire, ein solches ohmne weiteres aus denselben abzulesen, Man
kann indessen durch Betrachtung der Spannungen in der Niihe
der zAxe und der Nihe der Oberlliche eine angeniiherte
Vorstellung von dieser Verteilung erhialten. Das Resultat lilst

sich ebwa durch die folgende Beschreibung und die beistehende

Fig. 19 wiedergehen.

. n A [5
Lietztere stellt einen e TTT l"' i g
Schnitt  durch die N ti
z Axe und eine Axe 7 i e e, .
der Druckellipze dar,

. - 4 ’ v I 1
gegen  einander ge- 7 1
kehrte  Pleile  be- ]

; ' F z P [

deuten einen Zng, g :

. r
von einander ge- e 1y

. B e
kehrte einen Druck,
die Figur bezieht sich auf den Fall, dals ® = 1. Das Stiick

ABDC des Korpers, welches vorher eine Erhshung iiber der
Druckfliche bildete, ist nunmehr wie ein Keil in den Kirper
hineingeprelst, es pllanzt daher den Druck nicht nur in gerader
Richtung A%, sondern auch, wenn auch nicht mit gleicher
Stiirke, in den schriigen Richtungen A8 und A6 fort: die
Folge davon ist, dals das Element f anch in seitlichor Riel
tung leriiltig komprimiert wird, andererseits die Teile hei /
und ¢ das Bestreben erhalten, sich von einander zu entfornen
und so die zwiselien ihmen liogenden Teile spannen, 18s herrseht
also aufl dem Flichenelemente, deszen Normale die z-Richtung
hat, bei A4 Druck, der, wenn wir ins Innere gehen, auf Null
sinkt und in Zug iibergeht, welcher schnell ein Maximum er-

reicht und dann mit wachsender Entlernung wieder anf Null
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1S 6. Ulber die Hicte,

absinkt. Da die bei A befindlichen Teille auch in seitlicher
Richtung komprimiert sind, so miissen siimtliche Punkte der
Oberfliche dem Nullpunkte geniihert und ualso in der Richtung
aul denselben angespannt sein, in der That geht der bei A
in Richtung der » herrschende Druck, wenn wir aul der »Axe
fortschreiten, noch imnechalb der Drucktliiche in Zug iiber;
letzterer erveicht in der Nithe der Grenze derselben sein Maxi-
mum, um dann wieder auf Null abzufallen. Die Rechnung
ergicbt, dals fiir @ =1 diese Zugkraft bedeutend grifser ist,
als die im lnneren wirkenden. Was den dritten Hauptdruck,
welcher senkrecht zur Zeichnungsebene ist, anlangt, so ist der-
selbe in der Axe natiirlich von derselben Art, wie der in
|:i-.'||1ltl|_'_' der » herrschende, in der Oberlliche ist er ain
Denck, da hier simtliche Punkte dem Nullpunkie geniihert
ind,  Ist das Material inkompressibel, so vercinfacht sich das
Bild; da niimlich die Teile bei 4 nicht zusammengehen, fallen
die Zugkrilte m der Oberiliche fort.

Wir erwitlimen noch kurz die Vereinfachuneen, welche die
Formeln erlang

m, sobald die berithrenden Flichen I(Ij;,{r-|-
oder Cylindertliichen, die lings ciner erzeugenden Graden zu-
summenstolsen, sind. Im ersteren Falle ist cinfuch k=p=v=1,

O =012=0y, 0;=0,,=0,, also wird:

f 8p(eh, 4-4F,) o (1) .,
I b I £o) el e Al B ‘}

ili[[ai 1 |\J:I'I 16 ex

Nicht ganz so direkt ergiebt sich die Formel fiic die Be-

rilhrung  zweier Cylinder.  Wir lassen hier die grofse Axe
(II'I' i"”l];- a uneud

ich werden, dann miissen wir auch den
Gesamtdruek p ounendlich werden lassen, wenn der Druck auf
die Liingencinheit des Cvlinders endlich werden soll.  In der
zwellen der Gl i=']|l'.-i|'!l'|| 1y haben wir dann B 11_J| i [ﬂ_'l A

ferner kinnen wir o scoen o vernachlissimen, o also vor das

[ntegralzeichen nehmen und sehlielslich fiie die unbestimmie
Grilse pla /oo eine willkiirliche endliche Konstante setzen:
wir withlen als solche }p'. os wird sich gleich zeigen, dals

dann p" den Druck aul die Lingeneinheit des Cylinders he-
zeichmet. Dasg Integral der Gleichung Lifst sich won austithven,

wid dieselbe ergiebt:

B BADISCHE ;
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Fite den Druck 2 findet inan:

‘,/’: '..’{J. ]."’: .”.'

man  kann nan leicht sich iiberzeumen., dafs » die thm hei
gelegle Bedeutung hat. Die Anniiherung ¢ wiirde nach unserer
allgemeinen Formel hier logarithmiseh unendlich werden. de ;

Sinn  hiervon ist der, dals sie nicht allein abbiingt von der

Vorgiingen an der Druckstelle, sondern wesentlicl bedingt isi
durch die Form der ganzen Kirper, ilhre Bestimmung fill
daher aufserhalb des uns hier heschiftizenden Problems.
Teils um einen Beweis fiir die Zuverlissigkeit der  go-
zogenen Folgerungen und deren Anwendbarkeit auf wirkliche
Verhiiltnisse zu liefern, teils um ein Beispiel fiir die Benutzung
derselben zu geben, will ich einige Versuche heschreiben, dic
ich angestellt habe, um die erlangten Formeln mit der IGy-
fahrung zu vergleichen. Die Versuche wurden in der Weise
ansgefiihrt, dafs die beiden in Betracht kommenden !\.l.il'll'l' mil-
tels eines horizontalen, einarmigen Hebels anemandereedriickt

wurden, an dessen [reiem I

¢ die den Druck bestimmenden

Gewichte hingen, und an welehem in der Nihe des Drelipunlktes

der eine der Korper befestigt war. Der andere, welcher i
Unterlage bildete, war mit einer miglichst ditnnen Rufsselich
iitherzogen, welche die Gestalt der Druckiliiche zuriickhaller
sollte.  Der Hebel mit seiner Belastung wurde mittels eine
Schraube vorsichtig auf die Unterlage herubgelassen und wicde
von derselben abgehohen, War der Versuch gelungen, so durfte
der Ruls nicht verwischt, sondern nur plattgedriickt sein, in
durchfullendem Lichte liefsen sich dann die Druckstellen kaum
erkennen, 1m rellektierten Lichte aber zeigten sie sich als

rliinzende kleine Kreise oder E

lipsen, die sich unterm Mikro-
skope ziemlich genau messen lielsen.  Die folgenden Angaben
sind immer schon das Mittel ana 5—8 Moessungon.

leh priifte zuniichst, ob die Dimensionen der Druckfiiche
witchsen, wie die dritten Wurzeln ans dem Drucke.  Zu dem
Ende war am

Hebel eine Glaslinse von 28,00 mm Radius be-

BADISCHE
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188 6. Uber die Hiirte.

festigt, der kleine Hebelarm betrug 114,0 mm, der grolse
030 mm. Die Unterl:

e

wurde durch eine ebene (zlasplatte '
gebildet, an einem Stabe aus dewmselben Glase war der Klasti-
cititsmodul bestimmt und gleich 6201 kg/mm? gefunden, Das
Verhitltnis  der Querkontraktion zur Limgsdelimung  fir Glas
ist nach Werruem 0,32, divaus folgt 0 =8/9, A =234 kg/mm?,
G =0,0005790 mm*kg. Hiernach ergiebt uns wusere Formel
den Durchmesser des Druckkreises in mm: o 0,3650 p's, wenn
p in Kilogrammen gerechnet wird. In der folgenden Zuswn-
menstellung giebt die erste Reilie in Kilogrammen die Ge-
wichte am Ende des langen Hebels, die zweite den gemessenen

Durchmesser der Druckfliiche in Umdrehungen der Mikrometer-

schraube, deren jede = 0,27837 mm war. Die dritte Reihe
endlich giebt den Quotienten o:p's, diese Griilse mufs nach

dem Vorigen eine Koustante sein.

T
P | 0,2 0,4 | 0,6 | 0,8 | 1,0 1,6 i 20 | 25 3,0 ‘ 3.5
| | | IR ; 397 |
i 1,56 | 2,08 | 2,19 | 259 | 2,68 | 3,18 | 9,62 1,69 | 8,97 | 4,02
| | | | |
| = | = |
LV p | 2,67 2,75 | 2,60 | 2,79 | 2,68 | 2,78 | 2,79 | 2,71 | 2,70 | 2,65

In der That bleibt ulso der genannte Quotient bis auf
Unrvegelmiilsigkeiten  konstant, obgleieh die Gewichite bis zum
IGfachen ithres Aufungswertes varviieren. Um den theoretischen
Wert desselben zu erhalten, haben wir den oben berechneten
Faktor 0.3650 durech den Millimeterwert der Schivaube zu divi-
dierven und mit der dritten Wurzel des Verhiiltnisses des grolsen
zum kleinen Hebelarm zu multiplizieren; wir erhalten so 2,685,
eine Grolse, welche mit dem Mittelwerte der Deobachtungen,
niimbich 2,707, fast vollig zusimmenfillt,

leh habe zweitens die Sitze ither die Gestalt der Dyeuek-
fliiche geprift, indem ich zwei Glaseylinder, die den gleichen

Durchmesser 7,837 mm besalsen, unter verschiedener Neigu

ir
)
e Axen anetnander prefste Nennen Wil fi die  Grilse
dieser Neigung, so wird bei Benultzung fritherer Bezeichnungon

J_lll Q44 ity £, 1 0, also 44 1t sy A 4 (F COS ey

nach der Hillswinkel 1 ( Pestinnmt man daher fity emen une

denselben Druck die grofsen und kleinen Axen der Dreack
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cllipse hei verschiedenen Neigungen, dividiert dann die erofsen

A xen ]11:1]_ il |!.u-”| !\"i!'.‘?fl_:_[ |-,|r|’ ;,r||_r.||... (r |'.'|I'.‘

chion 1,
die kleinen dureh die zugehirige Funktion v, so muls das [2e
sullat aller dieser Divisionen eine und dieselbe Konstante sein.

und zwar die Grifse 2 (3p9/R8e)'s Die folgende Tabelle gricht
nin ill r_]|-|' ocrsLen .“'|r:|f|f.‘ ilt Hr'.lr].i-."- Ilr-[l \{-_-§[||||!_[-;'.'l|'!|i|-|. (1, n
den beiden  (olgenden  die gemessenen Werte 20 und 24 in
Tetlen des hier angewandten Olkularmikrometers. deren a6.0
ein. Millimeter bedenten, und in den beiden letzten die Quo-
tienten 2a/p und 24/v.

' 20 2
i) ea 28h =

[ e | )

| |

0o 40,6 | | 40).6
80 45 4 | £ 10.2
rid} na.H 41,3
[H{A] | 506 40.0
500 | “Tam 4,2
40 | 90.4 | 23, | §2.2 | 12.0
30 110,0 [ 210 | 40,3 | 420
al) | 156,2 18,4 | 11,3 15,3
10 | 274.6 | 15,0 . 41,6 [ 47.0

Die Quotienten ergeben also in befriedigender Weise den-
selben Werl, mit Ausnahme derjenigen fiie die kleinen Axen

bei geringer Neigung., Ks 1st aber zu bemerken,

als es 1rl'i
einer solchen Neigung fiulserst schwieriz ist, die Cylinder so
aufeinanderzubringen, dafs die gemeinsame Tangentialehene
genau horizontal werde, bei jeder anderen Lagerune aber findet
ein geringes Gleiten des einen Cylinders am anderen statt,
welches die kleine Axe ungebiihrlich vergrifsert.  Der Druck
bei allen diesen Messungen hetrug 12 ke, nehmen wir auch
hier fir % den Wert 0,0005790, so folgt aus den gemachten
Angaben fiir die theoretische Grifse der Konstanten der Wert
40,80, welcher mit dem Mittel der aus o gefoleerten Werte,
nitmlich 10,97, fas
Mitte

ten Griinden um eine Kleinickeit abweicht.

villlig fibereinstimmmt, withrend er von dem

der ans b gefolgerten, niimlich 41,88, aus den erwiilin-

Ich habe schliefslich den Versuch gemacht. auch die Ab-

hiingigkeit von den Elasticititsmodulen experimentell zu priifen,
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Uber die Hiirte.
indem ich eine Stahllinse gegen ebene Flichen verschiedenoer
Metalle prefste. Iceh fand hier aber Schwivrigkeiten i des
Beobachtung; einmal niimlich ist es nicht so leicht, wie boim
Glase villig cbene und glatte Flichen zu erhalten, zweitens
lassen sich die Metalle nicht so gut berufsen, drittens mufs
man  sich, um nicht die Flasticitiitsgrenze zu tiberschreiton,
aul schr kleine Drucke beschiiinken,  Alles wirkt zusmmmen,
nm nur unvollkommene Deacktiguren zu Stande konnnen zu
lassen, die dann bei der Messung der Willkiir ziemlich freien
Spiclraum geben. Ich erhielt Werte, die durchgehends von
der Orvdnnng der berechneten, aber mit zu rrolsen Unsiclier-
heiten behaftet waren, als dals sie sich zu einer genaucn Prii-
fung der T'heorie eigneten. Auch zeigen die mileeteilten Zalilen
Lhinlinglich, dals unsere Formeln keineswegs in der Luft
schweben, und werden so die Aiwendung rochifertigen, die
wir jetzt von ilimen machen wollen, und welche den Zweck
hat, eine klarere Vorstellung  von und ein exaktes Mals fiir
diejenige  Kigenschalt de Worper zu gewinnen, welche wir
Hiirte nennen.

Die Hirte wird gewdohnlich definicrt als die Festigkeit,
welche die }\;e'||'|:_n-1' dem |':'I|'i||||_'__'_1'Ea Yon H[lif.'l'ﬂ und Sclimeiden
entgegensetzen. Die Mineralogen haben sich begniigt, in der-
selben eine nur nach mehr oder weniger angebbare Kigenschaft

zu sehen; sie nennen hiicter denjeniven von

swel Kiorpern,
welcher den anderen ritz Dafiir, dals sich nach dieser De-
finition cine Reihenfolge aller Korper wach ilrer Hirte her-
stellen lilst, st Bedingung, dals, wenn . das B und B das 7
ritzt, dals dann  auch [

Coritzt und nieht mingekehirt,
lerner, dals, wenn eine Spitze aus A eine cbene Platte aus 8
vitzt, dann nicht ctwin  elne -“\'}nél,’.l' aus A wiederum in cine
Platte von o eindreingt.  Die Notwendighkeit des Zutreliens
diczer Yoraussetzungen ist nicht von vornherein ersichtlich,

indessen hat die 1

irnne dieselbon aerechblerhiel, ving ipunbi-

|.||i"." !:- !i!l.]ullh__-' ter I|,||I|' VO Do r“] wolelien \\.u-rl-- :.,-|||[

das erwiilmte Verlahren wehit gelien, e solehe 2n fionden,
td verschicdene Versuche gemacht, Musciesoroes mals d
Hiipte durely e Zauhl ey S ||i.l'_,'l', welod e roaul den hopl
emes Meilsels fiithren mulste, um eine kleine Baree d 1
mntersuchenden "|['||--!i.| Vil i vebenoen (T 59 LR 1 JYRIT]
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durehsehnewden: um das Jahr 1850 haben die Herven ('ricp-
Canverre und Jonnsonw die Hirte bestimmt dureh das Gewicelit,
welches nitier ist, um einen abgestumplten Stahlkonus mil

che von 1,25 mm Durchmesser in einer halben

ehener Endtl
Stunde 3.5 mm tief in das zu untersnchende Material einzu-
treiben: o cinem 1865 crschionenen Boehe 'y hestimmt Hepr
Hucveny die gleiche Eigonselhaft durch das Gewicht, wolehos
nitig ist, cine ganz bestimmte Spitze 0.1 mm in das Muaterial
einzusenken. Neuere Definttionsversuche habe eh nicht kennen
erolernt, Allen diesen Versuchen lassen sieh [oleende Vorwiirfe
machen: 1. Ks ist das erreichte Mafs nicht nur kein ahso-
lutes, da zur Bestimmung der Hivle eines Kirpers durchans
ein hivrterer erforderlich ist, sondern es ist vollstiindie :lF!||i|n'__'|l_f
von einer ?.ll!f]“i_i: _:f:"u.iih“nn H'lil;'r < aus den evhaltenen Werton
kionnen wir durchaus nicht schliefsen auf die zum Kintreiben

ciner anderen Spitze notwendigen Kuiifte; 2. da endliche undl

davernde  Formverlinderungen  henutzt werden,  so  breten
elastische Nachwirkungen, die doch mit der Hicte nichts zu
thun haben, in nicht zu ttbersehender Grisfse in die Messune
ein, wie die Einfithrung der Zeit in die Definition der Herren
Crace-CanveErr und Jonxson nur allzn dentlich zeigt, und os
ist daher selbst zweifelhaflt, ob die gemwessene Hirte den i
pern unter allen Umstiinden die Reilienfolge der gewdhnlichien
Hirteskala gieht; 8. kann man nicht behanpten, dals die so
remessene Hirvte ecine Eigenschaft der f'-.-f"."]lr-r' i deren nr-
spriinglichem Zustande 1st (obgleich sie zweifellos dureli den-
<elben bedingt i=t).  Denn in der Loage der Messung rubt die
Spitze schon anf davernd gedehnten oder komprimierten Schich-
ten des Korpers.

leh will nmun versuchen, an die Stelle dieser cine andere
Pefinition zu setzen, welcher man die gleichen Vorwiirle nichi
machen kann, Die Festigheit zuniichst will ich meht hestimomt
ansehen dureh solehe Kreiifte, weleche gewisse bleibende _.\-’:-"1-
rungen hervorrnfen, sondern durch die geilfsten Keifte, welelie
chen noch wirkon divefen, ohne dals (nib einer gewissen vorher-

hestimmben Clenaniclkeit) Abwel |||]'I1_!f_' n von der vollkommenen

" M. F. Hveovexy, Recherches -":F-'-'Ii!|||'1||:-|"' aur  In  duret
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14 6. Uber die Hirte,

FElasticititt vorkimen. Da das Material nael Einwirkung solcher
Kriifte in seinen Anfangszustand zuriickkehrt, so ist die so
definierte Kestigkeit eine Grifse, die sich wirklich auf das ur-
spriingliche Material bezieht, was man nicht in gleicher Weise
von emer anders definierten Fesligheit aussagen kann.,  Das
allgemeinste Problem  der  Festigkoit isotroper Kérper wiire
nun offenbar die Beantwortung der Frage: lunerhalb welclier
Grenzen diifen die anl cin Blement wirkenden Hauptdrucke
\., 1, Z. liegen, damit die Elasticitiitsgrenze nicht iiberschrit-
ten werde? Denken wir uns die X,, ¥,, Z als rechiwinklig
geradlinige Koordinaten, so wird es in diesem Systeme {iir

jedes  Material

ry

cine gewisse geschlossene oder teilweise ins
Unendliche auslaufende Fliche um den NLI|I[JUJJ|{1 gebon, welche
der Elasticitiitsgrenze entspricht; die .\, F,, Z.. welche den
Punkten inmerhall dieser Fliche zugchiven
die iibrigen nicht.  Zuniichst ist klar, dals, wenn wir fiir das
- Betracht kommende Materiai diese Fliiche

, werden el tragen,

Hsll'J' Ilft' ent=
prechende Runktion 47 Vi i) 0 kennten, wir schon alle

Fragen, zu deren Lisung uns die Hiirto verhellen soll, beant-
worten kinnten. Denn  denken wir uns eine Hf.if_,'u von ge-
gebener Gestalt und aus gegebenem Materiul gegen einen an-
deren Kiorper gedriickt, so kennen wir nach dem Vorigen
siimthche i den Karpern auftvetende Spannungen, wir haben

also nur zu untersuchen, oh unter denselben eine ist, die einem
Panlte antserhally der Fliche §r(y. }y, Z) = 0 entspricht,

uin
ob und in welchem der beiden Kirper cine

rell Zn !-_'Ill:';|||_
blethende Deformation ciutritt, Indesse

n st zu einer Bestim-
mung jener Fliche bisher nicht einmal der Versu

kte
Schuittpunkte mit den positiven Axen der Druckfestigkeit,
the

wit den negativen Axen der  Zngfe tigkeil, andere Punkte
der Torsionsfestiokeit: all

‘h gemacht,

wir kennen uur einzelne PPu derselben ; so entsprechen die

amein kann man sagen, dals

e
Pankte der Festickeitsiliiche

L

eine gewisse Art von Festigheit
entspricht. Wir werden daher auch die Hirte

angehbaren Punkle der o tigkeilsiliiche ent prechen lassen und

anem bestingmt
nns i'l"_.'hll:_!l'll‘ diee Linge divses 21t kennen . i lanee uns die
Gesamttiorm '\l'iil-'l',_'_l'il 151 Dies Ziel crren hia

wit  durch
folgende Definition Die [livte ist

the |'|- BT Wit ||'J||' BT
|\."J]="l' 1!\'[_3'||i:_’-'l'. |Jr|'|||:..||’|--r| ey |

e ciner |3
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vithrung mil kreistérmiger Druckiliche on pricht.
Iutes Mals aber fir die Hirte erhalten Wir .
setzen:  Die Hiirte eines Korpers wird gem
Normaldruck auf die Flichencinheit

Kin abso-
wenn wir fest-
sen durch den
welcher 1 .‘\]1'|||"|"|IJH|\""
ciner kreisformigen Deuckiliiche herrselen mul

thamit in einem
Punktie des !'..-;.H'|||

s die Spannungen eben die Elasticitiitegrenze
erreichen.  Um  diese Definition zn rechifertigen, haben wir
zu zeigen: 1, dals die in ihr nichi heriicksichtigten Neben-
umstiinde aulser Belang sind, 2. dals die Ordnune, in welche
sie die I{f\]qwr nach der Hiirte bringt, zusnmmenfGillt mit der
gewdhnlichen Hiirteskala, Um das erste zu beweisen, denken
wir uns einen Iiorper aus dem Materiale 4 in Berithrung mit
einem Korper aus B, und einen anderen Korper aus A in
Beriihrung mit cinem Kérper aus €. Die Form allor Ober
fichen an den Berithrungsstellen soll beliebig sein. wir nelmen
aber an, dals die Druckfliche ein Kreis sei. uni dals 7 und
C hiirter als 4 oder gleich hart scien. Wir kisnnen dann tlen
Gesambdruck in beiden Beriihrungen gleichzeitic so von Null
an wachsen lassen, dafls der Normaldruck im Mittelpunkte des
Druckkreises bestiindig in beiden Fillen derselbe ist.  Wir
wissen, dals dann in beiden Fillen il rhaupt dieselben Span-
nungen gleichzeitig auftreten, gleichzeitiec und in zur Dinek
lieche fihinlich {!:'If'_lfl'lli'rl Punleton mnl daher aneh die erste
i.jil!'J"d‘}IlI'lilfll',!_ der Elasticititserenze stattfinden., Wi witrden
daher auch aus beiden Fillen fiir die Hirte dieselbhe Gril
gefunden haben und diese Iiirte wiivde demselben Punkd

der Festigkeitsiliche entsprochen haben.  Ubrigens ist  klar,
dals die Elemente, in welchen die Uberschreitune der Filast
citiibsgrenze  stabllindet, fiir verschiedene Materien ecine sehr
verschiedene Lage zur Druckfliiche haben kionnen. und dals
die Liage dem ”."I'“PHIILIH in der Druckiliiche eine sehr nmn-
ibnliche sein kaun. s ist noch darauf aufmerksam zn machen.
dals der zweite I\'-"u|||--p'_ dessen wir uns hedient, um die Hiirte
von A zu bestimmen, aus demselben Material A4 bestohen
durfle, wir haben also zur Bestimmung der Hiirte oines Mato
viales ein anderes iiberhaupt meht nitig; dies ist der Umstand.
welcher uns  herechtigh, obige Messung als eine absolute zn

bezeichnen.  Um den zweiten Punkt zu erweisen, denken wir

MERFA U] I\.ful]\.l-_l von  verschiedencim Material aneinandereo-

o
Mort hrlflon 10
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driickt, die Druckfliiche sei ein Kreis, die nach unserer Fest-
setzung gemessene Hiirte des einen 77, die kleinere des zweiten 7.
Lassen wir nun den Druck zwischen ihuen wachsen, bis der
Normaldruck im Nullpunkte A4 eben iibersteigt, so wird der
Kirper mit der liirte 4 eine dauernde Einsenkung erfiliren,
withrend der andere nicht iiber seine Elasticitilsgrenze hinnus
angestrengt ist; indem wir die Kiérper nun mit passendem
Drucke iiber einander iH'\\'t‘f_'.l'H, kionnen wir in ersterem eine
Reibe dauvernder Eindriicke hervorbringen, wiithirend letzterer
intakt bleibt. Ist der letztere eine Spitze, so knnen wir diesen
Vorgang beschreiben als ein Geritztwerden des weicheren
Kivpers durch den hiirteren und es fiillt sonaneh unsere Hiirte-
skala mit der mineralogischen zusammen. Allerdings sagt
unsere Theorie nicht aus, ob das Gleiche gilt fiir alle die Be-
rithrungen, bei welehen die Druckiliche elliptische Gestalt hat
it ]e'.jl'_lll_. dals,
ebenso gut wie unter Zuhilfenahme einer |(I'I'Il‘~l.t']['tlll-;,__.f!'ll Druck-

aber dies Schweigen ist gervechifertigt, Man sie

Hiiche, man die Hiirte definieren kinnte unter Zuhilfenahme
einer bestimmten Ellipticitiit derselben. Alle so verschieden
definierten Hirten werden kleine Abweichungen in den nume-
rischen Werten von einander zeigen. Entweder nun es stimmt

"“-"'1.:”--"|"||5 die Reithenfol der |§i'r|'|lt'1' m den verschiedenen

Hiirteskalen iiberein, dann ist unsere Festsetzung tiberhaupt im
Einklange mit der mineralogischen, oder dies findet nichi statt,
dann ist der Fehler anf Seite der letzteren, da dieselbe dann
eine bestimmic Hirteskala iiberhaupt nicht zu geben Vermag,
[os seheint itbrigens selir walivseheinlich, dals die Abweichungen
der verschieden definierten Hirvten von einander nur klein
auslallen  witrden, so dals  wir mit einem germgen  Opler
an Genanigheit in dem Bisherigen wind Kommenden die Be-
sehriinknne aul  eine l-.]'l'l'-'.I'['liH:'_" Dreuckiliiche byst Sepbe
lassen kinnten.  Nur Versuche kdnnen sicheren  Aufsehlafs
gehen

}-: ‘i 1t ;![ I;ll' i|.||||' enes I\."Jl": il 4||'|'f'||}" s¢l
i Beriihrung mit einem anderen, dessen Hicte eovilser als #/
Dann ast die Aussage. welehe wir wit Hilte  diesoes Wertes
miachen kiimnen, tie, dal alli diepenigen weld nmn dreyjengeen

Berithrungen mit kreistormiger Druckiliiche erfraeen

werden,

[tir welche
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Die Kraft, welche notig ist, um eine Spitze mit kugel-
{brmiger Endiliiche in die chene Fliche eines weicheren Ko
pers eben einzusenken, ist proportional der dritten Potenz der
Hiirte dieses letzteren Korpers, dem Quadrate des Kritmmungs-
radius der Endiliiche, sowie dem Quadrate des mittleren Koel-
icienten 7 fitr die beiden |\.f':!'|||_'|'. Um diese Aussage in
bessere l"!]rr-rr-inu!immtm;_r mit den iiblichen Bestimmungen der
Hiirte zu bringen, kinnte man versucht sein., letztere nichi
durch den Normaldruck selbst, sondern durch dessen dritte
Potenz messen zu wollen. Abgesehen davon, dals die erzengte
Analogie eine scheinbare wiire (denn es wiirde immer noch
nicht die Kraft, welche eine und dieselbe Spitze in verschiedene
Ktrper eintreibt, der Hiirte der letzteren proportional sein),
widerspriiche dieses Verfaliven der Konsequenz, da es die Hiirte
aus der Reihe der iibrigen Festigkeiten herausrisse.

Obgleich sich unsere Folgerungen aul Sehliisse stiilzen.
welche durch  die Frfalirung  gut bestiitigt werden, sind  sie
doch selber einer Privfung durch die Erfahrong sehr hediirftig.
Denn es kinnte sein, dals die wirklichen Kisrper den Vor-
stellungen der Homogeneitit, welehe wiv zogrunde gelegt haben,

sehr wenig entsprechen; es ist ja bekannt genug, dals

io
Festigkeitsverhiiltnisse in der Niithe der Oberfliiche, auf welehe
es ung hier ankommt, hitnlig ganz andere sind, als diejenigen
im Inneren der Korper. leh selber habe nur wenige Ver-
suche am Glase angestellt. Tm O

ase wed  allen ahnlichen
Kiirpern besteht die erste Uberschreifung der Klasticitiitarrenye

in einem  kreisformigen Sprunge, der in der Oberfliche am

Rande der l'r'ﬂrhn‘”i]b-i‘ entsteht und sieh beir wachsendem
Drucke nach aulsen kegelformig ings hinere verbreitet, Wiichst

der Druck weiter, so umschliclst diesen Sprung ein zweiter,
der sich gleichfalls ins Innere fortsetzt. dann diesen ein dritter
i. 8. £, natiirlich wird die Erscheinung immer unregelmilsiver.
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196G 6. Uber die Hirte

Aus den Drucken sowohl. welche ndtig sind, um unter gegebe-
nen Umstiinden den ersten Sprung zu veranlassen, als auch
aus der Grolse dieses Sprunges, erhitlt man dJdie Hirte des
Glases: ich fand so ans Versuchen, ber welchen ich eine harte

Stahllinse o

en ."‘"']sil';.‘l'['.'l.:c prelste, fitr die Hiarte des letzteren
130 bis 140 kg /mm?; aus den Krschemungen, welche beim Zu-
sammenstolse zweier Glaskngeln eintraten, konnte ich auf eine

Hirte von 150 schlielsen, wiilivend sich aus den Sprunghguren

g
benn Zusammenpressen zweier dilmmer Glasstiibe mit natir-
licher Oberfliiche eine weit grofsere Zahl, 180 bis 200, ergab.
Zum Teil mogen diese Abweichungen m den Unvollkommen-
heiten der Versuche begriindet sein (da anch dieselbe Ver-

suchs

ordnung ziemlich betriichtliche Abweichungen der ein-
zeluen Resultate gab), zum Teil aber sind sie ohne Zweifel
in der mangelhisften Homogeneitiit und der verschicdenen Ober-
]]uill'l‘l"llll'uli:“}\'l'il iln-j_il'i]lil]l'1. Krechen sich so grolse Sehwa-
kungen wie die erwithnten als die Regel; so verlioven natiiclich
die aus unsever Theorie sezopenen numerischen Resultate ihre
Be:

einen Malsstab ab fir den Wert, welcher exukten Messungen

eutung; unscre E;I".I'.iI'||'-.l|II|!_’_I'h ;|'|=|'I| dann  immer noch

iither die Hiirte iiberhaupt beizulegen ist.
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