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5. Uber die Beriihrung fester elastischer Kirper.

Aus dem Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd, 92,

5. 156—171, 1881.

In der Theorie der Elasticitiit werden als Ursachen der
Deformationen teils Kriifte, welche auf das Innere der Korper
wirken, tei

s auf die Oberfliche wirkende Druckkriifte ange-
nommen. HKir beide Arten von Kriiften kann der Fall ein- ; '
treten, dafs dieselben in einzelnen unendlich kleinen Teilen
der Ilirper unendlich grols werden, so zwar, dals die Integrale
der Kriifte, iiber diese Teile genommen, einen endlichen Wert
behalten. Beschreiben wir alsdann um den Unstetigkeitspunkt
eine geschlossene Fliiche, deren Dimensionen sehr klein gegen
die Dimensionen des ganzen Korpers sind, sehr. grols hingegen
im Vergleich zu den Dimensionen des Teiles, in welchem die
Kriifte :tllg{l'(:i[.l'll, su kilunen die Deformationen aulserhalb wned
innerhalb dieser Fliiche ganz unabhiingig von einander be-
trachtet werden. Aufserhalb hiingen die Deformationen ub
von der Gestalt des Gesamtkorpers, der Verteilung der iibrigen
Krifte und den endlichen Integrulen der Kraftkomponenten
im Unstetigkeitspunkte; innerhalb hiingen sie nur ab von der
Verteilung der im Inneren selbst angreifenden Kriifte. Die
Drucke und Deformationen im Inneren sind gegen die im Aufse-
ren unendlich grols.

Im Folgenden wollen wir einen hierher gehbrigen Fall
behandeln, der praktisches Iuteresse hat'), den Fall nitmlich,
dals zwei elastische isotrope Kérper sich in einem sehr kleinen
Teile ihrer Oberfliiche beriithven, und durch diesen Teil einen

b Vgl Wingner, Die Lebre von der Flasticitiit umd F tighkeit,

'ragr 1HGT: 1. 8. 43, Giueasnor, Theorie der Elasticitiit umld Festickeit
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endlichen Druck der eine auf den anderen aunsitben. Die sicl
berithrenden Oberflichen stellen wir uns als vollkommen glatt
vor, . h. wir nehmen nur einen senkrechten Druck zwischen
den sich berithrenden Teilen an. Das beiden Korpern nach
der Deformation gemeinsame Stiick der Oberfliiche ‘wollen wir
die Druckfliche, die Begrenzung dieses Stiickes die Druckfigur
nennen, Die Fragen, deren Beantwortung uns naturgemiil:
zuniichst obliegt, sind die nach der Fliche, von welcher die
Druckiliiche ein unendlich kleiner Teil ist?), die Frage nach
der Form und absoluten Grifse der Druckfigur, die Frage
nach der Verteilung des senkrechten Druckes in der Druck-
fliche. Von Wichtigkeit ist die Bestimmung der Maximal-
drucke, welehe in den an einander geprefsten Xorpern vorkom-
men, insofern ez von diesen abhiingt, ob der IDruck olne
bleibende Deformation ervtragen wivd; von Interesse ist endlich
die Aunitherung der beiden Kiérper, welche durch einen be-
stimmien Gesamtdruck hervorgernfen wird,

Als ¢

citiitskonstanten eines jeden der sich berithrenden Korper, die

geben haben wir zu betrachten die beiden Elasti-

Form und gegenseitige Lage der Oberfliichen in der Niihe des
Beriihrungspunktes, endlich den Gesamtdruek. Unsere Mafse
wollen wir so wihlen, dals die Druckfliche endlich erscheint,
dann gelten unsere Betrachtungen fiir das ganze endliche Ge-
biet, die Gesamtdimensionen der sich beriihrenden Kirper aber
haben wir uns als unendlich vorzustellen.

Wir denken uns zuniichst die beiden Oberfliichen in mathe-
matische Deriilirung gebracht, und zwar so, dals die gemein-
same Normale parallel ist der Richtung des Druckes, welchen
der eine Kirper auf den anderen ausiiben soll. In der gemein-
samen Tangentialebene richten wir das orthogonale geradlinige
System der 2, y ein, dessen Nullpunkt der Beriihrungspunkt
sein soll, die dritte senkrechle Koordinate heifse z. Der Ab-

N I alleemeinen findern sich die Kriimmungsradien der Oberfliiche
cines deformierten Kiepers nur nnendlich wenig, in unserem spezicllen
Falle hingeren dindern sie sich mm endliche Grifsen, und hierin liegt die

Bereehticune obiger Frage. Beriihren sich z. B. zwei gleiche Kugeln von

ey

gleichem Material, so gehiirt die Druckiliiche einer Ebene an,
FPliche, die von j.-l]r-‘.' der sich berithrenden Oberflichen iliver Natur nach

versehieden ist.
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stand jedes Punktes der beiden Oberllichen von der Tangential-
ebene in der Nihe des Beriihrungspunktes, d. h. im ganzen
endlichen Gebiet, wird durch eine homogene Funktion zweiten
Grades in x und y dargestellt sein. Ks wird daher auch der
Abstand zweier korrespondierender Punkle der beiden Ober-
Hiichen durch eine solche Funktion dargestellt sein, und zwar
wollen wir das System der = und y so drehen, dals aus der
letztgenannten Funktion das Glied in 2y wegfiillt,

Wir kénnen dann die Gleichungen der beiden Oberfliichen
schreiben:

]

und wir haben fiir den Abstand korrespondierender Punkte
beider Oberlliichen z, — z, = Ax* + By?, wo A s 4, ,
B B, und alle A, B ¢ als verschwindend klein zu
betrachten Hilufl). A und £ haben nach der Bedeutung der
Grifse z,—z, das gleiche Vorzeichen; wir wollen dasselbe als
positiv annehmen. Dies fiilllb zusammen mit der Bestimmung,
dals die positive zAxe in das Innere desjenigen Korpers
gehe, aufl welchen sich der Index 1 bezieht.

Wir denken uns weiter in jedem der beiden Kirper ein
besonderes mit dem betreffenden Korper im Unendlichen starr
verbundenes rechtwinklig-geradliniges Koordinatensystem, wel-

der Obertliiche

mit dem l:nlr-Ill'u't'h:'lule'n Teile des i;j--;||:-ji5_{|-11 )‘ﬁj';:ll-nu--\ der

ches withrend der mathematischien Berithru

ir
IF\

ayz zusammenfallt,  Bei einem aufl die Kirper ausgeiibten
Drucke werden sich  diese Koordinatensysteme parallel der

') Es seien py, undl Cur tlie beiden l'z-'/i||='-||-\- 1 ”.slljurl-'.['mnml-n;: sridivn
der Oberfliiche des einen Kiirpers, |'|n:~1iti'. e rechnet, wenn die zueehiirigen
|\'l'ilmill|l|>_l__'.~'[|1i1l<'|]\|l|||-\!1! it Iunern dicses }\'r'.r].--;.—i licgen, ehenso scien
o el gy, ddie beiden Hanptheiimmungen  der Oberfliiche des anderen
Kirpers, endlich sei o der Winkel, welchen die Ebenen der Kriinnnungen

oy wndd gy mit cinander biliden,  Danu st

W r— ) ||f_4” 0.)° 4 00 — 0420y — 04,) co820 (0, — 0,

Fitheen wir cinen Hilfswinkel reindorch die Gleichung cos o= (1 —8)( A4 17),
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zAxe gegen ecinander verschieben und zwar wird ihre Ver-
schiebung gleich sein der Amniitherung der von der Drnckstelle
unendlich entfernten Meile beider [\;-'rl"llu-.". s wird nicht nitir
sein, fiir diese Koordinatensysteme besondere Bezeichnungen
einzuflithren.  Die Kbene = 0 i jedem diecser Systeme ist
dor Oberfliche des belreflfenden !\u"\!'pm-: i Indhichen unend-
lich nahe und kann daher als die Obertliiche selbst angesehen
werden. ebenso die Richtung der zAxe als die Richtung der
Normale zu dieser Oberfliclhe.

Es seien &, #, £ die Verschiebungen nach z, y, z; mit I,
werde die Druckkomponente in Richtung der » bezeichnet,
welehe in einem Flichenelemente, dessen Normale die z-Rich-
tung hat, von dem K#érperteile, in dem 2 kleinere Werte be-
sitzt, aufl denjenigen, in dem a griolser ist, ausgeiibt wird, und
die analoge Bezeichnung gelte fiir die iibrigen Druckkompo-
nenten; es seien endlich A, 4 und A, 0, die Elasticititskoef-
ficienten des einen und des anderen Korpers.  Allgemein misgen
die Griflsen, welche sich anf den einen oder den anderen
der beiden Kirper beziehen, durclt die Indices 1 und 2 unter-
schieden werden; wo die Rechnungen sich gleichmiilsig anf
beide heziehen, lassen wir die Indices fort. Wir haben nun
folgende DBedingungen fiir das Gleichgewicht:

1. Im Inneren jedes Kérpers muls sein

2 il aa = . da
0 201420y , O ,!.i|[_l F20) -, O=A04+(14-20) --,
o oy oL
os i1 ac
1 P - g
or r-lx,r ns

und zwar ist in 1 fir @ @, in 2 fiir 4 H:‘. zu setzen.

2. An den Grenzen miissen die folgenden Bedingungen
erfiillt sein:

a) Im Unendlichen verschwinden §, #, £, da hier unsere
Koordinatensysteme mit den Korpern starr verbunden sind;

b) fiir z = 0, das heilst fiir die Oberiliichen der Korper,
miissen die Tangentialkrifte, die senkrecht zur zAxe sind,

verschwinden, also:
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|
¢) fir z =0 mufls ferner aulserhalb eines gewissen Teiles '
dieser Kbene, niimlich aulserhalb der Druckfliiche. auch die
Normalkraft verschwinden, also sein
; -fa
o= 2K .7 40| =0 |
i 0= | |
Inuerhalb jenes Teiles mufs sein
Z;[ . X-a . I

Die Verteilung des Druckes in jenem Teile kennen wir nicht,
dufir haben wir hier eine Bedingung fiir die V

d) Bezeichnet niimlich e die Verschiebung gegen einander

"erschiebung {:
der beiden Koordinatensysteme, auf welche wir die Verriickun-
gen beziehen, so ist der Ahbstand korrespondierender Punkte
beider Oberfliichen nach der Deformation gleich  Ax* 4 Iy*
G —8&—ea, und da innerhalb der Druckiliiche dieser Abstand

. . " ¥ . !
verschwinden soll, muls obiger Ausdruck gleich Null sein,
also sein:

i—LH=a A — f,'_f,': 0¢—2 4

e) Zu den aufgezithlten dedingungen treten dann noch
die; dafs im Inneren der Druckfliche Z iiberall da positive
Vorzeichen habe, sowie die, dals aufserhalb der Druckiliiche
& — &, > a— Aa* — By? sei, da sonst der eine Korper in den
anderen ['llu'i‘lllu‘”l'n miilste.

f) Endlich muls das Integral [#.ds, genommen iiber den
von der Drackfigur begrenzten Teil der Oberfliiche gleich dem
gegebenen Gesamtdruck, den wir p nennen wollen, sein.

Die besondere Form der Oberfliche her beiden Kirper
kommt nur in der Grenzbestimmung 2d) vor, abgesehen von
dieser verhilt sich jeder derselben wie ein unendlich grolyer
Korper, der den ganzen Raum auf einer Seite der Ebene z = 0
ausfiille, withrend auf diese Ebene nur senkreehte Drucke
wirken.  Das Gleichgewicht eines solehen Korpers betrachiten
wir daher nither.  Sei 2 eine Funktion, welche innerhallh des
Kirpers der Gleichung 4P = 0 geniigt: im besonderen wollen
wir uns P vorstellen als Potential einer auf der Ebene z ()

m odlichen verteilten lcktricitiitsmenge.  Sei fernen
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=P 1

el oliipipes il o
A K(14-20) |- |
wo ¢ emne unendhiche Grolse szein soll und 7 eine Konstante,
tie so gewithlt ist, dafs IT endlich wird. Zu diesem Behofe

witd 7 gleich sein milssen dem natiivlichen Logarithmus von 7,

1

multiphiziert mit der Gesamtmenge freier Elektricitit, die dem

Potentinle P entspricht. Aus der Festsetzung fiir IT folgt:
AT

Wir setzen nun, nach Einfiihrung der Abkiirzung
2(1 'l..H']
K (1 20))

olr all E all

¢ ELN N S £ e S
d. ’ dy 0z
a7 + 2% 2 9
g = b 21 -
J 0z A(1-4-20) dz

Man iiberzeugt sich leicht, dafs das vorgelegte System von
Verschicbungen den fiir &, n, ¢ aufgestellten Differentialglei-
chungen geniigt, und dals in der Unendlichkeit diese Verschie-
bungen verschwinden.  Fiir die Komponenten der Drucke er-
halten wir:

[,'; 21 2f) il 'I

_ o
Y 2k A (1-420) 8zl

| da®

= |-"-"°'” 2() r'-f'l

i — 23 y
Y | i"fl.ll,:"' ! A (14 2()) azl
L |if'--H _ 2(24-31) f.;.
e | 922 A (1-4-20) azl
: - 611
XN, = —2Kk .
; d.réiy
N ar atp
| GRIRIRY ) ‘) bl RN, 22—z
o !.f-r'r-': ol dxroz
L aP aip
i~ oK | i AR g, W
]f'-_.ll,fr r r'-..'l,rj [‘-k_lr”_'i:_
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Aus den beiden letzten Formeln folgt, dafs fiir das vorgelegte
System in der Ebene z = 0 die zur z Axe senkrechien Tan-
gentialkriifte verschwinden. Wir bestimmen noch die Ver-
schiebung ¢ und den Normaldruck Z fir die Ehene z =0

wir fimden

s =D

oL

Die Dichtigkeit der Elektricitit, welche zum Potentiale P ge-
hort, ist gleich — (1/27) (6.L/9z), wir erhalten daber den
Satz: Die Verschiebung ¢ in der Oberfliche, welche dem
Normaldruck Z, entpricht, ist gleich dem /4afachen des
Potentials, welches zu einer dem Druck Z, numerisch gleichen
elektrischen Dichtigkeit gehirt.

Indem wir nun die Betrachtung der beiden Kiirper wieder
aufnelmen, denken wir uns die Klektricitiit, deren Potential P
ist, nur in einem begrenzten Teile der Kbene z = 0 verbreitet,
sctzen 11, und I7, den Ausdriicken gleich, die aus dem fiir 17
gegebenen Ausdrucke entstehen, wenn den Zeichen X und 6
der Index 1 oder 2 gu;;‘t'lwn wird, und machen:

; all all _ all
51 fel A Ve ('.r- T W 'I‘I 29,8,
J; 1y 0z

. all, dll, : all

o RS ) & - Sl Cy = — R 21 L S

52 da ! J ay = dz f
worans fiir z = 0 folgt:
; : s ar , aP
p=dhd . LGPl A9 ol Fp =2

Bei dieser Annahime wird den gemachten Auseinandersetzungen
zufolge den Bedingungen 1, 2a) und 2b) geniigt. Da a2/az
auf beiden Seiten der Ebene z = 0 entgegengesetzte Werte hat
und  verschwindet aulserhalh der elektvischen Fliche . deren
Potentinl 7 ist, so sind durch den gemachien Ansatz auch die
Bedingungen 2¢) ecfiillt, falls die Druckiliche dic mit Klek-

tricitiit. belegte Fliiche ist.  Duaraus, dals P an der Fliiche z=0
stefig ast, folgt ferner fiir diesen Wert von z: i, &4 7 E,=0,
Nuch der Bedingung 2d) aber haben wir fiir die Druckiliiche:
« — z; + z,, also wird hier:
Heri clirkflon 11

LANDESBIBLIOTHEK
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G= 3 ||,'j (o 2+ 2) o L=- 9, }’”” (o — 2+ 2,)
Die Gleichung der Druckfliiche ist, wenn wir von eier Kon-
stanten. die von der Walil des Koordinatensystems abhiingl
und  daher bedeuntungslos ist, abschen, =z G =0,
also entwickelt (&, + )z = 2, + % z,. Hiernach ist die
Druckiliiche Teil einer Fliche zweiten Grades, die zwischen
den sich berithrenden Flichen in deren undeformiertem Zu-
stande liegt, sie ist dihnlicher der Begrenzung desjenigen
Korpers, dessen Elasticititskoefficient grofser ist; sind beide
Korper von demselben Material, so ist sie geradezn die Mittel-
fliiche zwischen deren Oberflichen, da dann 2z = 2, + 2, wird.
Wir machen jetzt eine bestimmte Annahme iiber die An-
ordnung der Blektricitit, deren Potentinl 7" ist.  Sie sei ver-
breitet auf einer Ellipse, deren Halbaxen a und & m die
dichtung der Axen der = und y fallen, mit einer Dichtigkeit,

die gleich

ap / | a2 _;;'*’
sxab V a: h®

ist. das heilst so, dals sie aufgefalst werden kann als ecine
Masse, die mit gleicher riumlicher Dichtigkeit ein unendlich
abgeplattetes Ellipsoid erfiillt. s ist dann

167 Va*4. 6241 . A

wo die untere Integralgrenze u die positive Wurzel der kubischen

Gleichune

8 o .3
; | I
a’tu h " "
bezeichnet.  Fiir das Innere der Druckiliiche, welche dureh die

genannte Ellipse begrenzt wird, ist » 0. also P= L— Mx?— Ny?,
wo L. M., N gewisse hestimmite ]m-\i[l'-c’ Intesrale bedeuten,
Die Bedingung 2d) ist demmach erfiillt, wenn wir a und 4

a0 bestimmen, dals

(F+9) =4 , HW+9)N=F

1

BLB BADISCHE
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Die in der Bedingung vor-

immer moglich 1st.
die

wird, was
« bestimmt sich dann durch

kommende Unbekannte

(3leichung

(9 + ) L=«

Dafls die erste der Bedingungen 2e) erfiillt ist, folgt unmittel-
bar aus der Gleichung
f 9 9
;{. ap ‘ fee 4— . y"
i 2xab a? b

dals es auch die zweite ist, ist zu beweisen, dals

24yt & = ] [rr:‘] } r‘f__)f‘ g — AT }‘J'_rjr"

Um zu zeigen,
filr z 0 und 2*%/a

ist. Zu diesem f/,w--l.!::\\ beachte man, dals hier:

!’- !1 "_'ln".!"l-" .\-‘J,f:-

und daher, da der Zihler des unter dem [ntegralzeichen
stehenden Ausdrucks im betrachteten Gebiete negaliv  ist,
P> [ — Ma2— Ny~ Durch Multiplikation dieser Gleichung

mik |'Jj -7, L'L]lgt e, welche wir zu bewelsen suchten. [als
endlich auch die letzle Bedingung 21) erfiillt ist, crgiebt
and wir besitzen dalier in der an-

eine einfache [ntegration,
von P und dem zugehbrigen System der

senommenen Form
geniigende Lisung.

l e}
Eyl ene allen Buedingungen
Die Gleichungen iy die Axen der Druckellipse werden,

l‘\||“|"llt' !.!_I'ril'ljl'il'1|t'11:

I' du I 167

‘ I (a® |-u)? (Bé-|-u) n - 'fj_- ap

" il I3 16T

; | (-1 h* | ”:l-i 1" v/ \ | I . ap
Verhilltuisses atd = k und eiuer

oder, nach Einliithruang des

einlichen Umiformung:

LANDESBIBLIOTHEK
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i A
17 I:II-{ 7
BT s

ap p'f'1 i r'}:z

Dureh Division wird eine transcendente Gleichung fiir das Ver-
hiilltnis & erhalten. ')y Dasselbe hiingt nur ab von dem Ver-
hiiltnisse A4: 8, und man erkennt leicht aus der Bedeutung,
welche wir den Kriiften und Verschiebungen untergelegt haben,
dafs die Druckellipse immer Einglicher ist, als die Ellipsen,
in welchen der Abstand der beiden Korper konstant ist. Fiir
die absolute Grilse der Druckfliiche folgt, dals dieselbe hei
gegebener Form der Oberflichen portortional ist der dritten
Wurzel ans dem Drucke, sowie der dritten Wurzel aus der
Grilse 1, +7,. Fiir die Anniherung der Korper durch den
Druck haben wir nach dem Vorigen:

" Die Auflisung  dieser Gleichung und die Auswertung der zur
Restimmung von a und & uotwendigen Integrale kann mit Hilfe der
Lreapxoneschen Tafeln aunsgefithet werden, ohue dals neue Quadraturen
nitig wiirden.  Die immerhin weitliiufige Reclmung wird fiir die meisten
Fiille iilwerflii

richtune di

gemacht durch die folgende kleine Tabelle, deren Ein-

s st Diriickt man die Grifsen A und 2 in den Gleichungen
fiir & wnd b durch die Hauptkeiimmungen und den in einer frilheren An
merkunge eingefithrten Hilfswinkel ¢ ans, so lassen sich die Auflosnngen

dicser Gleiclhungen in der Form darstellen:

/ 3p () p (S =42s)
ul/ y i . b ) r ! "
Bl 101t Cau10a) Blop 011 0n1029)
wo g and » transcendente Funktionen deg Winkels ¢ sind,  Die Tabells

gicht nun die Werte dieser Funktionen fiie zehin Werte des in Winkel

,'_'_lil'l' n '.j-';:l'}ll'||l'r| J\I;"_IIIII"III-":- T.

BLB BADISCHE -
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5. Uber die Beriihrung clastischer Korper. L Ui
ap |‘f1-} 3 o i dz

o : 5 I ) 53
8 @ l (1 | k22%) (14 2%)

o
1)
Fihren wir die Multiplikation mit der Summe @ -F i, s,

g0 zorfillt e in zwei Summanden,
haben; es sind die Annitherungen des Nullpunktes an dic un-

die eine besondere Bedeutung

endlich entfernten Teile des einen und des anderen Kirpers;

wir konnen sie bezeichnen als die Einsenkungen, die der eine
und der andere Korper erlitten hat. Bei aleicher Gestalt der
gich berithrenden Oberfliichen ist die Annitherung |11'u|n.\1'li=m:ni
der %ten Potenz des Druckes und der gleichen Potenz der
Grifse -+ Uy Andern 4 und B unter Beibehaltung

Verhiltnisses ihren absoluten Wert, so andern sich die Dimen-

ihres

sionen der Druckfliiche umgekehrt wie die dritten Wurzeln
aus diesem Werte, die Annidherung divekt wie diese Wurzeln,

B unendlich, so wird auch die Anniiherung

welche sich mit scharfen Spitzen berithren,

Werden A und
unendlich; Korper,
dringen in einander eli.

die Beanspruchung des-
-\!sl'.m}_"-.]ull||k1u

Hieran ankniipfend wollen wir
jenigen Klementes bestimmen, welches sich im

unseres Koordinatensystems befindet, indem wir die drei Aus-

delinungen 4§ [dx, 8y [dy, o [0z guchen.  Wir haben zu-
niichst fiir den Nullpunkt:
9 ar 3p 1
G = . : - :
K (1--20) oz oK (142w ab
(.1 1 al ip I
az  K(1-}eU) oz 1K (14-20) n ab
Weiter haben wir fii die Kbene z = U:
. all all
o - I r
i oxr : | oy
B2 P L [Pz
L& - L&
K(1--20), 2 K{1-}-20)),
(1] L

dafs in der gedachten Kbene & und y 1|rnlm|'lin-1.‘|l

Man erkennt,

sind den Kriften, welche ¢in unendlicher elliptischer Cylinder

LANDESBIBLIOTHEK




166 5. Uber die Berithrung elastischer Kirper

ausiibt, der auf der Druckfliiche steht und dessen Dichtizkeit

nach mnen zunimmt nach demselben Gesetze, nach welchem )

der Druck in der Druckiliche zunimmt. lm alleemeinen sind

so £ und # durch verwickelte Funktionen gegeben: fiir die

a
Punkte, welche der Axe nahe liegen, lassen sie sich indessen
leicht berechnen. Wir schneiden um die Axe einen sehr
diinnen Cylinder heraus, dessen Mantellliche der Mantelfliiche
des ganzen fihnlich ist; diesen Cylinder kisnnen wir als homogen
betrachlen, und da der fufsere Teil aufl die Punkte im Innern
keine Anziehung ausiibt, so miissen die Komponenten der in
5

Rede stehenden Kriifte, und also auch & und y fir die ver-

schiedenen Punkte gleich sein einer Konstanten. multipliziert

mil respektive x [a und y /b, Daraus folgt

g il
a . b - 1]
0. ay
Andererseits haben wn
& an ac 3 1
= =g -t = !
dr oy 0z 4 }\{] 20\ = ab

Hieraus finden wir nun fiir die drei Grélsen, die wir suchten,

{'i::' 'i';r 1

dr i\ A (14 ',_'U] T el J,.l} f
o an 1

ay AN (1-F2ehm blatd)
3 ap 1

az bk (1-2)a ab

Das negative Vorzeichen dieser drei Grifsen zeight an, dals
das in Frage stehende Element in allen drei Richtungen kom-
primierl wird.  Die Kompressionen sind der dritten Wurzel
aus dem Gesamtdrucke proportional. Aus ilinen sind leicht die
Drucke im Anfangspunkte zu bestimmen. Diese Drucke sind
die grifsten, welche iiberhaupt in den geprelsten Korpern vor-
kommen:; man kann daher behaupten, dafs ein Uberschreiten
der Elasticitiitsgrenze nicht eher statthaben wird, als bis diese

Drucke von der Ordnung derjenigen werden, welche ein solches
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) Uberschreiten veranlassen konnen, 1In plastischen Korpern,
z. B. in den weichen Metallen, wird dies Uberschreiten zu-

niichst in einer seitlichen Ausweichung, verbunden mit davern-

der Kompression bestehen, dasselbe wird daber auch nicht
eine ins Unendliche wachsende Storung des Gleichgewichtes
zur BFolge haben, sondern die Druckiliiche wird sich so langee
iiber das berechnete Mals hinaus vergrilsern, bis der Druck
auf die Flicheneinheit hinreichend klein geworden ist, um er-
tragen zu werden. Schwieriger ist es, die Erscheinung in
sproden Kérpern, wie hartem Stahl, Glas, Krystallen zu be-
stimmen, in welchen eine Uberschreitung der Klasticitiitsgrenze
nur als Entstehung eines Risses oder Sprunges, also nur unter
dem Einflusse von Zugkriften auftritt. Von dem oben be-
trachteten Ilemente, als von einem allseitig komprimierten,
kann ein soleher Sprung nicht ausgelien, und es ist bei unserer
heutigen Kenntnis von der Festigkeit sprider Kiorper iiber- '
haupt nicht miglich, genau dasjenige Element zu hestimmen.
in welchem die Bedingungen fiir das Zustandekommen eines
Sprunges bei wachsendem Druck zuerst auftreten. Indessen
zeigh eine eingehendere Diskussion so viel, dals in Kérpern,
welche in ihrem elastischen Verhalten dem Glase oder harten
Stahle dhnlich sind, bei weitem die stirksten Zugkviifte in der
Oberfliche und zwar am Rande der Druckfigur auftreten. E

5

wird duorch eine solche Diskussion wahrscheinlich, dafs der
erste Sprung an den HEnden der kleinen Axe der Druck-
ellipse entsteht und senkrvecht zu dieser Axe am Runde der
Druckellipse entlang liult,

Die gefundenen Formeln werden besonders einfach  fin
den Fall, dals beide sich beriithrenden I\-l"upt'r' Kugeln sind.
In diesem Kalle gehiirt auch die Druckiliche einer Kugel an,
Ist o der reciproke Radiug der letzteren und sind o, und 0,
die reciproken Radien der sich heriibrenden Kogelin, so besteht
die Bezichung ()0 0, + o, welche fiir Kugeln
uns gleichem Material in die einfachere 20 0, + 0, ithergeht.
Die Drockligur ist ein Kreis, dessen Radius wir « nennen
wollen.  Setzen wir
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g0 winrd

2 e z2 '
[ '3 =
ap a4 u u
]
P=_1 I - di
16T o (@ 2) Ve

1
welches Integral sich auch in geschlossener Form darstellen Lifst.
Man findet nun leicht fiir den Radius des Druckkreises a
und fiir die Anniiherung « der Kugeln sowie fiir die Ver-

schiebung ¢ in der Fliche z = 0, innerhalb des Druckkreises:

1
! im - . P ¢
o < 1/l 1) o= Pl )
| |“ir{1I --1-{?_,:‘1 ! 16ex

ap 2012 — g2
a2 a’
Aulserhalb des Druckkreises wird & durch eine etwas ver-
wickelteve, einen aretg enthaltende Funktion dargestellt. Sehr
einfache Ausdriicke ergeben sich fir & und 5 in der Fliiche

z = 0. Fiir die Verdichtung in der Fliiche z = 0 findet man

3p Va?— 2

1] - 5
2A (1420w a”

innerhalb des |‘t'|1t"\'|ct'1"ie'~'='.k;_. aulserhalb desselben ist o 0.

Fiir den Druck Z, innerhalb des Druckkreises wird erhalten

. Sp 1 rr"’ {'::
e

& r

Im Mittelpunkte hat man

7 ap \" % 14401 3p
‘% JTIFF"'. A\ Y -1{!-{ :”) :“!'.!

Die erlangten Formeln lassen sich ohne weiteres auf
besondere Fille anwenden., Fiir # kann man in den meisten
Korpern mit hinveichender Anniherung 1 setzen. K wird dann

_L',Ei'ii‘ll _! (

es Elasticitivtsmoduls, 2 wird eleich 21 des reci-
proken Wertes des Flasticitiitsmoduls: in allen Kirpern liegt
o zwischen dem Dreifachen und dem Vierfachen dieses reci-
proken Wertes. Prelst man beispiels

wlber eme Glaslinge von

100 Meter Radius durch das Gewicht eines Kilogrimmes gegen
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eme ebene Glasplatte (unter welchen Umstiinden der Radins
des ersten Newron'schen Ringes gleich ca. 5.2 Millimetern
wird), so erhiilt man eine Druckfliiche, die einer Kugel von
200 Meter Radius angehirt, der Radius des Druckkreicos 15t
2,6Tmm, die Anniherung der heiden Glaskirper betriigh
71 Milliontel Millimeter, der Druck Z in der Mitte der Druck-
fliiche ist gleich 00669 Kilogramm pro Quadratmillimeter,

tlie
dazu senkrechten Drucke X, und F,

betragen c¢a. & obigen
Wertes. Denken wir uns als zweiles Beizpiel eine Reilie von
Stahlkugeln vom Radius R durch ihre eicene Schwere gegen
eine horizontale starre Platte geprelst, so findet man sehr
nahezu, in Millimetern gerechnet, den Radins des Druck-
kreises a =45, /t4; also fir cine Kugel vom Radius

1 mm, Im, ki, 1000km,
wirl @ = Cd y5ggmm, 10mm, 100m, 1000 km,
H([F‘[‘ @ | |!|||n L] I |‘:|| ] ]I|I ! :

des Radius. Bei Kugeln, deren Radius grosser als 1km ist.

betriigt der Radius des Druckkreises schon mehr als Y des

Radius der Kugel. Auf solche Verhiiltnisse fGuden un

Rechnungen keine Anwendung, da wir eben dies Verhiltnis

als einen kleinen Brueh voraussetzten. Aber ehen dals in
Kugeln von dieser Grifse bei kleinen Deformationen ein Gleich-
gewicht nicht mehr moglich ist, zeigt, dals ein solehes iiber-
haupt nicht zu stande kommen kann, Denken wir uns als
ein anderes Beispiel zwei Stahlkugeln von gleichem Radius R
aneinander gelegt und nur dureh die gegenseitice Gravitation
ancinander geprelst.  BEs ergicht sich hier der Rading des

Druckkreises o = 0,000000878 2%, wenn in  Millimetern oo

rechnet wird.’) Ist der Radius der beiden Kugeln gleich
4,3 Kilometern, so wird p= 1. R, ist er gleich 136 Kilo-
metern, so wird p i 1. Ziwischen beiden Werten und nither

dem letzteren wird derjenige Wert von 2 liegen, fiir welehen

"' In diesen Rechonungen ist der Elasticitiitsmodul des Stahles
20000 kg fmm?, die Dichtigheit di

zu
o Stahls za 7.7, die mittlere dor Firds

LA angenominen,
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die Elasticitiitskriifte aulhioren, der Gravitation das Gleieh-
gewicht zu halten. Werden Stalhilkugeln von grifserem Radius
;||||'i||;1||t|.'-'!' ;fi'l.“:{l. S0 \'-l'i'||n'h '~i|‘. Kl'J'_"l'l'l.'i!l'Jl, I|Jl]1| ZwWar jl!
Teile, deren Dimensionen von der Ordnung der eben fiir R
angegehenen Werte sind.

Zum Schluls wollen wir von den evlangten Formeln eine
Anwendung machen auf den Stols elastischer Kirper. Sowohl
aus schon vorhandenen Beobachtungen, als aueh aus den
Resultaten der gleich anzustellenden Betrachtungen folgt, dals
die Stofszeit, d. h. die Zeit, withrend welcher die stolsenden
Korper in Beriihrung sind, wenn auch absolut sehr klein, docl
sehr grols ist im Verhiiltnis zu derjenigen Zeit, welche elastische
Wellen notig haben, um in den in Rede stehenden Kirpern

Lingen von der Ordoung desjenigen Teils der Oberflichen zu
durchlaufen. welcher beiden Kiarpern in ihrver grilsten An-
nitherung  gememsam ist, und welchen wir die StolsHiiche
nennen  wollen, Daraus folgt, dals der elastische Zustand

beider Korper in der Nihe des Stolspunktes withrend des

aanzen Verlanfs des Stofses selir nahezu gleich ist dem Gleich-
gewichiszustande ., den der zwischen beiden }{i'|1'|~c'r'll in jedem
Augenblicke vorhandene Gesamtdruck bei  lingerer Dauer
hervorbringen wiirde.  Bestimmen wir  dalier den zwisehen
beiden Korpern herrschenden Druck aus der Bezichung, welche
wir zwischen diesemt Drucke und der Aunitherung in Richtung
der gemeinsamen Normale frither fiir rubende Kirper aul-
gestellt haben, und wenden im iibrigen anf das Innere jedes
der beiden Korper die Differentinlgleichungen fir bewegte
elastische Korper an, so werden wir den Verlaaf des Vorganges
mit  grolser Anwiherung erhalten.  Zuo  allgemeinen  Siitzen

konnen wir auf diese Weise naturgemiils nicht kommen, wir

erhalten aber eine Reilie soleher, wenn wir jetzt die weitere
Vorausselzung machen, d;
digjenige Zeit, welche die elastischen Wellen nistie haben, um

die ganzen Dimensionen der stolsenden Kirper zu durchlaufen.

s die Stolszeit grols sei aunch gegen

|! I[il'w' |’--.'|1'.',!IIJJ_'._' I'I|I-|||. Sk l-l'\'.l-:'l'u .ai'|| .||JI-' 'l‘:-lll' c||-]

stolsenden Korper, mit Ausnahime derjenigen, welche dem Stofs-
punkte unendlich pahe Lewen, wie die Teile sharrer Kirper;
diass die lfragliche Bedingung in wirklichen s rpern  erfiillt
iy

1 kann, werden wir aus unseren Resultiaten nachiweisen
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Wir hehalien unsere Koordinatensysteme der »yz hei.

Ser e« e !\.-m|“n|u-|.fp in Richtnng der z der Entfernune
zweier Punkle des einen und des anderen Kirpers. zweier
] ; i S o T L [ .

Punkte, die so gewiihlt sind, dafs ilire Entfernung von der
Stolsllitche klein s

gregren die Dimensionen der ganzen Kiirper,

grroly gegen die Dimensionen der Stofsiliiche: sei ferner o die
Ableitung von e nach der Zeit.  lst nun .7 diejenize Do-
wegungsgrifse, welche withrend des Zeitelementes ¢ der oine
Kiirper verliert, der andere gewinnt, so ist, wie die Theorie
des Stolses starrer I'\-i"'l"lF‘T‘ zeigt: de = — i-1 dd, wo K, eine
(rrisfse 1st, die nur von den Massen der stolsenden Kiirper,
ihren Haupttriigheitsmomenten und der Lage der Hauptriis-
heitsaxen zur Stolsnormale abhiingt.’)  Andererseits ist .J

gleich dem Zeitelemente d¢, multipliziert mit dem wilirend (les-

selben zwischen den Kérpern thiitigen Drucke. Dieser ist aber
;f[f'ir'll .'rr‘__i—_’;', WO f:':! eine aus dem \'mjga-n ziu bestimmende
Konstante ist, die nur von der Form der Oberfliichen und «den
Klasticitiitsverhiiltnissen in unmittelbarer Niihe des Stolspunktes
abhiingt. Sonach ist d.J J?r_lzif.‘!rl’.l' und des x’.lj’.-:,u: df, oder
wenn wir integrieren, und mit ¢ den Wert von o unmittelhar
vor dem Stolse bezeichnen:
e’ —a* + Y kel =0,

welche Gleichung nichts anderes ist, als die der Erhaltune der
Euergie. Fiir die grifste Anniiherung der Karper ist o = 0
setzen wir den entsprechenden Wert von e gleich e, so ist
o, = (bee” | Hlﬁﬂjg‘ der zwischen den Kirpern gleichzeitiz auf
tretende Maximaldruck ist P Jrr:,rf._; daraus ergeben sich
ohne weiteres die Dimensionen der Stofsfliche.

Um die Abhiingigkeit des Vorganges von der Zeit zu ge-
winnen, integrieren wir nochmals und erhalten

) Siehe Posson, Traité de méeanigque, 11, Chap. 7. In der dort be

nutzten Bezeichnungsweise ist die Konstante -’.'I

2 o 1 f (b eos ¥ eccnsf)? (e cosm .-J'I".--'}’.‘.I | (aeosf -.Jlr'||.|r|'|
! M A B f

| (b cosy ¢ cosfl )? | (e’ cosn a'cosy’)* (&' cosd —b' cosn’)?
Foar A B : C
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: dee

I i:uf — ;"rlf.,_,u:-'f
a

1st. s0 ;_[l"\\;.-lllh. dals ¢ 0 wird fiir den
Aucenblick der grofsten Annitherung.  Filr jeden Wert der
unteren Grenze e erhilt man dureh das doppelte Vorzeichen
der Wurzel zwel gleiche iu.-:~itL\'x' und negative Werte von L.
ungerade Funktion von #;

Die obere Grenze

¢ eine

Ihar nach dem Stolse entfernen sich die Stofspunkte 1n
i

Normalen ‘mit derselben relativen Ges
dem Stofse einander niiherten.

lis ist somach « eine gerade, ¢

unmitte
Richtung der schwindig-
keit, mit welcher sie gich vor
Nach derselben transcendenten
coinem Anfangs- auf seinen

(G eschwindigkeitskomponenten  von

Funktion, nach welcher « von

Kudwert iibergeht, gehen alle

iitbrigen ihren  Anfangs-
quf ihre Kndwerte iiber.

werten
berithren sich suniichst fiir ¢ = 0,

Die bheiden 1\."I1'1M't‘
e wieder gleich O ist; sonach ist dic

510

voerlussen sich, wenn
Dauer der Berithrung oder die Stolszeit

,l'I _,I' H'U. 2, 25 . 7

W

-

wenn

y ] ' 1,4716
‘1 gl

ist. Die Stolszeit kann demmnach auf verschiedene Weise unend-

lich werden, olne dals dicjenige Zeit, mit
win soll, gleichiulls anendlich witrde,
die anfiingliche relative
15t

weleher verglichen
sie grols Insbesondere
Stofszeit unendlich, wenn
dolsenden Korper anenddich  klein
Verhiilinisse cines gegebenen
certen

wird die
Geschwindigkeit der

welehes also auch im itbrigen die

Stolses sind, fir hinreichend klein gewihite (ieschwindig
werden die gegehenen ntwickelungen  jede gewiinschte Ge-

itzen.  Allemal word diese Goenauiekeit gleweh sem

nauickeil be
l‘l'll]-l.li'_'lll, welche den sogenannten Gesclzen des Stolses violl-
kommen elastischer Korper 1 den wegebenen Fall innews lint.
Kiir den zentralen Stols zweier [xugeln vou gleichem Radius K
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und gleichem Material von der Diclite g werden die Konstanten
by und Ay

9 8 iR
ky 2lidaq ' k=45l gt

speziell fiie den Stols zweier gleichen Stahlkugeln vom Radiug
I wird daher, wenn als Einheit der Liinge das Millimeter und
als Binheit der Kraft das Gewicht eines Kilogramms benutzt
wird:

log ,»{‘! 8,78 — 3log R

/
log ,l{',‘ =403 4 1 ]n?r_{ [/

Daraus ergiebt sich dann fiir zwei solcher Kugeln, die mil
einer relativen Geschwindigkeit » zusammenstolsen:
der Radius der Stofsfliche . . a, = 0,0020 Zvimm
dieiolEzeil vy Gt a s . X 0,000024 Jtv— ! sec
der Gesambdrock 1m Augenblicke der

grifsten Anniherung . v e pa= 0,00025 20 ke
der gleichzeitig im Stofsmittelpunkte

herrschende Maximaldruck pro

Flicheneinheit ., . . . . . . p 20,1 0% kg /mm?

Betrigt beispielsweise der Radius der Kugeln 25mm, die Ge-
schwindigkeit 10mm/sec, so wird a,, =0,13mm, 7'=0,00038sec,
P 2,47kg, p. 73,0keg/mm?  Fiir zwei Stahlkugeln von
der Grifse der Krde, die mit einer Anfangsgeschwindigkeit
von 10mm/sec zusammentriifen, witrde die Dauer der Beriithrung
nahe an 27 Stunden betragen.
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