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2. Uber die Induktion in rotierenden Kugeln.

Inaugural-Dissertation. Berlin, 15. Mirz 1880.

Die Wechselwirkungen zwischen Magneten und rotierenden
Metallmassen, welche Anaco entdeckt hatte, wurden zuerst
von Fanapay als Erscheinungen elektrodynamischer Anzichung
aufgefalst und anf Stréme zuriickgefiithrt, welche in den Metall-
massen durch die Magnete induziert werden. Ks gelang Faga-
paY, das Vorhandensecin derartiger Stréme nachzuweisen, und
die Natur des Phiinomens als einer Induktionserscheinung
aulser Zweifel zu setzen.

Der erste Versuch, die inzwischen ausgebildete Theorie
auf cinige hierher gehorige Erscheinungen anzuwenden, wurde
im Jahre 1853 von Frericr gemacht. 1 gelang  demselben
unter vereinfachten Bedingungen angeniherte Lisungen zu
erhalten, die den Beobachtungen fir das Erste hinreichend
entsprachen.

Viel weiter ging im Jahre 1864 Herr Jocumany. Der-
gelbe leitete, vom Wenew'schen Geselze ausgehend, die voll-
stindigen Differentialgleichungen des Problems ab, und inte-
grierte dieselben fiir den Fall, dafs der rotierende Kirper eine
unendlich ausgedelinte ebene Platte oder eine Kugel sei. Seine
Rechnungen fanden sich in schinster l“.|hi.-l'i_-ir|~41jrnm|1“;.5 mit den
Beobachtungen. Freilich mulste er die vereinfachende Annahme
machen, dafs die Rotationsgeschwindigkeit sehr klein sel, den
Kinflufs der Sclbstinduktion vermochte er nicht zu bestimmen.

Kndlich hat im Jahre 1872 Herr Maxwernn in schr ele-
ganter Weise die Theorie der Induktion in einer unendlich
ausgedelmten, schr dinnen Platte gegeben und gezeipgt, wie

sich dieselbe auf die Araco’'sche Scheibe anwenden lilst.
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a8 2. Induktion in rotierenden Kugeln.

In der vorlicgenden Arbeit ist das Problem vollstiindig
gelost fiir den Fall, dafs der betrachtete Korper eine um einen
Durchmesser rotierende Kugel oder Hohlkugel sei. Die iudu-
zierenden Magnete kiinnen dabei im fiufseren, oder, bei Hohl-
kugeln, im inneren Roaum liceen.  Auch auf den Fall ist die
Liosung ausgedehnt, dafs die Masse der Kugel magnetische
Polaritiit anzunehmen vermag. Offenbar umschlielst dies Pro-
blem die frither gelosten als spezielle Fiille.

Die erhaltenen Resultate habe ich durch einige Zeichnungen
zu verauschaulichen gesucht.

§ 1. TFestsefzung der Bezeichnungen.

In diesem Paragraphen sollen die Bezeichnungen fest-
gesetzt, und einige be

cannte Formeln, die ich bestiindig ge-

brauchen werde, zusammengestellt werden.

Koordinaten I. Das angewandte Koordinatensystem ist das in Fig. 6 dar-
gestellte. Die als positiv geltenden
Drehungsrichtungen sind in die Figur
eingezeichnet., Die z Axe falle mit
der Rotationsaxe zusammen. Als

t) o Polarkoordinaten mégen verwendet
werden g, m, ). o entspreche der

geographischen Liinge, sei 0 in der

xzlibene bei positiven 2 und wachse

Fig. 6. im Sinne der positiven Drehung, 0

entspreche dem Komplement der

geographischen Breite und sei 0 in der positiven zAxe. Ge-
legentlich mige die Bezeichnung benutzt werden:
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ferner werde der Differentialquotient d/dw nach LiaGrRaNGE's
Weise bezeichnet, also z. B.:
('.-Z

I

5 .

2. Die Rechnungen seien in cleklromagnetischen Malse nes

chnung

dir

gefithet.,  Im dibrigen seien die Bezeichnungen fiiv die elek- coktrise

trischen Grilsen digjenigen, welche von Herrn Gehenmrat Hepm-

novrz im 72, Bande des Borenanrpr’schen Journales cinge-

filirt sind.?) ks seien also:
1
Mgy
1
mm: see

die Dichtigkeiten der Stromung nach den z, y, z;
| !
t" | mm mgr:
o R

W,

S¢0
die entsprechenden Kompouenten des Vektorpotentiales;

i!i[ll-! mgr

4|

:-l'["”
die Potentialfunktion der freien Elektricitiit;

mim=

b

S
der spezilische Widerstand des Materinles.  Der spezifischie Wi-
derstand ciner Fliche von verschwindender Dicke &, ninlich
x.:'I'): werde, wenn er als endlich betrachtet wivd, bezeichnet mit
/ i

> 1)
s seien ferner : .
T

e ;
min: see

die Komponenten einer magnetischen Polarisation;
1 1
, IMgrimim:
L, N =
acc

) [Wiss. Abh. B 1. S. 545.]

B Dies ist nicht elektromagnetisches Mals, In"le
i -

ferem gemessen
ist die Potentialfunktion der freien Elektricitiit o, qd® wenn 1[4 die
Lachtgeschwindigheit bezvichnet.  Obige Einheit vermeidet den liistigen
Faktor 1/43,
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40 2. Induktion in roticrenden Kugeln

die Potentiale der 2 uw, letztere als Massen gedacht;

fl (O
die magnetische Polarisationskonstante;
| 1
mm: mgri
X e
das maenetische Potential; jedoch soll nur derjenige Teil des-
selben so bezeichnet werden, welcher thatsiichlich von Magneten
herriihirt, das magnetische Potential der induzierten Strimungen
sei : )
n W mgr
se0
Q verliert seine Bedentung in der Masse der Hohlkugel, kann
also durch dicselbe nicht fortgesetzt werden, ist also eindeutig
im innern und fussern RKamm.
Mit ; ,
i g
Y
1 sec
werde die Strimungsfunktion in einer unendlich diinnen Hohl-
kugel lezeichnet. Um jede Zweideutigkeit im Bezug auf die
Vorzeichen zu vermeiden, ist hier die Bestimmung fiir a:
Wiichst bei Durchlaufung einer Strecke ds y um dy, so ist
diy die den zuriickgelegten Weg von der linken zur rechten
Seite in der Zeiteinheit durchstromende positive Elektricitits-
menge. Bei Durchlaufung des Weges sind die Fiisse gegen
den Mittelpunkt der Kugel, das Angesicht gegen das Ziel ge-
wandt zu denken.

Da wir es im folgenden nur mit Strémungen zu thun
haben. die in konzentrischen Kugelschalen um den Nullpunkt
erfolgen, so kinnen und wollen wir

mgr}
¥ mm#sec
etwas allgemeiner definieren als cine Funktion von p, @, o,
derart, dals

da . Yp=a)

die Strimungsfunktion der Schicht zwischen p=a und p=a+ da
darstellt.
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Den angefiilirten Grifsen sind zur Bequemlichkeit ihre
linheiten beigefiigt.
3. Der iulsere Radius der betrachteten Hohlkugel sei 22

der innere r. Die Drehungsgeschwindigkeit der Kugel sei o,

4. Wird eine Funktion », die in cinen. beliehigen Raum
der Gleichung Ay = Q geniigt, nach Kugelfunktionen entwickelt,
so soll y, dasjenige Glied bezeichnen, welches den Faktor DN we 1050
enthiilt, und diese Bezeichnung soll, wenn nicht niiheres be-

stimmt wird, auch negative n umfassen.
. ; A - e
Bei weiterer Zerlegung von y, gelte die Bezeiclinung:
filr positive n:

fiir negative n:
. 1
Vp=>

——
(L]

i(Ayicosiw + B sinim) Py, ()

Fir alle # gelten die Gleichungen:

- f/‘f.’.‘ = U 1
g Y 04 iy 5 B . - s
%= dir ; .r'-..nl,r i dz An

Die mten Differentialquotienten von y, nach den Tz
sind Kugelfunktionen (» -m)ter Ordnung, sofern nicht ein vor-

angegangener der nullten Ordnung wird. Die Ausdriicke
0w din O
g S -
O, r*m,r din,

sind Kugelfunktionen nter Ordnung.
Ferner ist:

A (o™ Y,) = (m - n)m+n+1)pm—= )
a(0™ ¥,) e Y,) | oo Y,) -
T—== =~ if : + 2 -2 = Mo } 3 g
o s iy dz
o !J"' } n) m

i
53 — (g™ 1y)
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412 2. Induktion in rotierenden

5. Ks sei y die Stromungsfunkti

 vom Radius X, es sei

! H'.rf_';
E'.(f I !

7

Kugeln,

on einer Kugelscha

das Potentinl einer Masse, welche aunf der Kngelschale mit der

Dichtigkeit w verbreitet ist, so ist das P

und die Grissen UV W sind:

otential der Stromung:

2 s 21 5
IFa y a4 _ 2 o, I gr
L oz R dy i dw,
. AUF . ayr 9
I,‘, = ali i r oy e 1 C yr
i o i 8z It dm,
1 r ays y oyr 1 4 s
— 3o 1
Il dy R ax It 8w,

Ist ¥ eine homogene Funktion »

80 18t:
ar all n-1
dr f.'f‘ﬂ g f{d
afl all n--1
iz dx It
ahl ol n--1
30 Az - it
Immer ist:
il all a5l
(8] = ;:‘]"’ [ s 3 d
al all a1l
oz dx dy
oll al all
oy e oz 0

Man findet diese Formeln entwickelt

ten Grades in 2, y, z,

~ 1]

in MaxweLy's Treatise
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on electricity, Vol. II, p. 2761). Die Vorzeichen sind dort
teilweise andere, es liegt dies daran, dafs dort nicht unser
Koordinatensystem, sondern das symmetrische angewandt ist.
Das hier benutzte Koordinatensystem ist dasjenige, auf welches
sich die Hensuorrz'schen Formeln bezichen.

6. Fir die elektromolorischen Kriifte, welche die als Ferula,
unveriinderlich vorausgesctzten Komponenten des Vektorpoten- Mekirisch
tiales U/ W in dem mit den Geschwindigkeitskomponenten i
«, 3, v bewegten Elemente hervorrufen, sind die Formen an-
genommen:

gy ..f- daF _ v _ l:.' au al '-|

' ||_ dr {."":f I,II ! 0z < dx |
“J ; fa ¥ d !} I." aV o f’-'|
Jd=1 [ ay T 8z J 3 | dx i dy ,-'I

- | - = il
"5 " H 0z dx | “\én 0z
\ ¢

foll  al\ fa WV ar)
- —f :

Es sind dies die von Herrn Jocumany aufeestellten Formen.
Die Abiinderung, welche die Formeln des Potentialgesetzes an
den Resultaten hervorrufen wiirden, sind in § 8 besprochen.

Wirken aufser den Strémungen wvw Magnete, 2uv, so
ist fir diesen Teil der Induktion in obigen Formeln zu er-
setzen:

. al aN
U durch - ;

oz dy

- dN d.l
V' durch - - ;

or oz

- ol B/
W durch - —

dy dx
Die so erhaltenen Formeln gelten auch dann, wenn sich
die Magnete im Innern der rotierenden Masse befinden. Be-
finden sich die Magnete nur aufserhalb der Masse, so wird,
da in der Masse

AL=0 ;" #M=0, 4fN=0

| |2 edit: p. 80|

BADISCHE
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44 2. Induktion in roticrenden Kugeln.
.;I‘ f::l
%= 'X —y _/
i |- oy
oy dy
N=gy = —a-
: ' or oz
3 !')'J .r'i;rf
H=u -
0 r'?_flf g
Fiir die Elemente unserer Kugel ist
a=—wy ; f=wx , y=0

§ 2. Losung bei Vernachldssigung der Selbstinduktion.

§ 2
In diesem Paragraphen soll das Problem fiir den Fall
gelist werden, dafs von der Wirkung der Selbstinduktion ab-
gesechen werden kann. Fiir die Stromungen uwvw bestehen
die Gleichungen:
By

M= — -~ + &
dr
et 8 g
r-"f,' =
t"'r{ W
w= — 12 0)
* =0

ferner. da die Strémung stationiir ist, im Innern:
du an e
d.r ay dz
und fiir o = £ und p = r:
ur + vy + wz =0
Hieraus ergeben sich fiir ¢ die Bedingungen:
im Innern:
X 49 , 98
A e i i .
or dy oz
und an der Oberfliche:
r'-i‘[ : : :
0= =X + 9P +28 ,
5 f;]:F o ou J

welche ¢ bis auf eine additive Konstante bestimmen.

'y Unter Annalhme der hier fiir @ gebrauchten Einheiten,
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Das Potential der im iulseren und inneren Raum befind-
lichen Magneten sei nach Kugelfunktionen entwickelt:

X

i

&

"

" in

Wir betrachten jedes Glied fiir sich und setzen dahier das
Hulsere Potential = 7,
Dann ist

; axy
X = wr
oL
din
Y) - 01y ==
L v oz
: ox . oy Oy,
H ==~ — (L - iz — Wy
diy dr 0z
Daraus folgen (i i die Bedingungen: bostimmung
In der Masse der Hohlkagel: olektrisehon
Polentiales
.It}' = 2w i a)

fiir p = r und 0=

3

- 0 H:/_"-’".l : b)

an p \Y o8z

diy W [ 487,

Kine Lisung dieser Gleichungen ist:

P e n;'xuﬂ)
n--1 |\ 8z J

Denn es st

[ 20%u |
A" — nzgy|
\ az |

dn dy
=22n41) & 2n §1,4)
(7 ot oz
oY
2(n+4 1] - p
oz

so dals die Gleichung fiir das Innere befriedigt ist. Ferner
st g ein Produkt aus p"+! und einer Funktion der Winkel 0
und @, daraus ergiebt sich leicht, dafs i der Grenzgleichung

geniigt

BADISCHE
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Aunf=nchung
dor Funktion
e

16 2. Induktion in rotierenden Kugeln.
Der Wert der Konstanten, welche man zu obigem Aus-
druck zu addieren hat, um die allgemeine Lisung zu erhalten,

hiingt in jedem Falle von den elektrostatischen Kinfliissen ab,

denen die Kugel ausgesetzt ist. Hs kann der Kugel in jedem

Falle so viel freie Elektricitiit zugefithrt werden, dals die
Konstante gleich Null wird, und es sei dies in der Folge
vorausegesetzt,
Aus ¢ folgt unmittelbar:
@l 1 d [ ,8¥, \ dy,
" |- - - iu"’ 2 — N2Yn| + 3= |
X ] n+1 dr \* 0z = oz l
w | i i) 9 0¥y \ 0%,
(A — : N — — N2} +Y —
% | n+1 dy \* 0oz xn / J a8z |
o A \ :
) 1 o | .3!";"” 'I frf -
w [ — 9" : N2gn| + 2 — .”),”l
X | n41 oz |\~ oz i 0z " J

Multiplizieren wir diese Gleichungen mit >y z und addieren, so

fnlgl

Die Stromung ist also iiberall senkrecht zum Radius, sie
findet in konzentrischen Kugelschalen um den Nullpunkt statt.
Es ist dies eine Folge des Umstandes, dals Gleichung b) nicht
nur an der Oberfliche, sondern in der ganzen Masse erfiillt ist.

Weiter findet

L :
e Bl sl S
* I drdz .r'l_;ﬂ:]
Av =0
Adw =0, da auch Ay,=0 .

Uebrigens sind 2#vw homogene Funktionen nten Grades

in ryz; es sind also uwvw durch Kugelfunktionen =nten

Grades dargestellt. Wir werden fiir #vw alsbald einfachere

Formen finden.

Da die Stromungen in den konzentrischen Kugelschichten
cinander dhnlich sind, so sind sie auch iihnlich denjenigen,
welche in einer unendlich diinnen Hohlkugel entstehen; wir
ung daher zuniichst

Wert

wenden zu einer solchen und bestimmen

den der Integrale UV I, und zwar fiir den inneren
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Raum, wenn n positiv ist; fiir den #ulseren Raum, wenn a
negativ ist. Nur der erstere Fall soll durchgerechnet werden.
x ersetzen wir durch 4. Fir UVI gelten die Bedingungen:
AU=0 , 4V=0, AW=0
im ganzen Raum, an der Kugelschale:
eU, ol
S e e = — 491U
(.'1} (.'{i'
entsprechend fiir 7 und W; aulserdem die gewdhnlichen Stetig-
keitsbedingungen. Allen diesen Bedingungen ist geniigt, wenn
man setzt:
. iall w 1 8 o 0¥, \ dy,
I'_-*';' " I_ : |IHZ ? u;'x”| o /|
2nt1 k| atl dz ¥ a8z / dz |
% inll w I 1 8 [ g8y | 0
= — : ' — 12 e
ent1 hk l n+41 dy \N éz /‘H_; rY -:‘
> dnfl J 1 a8 [ 8¢, \ 0¥ a |
Ws = {oF=2 — nZgn] + 222 — naya),
: a1 k| w4l 9z \Y 9z ‘(”_.- * dz ‘C“‘
v ;I. | ..!.I‘ i l T |I.. 1 I
i{'u{nJ“.{ l f,l |
) \ o 0/
E !‘" ant 1 1
I i |I' J ro|
«(0) e Vi o
: [ £ \2nt+1 r 11
Wale) = | Wil |
& V&
Aus diesen UV W wollen wir die magnetisierenden Kriifte
im Innern, nimlich
al alf
o — —— . gle.
or (Tlr’a
berechnen, und dieselben
n+1 o {
5 cLds
fi' f'.l._*
setzen, wir erhalten so die Funktion ¥ (§1,5). Wir finden
niimlich:
BADISCHE
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I8 2. Indukiion in rotierenden Kugeln
il w 9 | O¥ v aya | w1 0
ol B e R e T e
2n--1 k oz | oy < gy i oz
AR w 8 [ dy, 0Y u n4-1 d
N | 8 e XD
2ub1 k 8z |7 dy v g I 8r
dal w a | dy, | n4-1 4
: | T — - Wt A - " l];!'.
ent1 Lk dy | v dz | R dy
Also ergiebt sich
i 471 J’P: 2 a ":f.: r/.r
T o e L
(2n-1) (n41) & | By v g

4 i

= | I X .

(2n+4-1) (n-4-1)

und es folgen jetzt die iibrigen Attribute der Strémung ohne
weiteres aus Y. Kine willkiirliche Konstante, welche noch zu
W hinzngefiigt werden kann, ist ohne Belang.
Zusamnion- Sonach erhalten wir die Lisung unserer Aufeabe fiir eine
L!']].,.:.:',-,,i'r Kugelschale in folgender Form (8§ 1,5):
Es sei

\n

X i)

in= |

i
| 12 |
die induzierende Potentialfunktion, dann ist:

4 2 wm (o\*
(2n+41) (n41) l. I

!

;"”r' } -;'Ir

5 im fi? a {J\n¥l__,
£ (2r-4 1) Ij_.'.' { [} h |. g j -
w M X
iy ==
f A 1 &
diall w |'I 1" <=
0; = — : ] i
2n41 &k | It
T2 FACTS!
!_} : 47T .’Tl " il .'. 4’ | 1 }_”
. (2nd-1)(n4-1) & | o
Aus den Relationen
. 1 r all, all;
{ : v, — 4nu
i A, 0 0o

B BADISCHE
LANDESBIBLIOTHEK




2, Induktion in roticrenden Kugeln 49
und den entsprechenden fiir ¥ und W erhill man ferner:
t ‘B 1 2k
i = =
/i Ciluly -1 &k ding
1 du I gt ai)
(H - = I -
i dw w41 k dw
- y
I dafs I @)
1 . = .
11 i, n+l &k dw,

Endlich lifst sich der Ausdruck fir das elektrische Po-
tential in der Masse der Hohlkugel umformen, Setzt man fiir
den Augenblick o' = psin 0, so ist:

[ | r'.-z.‘ f’-; \
bl L s
n--1 vz o |
ulf!'l'
L . './’u
( — osinif)-—
/ " | af
und in der Kugelschalo:
wll . il
p=— sm ) — .
i1 ol)

Ganz dhnliche Reclmungen lassen sich dure hiiihren, wenn
n negativ ist, sich also die induzicrenden Magnete im Innern
befinden, Wir erhalten aus denselben das Resultat:

Ist die induzierende Potentialfunktion

| J'li‘:"",
S | | } "
8 L
s0 1st
‘;'_ B § .I'-r"" ) }
- -+ 1 e | -
s, : i
T fi i) [t \n4
L’hur %3 | | } n
(& e e | o ;
r.’ fx 4 (u 1) i) }
Fon k| 2 o
({7} I .
. u |l
2, = = B2
wll I i\ p
Hertz, Sclirifio i
BADISCHE
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ht) 2

71
m M ’
: ¥:
k n
1 f‘-}
i -
7
" s el .
.
1 m )
"
r ke Om,
] a)
(A -
1 i O,

rf - = fl sin f/ an

Von den hier angefithrten Grisfson gohen v, #, », Wy O -

mittelbar aus den fritheren durch Vertauschung von n mit

I ]
Zm der erhaltenen Lisung mache

hn‘l'\crl'.
ich die f'-|1;_"|"-]|4||-1| “l‘-
merkoneon

1. Rotiert eine Hohlkugel von endlicher Dicke unter dem
so sind die in-

Einlluls des Potentinles g, (n pos. oder neg.)

duzierten Strimungen:

1 ) £
(1 ="
n-{-1 Y i,
1 " dy
" 7 -
n—+-1 b4 tin,
| i
w
n i | 4 (el (]
und ihre Stromungsfunktion ist
{J il
I :
"
n+4-1 x X

sei y, noch weiter zerlegl, wir betrachten das Glied

Ay ( f‘ll ) o8 FI‘”!‘M

i

Koii
Dazu gehiirt die Stromungsfunktion:

[} L (0 |
Wi I; |-+, | S rind 07
/

-1 %



2. loduktion in rotierenden |;||_;-_|']_=| 51

Daraus ergiebt sich folgende einfache Konstruktion fiir die
Stromungslinien, welche ein derartizes einfuclies Potential
hervorrult:

Man zeichne auf cine belichise Kugelschicht die Linien

gleichen Polentindes aul, und drehe hieraul die Schicht nm den
Winkel #=/2/, die pezcichneten Linien stellen jetzt die Strom-
linien dar, welche unter dem Kinflusse Jenes Polentinles ent-
sbelien.

Rotiert beispiclsweise die Kugel unter dem Kinllusse einer
konstanten Kraft, deren Richtung zur Rotationsaxe senkrecht
1st, so erfitllt das dulsere l'llll'hfiit] die hier restellton Bedin-
gungen, es ist z B 4 . Die Niveaulinien des Polentinles
auf der Kugel sind Kreise, also sind aunch die Stromuneslinien
Kreise. Die Ebenen ersterer sind parallel zur Rotationsaxe
und senkrecht zur l:j+'|||rtr|g der I\-!':li'!, sonach sind die Elbenen

lelzterer parallel zur Richtung der Kraft und zur Rotalionsaxe.

"iformung

der Lidung

3. Wir konnen den Wert von w in eine Form hringen,
welche die Summation iher siimtliche Kugelfunktionen erlaubt,
also diec Zerlegung des fufseren Potentinles nacl, solchen iiber-
(i

o macht,

% sei n positiv, dann ist

] Ln O s

Sel zweilens " rll'_[_f.'lli'._l thnn ist

A .
I Tty w In

Also st fiir |hnj|i‘.l' 7

und J.Ill n wivee o

BADISCHE
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e 2. Induktion in rotierenden Kugeln.

Summation Diese Ausdriicke lassen ohne weiteres die Summation zu.
und wir erhalten folgende zweite Form der Lisung:
les Potentiales, welcher von in-

von #ulseren Magneten herriihrt,

S

Bezeichnet y; den Teil «

neren, y,. den Teil, welcher

| T
! IZ,_, dg — I’(Hh":

*® O ! | 2

'] o

L
]

Ebenso ergiebt sich:

il
p= — wsnd 2 i I Ha dO / Ki pf{;}

Fiir eine unendlich diinne Kugelschale vom Radius R wird:

Mt » i : A3
: i J gl I Y L
Y & r‘/ A P ] dw r.'if\l [

0 R

R e

p=—m sin ] {f }’:j rfr\) - / ‘,I_):; r.l"tl}

Daraus folet zwischen q und y die Beziehung:

i . AT
! b xsin() - =)
Air al)

§ 3. Vollstindige Lésung fiir unendlich diinne Hohlkugeln.

s soll jetzt die Wirkung der Selbstinduktion in Betracht
cezogen werden, es werde jedoch in dicgsem Paragraphen die
Detrachtung auf eine unendlich ditnne Kugelschale beschriinkt.
Der Kinfachheit halber werde in der ausgefiilivten Rechnung »

als positiv vorausgesetat,

Einer iiblichen Anschanungsweise folgend, betrachten wi
zuniichst den gesamten Induktionsakt als eine unendliche Reihe
den fuflseren Magneten induo-

einzelner Induktionen: die von
diese eine dritte, und

zierte Strismmng induziert eine zweite,
ins unendliche. Wir berechnen alle diese Strome und

co fort
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2. Induktion in volicrenden Kugeln, A4
addieren sie; so lange die Summe gegen einen endlichen Grenz-
wert konvergiert, stellt dieser sicherlich die thatsichlich statt-
findende Stromung dar,

Sel

(TR
An |I R n
ein Teil der iulseren Potentialfunktion. Das von diescr indu-
zierte Potential ist:
47 R ( o aw
!-J,' B = " ; f ||’ : | }u
en--1 k \ /i |
4 lin W fRAsrlS
Q, = 2 ; ’.l' ' ¥
T - 7 |
2n- 1)(n t !_] k \ 0]

Lassen wir crstens innerhalb der Hohlkugel eine zweile poechoung
roticren, welehe der ersten unendlich nahe sei und sich mit " ¢
gleicher Geschwindigkeit bewege, so wird in dieser von den
Stromen erster Ordnung (£2;) eine Stromung induziert, deren
magnetisches Potential im Innern ist:

r | 47T I wm\* [ p\» -
-—{3.' | k | | | ) n
2n-+41 / fi |

Lassen wir zweitens aulserhalb der urspriinglichen Hohl-
kugel eine zweite rolicren, die der ersten unendlich nahe sei,
g0 wird in dieser durch den Kinfluls der Strome erster Ord-
nung (£2,) eine Stromung induziert werden, deren Potential im
Innern ist:

0 dn fin 0] im )'T.’\H 1) @ | A s }

Sy == : x - | n

‘ (en4-1) (n+1) A (Zn4-1)n k |. i |
[ 4mll w -|: pp- | Y
— ||I 99 |I i: JI | Ji' _.'. i

Beide Ausdriicke fiir £2 fallen zusammen. Mit beiden
fillt daher auch das Potential derjenigen Strimung zusmwmmen,
welche die Stromung erster Ordnung in der Kugelschale selber
induziert. Indem wir in ganz derselben Weise die folgenden
Induktionen  berechnen und alles addieren, erhalten wir fir
die Gesamtwirkung :

B BADISCHE
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hd 2. Induktion in roticrenden Kureln
1" = L fio
(o 28 WM, N O TR g
IR et I (2n i 1) i e
, P \n4l 2 ~TPry \m
0 n [ | SN i o "¢ &
" n+41\ o / --—-I-— 1 (2414 | oM

2n--1 \ I;' . 4nm It \ep ) 58
ix(n41) < | (2a-1)k | ™
Die erhaltenen Ausdriicke lassen sich weiter entwickeln,
wenn man I, noch weiter zerlegt. Man hat:
> :!\ P . : .
} n '\_-'{;I,,_. cosim -+ 5,; sinim) ,“?h.

Wit beschriinken die Untersuchune auf ein Glied dieser
Reihe, und sei also:

Vi = dyjicosim ] ni
Dann haben wir:
[ o\ | daliw . [ 4xllwr |2 :
2= dg;l=] Pach sintm — | - | cosiw
\ /) L (2n+ 0Dk | (2n4-1)k |

| 4 Reai |3 { 4t | 4 l

| L g [ dasc
=, ———] SN0 + | | cosam 4 ....
\ (2nr4-1)/ | | (2n-1)k | J

Setzen wir zur Abkiirzung

42 Rovi by, wwrnddinh #
Al R (b ist eine reine Zahl)
(2n-}-1)4

so wird jetzt:

0,

g = ~IJ;:|. J;.I. J f’,,,['ifll?'r-i B cos ,r'm]H i !-){.li- LB ! ]fa
Ist 2 ein echier Bruch, so konvergicrt die in £2 enthaltene
Reihe und wir erhalten:

fo " k& Pl p
;= dyi|3] = (simw — b cosim) Py
ol e



2.0 hoduktion in rotierenden Kugeln 55
N e \nd n 3 . y
() - _ ] | . (510 L f}l'l-ieuj;’l'_.‘,
-1 i 1-4- /1= y
on--1 h : 2 :

s : .!,” g S — LGOS ) :‘”,___

4 bar( -} I) - -£e* 3

st A > 1Y), so divergiert die in £ vorkommende IReihe,
und dio Aullassung des Phitnonens als ciner Reilie suceessiver
IJI-‘[lI'i[inHI']J 151 rlil'|5| iil."}ll' fll|:fh.\ii.r. I[:l .il'lll' ]lr:’_{_‘(‘llli.l" I!_’['tll-l'['
als die vorhergehende werden wiirde.

Nichtsdestoweniger gelten die aufrestellten Formeln fiir
Jedes A, wie man leicht o posteriori verifiziert und auch dureh
dieselben Schlitsse ableiten kann, welche wir bei Hohlkugeln
von endlicher Dicke anzuwenden haben werden. Du ich (die
vorlicgenden Formeln nochmals aus den allremeinen ableiten
werde, will ich mich hier nicht bei denselben aullidton.

Wir setzen noch:

tg o ooy
:i;L.‘llIl l\'i"?hlll':] \'{ij' .‘;'t'||1|‘”l\'||.‘
[ oy . )
L .fm! i I| sin ) sin (2 — 0) 2
i
m [t {n+l , p !
f), = 54 P | sindsin(ion — d) 1%, £ S
n--1 o
p a1 : g .
1y g e -Jur ‘”"Ii""”'“"" r ‘” J“na
- " dar{n-4-1)

Das Resultat ist also das folgendo:

1. Die Stromungsfunktion, welche ecine einluche Kugel- Konsiruk
funktion induziert, ist eine einfuche Kugelllichenfuuklion der- St
selben Art, wie digjenige, welche in der induzicrenden Funktion
enthalten ist. Die Konstruktion, welche wii frither (8§ 2, 2) zur
Bestimmung der Stromungskurven anwandten, kinnen wir da-
her auch hier beibelhalten, wir haben aber die hehandelte I ugel-
schicht im Sinne der Rotation win einen gewissen Winkel o/i

O Eine kuplerne Holillkugel von 50 wim Radins, 2 poan Winulst
TN heiliiufig e, 57T Umdeehungen in der Sckunde muchen, it fin

1. b, h I wi
BADISCHE

LANDESBIBLIOTHEK




506G 2, Iwduktion in roticrensden Ix g dn

aeoen die frither festgeset

Al f.:t_.‘fl' zit drehen,  [Dieser Winkel
bei kleinen Drebungsgeschwindigkeiten diesen proportional,
e Inten-
sititt, welche anfangs den Rotationsgeschwindigkeiten propor-

ber griviseren konvergiert er gegen die Grivlse 7/

tional wiichsl, wiichst hei sterrenden Worten derselben tnmnmer

Lingsamaen und .[Ci.-il\-'i"gf_il'|| geoen eine feste (Frenzoe,

e G 2. Wird schliefslich w/k = o0, so wird o 12, also
st hiwinedin- ’ !
keil
’ 12, ¥
0 4
@ P In
201

;i 4a(n—+-1) xn

Dieser Schlufls gilt nicht fiir diejenigen Glieder der Ent-
wickelung, welche symmetrisch zur Rotationsachse sind. Fiir
diese isl 7, also A, also 2 gleich Null fiir jede Drehungsge-
schwindigkeit. Diese Glieder rufen keine Striomung, sondern
nur cine Verteilung freier Klektrieitit in der Kugel hervor,

Fine unendlich sehnell rotierenide Hohlkugeel Lifst also nur
diejenigen Teile des Hufseren Potentiales in ihrem Inneren
wirken, welche symmetrisch zur Axe sind; sind solche Glieder
nicht vorhanden, so ist das Innere der Kugel gegen den Ein-
flufs von Aulsen geschiitzt. Ist das Potential eine Kugel-
funktion, so findet die Stréomung in den Linien gleichen Poten-
tiales stalt.

Da 3. Fir das elektrische Potential, welches y, entspricht,

Irizche 1%

tential.  hatten wir gefinden ohne Beriicksichtigung der Selbstinduktion:

%) s Yy
p=— i I']. sin (] a0

Mit Beriicksichtigung der Selbstinduktion werden wir haben:

fi) s dy o1 52,
n = — h sin f]
/ 741 af

Darans folgt: Die Gestalt der Niveaulinien des Potentia

bleibt (fiir jede induzierende Kugelfunktion) ungeiindert durch die

Selbstinduktion, die Niveaulinien erscheinen um denselben Win-

kel ges

relit, wie die Stromungslinien. Fiir die Teile des fiulseren

BADISCHE E
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2. Induktion in roticrenden Kugeln D7
Poteutiales, welche symmetrisch zur Achse sind, wiichst oINS
uncndliche bei wachsender Geschwindigkeit, fir die iibrigen
konvergiert es gegen einen endlichen Grenzwert, welclher sicls

leicht bestimmen Lilst.

Ausartungen der Kugelschale,

Wir lassen jetzt den Radius der Kugelschale unendlich ghene

; AR e e | . : tel
werden, die Variationen des induzierenden Potentiales aber end-
lich bleiben, wir untersuchen sodann nither die elektrische Be-
wegung am Aquator und am Pol. Wir erhalten so die Theorie
geradlinig bewegter und rotierender ebener Platten. Erstere
kann als ein spezieller Fall letzterer angeschen werden. e
empfichlt sich aber in mancher Hin-
sicht, diese Fiille gesondert zu he- : ..fl?"\
handeln, :
t 4
A G rr.r'mf’!mn; {'Jr.la"{'.ll,.l.!’r Plutten. L~ }. Il Leradliniy
o : A . ) ]
Wir fiithren das Koordinaten- E\‘\"k SNBSS 'l! 7 :
= = \ — o aaEey |
system der £y £ cin, dessen Zu- \ 7 \T“ }] /
sammenhang mit den 2, y, z durch N L‘\- l X
2 = " 3 - . ! i
Fig. 7 gegeben ist. a L 5
3 . ..’ i . . ; |
_ Die Richtung der 4 ist dic posi- \
tive Bewegungsrichtung., Die wir- F

kenden Magnete denken wir uns in
der Kugel, also aufl der Scite der negativen & Wir haben zu
llllll'l‘*H'.'II:'Il_, velche Form in den i—; die |\§l|}.’.~]1!i|i].l|=rl|

I." H'IJ IlJiJ :
‘!m| | Cos .fr-u“,“

anntmmt.
Um endliche Variationen zu erhalten. haben wiv » und

oo werden zu lassen von der Ordunung von &, wir setzen
fiir 7 nilt
{iir 2 r IR

Wi ersetzen ferner
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G1s. 2. Induktion in rotierenden Kugeln.
durch
"
Jl'“ - i T | g
t+ L, , F
It 2 Ji
Dadurch geht tiber:
{ It \ndl &
[—]  me™ ,
1 {l /
COS 7 In Co8 T

P,:(f) mufs in eine solche Funktion ven & iibergehen, dals
das Produkt derselben mit ¢¢ cosry der Gleichung dp =10
geniigh.  Kine solche Funktion ist coss& oder sins&, wenn

= 8
15t

Sonach nchmen die fritheren Kugelfunktionen jetzt die
Form an:

A,s e— 1 cos 71y cos sk
und verwandte.

Als Summe solcher Formen ist die fufsere Potentialfunk-
tion ¥ darzustellen. Diese Darstellung hat dureh Founrier'sche
Integrale zu erfolgen.

Fiir jedes Glied (Element) der Entwickelung geht nun die
Liosung unmittelbar aus dem fritheren hervor. Fir das ange-
fiillirte setzen wir

2ar (24
te O .
n ke
worin e die Geschwindigkeit der Platte bezeiclinet, und haben:
2, = id,ee—"sin d'sin (ry — J) cos s&
Die Li<una g ‘]”_ oM sin d sin (7 d}‘-,_,u.- gk
1 i -
U ,-I,.\..ur||r):.ntq,=':j' ) cos 8¢
o

Durch Summation iiber alle Glieder folgen die vollstin-
digen Inlegrale des Problems. Die Summation Lifst sich aus-
filhren fiir den Fall, dals e/k unendlich wird. Dann ist

T
i) 5 = sind=1
-
BADISCHE =
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2. Induktion in rotierenden Kugeln. B9
zill.h.i}
() -
09, 7
J .
: 27 £

Auf der den Magneten abgewandten Seite ist dann das
Potentiul Null, di¢ Strémung erfolgt iberall in den Niveau-
linien des induzierenden Potentiales.

Abgesehen von dicsem Grenzfall ist indessen die Anwen-
dung der obigen Losung eine sehr weitliufige; wir sehen uns
deshalb nach Nitherungsmethoden um. Zu solchen gelangen wir
zuniichst wieder durch Kinfihrung der successiven Induktionen.
Damit die Betrachtung derselben erlaubt sei, muls 2ac/k ein
echter Bruch scin; ist dicse Bedingung erfiillt, so fihrt die
Rechnung, wie schon im allgemeinen Falle gezeigt ist, zu einem
konvergenten Resultale.

Wir gehen wieder von der unendlichen Holilkugel aus.
Zu der induzierenden Potentialfunktion y_ ., gehorte im dulse-
ren Raum die induzierte Potentialfunktion:

sali w dy_, 4

2ut1 k  Gw

()

=g

Lassen wir nun 2 unendlich werden, wiithrend wir ersetzen

4] d
durch £ - y
C

1
(|

n durch alk
wdi durch e h
y S durch In = ,]ur' SCOS 1) Cos 8&

g0 wird :

2ae 1 Oy,

Aber es ist:
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6G() 2. Induktion in rotierenden Koneely
Also ist. nach Summation iiber alle n:
2aesc [ Oy
i) L ¥ X i
=2 k di 2
Aus diesem £2 kinnen wir nun in ganz derselben Weise
das induzierte Potential zweiter Ordnung erhalten, und indem
wir in derselben Weise fortrechnen, erhalten wir schlielslich
das Resultat:
in 4 (3] 271¢t | (> 324
0O /",z_-' I/’,f'_
ko J 9 k / a1
Zwelle Form f) _ f F-
der Li=ung E L) — ‘.?:, l,]
1
yr = — 12,
] |

Diese Reihe fithit, hinreichend fortgesetzt, zu dem exakten

Resultate: in der That ist sie nur die Entwickelung desselben

nach steigenden PPotenzen von 2me/kh, wie sich in folgender
Weise zeigt:

In der Kugelschale lifst sich das zun y_,_1; gehirige £,
in der Form darstellen: (Seite 5b.)

fJ =1
—=q

1 [h oy & -‘???Z.:l

1+4A% | i dmw |

i Rt
(2n r}fr
Machen wir nun wieder die auf die ebene Platte beziig-

lichen Substitutionen, entwickeln

el = BN =R e

1-4-h®
und setzen fiir & seimen Wert
27t r
k n :

so folet:



2, Induktion in rotierenden Kugeln. i1
rr p Fla 0 s\ 8 -] " TP e | = A
0O e | Oy, [27e|® r* L 2T | er
oy = — . s Ars T |
h n dy | & ] Rt £ | k| nd
= Dok .|| J"i
+ | Xhs v
\ A | nt Krs
»
Lii-

aus welcher Entwickelung die vorvige folgt, wenn man dic I
lationen

X
1

3 5 X
Jamds =22

— J'” X.".\'

anwendet, und die Summation iiber alle » und s austitlirt.

Hieran kniipft sich natwrgemils der Versuch.

grolse Werte von 2nefk eine Entwickelung nach absteigenden

Potenzen dieser Grifse zu erhalten.

filr sehr

Ist & > I, so haben wir

| 1 l 1 1
i}f'a: he ke 4t /
also:
k n dy, k Y& g8
47
Q2 e et ¢ L R R — + | - | 5 Irs
27 2 dy \ 2meef 12 %4
{ fia ol Yot ey
| |
|| bt f7 8 | yh oy

Die Glieder dieser Reilie lassen nun allerdings, wie der

Versuch zeigt, eine Darstellung, welche unmittelbar dic Sum-
mation iiber alle y,, erlaubt, nicht zu; setzen wir aber voraus.
dals ¥ symmetrisch zur yAxe sei, so dals in seiner Entwicke-

lung nur Glieder mit cosry vorkommen, so haben wir

OF va
~Nflrs - ia

L o
"

1 Ay ;

rt ay Arsed]
.
0

und kinnen dann wenigstens fie die Glieder ersier Oridnung

in &/2ae die Summation ausfithren. Indem wir uns auf djes

beschritnken, erhalten wir:

BADISCHE
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L2 9. Induktion in roticrenden Kugeln.
k ".r/
0, = / 1)
4 il A7, (i e

las :«'1-||r' ’-:|l'i['| \\l'l'l]i'l|c|i‘ {;I'Z':.'lrrlrFIIJi."|1ti:|i illlf. |'1r.r'

postliven Seite:

04y ; / (_"_ dy

2z | =

Aulser der sehon angefitheten Bedingung miissen wir dieser
Formel jedoch eme weitere Beschriinkung auferlegen.

[st nitmlich 2ae/t auch noch so grofls, so wird doch fiin
gewisse Klemente, fir welche » verschwindet, 2 < 1, also die
benutzie Entwickelung ungiiltiz werden. Dieser Umstand hat

zur Folee, dals der aufgestellte Aunsdruck nur in cinem be-

;_'t'i'!]/'-.ll (3ebiete sfi"._ \\"]|'||l'--'. ii]rr'i‘.‘_"nr uin so '.'-.'NHn“l' 1~\:.\ e
arivlser 2ac/k wird.,  leh verweise deshalb aunf die gleich fol-

rende Detrachtung (Seite 64).

Wir bestimmen noch das Potential ¢ der freien Elektricitiit.
Dasselbe ergiebt sich aus dem fiir die Hohlkugel gewonnenen
Resultate durch ganz dieselben Substitutionen, welehe wir be-
'-113lr~f||'_'_ 'LII_'.:i"'-\i'lH!“ haben und wird erhalten:

1. ohne Beriicksichtizung der Selbstinduktion:

2, mit Beriicksichtigung derselben:
:
Y a(y4-Eh
(f / : - il

Von Interes

1st der Fall, dals die Geschwindigheit e un-
endlich wird. Nehmen wir an, dals ¥ symmelrisch zur gAxe
1st, und beschriinken uns aufl ein endliches Gebiet, so haben

wir filr « o0
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2. Induktion in rotierenden Kugeln ;¢

i'.].'\l’l W iJ'IJ;

o nithert sich also bei wachsender Geschwindigkeit einem fester
endlichen Grenzwerte.

B. Rotierende Scheiben.
Ks werde jetzt die Nachbarsohaft des Poles hetrachitot, wir
erhalten so die Theorvie einer unendlichen rotierenden Scheibe.
Die induzierenden Magnete migen wieder im Innern de
gedacht sein.  Die Schliisse, welche wir

! I\.IJ'_.'I'l
anzuwenden haben,
gindd den im \u]'il'_'un Falle remnchten rany -'III.fl|la;.’.

Als Koordinaten benutzen wir o, w, z; o soll hier den
senkrechten Abstand von der Rotationsaxe bezeichnen. I

den ::||§!t‘tLl|'j|L|'|| Formeln haben wir dann zu ersetzen:

0 dureh [ = 2

i)

) durch :

m bleibt

nach Kinftihrung dicser Substitutionen haben wir # unendlicl
werden zu Jassen. K goht dann cine cinfache Kugellunktion
iiber in die Worm:

¥ I,.,r' X 08 L J"’l:nln}

]

(und in analoge), in welcher £ die ite Brsserd'sehie Funktion
bezeichnet,  Durch Integrale, wolche don Fourier'selion g

annlog sind, st das gegebene x in Glicder dicser Form zu

zerspalien,
Wir behandeln jedes Glied einzeln,
Selzen wir:
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ite For
1 g
e

rkunyen
Ieteterer

-4 2. Iuduktion in rotierenden Kug

so ist fiir das angefithrte Glied die Lissung des Problemes:

12, -!'.w" ”“‘iﬂrﬁ.‘il-ll[.f'r-i a]_J-Jr'-[.'.'r\r]
() = — e sin d sin (1w r‘l]-f‘“[HrJ]
| : : .
1y oAy sin ' sin (2w ) S (n0)
25 >

Durch Summation ergeben sich die vollstiindigen Integrale.

Wir suchen wieder eine Entwickelung nach Potenzen von

2am [k zu erhalten durch Beriicksichtisung der successiven
Induktionen. Durch genan dieselben Schliisse wie oben er-

halten wir:

Die Giiltighkeit dieser Formeln ist aber an eine Beschriin-
kung gekniipft, welche den fritheren analogen aufzuerlegen wir
nicht nitig hatten. Ihre Ableitung setzt niimlich voraus, dals
fiiv jedes einzelne Glied der Entwickelung von y die Anschau-
ung der Gesamtinduktion als einer Reihe successiver Induk-
tionen erlanbt sei. Nach den Resultaten, die wir fiir Kugeln
erhalten haben, ist diese D dingung nur fiir diejenigen Glieder
erfillt, fiir welche 27wilin ein echter Drueh ist. Nun kann
aber » jeden Wert von Null bis co annehmen, fir eine Reihe
von Gliedern ist daher die notwendige Bedingung nicht erfiillt,
das Resultat kann also nur ein angeniibertes sein. In Bezug
hierauf bemerke ich foleendes:

1. Im Endlichen versehwinden die Glieder, fiir welche n

cinen sehr kleinen Wert hat, geeen diejenigen, fitr welche n

etnen endlichen Wert hat,  Der in obiger Formel hegangene
Fehler mufs daher zuniichst fiir grofse o einen merklichen

Wert -'af~;||‘.r-||_
2. Die Grilse 2awm/k kann immer so klein gedacht werden,
dals innerhally eines geesehenen (iebietes die Amnitherung eine

gegehene sei. Denn eine Verkleinerung von 2am/k vermindert



2. Tonduktion in roticrenden Kugeln. 6h
die Anzahl der Glieder, welche der erforderlichen Bedingung
nicht geniigen, eine beliebige Verkleinerung vermindert die
Anzahl derselben in beliebigem Grade.

Die genaue Bestimmung des Giiltigkeitsgebietes bei einem

regebenen 2awfk und gegebener Anniitherung diirfte Schwicrig-

keiten haben; fir die Anwendungen ist diese Bestimmung ohne

Wichtigkeit, da es sich hier erstens immer um sehr kleine

Werte von 2xw/k, zweitens nicht um unendliche, sondern um
begrenzte Platten handelt,

Die Gleichung
f.
) i e ;r.‘,‘rm, oy
k

= dz
a1}

ist exakt, wenn man von der Selbstinduktion absieht. ks zeigh Mioglichkeit,
- g . . 5 & . 8 x £ dl 1hnt-
gich also, dals die Krlaubnis, von der Selbstinduktion abschen induktion

verna

zu diirfen, nicht nur an die Bedingung, dafs 2am/k klein sei, 1issigen

sondern auch an die Beschriinkung auf ein gewisses endliches
Gebiet gekniipft ist. Die Grilse dieses Gebietes hiingt von
2awfk ab, iiber dasselbe hinaus aber ist ohne Beriicksichtigung
der Selbstinduktion auch keine angeniiherte Bestimmung der
Stromung mehr moglich. Kin ganz analoges Resultat wird
uns am KEnde des § 4 hegegnen.
Auch eine Entwickelung fiir grofse Werte von 2ma [k lifst Anniherung
gich aufstellen. Wir bezeichnen mit , den Teil von y, welcher Werlo der

win-

symmetrisch zur Rotationsaxe ist, mit X, =X —x, den Rest. digkeit,

Dem y, entspricht fiir jede Drehungsgeschwindigkeit der Wert
£ =0. Wir erhalten daher, wenn wir y als symmetrisch zur
zAxe annehmen, fiir grofse Werte von 2mw/k:

P
) k dx, ;
= =Ldw .
1 2w oz

Lo,
[
i

Die Ableitung ist dieselbe wie oben. Die Reihe lifst sich hier
auch vollstiindig und auch fiir solche y ausfitliren, welche nicht
symmetrisch zur zAxe sind; ich gelie darauf nicht weiter ein.

Zum Schluls bestimmen wir das Potential ¢ der freien
Klektricitit. Durch die passenden Substitutionen ergicbt sich
aus den allgemeinen Formeln:

Herlz, Bechirifton

B BADISCHE
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(Hi 2. Induktion in rotierenden Kugeln,

1. ohne I':[‘r'i'll'lt.*-'.ili‘}‘|1!FIII]U! der Selbstinduktion:
o
P = wp / _"'/ oz
‘l ap

Diesem 0 ist eventuell eine Konstanlte von der (Grifse
hinzuzufiigen, dafs in der Unendlichkeit o = 0 wird, Die
Formel, zu welcher wir gelingt sind, ist schon von Herrn
Jocumann angegeben fiir den Fall, dals y symmetrisch zur
zAxe ist, es zeigt sich, dals dieselbe ganz allgemein gilt.

2. mit Beriicksichtigung der Selbstinduktion haben wir:

/"r:.-[_,-_/ L) |
F;‘ = {’P[.'F 4

- nz
a0

9, 4

0

Fiir oo werdende m erhalten wir, wenn y symmetrisch
zur rAxe 1sk:

= o

P r';zr‘ 'i{ P> ;I)’ :
P = wo I - dz 4 ’ “Ldw
J o0 2 | op
0 ()
Das erste Glied wiichst mit @ ins unendliche.

Wir haben bei der Behandlung ehener Platten immer an-
genommen, dals nur auf einer Seite der bewegten Platte sich
induzierende Magnete befinden; diese Voraussetzung ist un-
wesentlich.  Ist sie nicht erfiillt, so zerlegen wir das gesamto
Potential nach seinem Ursprung in zwei Teile, und behandeln

jeden so, wie dies oben an einem von ihnen gezeigt ist.

§ 4. Vollstindige Losung fiir Kugeln und Hohlkugeln von
endlicher Dicke.

Wir wenden uns jetzt zur Bestimmung der Induklion in
einer Hohlkugel von endlicher Dicke. Um Weitliufigkeiten zu
vermeiden, mogen zuniichst nur im dufseren Raum induzierende
Magnete vorausgesetzt werden.

s seien U, I, " die Komponenlen eines Vektorpoten-
tiales, welches von geschlossenen Striomen herriihet, die ganz

oder teilweise im Innern der Kugel liegen. Wir suchen die
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von U, 7, W induzierten Strome « o w'. Fiir dieselben be-

stehen die Gleichungen:

, i} faV al/\
' = — b | o o ]
ox \ OF f-'_.’f"}
- il [ daF ol/ e Diferen
Ay == -I Fwy | === iz} -J:.-I.I.“rr:'.'.'_
dif v | oz oy | . gen =
(_-r[ [d l} a1\ fall all
xw = W[ - — =) — iy [ o — ]
oz \ oy oz | . ],_ oz or |

ferner im Innern:

du'  av dw'’
R 1t v,
oxr dy oz

und an der Oberfliiche:
UL+ VY + wz =0

Wir setzen zur Abkiirzung:

{d /] al | (9l ai {a} afr\
0=zl '--i}'."fr-.."'.ri:|--. |
| Oy oz | |\ 0z 01 / | DX oy |

Unter Beachtung des Umstandes, dals
dl/ dl all

- i = o -
oxr oy oz

U

erhalten wir nun fiir ¢ die Bedingungen:

In der Masse der Hohlkugel:

0y al)\ ; v
{‘{.”_ - ay ,l F m [_.J'.I‘[ " fj’l" )

dp = 2w

und an der Grenze:

adif 1) I o [ aF all \
: o e il
o i | | dx diy |

;(Jl

Wir beweisen zuniichst den folgenden Sutz: i
Huben U ¥ I die Form: lnge

y [ oY, axn |
l oM II y -/ . gt
(& Bz dy |
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geniigt,

Um

Bowein des-
selben

zunichst die Bedingungen fiir ¢ in y, aus.

(e 2. Induktion in rotierenden Kugeln.
r { ﬂ/.'.’.'i ’-")‘J‘ll
V=0 - S |
: or 0z
. [ 0y, r‘T':_/, \
W= om (5= hod B
¥ dy A
welche Form der Gleichung
al alr all
— f — =140
ax dy 0z

so sind die Lisungen der vorstehenden Differcntial-

gleichungen:

il Aot oo
p=—wp l.;J A~ = ”':[”.J
. ¥
w1 gin ,\X
N af)
: w . 0¥ )
WoE = “m|'?f S : .)
x \v Az oy |
0] [ Oy, dy,
= — — p ( Z ,A(“ — f“
2 dx jz
: i) d ﬁ'y
w=——pM|lz ;X" — 1 '\
K .
P dy oz |

den Beweis der Richtigkeit zu fithren, driicken wir

Es ist: (§1,4)
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of 9 ay,
AU =m(m + 2n 4 1) pm—2 |y e g ’]
p \¥ az dy |
r ) I {‘I n n ]
AV =m(m + 2n + 1) pm—2 [ 2 AL g 2
\© oz iz |
T \ i | r_‘-“ 1 ’-J.’i-
AN m (m + 2n 1) pm—2| x / ~1 Y ‘
¥ | oy v axy
y - S . - ay, \
yAU —z4V =m(m + 2n + 1) o™ (ns 2 — Nzfn)
it | oz =
E . ) B \
2AV —yAW =m (m + 2n + 1) p™m—2 “:2 3 — NAn|
- - il ) " \
r AW —2zAU =m (m + 2n + 1) pm—2|p" = nYyn|
. Jrm)
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2. Induktion in rotierenden Kugeln. G9
ferner:
aVv all [ 0¥ \ dy,
a— ez A 07 SR ey | (g 4 1) 20
ox dy 3 \¥ 3z . ;"",.' ) oz
al av [ o8y - 8%
—— — —— = — =2 [P oy | — oM 4 1) 2R
dy dz 3 \* éx ):”_..' sl dx
ol al¥ { 8y, : ¥ n
e — = MM —2 [ o* 2% — pyy. | — 0" (n ] )R
0z ox 2 \* &y "rl')‘{"_l.' = ( i }.[',.‘,JJf
Daraus folgt:
O=—n(n+ 1) 0" n
Also werden die Bedingungen fiir p:
bl B .
_}'f](, = — Wm (m. + 2n + 3) g - uz('(,,} o™ ¢
. 3
) m et
— 2w(n 4+ 1) pm :
{* i iL oz
an der Grenze:
dgp m [ 8% \
—=—(m+n+1 M 0" — — nzy
do [ i ] y[‘ {._‘ o0z )"”)J
Diesen Bedingungen aber geniigt ¢, denn es ist
erstens:
] | = P o d i l
‘_,(!‘“ e m] { lym 2 a2 J — 2n 3 {{\JM’;{‘HJ ;1,3.“_:\1 L ','(.u_}J

09X :
= — W {f\:“ EJ" [{m F2)(m 4+ 2n + 1) - L’H|

- N2 ™2 yp [m(m + 2n 4 1) 4 :3:;:”

: g 0¥, |

— W Iud (m + 2n 4 3)pm—2 |(‘;‘ {..-l — .-';r.‘;‘;\(”}
\ 1z

/

o
F2(n+1)pn 20l
0" 3¢

wonach die erste Bedingung erfiillt ist;
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Folgorungen

T0 2. Induktion in rotierenden Kugeln.

zweitens ist ¢ das Produkt ans einer Funktion der
Winkel und gm+n+!, also
("'r" m-n-+41
I'! )

do 0
wonach auch die zweite Bedingung erfilllt ist. Aus dem so
als richtie nachgewiesenen q folgen aber die »’ 2 w" durch die
urspriinglichen Differentialgleichungen, zuniichst allerdings in
einer etwas komplizierteren Form. Ganz dieselbe Form ist
aber schon Seite 46 aufgetreten, und es hat sich schon dort
gezeigt, dafs sie mit der hier gegebenen identisch ist.

An diesen Satz kniipfen sich die folgenden Bemerkungen.

1. Wir kinnen in demselben p™ durch eine Reihe von
Potenzen, deren jede mit einer willkiirlichen Konstanten multi-
|1liy.ir-r'[ ist, also durch eine willkiirliche Funktion von p ersetzen,
Wir kinnen zweitens y, durch eine Reihe von Kugelfunktionen
verschiedenen Grades mit beliebigen Koefficienten ersetzen, da
die Ordnungszahl » im Endresultat keine Rolle spielt. Hier-
aus ergieht sich folgende Verallgemeinerung des Satzes:

Ist ¥ eine ganz beliebige Funktion und

17 o f':')f
Oy
:'-';f
V '
Ay,
oy
W=-=
i, !

so sind die von U, F, I}V induzierten u' v w':

) ”‘\f'

x I‘-."i'n'r
! W r"}"
V= — :
x ooy
() r'r'X'

W= — =
X Oy

Fe ist nicht schwer, diesen Satz mit den in fritheren

Paragraphen erhaltenen Resultaten in Verbindung zu setzen,
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2. Die durch obige Formen gegebenen U F ) rithren
von Stromungen her, dic in konzentrischen Kugelschalen er-
folgen. Denn es ist

2dU + ydV +z4W =0

Umgoekehrt lassen gich die ¢, F, W solcher Strivmungen
immer in obiger Korm darstellen.  Denn ist 2o/ (0) dus Glied
in der Entwickelung der Stromungstunktion. welches die nte
Kugelfunktion enthiilt, so haben die zu diesem G liede gehirieen
U, ¥, IV ohne weiteres die obige Form.

Andererseits geschehen auch die induzierten Stromungen

in konzentrischen Kugelschalen. Denn es ist

ue+vy+wz=0

Wir [olgérn daraug:

Eine Stromung, welche in konzentrischen Kugol chalen

erfolgt, induziert eine Stromung, welche dieselbe Eigenschaft
in Kon

hat. Und weiter: Die Stromungen, welche in einer rotierenden

rlschen

Kugel

Hohlkugel durch ruhende Magnete induziert werden. erfolgen i

immer in konzentrischen Kugelschalen um den Nullpunlct.
3. Ks ist
p r-;{:']v-—.il,f('r} '

sobald U, 7, W die obige Form, also die induzierenden Strome
die iu‘sw‘uu"tt‘lli' Kigentiumlichkeit haben. Wir werden dies in
§ 8 benutzen miissen,

s ist nun nicht melir schwer, die successiven Induktionen Berechnung
:

Induk-

tivnen

gebenes iulseres Potential hervor- si

: 1 Wi

zu berechnen, welche ein ge

ruft. Sei

funden die Strome erster Induktion:

™
~

A
=
o3
y

| i) r’_r":('

U, z
-1 x O,
| 1) r"'z

A o
n+1 % dw,
y
| 1) F")':f

0,
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Allgemelne
Losung.

12 2. Induktion in rotierenden Kugeln.

Die zugehdrigen U, 7, W, sind:

U én o oy [ R? o? 2rint3 \
/ = - — — by — — - |

: n41 2 dw, | 2n4-1 2n4-3 (2n4-1) (2n-}-8) p?t+! |

: v [ P2 2 99:2n 4§ \

V- 2 @ dy R - _ 2rontd |l
' a1 x dw, | 2n41 2n-}-8 (2n41) (2n-4-8) p>n+! |
W T 3y [ i 0? 9p2n+3 -.,l
Lty dw, | 2n4-1 2n-4-3 (2n+1) (2n4-8) p2n+! /

Man findet diese Werte durch eine einfache Integration, in-
dem man beachtet, dals u«, », w, Produkte von o™ und Kugel-
flichenfunktionen sind. Das Potential jeder unendlich diinnen
Kugelschicht im Inneren und Aufseren derselben ist bekannt
und eine Integration nach p giebt die angefiihrten Werte. Es
folgen aus denselben die Stromungen zweiter Induktion:

[ f \3 a3+ | 3 .3 i 41
i s 2 (m! dy | It L0 0 ppln . \I
* n41 \x| dw, | 2n4-1 2n-}-3 (2n4-1)(2n4-8)pentl
¥ TR \ LA )L |
27 [w\? ay” 2 {,2 orini8 \
g = — —— . el adn _
2 n+1 \=x | dw, | 2n4-1 2n-4-3 2n+41)(2n-+-3) pon+1
\ % y \ 7 { ¢
2m f{rl J" ﬁ;(” I{ Ii2 p? 9p2n+3 )
Wy = — — “ e . =
i nt1 \ %/ dw, | 21 2n-4-3 (2n+4-1)(2n4-8)p2n +!,

In derselben Weise kann die Rechnung belichig fortgesetzt
werden, die Resultate derselben werden jedoch immer kom-
plizierter und wir wenden uns daher zur exakten Lisung des
Problemes,

Wir sahen, dafs die Stromungen immer senkrecht zum
Radius sind, wir koénnen also wieder von der Stromungsfunk-
tion Gebrauch machen,

Sei f{p) = f eine beliebige Funktion von O, sei

y=0-fxn

idie Stromungsfunktion eines in der Kugel bestehenden Strom-
systemes.
Die Stromdichten sind:
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. Oy
(13 —1'( - 2
Oy
. Oy,

U = -
E-‘tup,
07,

W=7 -
0w,

Sei nun F(p) = F eine zweite Funktion von o, welche

mit " durch die Gleichung verbunden ist:
o R
47 1 |

2n *'I EJB“Ii.l l

r e

_["{‘!\J) =

aus welcher durch Differentiation folgt:

& d
2n 2n+1 R i

s sind dann die zu u, v, w gehibrigen U, V, W

z.' A 1“1 f'f;,’n
i da,

ir o [',]' ion

{H’:Jy

”, = jrr ﬂfn

fﬁq.::

Daraus folgen die von dem System y induzierten Strime:

w A 0y

x O,

’ w lf’J'

Jl e Ir? !-I

» rjmy

’ w ' U{,‘
W= ——F

%* dw,

Die zu diesem System gelirige Stromungsfunktion ist:

; (V) T #
Y= = el

BADISCHE
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T4 2. Induktion in rotierenden Kugeln

s induziert also die Funktion

W=0f"1n
die andere:

i) %
! - ] fr'y,,

x

s bedeute nun 1 die in der Kugel unter dem Einflusse
der fulseren Potentinlfunktion ¥n thatsiichlich bestehende Stri-

mung, gel die von den Hulseren _\l;t_‘r_']]a-l:p.k‘“.l"-u direkt indu-

zierte Stromung, dann ist offenbar die Bedingung des statio-
niren Zustandes:
Y=y, + y
Um  diese Gleichung weiter zu entwickeln, zerlegen wir
Zn umd beteanchten jedes Glied fiie sieli; sei das vorgelegle:
e ] : .
F 41T | | 7 oS J(-Hll Wi

\ £k

Wir haben dann (Seite 50):

i fol\* i 2l R
Uy Ao [ sin zm 12
Y x \ ;":’__.J n41 s
Setzt man nun
7] [ o\ 2 g 3 . .
Y - ,-fn| = (/ (0)sin 10 + f..({l‘iwrr:jrra}f’ ;
& U\ nda y L) " 9
S0 \\il'l‘
f B T J"',
{ ) / . : At e
y | | Ao | ] .-I'_-rH‘rr‘\' v — A0 8in2m) Ly,
\ %] * VA n 1 { - L } e

TN

Die Gleichung vy = vy, 4 ' ist nun erfiillt, wenn I und

/3 den Gleichungen geniigen:
file) = 1 + " Fyo)

£ .« L)

durch welche £, und 7, vollstiindig bestimmt sind.
Denken wir uns f, und f, gefunden, so lifst sich das Re

sultat der Untersuchung in folgender Form aussprechen:
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Die Selbstinduktion lifst die Form der Strimungslinien
(fiir jedes einzelne Glied der Entwickelung) ungeitndert, ihre
Wirkung besteht duarin:

erstens, die Erscheinung um den dten Teil eines gewissen
Winkels & im Sinme der Rotation zu drehen, eines Winkels,
der fiir die verschiedenen Schichten von verschiedener Griofse
ist, und fiir welechen die Gleichung tg o L gilt,

zweitens, die Intensitit der Strismung in den verschicdenen
Schichten in verschiedener Weise abzuiindern. Das Verhiiltnis
der wirklich stattfindenden Intensitiit zu der ohne Beriicksich-
tigung der Selbstinduktion erhaltenen ist
: o g die

Mit der Bestimmung der Funktionen f; und f, werden wir
ung einige Zeit zu beschiiftigen haben.

Wir filhren die folgenden Abkiirzungen ein: s sei tehandlung

der Gilel
= elinngen [l
45T ein u Wi f
i '
x |
i 5, .”lllj b

[']i‘y] =y (ep) ipy O
f'__ () = ¢y (o) (o 0

Wir denken uns in die Gleichungen, welche f; und f, be-

stimmmen, fiir Iy und F, ihre Werte gesetzt, wir transformieren

sodann die Gleichungen auf ¢ und o, und erhalten:

1 > ] L9 I 0] |
(0 = I 4 (@nf1) g2+ :/ a“™ . ada -+ / p=n+1l (i __.;m'u}
oty = : ] .e’{I‘!”'i_:!l adea - ag2nt1 g, ».'{Jrfl
)‘.: [;:“ }'”“Jfl,ll. )!] ? 1 J

Durch Differentiation geben dieselben:

i IR St \

= (=0 ; [ fadeon e ) | iy
o | elir [

A .” [ o [”‘_‘u } 1 { ] | i¥i
r!rl | tlo { 0y [
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2. Induktion in rotierenden Kugeln.

-1

Die Form der Funktionen ¢, und ¢, hiingt also nur ab

von n, in den Integrationskonstanten kommen dann allerdings

noch g, s und 8§ vor.

Obige Gleichungen kiénnen geschrieben werden:

n42

Yy = P = |
on2

a2 =aEh P

Als Differentialgleichungen kinnen dieselben vollstindig
ersetzt werden durch die folgenden:

g = - {’1] 1'— 1
2n-}-2

R S

o V—1=0

& P

Denn alle Lisungen der letzteren befriedigen erstere, und die

allgemeine Lisung der letzteren enthiilt 2 % 2 willkiirliche Kon-

stanten, ist also auch die allgemeine Liisung der ersteren.
Setzen wir A% -

diejenigen Wurzeln dieser Gleichung, deren reeller Teil positiv

— 1, und verstehen insbesondere unter 4

ist, also:

L= Vi + V=)
L=Vi(-=V=-1 ,
g0 werden unsere Gleichungen:
Py = = 5 U
; 2n2 o
[ 4 r”_' Py — }."r]r-‘ =10

Die beiden partikuliiren Integrale derselben sind:
41 &
“1 — ) erde gy J[I = ,."}rl e—akv gp
1 1
giiltig fiir reelle positive o.
Dafs diese Integrale die Gleichungen befriedigen, wird
etwas weitler unten gezeigt werden. Da in unserem Falle n
eine ganze Zahl ist, so lassen sich die Integrale ausfiithren und

also das Resultat der Auflosung in endlicher geschlossener
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Form aufstellen, der Einfachheit halber moge die Intepralform
B f
beibehalten werden. Setzt man
+1
Pua = [(1 = v em qp

Definition
der p und g

fn 0 [‘[1 — (":‘}” e Jy

]

so sind offenbar die Lisungen der Differentialgleichungen:
0 = ,-I‘u“ (L,0) f::jf” ”‘;”] LY ('r{“ (L0) 4 f).rjr,, (A,0)
— g = A Apy(L,0) 4 L Bpu(dy0) + 25 Cqu(Myo) + 13 Dgu(2,0) .

Diese Liisungen sind in die Integralgleichungen einzu-
setzen und daraus die Konstanten zu bestimmen. Zur Aus-
mittelung der dabel auftretenden Integrale dienen die folgenden
Rechnungen:

Man hat:

+1
Pu(do) = .].{1 — r!?]”.-'i"”' dv
1
#1
2n d 2n4-14 ) " 2yn ) 9 vAa 1y
(b} ‘m_[m Pn) = ] (1 —27)(ovh +2n + 1) ¢ di
-
. Lj”}—‘n |“-”}]i y
+1
d —2n d 2n--1 ‘ = f 1 ) (12 o Dw)erod gy
as| de (o [“H)[ (1 =277 (Ao +2(n 4 1)v)ero*di

= Lopy (ha) ).

Die letzte Gleichung zeigt, dals p, eine Lisung der vor-
gelegten Differentialgleichung ist.
Durch riickwiirtsschreitende Integration findet man nun

aus den vorigen Formeln:

") Die letzten Glicder der Gleichungen werden durch Umformung
der voranstehenden Integrale, vorziiglich durch partielle Integration er-
halten.

BLB BADISCHE <y
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8 Induktion in rotierenden Kugeln.
Integral e a9
Heku - - &
formel; I 0Py (Ao} do = 5 P {ln}
P und q. x A
und

*

/ a2 p,, 4 (o) do

Zn
L

e Lils 1’“” {;’.r}}

y
aus welchen durch Differentiation die Rekursionsformeln folgen:

2n plu_i (Ao)

7y (Ao) =
2 2n-1 ko
Pu—1 (A0) = pa(Ra) 4 55 pulta)
aus welchen folgt;
2n-+H1 A%
Poe=gre= 2n P n(n--1) P-4

P = 2_;;}n 12nm—=1)pu_9—n2n—1)py_i}

Ganz @hnliche Reelmungen lassen sich nun auch fiir die ¢,
durchfithren, die Resultate gelen aus den eben gewonnenen

einfach durch Vertauschung von p mit ¢ hervor, man hat
also auch:

n

/ 0qn (ho) do = 53 In i (Aor)

!

9 - | ¢ A
/ . Tn—1 “J’_] dg = -5 a2nt1 qn (LO) etc.

Mit Zuhilfenahme dieser Formeln hat die Ausfithrung der
notwendigen Integrationen keine Schwierigkeit, beispielsweise
hat man, unter Zuhilfenahme einer partiellen Integration:

5

_J"”"?' { 2 ppla)da + o214 j‘rr;r,, (a) da

an "4

o) = gnstH gy 1 (s) (2n-1) s 41 i (s)
50t -1 Pn—1 () - iz = T ‘|
) U 41
= { fato Pn ()
A=
on . ) 2041
22 02 a1 (S) -

2(n-4 Wals 1(8) — —5— a1 p,(0).
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Setzt man diese und die ihnlich zu bildenden Ausdriicke
iy 1 1 Heie 3 1] 14y [ 3 als Ik
fir ¢ in die Gleichungen ein, beachtet, dafls Iy P, 15
und 1* = — 1, so heben sich die 2 und ¢, wie es sein muls,
heraus und es bleiben Gleichungen zuriick von der Form
const,

) = econst 4 :
1 il

welches die Lésungen der Gleichung

d ad o U |
i |.,” en o (n2n+1 f,..}j = ()
sind.
Die hier auftretenden Konstanten miissen cinzeln ver-
schwinden, und es werden so die folgenden 4 Gleichungen fiir
A B CD erhalten, unter Beachtung des Umstandes, dafs

—'Ij*‘n -l{'l'-lhf} f j"'lfju ]“‘-:‘\f) i'( r’,n’.r: ]{;jvi‘\li i Dy n l{\j'_".\'J
0 '*'Ij*’n I[‘-'-:‘\-K} ;’I;“n- Iij-"\lj f (r‘;‘rr l“-[‘\r} ‘U"/:r 1(£25)

{P:-:,]',U“._i_|{.l.“ql | I’If’“'l 1(438) + Cq, | 1(A8) 4 ;")r_;,, {_[[i,.m‘}

) J}’u | 1 (248) — "‘"/"'u | 1(a8) + fr’;”n | 1(A48)— j)’,f:.' | 1[\‘]-_""']-

Dieselben lassen sich leicht auflésen und ergeben:

_ tah furt (49)
: in p, |I_..u:.l-‘.\.].r',ll._.1 l[j-]-"} = Puti I._;‘_J §) i I”, y)
(- 2n--1 . ; -f'..,,La"_].\';- : ALS

an pu (A8 Gt 1 (A,8) — P i (A,8) i (2,5)

A 2n+4-1 Tut1l4y5)

b . : S - e ta @
in 'n '-{"";!'\.-l'rlji-‘- |{"'2'\] = Pra 1t Ay8) fu—1lhy)
/) 2n-1 ) Pusi ';'-__."'

in Pa |l'\?.:-\_;r‘.f., bl Ik"‘__‘,l - Pny :I‘;‘\J.\jlf,_ |‘I‘.'?.:-\"|

BLe LANDESBIBLIOTHEK

Badenm::berg



BLB

BADISCHE
LANDESBIBLIOTHEK

Liveung  der

Glrichungen

fir die S init-
tels der p
und g.

Weltere
Eigenschal-
fen der p

und g

Ri() 2. Induktion in rotierenden Kugeln

Indem man diese Ausdriicke in o, und ¢, einsetzt, erhiilt
man die vollstindige L#sung. Dieselbe lisst sich einfacher
darstellen in folgender Weise: Da 4, und 1, konjugiert sind,
so sind auch i"rx‘]-r"’-l und ?’i;‘:”} konjugiert, ebenso sind, wie
man leicht sieht, 4 und B konjugiert, und es ist daher

‘-l!}” [ﬁ 1) + H]’?r [_l'_!”]

gleich dem doppelten Werte des reellen Teiles jedes dieser
Ausdriicke. Ebenso ist

"'[f}rr ”-|U] = {f.,i'rﬂ {5'_:.{_1}

welcher Ausdruck in Py vorkommt, gleich dem Doppelten des
imaginiiren Teiles des ersten Gliedes. Indem man dies be-
achtet, und die Werte von 4 und C, erkennt man leicht die
Richtigkeit der Gleichung:

2n-1 ' pﬂ[l]rﬂ Tn+1 (A5 — guld,0) pay .(?.l.w}_
2n Pn—1(418) gn11(A;8) — ga—1(4,5) Pas1 (4,5)

=y + g V=1=fi+faV-1 .

Besonders einfach wird die Gleichung, wenn s = 0 ist, es
sich also um eine Vollkugel handelt. Dann ist Zns1(s) un-
endlich, unsere Gleichung wird also:

Z2n-4-1 ]!,,(}.tﬂ') ; -
2n pu_1(4,5) = @1+ 3 }~—

Die Grifsen, auf deren Kenntnis es uns besonders an-
kommt, niimlich der Winkel § = arctgf,/f; und die Ver-
stiirkung der Stromstiirke Jf? 4 f?, haben eine sehr einfache
analytische Bedeutung, sie sind Amplitude und Modul der links
stehenden komplexen Gréfsen.

Die Rechnungen lassen sich weiter fithren mit Zuhilfe-
nalime der folgenden Bemerkungen:

Die Integrale, durch welche p und q definiert sind, lassen
sich fiir canzzahlizce n unbestimmt ausfithren, und die pund g
also in geschlossener Form erhalten. Wir kénnen und wollen
unter den p und ¢ diese so ausgerechneten Funktionen ver-
stehen. Dann sind auch g mit negativemm Argument zuliissig,

und es gilt die Gleichung

— Pn !_{’} . ‘]"ri{’\’) f n { {’] ’



2. Induktion in roticrenden Kugeln. (o |

aus welcher folgt, dafs

Pn (= f-‘ui_ ‘\Jj

Denn sei, unbestimmt ausgefithrt,

_]'{1 —VPre—vdy = V(o,v)

)
dann ist

fn(n) = V (5, 00) ['{n, 1)
I I
P (0) [(1 —v*)re—ovdv 4 .“1 — v°) eV dv

0
V(—0,1) = V(- 0,0)
+ Vo, 1) = V{(o,0)
Aber es ist fiir ganze n
V(s,0) =0 , V(=0,0)= = V(a,0)
und so folgt die Behauptung,
Die einfachsten Integrale der urspriinglichen Differential-
gleichung sind also:
gn(0) und g, (— o)
Folgendes sind die Werte der ersten ¢, von welchen der
erste direkt, die iibrigen durch Rekursion bestimmt sind:

e

Gy =
vl -

2e—? ,"' 14

e I =]
T o* l } T |
Die ersten q

2 21" | 3 8\
iJ- ( 1 4 +
{2 p | . p o2

28l.e lll G 15 15)
( 1 4 - 4 -a] et
12 mh | T ot ' oY

wornus also folgt:
e’ — e "

Po= =

L]

2 i e’ — ")
™ e 4+ ¢e—7 — | etc.
a=\ ] /
Herl hritlon [
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/a9 2, Induktion in rotierenden Kugeln.

Fiir grosse Werte von o nihern sich die p und ¢ den

Ausdriicken:

}’.l.' [_!if ’:’_u E )

Fiir selir kleine Werte von o wird:

{ 27 n!1.8...2n — 1
7, (0) =" . e~ "
{n { gin+l
Die (Gleichung — p(0) = ¢(o) + g(— o) verlierl hier ihre
Jedentung, da fiir o 0, q L oo wird. Um auch fiir sehr

kleine o p zu kennen, entwickeln wir es in eine Reihe nuach
aulsteieenden Potenzen von . s geschieht das leiehit, indem

man in dem Integral, welches p distellt, fiir e” seine Reihe

gsetzt und gliedweise integriert; man erhilt:

gntlpl ! [ al at : 1

) L4 -1 e | ot g 1T
P (0) 1.8u.en —1 | 2.2n 48  2.4.2n+48.2n+45 |

Von Wichtigkeit fiir spiiter ist uns noch die folgende
Formel: Ks ist:

gn(0) gu—-1(—0) — gu(— 0)gu—1(0)

dn(n 1)
W == O () a(— )= ga1(=0)gn-2(0)
n!n—1\
— 1..'
T 1 'd

welche Formel sich durch die fiiv ¢ gelundene Rekursionsformel
leicht bheweisen lilst.

[n allen besprochenen Eigenschaften der p, nnd g, zeigt
sich cine nahe Verwandtschaft derselben zu den Brssern'schen
I"H'l]l{li"‘-'l':"”'. in der That lassen sich die J™ durch die Pt
und gms 1 aunsdriicken.

..\II'* 1|r-r }-'n”nwl_ ‘.\l']rhu- nuser Hr"\[lH:!‘ ]‘“lh‘!i‘. l{l:“HhE'II

wir nun die Funktion n fortschaffen, und erhalten:

B BADISCHE
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2. Induktion in roticrenden |\'|:|r_-_|- . 83
an-1 Zui1(R8) g (—20) — guy 1 (—29) 7.(16)
i Tt (A8) 1 (= AS) — g 1 (—A8) gy (A9)

iy t+ g -1

Wir wenden diese Formel, welche die exakle Livsung gicht,
auf spezielle Fille an, weleche Vereinfachungen zulassen.

I. Ks sei zuniichst die Hohlkugel sehr diinn, sei d ihre
Dicke. Is ist dann & sehr wenig verschieden von s, sei

S=s+d , wonun J=pud ist

Fiir ¢ konnen wir einen beliebigen Wert zwischen s und
S setzen, sei o = 8,

Setzt man diesen Wert in obige Formel ein, wendet im
Nenner die Substitution

2n-}-1 Adg®

{ = f [
In 2n In dn(n-1) 1n+1

an, und dividiert durch den Zihler, so erhiilt man:

I} Aip? Gui 1 (A35) g (— A8} — o ( AS) Gy 1 [ AD)

2(n1)(2n4-1)  gugr (A5) gul —AS) — gy 41 (— 45) g, (265)

Selzt man nun entwickelnd:

in+1 (A0) n+41 I""["" 1 "'”il

Jn-|-1 U\} - L r’,r;J i (A5)

r);‘,"!_\' ;
ud1 (A8) + o gapa (h8)

A n+2)

gu4-1(— AS) = gut1 (— 28) -

1) Es werde fortan e 4, cinfach 4 geschrichen, nnd ist salso

BADISCHE
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84 2. Induktion in rolicrenden Kugeln,

so kann man unter Zuhilfenahme von Formel a) (Seite 82)

die ¢ durch Division wegheben und erhiilt:

G el 32
1
on-} 1
Nun ist aber
80 4 i

21 (2n41)k

nach unserer fritheren Bezeichnungsweise, also wird:

i+ ga V-

welches Resultat mit dem frither erhaltenen zusammenfiillt.
Wir haben sonach einerseits unsere Formel an einem
schon bekannten Resultate gepriift, andererseits den Beweis
gefithrt, dals die frither gegebenen Formmeln fiir alle & gelten,
welcher Beweis noch ausstand.
Klaine 2. Wir wenden zweitens unsere Formel auf den Fall an,
R

0n3-

geschwindig- Aals wir in den J’: und £, nur die erste Potenz der Drehungs-
kellen [

geschwindigkeit beizubehalten brauchen. Der Einfachheit halber
begchriinken wir uns aufl eine Vollkugel. Fiir eine solche
hatten wir:
. -y ent1 pa(do)
i+ hV—-1= : ,
2n pu_1(A8)

Entwickeln wir die p und behalten nur die ersten Po-

tenzen bei, so folgt:

_3 a? ;
f.. 4 _,f. I = 2n .!'.l
3 : e
T o -1 :

Eine nihere Betrachtung dieser Formel zeigt, dafls die
aus derselben fiir f; und £, folgenden Werte, in 1 eingesetzt,

nichts anderes ergeben, als die Induktionen erster und zweiter

LANDESBIBLIOTHEK



2. Induktion in roticrenden Kugeln. R |
Ordnung, welche wir schon aufl Seite 72 berechnet haben.
Wir betrachten hier nur den Drehungswinkel. Mit ausschliels-

licher Beriicksichtigung der ersten Potenzen hat man:

:. - 2wt | I2* 0%
arc tg 'f.‘ 0 il m— l '
1 x \2n41 2n+4-8 |

also den Drelhungswinkel
0 nw [ M2 p? ||

] x | 2n-1 2043 |

Ks erscheinen also alle Schichten gedreht, die Drehung
ist am kleinsten an der Oberfliche der Kugel und nimmt von
dort gegen das Innere stetig zn. Denkt man sich durch den
Aquator der Kugel einen ebenen Schnitt gelegt, und verbindet
ii!II'f'l‘F'-|llJI]R“HI'UJ]{lI' Punkte der verschiedenen Schiclhiten, so er-
hiilt man ein System kongruenter Kurven, welches sehr geeignet
ist, den Zustand der Kugel zu veranschaulichen. Die Glei-

chung einer dieser Kurven ist offenbar:

Fi) o
Yy -f't"( == V=* 4 '_f/_] .

/

onw [ IR% 2 |

2n+4-1 2n-}-8 |

Fig, 8.

die Kugel von Kupfer, £ = 5H0mm, = 1 ist, und dals die
Kugel 1, 2, 8, 4 Umdrchungen in der Sekunde macht.

3. Ks werde drittens angenommen, dafs g so grols sei,
dufs fiie die ¢ (S2) und g(sd) ihre angenitherten Werte gegetzt

werden kinnen. Es werde ferner angenommen, dals dus Ver-

B BADISCHE
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G 2, Indnktion in rotierenten Kugeln,

hiiltnis »/X weder sehr nahe 1, noch selr nahe () se1,

Ersterer Kall ist schon erledigt, letzterer muls besonders he
irachtet werden. Dureh FEinsetzung der Niherungswerte in

die exakte Formel wird erhalten:

an-l1 8% gtle—a | p—ile—a)

-
=
-~

Da 8§ nicht sehr nahe gleich s, beide aber sehr grols sein
sollen, so verschwindet im Nenner das zwone lied gegen das
erste, l.l|||i es \\'i!'ii

2n- [ R\n+] ) ¥
I = i |r J e .‘If.'llif' r'][,-i\_nlr‘r J}_} e —hulo .f'l}

Das zweite Glied der Parenthese verschwindet gegen das
erste, aulser wenn o r ist: verzichten wir daher auf eine
genaue kenntnis der Stromung an der inneren Grenze, so
kitnnen wir setzen:

(R —o)

e

g+ @ ¥ —1= 5|

Da s oder r s dieser Gleichung verschwunden 1st, so
ist anzunchmen, dals sie auch fitr Vollkugeln Giiltigkeit hat,
in der That ergiebt sie sich leicht aus den fiilr Vollkugeln gel-
tenden exakten Formeln, wenn man iilinliche Vernachliissigungen
macht, wie die oben ausgefithrten, und auf eine genaue Kennt-
nis der Strimung im Centrum verzichtet (wo itbrigens die In-
tensitiit sehr klein ist).

In den erhaltenen Ausdriicken ist

L=Vi+ V=1

ohne die Sonderung des Imaginiiren und Reellen auszufiihren,
finden wir leicht:
i

73 L oon .
arctg -4 = — — - {f\ — )
i 4 V2

5 o1 R» i (R—e)
i!’.’ ‘,+;"I Vi

|“ o

Vi
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2. Induktion in votierenden Kugeln 81
Setzt man diese Ausdriicke in w ein, so erhitll man:
i
wnrl e (ff—y \
2n+41 /i ) 2 e L T It - \
! - - I L o S | Tin = lfl — 0},
2(n-}-1) xn \ V 2 =)

welches  also  diejenige Striomungsfunktion ist, die hei sehr
agrolsen Drchungsgeschwindigheiten von der dulsceren Potential-

funktion
/. f ! {-’ | Cos f-f-lj:“
L

hervorgerufen wird.

Die Bedeutung obiger Formel lilst sich leicht durehsehanen
stellen wir 1thr Kegebuis mit den fritheren zusammen, so kon-
nen wir die Krescheinung, welehe eine mit bestiindig wachsen-

renden

der Geschwindigkeit unter dem Einllnsse ciner induzi

Kugelfunktion votierende Hohlkugel darbieten wiirde, in fol-
gender Weise beschreilen:

Beginnt die Selbstinduktion merklich zu werden, so ver-
indert sie die Form der Stromungskurven in den einzeluen
}\I||_L'I'J'\l'ilil"lfl'|| nicht, die letzteren aber begimnen sich schein-
bar zu drehen im Sinne der Rotation: dabei gehen die inneren
Schichten den #dulseren voraus.  Die Drehung der inneren
Schichten ist an keine Grenze gebunden, sondern kaun ins Un
endliche wachsen, der Drelmmgswinke! der fulsersten Schichl
konvergiert gegen den Wert a/4/, nachdem er iibrigens vor
her bei Hohlkugeln diesen Wert itberschritten haben kanm,  1si

iwindigheit sehr grols, so licgen korrespon-

die Drehungsgese
dicrende Punkte verschiedener Schichten aal Arvchimediselien
Spiralen, die Zuhl der Windungen derselben in der Kugel
wiichst mit der Rotationsgeschwindigkeit ing Unendliche.

Die Intensitit witchst anfangs mit der Rotationsgeschwin-
:|l;‘_];|'il. :lllt'l' ||irg:1-r:ui-\ t|i1"it'|' |||'|||H|||i|;I|:1]. .‘\I'}IIII'“- I’ ill 'J"II
iulseren, als in den inmeren Schichten,  In der folsersten
Schicht wiichst sie bestindig, schlielslhich wie Ve, in allen an
deren erreiecht sie bed eini RS BRI Dhvelinngrsg chwindigkeit
cin Maximum, um dann wicder abzunehmen.,  Der erolsen w
it sie vom Rande gegen das Ionere ab wie eine ],}..
nenbind funktion, deren lKxponent o enthiilt

Voo Interesse st noch die Abhiingigheil des Feseleiing
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8]8 2. Induktion in rotierenden Kugeln,

von der Ordnungszahl i (deren Quadratwurzel auch in p ent-
halten ist); ich verweise deshalb auf die Formeln.

Ein scheinbarer \\-'ilirlr'~']1r'ilf'f| zwischen der Theorie einer
unendlich diinnen Hohlkugel und der einer Hohlkugel von
endlicher Dicke mag auffallen’; derselbe lost sich leicht, wenn
man beachtet, dafs jede noch so diinne Hohlkugel nur bis zv
einer gewissen Griifse der Rotationsgeschwindigkeit als unend-
lich diinn betrachtet werden darf,

Fall, dafs die Ich will noch kurz den Fall erledigen, dafs die induzieren-
I dee den Magnete im [unern der Hohlkugel liegen, dals also die

Hohlkugesl

legen

auftretenden Kugelfunktionen negativer Ordnung sind.

Es sei

{[Z)™ cos iw P
= A | cos twdni
An | o) ni
dann wird:
L A
i) ' - .
Yy = Ao (X sin 1 L,;
x o)

Setzen wir nun

\

0 1 | ¥ ]-11 1'g p i . i i )” .
W= Ao (fisinim + f,cosiw) Py
X > n :

so wird die von w induzierte Funktion '

{ e 2 [ \n+! r,"J : . > e 2
i | Aol -] (£} cos i — I, siniw) P,
| s | “\o/ n =

Dabei ist aber der Zusammenhang zwischen [ und F ein
etwas anderer, als friiher; es ist niimlich gesetzt:
o R
A » 2 | |
, iz syl i - |
7 — 7 y !
F(p) = owiil {(re,ff?r.fr? | / 5 fadaj

v, t

Die Bedingung



2. Iuduktion in rotierenden [‘:llj_:i'[n_ 89
Unter Benutzung derselben Abkiirzungen, wie [riither, wer-
den dieselben:
a &
prov=1+ B | ,.FI'!; JSa)da 4 /ul‘“ rlg—:2n s ada l
angi | ) 9P _ [
a 8
a0 = — Lo / agp, ada 4 l.:“”l La—2% ¢, ada l
: i | ; |
L ] a
Differentiiert geben diese:
d [ 2n-f-2 d 2n—1 -III
yen-f2 y—2 ip — 0.
do | ; do y 'rljl,l' i
d I;.':'J*-'i: - (—en—1, jl =y il
o | o f2 / F§=
luit'.l".
an |,
PP = —
2n 3
W= T2 P
Setzt man @ = o+, so folgen fiir die ¢ die Glei-
chungen:
2n-+-2
i - L=
| an-4t2 —,
2 g Fa=— 1
also Gleichungen, welche wieder auf die p» und g, fithren.
Die Bestimmung der Konstanten lifst sich daun ganz
analog der friheren ausflithren und es wird erhalten:
/
P bl o
aintl
2n+4+ 1)(2n + 1) o
Gn—1 (£8) gu(— A0) — qu_1 | — AS) 4, (L0)
n i{.j"'\}"fnﬂk_ ‘M} — gn—1{ "'-'\-J‘fne 1 ["‘]
BADISCHE
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40 2. Induktion in rotierenden Kugeln.

Besonders ecinfach wird die Formel fir den Fall, dals Sor

ist, es sich also um eimen kougelformigen Hollraum in einer
unbegrenzten Masse handelt.

Dann wird gn—1 (A8) = 0, und also wird

renetl g, (52)
g V=14 q¢gy=—2m+1)(2n+ 1) R A e
s~ g aiksh)
Kann man o o wegen des sehr kleinen Wertes von w

gegen die Kinheit vernachlissigen, so kann man fiir die Tn
ihre Werte fiir kleine Argumente (Seite 82) setzen wund erhiilt
dann:

i AL + s 'j‘.lr‘ Mo—s) ]
oder, da wir die Grilsen von der Orduung + schon zum Teil

vernachlissiet haben :
l’[|l I |r!] ‘[

I][-] 1 5 .l]t.., = 0 e
wie es sein muls.
Verschwindet andererseits die Kinheit gegen pp, und er-
setzt man demgemiils die ¢, durch ihre Niherungswerte fiir

grolse Argumente (Seite 82), so erhiillt man:
1 iy [ ¢ ! Al
iy IJI.'| ] [=h 4 |1| ¢

Darvans ergeben sich filhinhiche Krseheinuneen, wie an de
Vollkugel, die Deebung betriigt 45977 an der innersten Schichi
und wiichst mit wachsendem o ing Unendliche,

i o findet man

i " {pp—-2
2n-4-1 [ 1 Ay ol a H |
Uy A/ & 2 sin l:m - - (o — )]
2n b | 4 ¥z |

welche Form der fiir die Vollkugel erhaltenen ganz analog ist,

Man erkennt iibrigens, dals schon bei den kleinsten Dre-
hungsgeschwindigkeiten im unbegrenzten Raume p so gross ge-
withlt werden kann, dals die gemachten Annitherungen zuliissig

sind, es wird daher auch schon bei den kleinsten @ die In-



2. Induktion in rotiecrenden Kugeln. 91

dultion alle moglichen Winkel durchlaufen, allerdings in Ent-
fernungen, in welchen die Intensitiit sehr klein ist.

Ieh erinnere hier an die Bemerkung, weleche wir schon
aul Seite 65 betrefls der Vernachliisssigung der Selbstinduktion
gemacht haben.

I6s witrde ein Leichtes sein, die fiie Hohlkugeln gewonnenen
Resultate aul ebene Platien von endlicher Dicke auszudehnen:
um Weitliutighkeiten zu vermeiden, verzichte ich hieraul.  Das
Wesentliche der Krscheinung liifst sich ibrigens ohine Rechnung

aus dem Besprochenen abnehmen.

§ 9. Krifte, welche die induzierten Stromungen ausiben.

s sollen jetzt die von den induzierten Strémungen aus-
geithten Krfifte und die von denselben erzeugte Wiirme he-
rechinet werden. Der letzteren st diec Arbent [_'||--i'||, welche

geleistet werden muls, um die Rotation zu erhalten.

A. Das Potential der induzierten Stromungen.

1. Wir berechnen dasselbe zunichst fiir den iiulseren tes
Raum. Der "Teil, welcher von der zwischen o = und

0 = a + da liegenden Kugelschicht herriihit, ist

{ =

-f!}_"_),_; sy f!| ) da
2u4-1 | p |
wenn wir das Glied apy, der gesimben Strimung=funkiion
betrachten.
Nun ist
i f L " ¢ P . . . . - :
(@) da A <\ 2l S (/yasivvn 4, acosim) I, da

Setzt man  diesen Wt in J22 ein, uwd versucht die
Integration nach den a auszulithren, so teifft man aufl die

Integrale:
R

I[-“r.,:u } :fll”i dit
Man hat aber:

(2n--1) fi-ntl
(221-+4-1) I [,{.]

L §

B BADISCHE
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0o 2. Induktion in roticrenden Kugeln

nach der Definition filr # (Seite 73);
(2n | 1) %

1> ()

470
nach den Qleichungen, welchen Iits f, Fy geniigen (Seite 74);
und ebenso:
K
[ o (2n4-1) 22n+1

47

I, (R)

(2n--1) x (1 = fi(R))

A7

Mit “!'m:l}—‘:rllg dieser Ausdriicke findet man:

n 874 Sl I . .
iy ] A :f | (/5 Bsintn + (1 —f, K) cosim) Py
Ll | 0 |
Fiir selr kleine Drehungsgeschwindigkeiten ist 7, = 0,
fi=1, also 2=0;

fiir sehr grofse ist f; = /; = 0, also an der Oberfliiche der

Hohlkugel :
n

e
Ul n-4-1 An

2. In ganz doerselben Weise lassen sich die Rechnungen
fitr den mneren Raum der Hohlkugel auslithren, man findet:

’ o\ . o . §
Qi= — (2] A ifyrsinia + (1 — fir) cosio) Pai |
also fir das Gesamtpotential:
0 f{)"". - . b 5
i+ yn= 4| i | Ifircostm — fyrsinim) Py
1 !
Fiir verschwindende Drehungsgeschwindigkeiten wird dieser

Ausdruck = y, fiir grolse = 0, genauer findet sich fiir grolse p
aus einer Formel, welche wir schon frither angewandt haben

(Seite 80):

- 2(2n4-1) (12 \n+! 1
J" e o iPe J ] = A | » ._|| cUB—1) _ g—MB—r
f I in+1
[ I Il R—r)

Badenwﬁmberg



2. Induktion in roticrenden Kugeln. 03

Daraus folgt dann:

—r—): e I
T
i S [ —
22n41)/ o \® [ix 7 S
= A llIm_I }||, I} g« K2 cosfm — o — l"’ (L2 '-”}J Foai

Ks nimmt also das Potential im Innern bei wachsender
(eschwindigkeit aulserordentlich schnell ab, gleichzeitig aber
haben seine Niveaufliichen die Higentiimlichkeit, um einen der
Rotationsgeschwindigkeit proportionalen Winkel gedreht zu er-
scheinen; die durch das Potentiul bedingten Kriifte nehmen
also bei allmithlich wachsender Geschwindigkeit nach und nach
alle “ic'lliung{!n der Windrose ally und zwar bei iu:“c:]ri;.;
wachsender Geschwindigkeit beliebig oft.

B. Erzeugte Wirme.

168 ser & der Radius ciner schr dilmnen Kugelschale, es

herrsche in derselben die Stromungsfunktion:
Y = >yn

Der Widerstand der Schale sei &, es wird die in ihr er-
zeugle Wiirme W gesucht.

Wir bestimmen die u, v, w, welche zu y gehiren, speciell
diejenigen, welche zu dem Gliede

Unq A sin 1w !':”

gehoren, Sind nvw gelunden, so folgt die erzeugte Wiirme:

W -J{'I]'I.[N:? i v° b H"'JJN

das Integral iiber die ganze Kugeliliche ausgedehnt,

Fiithren wir die Bezeichnungen 2 und € ein fiir die Strii-
mungen lings der Breiten- und Mervidiankreise in Richtung der
wachsenden @ und @, so haben wir:

dajr

it an

i difi
sin ! dm
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94 2. Induktion in rotierenden Kugeln.
= Ecoslcosm 4 2sinm
v ) cos () sin f2ecosm
i = ) sin (]
Setzt man hierin den angefitheten Wert von w,; ein, so
erhiilt man:
d Y . O Y ) b
= 5 {— cosiwm cos o (2.L%;; cotg ) + sin 2.0 sin w [ i}
'!I - : ' 1y ) _— ¥ )
" AT COS 2 S m (2 / ni colg (1) — sin 4 cos ml ni |
{
. . )
W0 = 3 cos 2l
]

Nun ist aber:

0. cotg 0 = L Pnist + (n 4 *IH” ~ v+ E_} J";‘sr_r- Ill

}

Ppi= 4= Ppiv1 + m+ 1) (n—241) Ppri_q)

L |

Durch Einsetzung dieser Werte in uvw folgt:

A .
U = o7 {c-ns[r 4 I}(rn“”r;' 1

b (n J'IZI(.U--.FI i I}c'un-w'[!k- l)“‘!;u,é i

i I o Pl <
? ‘Jf’:”-ﬂ”l'j F1D) wlyivq

— (n 4 ;'., (n — v + 1) sin (.‘- ]]rllf',??,,' 1 }

o ” )
({4 z .- 1 CO8 J.,;J? 1
f,l il
Hierdurch sind die #vw nach Kugelllichenfunktionen ent-
wickelt. In gleicher Form denken wir uns die wow fiir alle
Glieder bestimmt, und den Ausdruck

] (u® + v* + w”) ds

gebildet.  Bei der Integration geben diejenigen Glieder, welche

Produkie ans Kugelfunktionen verschiedener Ordnung sind, das
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Resultat 0; wir konnen also fiir jedes v, das entsprechende W,

n

besonders bestimmen und die Resultate addieren. Kine nilere |
Betrachtung zeigt dann, dafs wir auch fiir jedes y,; die Wiirme '

besonders berechnen und die Resultate addieren kinnen. s .
werden allerdings nicht alle Integrale, welehe Kombinationen '
aus verschiedenen ; entsprechen, gleich Null werden; aber die
Iutegrale in f u®ds, fiir welche dies eintritt, werden sich gegen
ihnen gleiche in J v*ds aufheben.

Fiir das oben angegebene w,; erhalten wir nun:

”’3” = }I IJI"'H_! + f.ll | ,u':!.] s
A | : ;
2 fi® :.J lr”h‘l{ f I }”’“’J:Hl s

F(n+ 1) (n R |]'J.({'nr<{_.l'— ]]‘-‘”“u.;' 1 )2 ds

| 2¢° .]I‘[""H 4;{’“’}”; l “uls l )

J
was nach bekannten Formeln und einfachien Reduktionen
ergicbt:
2an (n--1)

Was = kA?- (n—1+1) (0 —14 2). .. (n+1)

2n+-1

- kA% (na)

vo jetzb (n,7) eine leicht verstindliche Abkizung ist. Da
wir weiter haben:

WS

n

ni

so 1st nnsere .-\Ill“ls_f;liu' {_[l'lfhl'-ii, Mun l-|'[-_|-1|l;1 lei h[_ thals |Jr'|’|]

Resultate die Formen gegeben werden kinnen:

Il' ;. B Ulh‘ i lj\‘ j h"ll,“, 2
|5|£|'|
ke "o
W pe 20 A |_|I Y’y ds

Der vorliegende Satz bittte, vielleicht einfacher, mittel

einer aus dem Gureen'schen Salze abgeleiteten Betrachtung

BADISCHE
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bewiesen werden kinnen; in dem hier gegebenen Beweise sind
implicite die Formeln enthalten:

Analytischo | 1"?'-";”?_1_ J""J'"."i':_ ;fn'”'.. | . 3 e
Formoln .’ |. r'?mr} } I,F*m_,ll." | I,r'i..,,,'] jrf-‘- n(n+ 1) IIIJ S8

(sin 1o L y;)

Ot
heos(e+ Nwl’y i1 — f(n+1) (n—i+ 1) cos(i— 1w Ly,
T -

o (sin 1w L)
= —ksin(z+4 1 ]r'rf'_.,-‘, F1+3(n+ ) (n—1+ ]].‘-‘-iu[.ﬂb— |'jmf’,,r, &y
8

(siniwl’,;) = dcos i iy

o',
an welche sich leicht #ihnliche anschliefsen lassen. Beziehen
sich m, 0 und o', 0 aufl Polarkoordinatensysteme mit verschie-
denen Axen, so erlauben die zuletzt angefithrten (leichungen,
Integrale von der Form

] oS T Ly, (9) l‘llf-'l‘llj‘f_lj "”JJ': (F}'} ds
|

(in welchen die o, (' als die Integrationsvariabelen betrachtet
sind) aus dem bekannten

l P0(0) :-:wr;'u;' f’?r_r () ds' 08 7 (o "“”) ()

2n-f-1

abzuleiten, allerdings im allgemeinen nur mittels weitliufiger
Rechnungen.
Wirme lch bestimme jetzt die in der rotierenden Kugel durch
S i das 'Glied Zwi der induzierenden Potentialfunktion erzeugte
den Bvecl Wirme. Zu ¥ai gehort:

') l |.' p\* 2
UYlyg = Ao |5 |
A, # S \R] nd

(f; sin 2 + facosim) Py

also die Wirme

(7 f3) 0 do

B BADISCHE ;
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Das Integral kann aunsgefithrt werden fiir kleine und fiir

grofse Drehungsgeschwindig :
f]f U, und es wird daher die erzeugte Wirme in diesem

Falle:

ceiten.  Fir erstere ist f,

Wai = 4&°

x (m1)2(2n-f3) | { ) |

IFiir sehir grolse Drechungsgeschwindigkeiten hingegen war

s wird daher das in /,; vorkommende Integral, welches von

r =0 an genommen werden kann, gleich

/l_!u-jl-”v{f IHI'_:“‘-.' [,_|“|r“j

da Fp als sehr grols betrachtet wird., Wir erhalten sonach
fiir sehr grolse w:

P a9 s I *
- A 2n-4-1)" (n, 1) | %t
H 1Y) l “ 1/

H{nt-1)° P4

W ist von £ noch insolern abhiingig, als dasselbe i A ent-
halten ist.

Die entwickelte Wiirme wiichst also ins Unendliche mit
wachsendem '), und zwar wie Vw. Das gleiche gilt von der
gur KWrhaltung der Rotation crforderten Arbeit.  Bilden die
induzicrenden Magnete cin fest verbundencs System, so wird
demselben ein Dreliungsmoment wn die Rotationsaxe erteilt,
welches sich aus der erzeugten Wiieme berechnen lifst. Denkt
man sich niimlich die Kugel ruhend, die fulseren Magnete
rotierend mit der Winkelgeschwindigkeit o, so leistet da

Drehungsmoment 2, welches die Bewegung erhilt, in der

Y W

Kugelsehalen erhaltenen Kesultate gilt die Bemerkung anf Seite B8

des scheinbaren Wider |,|-;|--1 mit dem fiir @  diinne

Hert: hriften i

LANDESBIBLIOTHEK
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08 2. Induktion in rotierenden Kugeln.

Zeiteinheit die Arbeit 2awm D, diese Arbeit ist gleich der er
zeugten Wiirme, also

W

2am

D

s ist aber dies Drehungsmoment  gleich demjenigen,
welehes uingekehrt die roticrende Kugel den rulenden Magneten

o erteilt. Man erkennt leicht, dals fiie kleine @ D proporiional

mit mfx witchst, fiir grofse @ nimmt es ab mit wachsendem a,
und zwar ist es proportional mi Va#few, schlielslich wird es
unendlich klein. (Das hindert nicht, dafs es eine Arbeit von
der Orvdnung Jw leistet.) Andererseits sahen wir schon. dafls
bei unendlichen w die auf die induzierenden Magnete ausge-
iibten Kriifte endlich sind, da diesclben nun ein Drehungs-
moment nm die Rotationsaxe nicht hervorrufen, so miissen ihre
Resultanten in einer durch die Axe gelegten Kbene wirken.

In der That verhiilt sich bei unendlichen m die Kugel zu
den dulseren Magneten #hnlich, wie eince leitende Kugel zu
elektrischen Massen; eine leitende Kugel kann aber induzieren-
den Massen keine Rotation um eine durch ihren Mittelpunkt
gehende Axe erteilen.

§ 6. Rotation magnetischer Kugeln.

[ch mache jetzt die Annabme, dafs die Masse der Kugel
fiihig sei, magnetische Polaritit anzunehmen. Von dem Vor-
handensein einer Kooreitiv

craft sehe ich ab.
Zuniichst sind die fiir diesen Fall geltenden Formen der
elektromotorischen Kiiifte zn hilden. Nach An

eitung des 8§ 1.5
haben wir, um die Wirkung dev Magnetismen zu erhalten, in
den allzemeinen Formeln fiir die elektromotorischen Kriifte zu
erselzen:

. all aN
I Burehy -z -

6z ay

- aN ol

7 dureh = .
ox 0z

W durch - -
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Danach ist weiler zu ersetzen:

ay all
. . durch
or ay
al/ oW

— durch
0z ox
dall g F
S — {_ durch
dy dz

da
dl all alV
e ey e e
or oy ozx
Nun ist aber
AL = — 4

AN 4

AM +

AL+

ik

ik

AM = — 4

AN = —4ny |
A av an dy
0 az dy T o

i all al/ dy
0  ox 0z dy
¥ al ar dy

0.y iidwolidz

dy
dz
dy :
' 1)
3y )
dy
- ]
dr
1st. 2)
3)

Indem man hiernach £, M, N aus den Ausdriicken 1) chi-

miniert, und die von den Stréomen direkt ausgeiibten Kriifte

al|ox —

welche jetzt an Stelle der a/fdr —

I“l' |EJ|{_§»'IJ-‘1L‘]]:

BADISCHE
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a2 17 al

| f-!
L Al e =
\ 0. r'ﬁf
' [al/ dll
(1 + 4ab)|=— — -
\ 0Z ox
d il il
(1 + 4=af)) | . -
\ r-u.:f 0z

dl/fdy ete. addiert, erhiilt man fir die Ausdriicke, Die

Villereutial

fil".l."f'l'kr,ﬂ ete. zu treten haben, gleichungen.

o
4

dy \
';'i.'l-"r ,.'l

D)

dy

—= |
r.l.l.'JJ

Badenm::berg
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100 2. Induktion in rotiecrenden Kugeln

In denselben hedeutet y das Gesamtpotential. Dasselbe
besteht aber:

1. aus dem gegebenen Hulseren Potential der induzieren-
den Macnete,

2. aus dem Eigenpotential y, der magnetisierten Kugel.
Fiir das letztere gelten die Bedingungen:

Im Innern

6) Hii=b
wie aus Gleichung 2) und 4) folgt; an der Grenze:

f;zuuf "_‘.X-n,‘

0o do

1) -lf[ff,-"\-r, = (1 + 4afh)

!

wenn A, die von den duflseren Magnetismen und den indu-

zierten Stromungen in Richtung des Radius ausgeiibte Kreaft ist.

In Worten kann man die Wirkung der Polarisierbarkeit

des Mediums so aussprechen:

Die Polarisierbarkeit veriindert einmal die magnetisieren-
den Kriifte im Innern in der Weise, wie dies die allgemeine
Theorie des Magnetismus angiebt; sie vergrilsert zweitens die
von den magnetisierenden Kriiften verursachten Wirkungen im
Verhiilinis 1 4 4af). Beide Teile der Wirkung haben entgegen-
gesetzlte Tendenz; der Erfolg ist, dafs die Wirkung aunch fiir
sehr grolse ¢ nur in endlichem Verhiiltnis vergrisfsert erscheint.

Es werde wieder zunfichst von der Selbstinduktion abge-
sehen. 1%s muls aber bemerkt werden, dals dies nur dann
erlaubt 1st, wenn

x

P l/‘-irn.; (1-4470)

sehr klein ist; bei grofsen @ und & muls @, auch absolut be-
trachtet. sehr klein sein, nm diese Bedingung zu erfiillen.

Ist das iulsere Polential
An .fi{j” }}'.’ '

80 Ka m 'li!!-' |;i;unpn F'II“II! il"l' Ji' h”\'l]"" 1mn ‘.‘h.‘!' ]f!“i "’.‘1'!'-
B
;_\!’!«l!‘ll_ werden :

lb Brint1)
to={C + ~azi-) tn
. ( /
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und also das Gesamtpotential in der Form:

I 1 I ].'J"'I‘ll
% ¢ 2 | %
i ]
v l 1 ( 0 J / An
Nach dem Vorigen verhiilt sich nun die magnetische Hohl-
kugel genau so, wie eine nicht polarisierbare von gleichem

Widerstande, welche unter dem Einflusse des Potentiales

o[ 4 J“,-,.,::.,HI
(14 -im’}[_— 4 }|“} |
steht.

Da dies Potential aus zwei Kugelfunktionen besteht, so
lassen sich die Stromungen nach dem Vorigen als bekannt
ansehen,

Fir die Stromungsfunktion erhalten wir:

o [ A4 B[y .|-_.==.- Ny,

= — 1 - 4n0 -
! XR v J. n--1 n \o|f /

Wiiren alle Umstiinde dieselben, nur 0 = 0, so wiirden

3

wir fiir die Stromungsfunktion 1, erhalten haben

@ o dy,

! -
e %* n41 da

Durch Division folgt:

\Zu 14

{ r\
H( | |y,
vy /

y = (1 + 4a0) ( A— ”: :

Die Form der Stromungen in den einzelnen Schichien ist
also nicht geindert, nur ist die Intensitit anders verteilt. Ks
wird bequem sein, dic Erscheinungen durch Vergleichung von
g mit ap, zu beschreiben,  Die Grolsen A4 und B sind durch
die Gleichungen 6) 7) gegeben, setzt man r/ £ = & s0 werden

sie grefunden:

(20
A

n(n4-1) 163202 (1 —&n+ 1)  (2r4-1)* (1-4-4at))

D (2nA-1) (1-F4al)) — 4alin]

; vl (2n-}-1)
b

1 (1t 1) 1= (1 r""'] b (20} I_JISI:I -4mfl)

LANDESBIBLIOTHEK
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102 2. Induktion in rotierenden Kugeln
Bhsondere Da diecse Ausdriicke eine leichte Ubersicht nicht gestatten,
Fille ; : G .
go sollen dieselben auf verecinfachte IFille angewandt werden.
A sehr klein 1. Ks sei @ sehr klein. Dann wird durch Euntwickelung:
N
A=1-— 4nf)
2n-4-1
i
y< | st
2n--1
also
-1 | fr\2n+1)
= Yy 4 47() II [=] || U,
2n-4-1 | 0 |
Die Intensitiit der Strimuneg erscheint also an der Innen-
fliiche der Hohlkugel gar nicht veriindert, in den iibrigen Teilen
der Kugel erscheint sie iiberall verstiirkt, wenn f positiv ist.
Die Verstiwvkung ist mit 0 proportional. In diamagnetischen
Kugeln ist die Intensitiit iiberall schwiicher als in unmagne-
tischen. Die Drehung magnetischer Kugeln erfordert mehr,
die dinmagnetischer weniger Arbeit, als die unmagnetischer.
@ sehr grofa, 2. s sei @ sehr grofs, und nicht gleichzeitizg & sehr nahe

an 1. Dann wird
2n--1
dnln(1—en+l)

2n--1

dnf) (n-1) (1—e*nt1)

und also

15 ist also hier die Strimung in der innersten Schicht
gleich Null, wichst dann aber raseh nach auflsen und wird in
der Grenzfliche (2n + 1)/nmal so stark, als in der nichtmag-
netischen Kugel. Ist @ tiberhaupt grols, so ist die Verstiir-
kung der Stromung von seinem absoluten Werte nahezu un-
abhiingig.
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3. Es sei & unendlich nahe oleich 1. Diinne Hoh)
‘ kugel
Dann wird
A (2n-1) (1447 ) il
: (2n+41) (14-470))
; 4 thn
o
(2n | 1) (14 ’:I“_‘.'
also wird
2n+4-1
yr oy = 1y
gn41 1° S
In unendlich diinnen Hohlkugeln ist die Magnetisierbar-
keit ohne Einflufs auf die induzierten Strimungen (obgleich die
Polarisationen nicht verschwinden, und die magnetisierenden
Kriifte in der Schale Anderungen erleiden). Tch bemerke gleich,
dals dies Resultat Gultigkeit behadten wird, auch dann. wenn
aul die Selbstinduktion Riicksicht genomuen wird,
4. ks sei e = 0, das ist der Fall in der Vollkugel. Vallku
Das Glied mit negativem [xponenten von e lillt fort; es
wird erhalten:
{ 1
g dalln
2n--1
1-+4fl)
y yl,
- M
1 -} ial)
2n--1
Fiir grofse ¢ folgt daraus:
2n+1
y! = ’:I””
n
Die Grifse (2u 4 1)/n liegt zwischen 2 und 8. In Kisen
kugeln sind die Strémungen also 2 bis 8 mal stirker als in
einem ;:Il'irh ful ||'j11'1|:||'ll. mieht i:l:l,'ff;l'li chen Metalle: die
entwickelte Wiirme, die  gebrauchte Arbeit und bewirkte
Diimpfung sind 4 bis 9mal grifser als in jenem.
0. IShene Platten El Fla

ibs : ten
Kine selir diimne ebene Platte kann als Teil einor seby

diinnen Hohlkugel angeschen werden, fir eine solehe ist daher

BADISCHE
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1 04 2. Induktion in roticrenden Kugeln
ine sehr dicke Platte kann als Teil einer unendlichen
Vollkugel angesehen werden, fiir ecine solche ist, da n sehr

grofs zu setzen ist:

In beiden Grenzfiilllen bleibt auch die gesamte Striomungs-
form ungeiindert; in dem zuletzt genannten ist beir grofsen 6
die Intensitiit durch die Magnetisierbarkeit verdoppelt.

Bei mittleren Dicken der Platten gelten mittlere Werte;
die Rechnungen lassen sich leicht durchfiithren, geben aber
keine sehr einfachen Resultate, weshalh sie hier wegbleiben
mogen.

s werde jetzt die Selbstinduktion in Betracht gezogen,

jedoch sollen die Rechnungen nur fiir Vollkugeln durchgelithrt

werden.  Analytische Schwierigkeiten besonderer Natur bieten
auch Holhlkugeln nicht, die Rechnnngen werden aber fiulserst
kompliziert.
Wir finden die Stromung durch folgende Uberlegungen:
Sei das induzierende Potential
II||

)
i

i
3 " )
cos v d ni

|
T = A

.

Sei . die von y,; direkt induzierte Strimungsfunktion,

i

dann ist:

140} 1 faol\r 1 e
', - /o | | 81N !nif”w
i} x SR oned
14 4l)
2n-4-1
Sel
0] [p\™ 1 o e v s 3
r)- Al (1 sintem + facostw) Ly
x YL ndt 'J(I f!

die thatsiichlich stattfindende Strimungsfunktion. 168 handelt
'~it"l r]:’.ll]]n, ||ir’ VOl th:‘--n'l' ir]fili;’h‘l'[-t‘ H!r«'.-nmrl_s-; 7zu iillllli'l:.
Hierzu ist zuniichst die Kenninis des von o in der magnetischen
Masse induzierten Potentinles y, erlorderhch.

Die vou der Stréomungsfunktion

yr = o |
1
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¥y - i = i :

£\ oy 0z ¢\ez o 0\ 02 oy
0 : o

l\ht‘lfl' U7)
|:J

n (a-4-1) !'[ { .I }” : (Seite 69)

[

wenn /' und f° den auf Seite 73 angegebenen Zusammenhang
haben.

Hieraus und aus den Bedingungsgleichungen fiir xy (Glei-
chung 6) 7) Seite 100y ergiebt sich y, im allgemeincn und in

unserem speziellen Falle, und wir erhalten fiir letzteren:

dalhi(n-}-1)

A0= o itanOn

W \

: g
x = n-4-1 \ |

:f'; [f.'}h'jll ww -+ 17 (1) cos e'-!rJI o

Verstehen wir nun unter v diejenige Stromungsfunktion,
welche ap und g, zusammen in der unmagnetischen Kugel er
reugen wiirden, so veranlassen sie in der magnelischen Masse
die Funktion

i = (1 + 4a0)y

und die Bedingung des stationiiren Zustandes wird werden:
y =y, + yo

y' ist gennu sv zu bilden, wie frither, also ist anuch
bekannt.  Setzt man die Werte von ap, ap,, wy in die letzte
l?]i'ie:hlmg ein und maeht die Kocflicienten von cosiow und
sinzw einzelu der Null gleich, so folgen fiir die f;, f,, /| und

F, die Gleichungen:
(a4 (14-4al)  wi4altin(1-4-47l)

. - fl_ll }L" . [T} | | i rr;'frll'
,hl{l} Sn1-44alin x 2n4144alin 2A40) z‘ ) 7:A0)

B BADISCHE
LANDESBIBLIOTHEK




BLB

BADISCHE
LANDESBIBLIOTHEK

106 2. Induktion in roticrenden Kugeln,
, wt 470n (14-430) it
a(0) : R — | 470 I
falc % nliiint 1 (47) e (I 1) I ()

Setzt man hier

daiw (14-47f))
L= .“.

x

fi(e) = ¢y (ug) = Py 0

£2(0) = 9. (n0) = go0
so werden fiir die ¢, und ¢, hier genau dieselben Differential-
gleichungen erhalten, wie frither (Seite 76). Da wir eine Voll-
kugel behandeln, brauchen wir nur diejenigen Lisungen bei-
zubehalten, welche im Mittelpunkte endlich sind: wir kénnen
also setzen:

Py = ,-f;:,,(l!n] | f:";f,,{}.r}]

P _]v-:-‘]'f;nt;_]nl !1’)_;';1” l_;.-”}

L=Vi1-V-1)

Die Bestimmung der Konstanten hat hier genau nach der-

selben Methode zu geschehen, wie oben. Die Integrale, welche

zit bilden sind, sind nicht verschieden von den fritheren. nur
durch die Weitliiufigkeit der Konstanten wird (ie Rechnung
etwas verwickelter. Das Resultat aber ist ein relativ einfaches,
es wird gefunden:

4 E (2n4-1)(14-470) p(Apo)
Die Lisung f! 0 - f:_. i I. — 1 = Pr o T L
3 » 2np,_y (Apl?) + datinp, (A k)
Veorgleich Wir verifizieren zunichst

mit friheren

dies Resultat. Fiir verschwin-
Reaultaton III‘PIEL' ] ;_l'iu-|'\! 0g

- — 2n-f1 . ()
fit V=1 =—"- Felilh

2n  pu_y (Apfl)
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Fir verschwindende w L-J'l_;il‘h[ es ferner, da

gnt+lnl

1“:.' '.“.'

1.8...2n+41

. ol (2n4-1) (1-4-4a0)
RO e 2r--14-4mlln
was wir gleichfalls gefunden haben. (Seite 103).
I allgemeinen ist ersichtlich, dafs die Form der Stri-
mung in der magnetischen Kugel dieselbe ist, wie diejenige,
welche in einer unmagnetischen Kugel von gleichem Widerstande
entsteht, wenn letztere (I + 4z0)mal schneller rotiert als die
magnetische Kugel. Beide Stromungen unterscheiden sich dann
aber noch dadurch von einander, dals sie, als Ganzes zedacht,
um einen gewissen Winkel gegen einander gedreht sind, sowie
durch ihire verschiedene Intensitiit.
Ich wende die Formel auf zwei spezielle Fiille an.
1. Ks sei 470 sehr grofs, w aber hinreichend klein. dafs i ine Rota

p2it* gegen die Kinlieit verschwindet. Es soll die Formel ent- gescha

wickelt werden und nur die erste Potenz dieser Grifse beibe-
halten werden. Man hat:

2n4-1 ;f,.tlngf:’_‘l
n pu(ufid)

(Suite 82)

Fiir den Drehungswinkel erhalten wir unter Vernach-

lissigung von Gliedern holerer Ordunung

§

d = .'H'I'l;!_ |‘f~, | S e p*

{ LJJ__ [i]

1/ 2 2n-41)
0 162 00f) . "
: ; | I — )
! 2(2n4-8)x 1

Die Drehung ist also Null in der aulsersten Schicht iy

'} Eine Folge davon, dals in dieser Schicht fiir grofse 6, nach den

CGleichungen fir X

W
oxi
r’r'r

LB BADISCHE
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108 2 Induktion in rotierenden Kageln,

im alleemeinen ist sie bedeutend verprifsert gegen die un
magnetische Kugel, nahezu im Verhiiltnis 4af.

In Fie. 9 sind fiir eine Bisenkugel die Kurven dar-
gestellt, welche den auf Seite 8b fiir cine Kupferkugel ge-

vebenen entsprechen. Dabei ist der Widerstand des Wisens
g I

Fig. 8
. 4

gleich Jdem 6 fachen des Kupfers angenommenen, und 476 =200
gesetzt. Die dargestellten Geschwindigkeiten sind fufserst ge-
ringe, niimlich eine Umdrehung in 10 Sekunden und eine Um-
drehune in 5 Sckunden: schon hier macht sich also die Selbst-
induktion recht bemerklich. Vgl Fig. 15b, Seite 131.

9 Wird @ sehr grofs, wihrend 0 einen endlichen, fibrigens

Grolee
schwi

keiten.. beliebigen Wert behiilt, so wird, wie man leicht aus den

Formeln ableitet, die Erscheinung derjenigen in unmagnetischen
Kugeln durchaus ihnlich werden. Auch hier ist schliefslich der
Drehungswinkel in der finfsersten Schicht /4. Die Erscheinung
ist identiseh mit derjenigen, welche in der unmagnetischen Kugel

bei einer (1 4 4a0)fachen Geschwindigkeit besteht. Die er-

zeugte Wirme ist dann J1 + 4x6 mal grifser als in der mit

gleicher Geschwindigkeit bewegten unmagnetischen Kugel.

& 7. Verwandte Probleme.
Ks sollen in diesem Paragraphen einige Probleme be-
sprochen werden, die mit den frither behandelten in engem
Zusammenhange stehen,

L.

Selien wir von der Selbstinduktion ab, so kinnen wir die
Kenntuie der Strémung in einer Kugel dazu benutzen, um die
Stromung in einem beliebig gestalteten Rotationskirper zu be-
stimmen, oder doch deren Bestimmung auf eine einfuchere

Aufgabe zuriickzufithren.
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Ks se1 8§ der Rotationskorper, n seine nach mnen gekehrte

Normale. Wir beschreiben um ihn eine Kugel von beliehigem
welche in letzterer

Radius. Seien u, v, w, die Stromungen,
stattfinden wiirden, und
\ U COS @ t v, COS f.f W, cos e

die Stromung in Richtung der n an der Oberfliche von .

Bestimmen wir u, v, w, so, dals

: kit Tt -
def
Hlls sl
o
r'nr! 5
Ky g
dy
r'_ia! .
., 24
iz

du., dn, dur, 0

o ay i

W, COS (1 -+ v, Cos b |

so sind offenbar
3 Uy 5 Wy w, + w,
die gesuchten Stromungen in 5. Die Aufgabe ist also auf di

einfachere zuriickgefithrt:
ine Funktion ¢, so zu bestimmen, dals im Inneren von
0 und an der Oberfliiche de [dn xN, gleich emner

|\I _fi}"
gegehenen Punktion, st

Beg
1. I0s sei beispiclsweise eine geradlinig bewegte Platte

i3

einseilig begrenzt durch die Gerade § = 4. s sei die iiulsere
Potentinlfunktion aufgelist und cin Glied derselben
.Ir' n l'u.;';!c'u: 8c

Dann fanden wir far die Steomung in der unendlichen Platte

o !
iy * S1I 7" €GOS §¢
n X ‘ ;
Also ist die Strimung senkrecht zur Grenze:
34 = Y
I el 25

o 1] n X

BADISCHE
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110 2.

Daraus folgen fiir ¢, die Bedingungen:

a2 %,
o 0 .« S5
ox? dy?
und fiir £ =25
Gl r? e
e COS 7)) CO8 .Qf")
ak n x {
Also 1st
r 3 \
."('. = o erls b) COSs }'j}i cos ,Nf:
n
Zu o, gehdrt die Stromungsfunktion
r (74 o .
Yy = — . . e—rb—0gin 7'1) CO8 sh a
A n x

und es wird daher die gesamte Stromungsfunktion

r 14

Yy -+ Yy : - ¢—7bgin ™) [.f_"f cos sh — (’."h (‘.URHLE_]

n x

Durch Summation iiber alle Glieder folgt die vollstindige

Losung. Ahnlich ist die Liosung fiir beiderseitiz begrenzte
] T >

Streifen.

3]
Begrenzio P

- Um die Stréomung in einer begrenzten rotierenden
Scheibe zu bestimmen, sei ein (Glied der iufseren Potential-

Scheibo
funktion

;'lr'

nl cos tw J? [m\r}

Dann war
B3 OF o o
Y/ sin im o ny)
- £
x n
also die Stromung in Richtung des Radius nach innen fiir
die Grenze, fir v = IV
ay, m 1° Ji(n A7)
s 5 COS T
Ham x 1 ft

Daraus folgt, wie oben:

i : / 0 "'. -
1] 2 n! [N‘ fi] |.‘ I I]\-h L

(Pa
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Nach Bestimmung der diesem i, entsprechenden Stri-
mung 1, folgt die gesamte Stromung:

W 1 SInim

Yy + Yy = e a b {fa'*..-f".{m\a} Q’-J’{H fo’__]J'

Durch Summition sind wieder die vollstiindigen Integrale
zn erhalten. In gleicher Weise lilst sich die Stromung fiir
Ringe bestimmen, die von konzentrischen Kreisen begrenzt sind.

Im allgemeinen wird weder die Auflosung nach einzeluen
Gliedern, noch die Bestimmung des Potentiales ¢, zur Lisung
der Aulgabe erforderlich sein, es wird geniigen, i, so zu he-

stimmen, dals es in der Platte der Gleichung

0 i, i i,

= =g =1

or”® {-'ff-
reniigl und an der Grenze derselben -y wird.  Kinige
5 F " ]

einfache Beispicle werden in § 9 gegeben.

L1

In Leitern hl'ji:i-”'ll die elektromotorischen Kriifte elektro-
dynamischen U

rsprunges dieselben Wirkungen hervor, wie die
ilmen numerisch gleichen Kyiifte elektrostatischen Us prunges.
Findet das Gleiche in diclektrischen Mitteln statl, so miissen
Kugeln wus dielektrischem Material, welche im magunetischen

Felde rotieren, eine Polarisation annehimen. Seien

] ]
(VTR TS

L, ), §

Sopd
die Komponenten derselben,

£ (Zahl) Y
die Dielektricitiitskonstante.

Y Die Einheiten sind wie

/A nicht anfleitt, die

ler devart, dals die [.i--lll_-,;---'||-.-.|||-|1-_'i‘-.il
entsprechenden Grifsen in magnetischem Malse
sind gleich A%, A%, A%, A%
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112 2. Induktion in roticrenden Kugeln.
Dann gelten fiir ryz die Gleichungen:
ar :
b E __" | .'I
o
fr’
1) £ - :-‘;]}
ay
r.-'a‘ 3
4 &8 — i &0 5
s
il an 3 |
S =P fp 3
o aiy 0z a1
fiir o I
i) il oy, |
YE 4 Wy 4 32 . T b ‘
i . o o !i('
Daraus folgt fitr o
ine  [0X rq:l r'!;sg \
.a"{ —— o ]
14 4mwe |\ O oy oz |
und fiir 0 = I:
ap; O a LTTE .
(1 4 4me) .- — 5 (X +yY)+28)
do do 0
Im #ulseren Raume mufls sein dp = 0.
[st wieder y, das nte Glied des iulseren Potentiales, so
ist. wie oben (Seite 45):
}i_‘{ a i1 o d ¥
%, 0 0B _ g
o.x oy 0z az
s N LD [ 2 el
rX 4 _.J_/:’] b 2hH m |0 NZ¥n|
Um die Bedingungsgleichungen zu erfiillen, setzen Wil
p=9"+0
{TE w [ 20¥a : "|
( 10y 12 3
i 1 ame nb1 \N 9z ’(”_Il
BLB BADISCHE
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2. Induktion in rotierenden Kingeln 113
[ 47€E i) | J’l-‘ ntd n (JI'I r'-';./,, .I [ f“:l.' .l"l»'.'i |’-|'-‘.,(II
i : < I -
/ 141 0 || | o/ n+41\2n41 dz n| | 0] 2nt1 9z
i genigt der partiellen Iilih-n-nr|;.-I;_'||-J|'hu|n:_, welcher ¢ pge-
niigen soll. o4 ist so gebildet, dals es 1. der Gleiching

Apa =0

genilgt, 2. an der Oberfliche der Kugel mit % zusammenfillt.
Dals erstere Bedingung erfiillt ist. erkennt man daraus, dals
die iiberstrichenen Ausdriicke Kugelllichenfunktionen - 1)ten
und (n— I)ten Grades sind, wie man leicht nachweist Durel
Finsetzung von " 4+ ¢ in die Bedingungen fiir o erhiilt man
fiir ¢ die Gleichungen:

I diberall 0, i’ stotig,
Liir 0 fi:

. II_'f( : f.fff e r'u'-Jr e

(I + 4me) - R

f'i:J‘ f'{j f'i_’j

deren Iorfiillung keine Schwierigkeit hat, da wir a schon als
Summe von Kugellunktionen dargestellt haben.

Von besonderem Interesse ist der Pall. dafs ein kugel- |
firmiger Magnet in einem, ihn umgehenden rubenden Dielek-
trikum rotiert, da die Krde ein rotierender Maguet und der
Weltrammn nach der Annahme vieler Physiker ein Dielekivilkum
ist. Um in diesem Palle das elektrische Polential zu hestim
men, haben wir zu beachten, dafls die Erde ein Leiter ist. es
wird daher anch in il eine Verteilung eintreten. dic auf las
Dielektrikum zuriickwirkt, und zur Folee hat, dals an der
Oberfliiche der Erde das Potentinl konstant wivd.

Ist ¥ 2y. tas Potentinl der Erde, so ist die Aulgabe
diese:

o soozu bestinnnen, dals i fulseren Raum

} T E 'l').'
Ay = - 2w,
1-4-47E oz
und an der Obertliche i const g
Herte, Schriften L)
BADISCHE
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114 2. Induktion in rotierenden Kugeln.
Man findet leicht:

ne -~ 10 oyn
a

i4-4ne < 2n-f}1 dz

Fiir die Steigung des Potentiales an der Krdoberfliiche
folgt daraus:

{'_ir; o 2 R : f‘:_x"
op 1-4-4ms i 2n+41 0z

Ber weitem der grisfste Teil der erdmagnetischen Kraft
rithrt von den Gliedern her, fiir welche n = — 2, oder doch
klein 1st. Anniihernd kiénnen wir daher setzen:

do ime 2 .. Oy
L = Iw
dp 144me 3 0z
dy[dz ist die gegen den Nordpol des Himmels gewandte Kom-
ponente der erdmagnetischen Kraft.

Nimmt man an, dafs fir den Weltraum 4me/(1 4 4ne) sehr
nahe an 1 sei, so erhillt man fiir die elektrischen Steigungen
Werte, die von der Ordnung von 1 Daniell auf 50 m, also
aulserordentlich klein sind. Zu dem obigen Werte von ¢
kann iibrigens noch ein Glied von der Form const/p hinzu-
treten. Der Wert desselben hiingt ab von der Menge der
freien KElektricitit, welche die Erde mit sich fiihrt, und ist
nicht Null, wenn diese Menge Null ist: die Ordnung der be-

rechneten Krifte wird aber durch dieses Glied nicht geiindert.

I11.

Rotiert eine beliebig magnetisierte Kugel in einer Fliissig-
keit, die selber leitet und die Oberfliiche der Kugel leitend
beriihrt, so wird die Kugel in der Flilssigheit Strome vernr-
sachen, die in allgemeinen meht mehr in konzentrischen Kugel-
schalen erfolgen, sondern den Magneten durchsetzen.

e Bestimmung dieser Strome hat, von der Selbstinduk-
tion abgesehen, keine Schwierigkeit mehr, ich will anf die

Rechnungen nicht eingehen. Fig. 10 soll den einfachsten Fall



2. Induktion in rotierenden Kugeln. 115
veranschaulichen: Kine homogen magnetisierte Kugel rotiert
um ihre magnetische Axe. Die gezeichnete Figur stellt die
Stromungslinien in einem Meridianschnitt dar. Die Form

derselben ist hier unabhiingig von den Widerstinden der
Flissigkeit und des Magneten. Die Intensitit aber wird Null,
wenn einer derselben unendlich wird.

§ 8. Losung fir die Formeln des Potentialgesetzes.

[ch habe bisher fiir die induzierten elektromotorischen
Kriifte diejenigen Formen angenommen, welche Herr Jocumany
fir dieselben aus dem WeBer'schen Grundgesetze abgeleitet
hat. Tch will jetzt untersuchen, welche Anderungen ddie Re-
sultate erleiden durch Anwendung der aus dem Polentinlgesetze
folgenden Formeln, welche im 78, Bande des Borcuaror'schen
Journales gegeben sind Y).

Bezeichmen X, 9), 8 die bisher angenommenen elektro-
motorischen Kriifle, ¥, ¥), B’ die aus dem Potentialgesetze

folrenden, so ist

" |Heumuovrz, Wiss, Abh. Bd. 1. 8. 702.
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116 2. Induktion in rotievenden Kugeln

" . f - g

)[ — X e | R { 1)
o.r b
¢ a - >

E, N —m = ( & [ i)
: : ay ;

B =8—uw (- Uy

0z

Wir haben aber auf Seite 71 gesehen, dafs fiir alle in
der Untersuchung vorkommenden U7 11 wird:

p = Vi - t’vl"_!]

Man iibersieht sofort, dafs wir die bisherigen Lésungen
in Bezug auf », v, w, v, 2 unveriindert beibehalten kénnen.
Die einzige Anderung, welche wir vorzunchmen haben, ist die,
dafs wir fitr das Potential der freien Elektricitit ¢’ jetzt zu
setzen liaben

t,-' = const.

und, wenn urspriinglich freie Elektricitit nicht vorhanden war:

QP = {)
Auf eciner unendlichen Kugel oder ebenen Platte muls

mimer sein:
rr-- - {)

Zu dem gleichen Resultate ist Herr Maxwenn gelangt,
indem er von den Gleichungen des Potentinlgesetzes fiir ruhende
Leiter ausging. Verwirft man die Glieder ¢ U+ g7 + y W
in den Formeln der elektromotorischen Kiifte fie hewegte
Leiter, so sind auch die Gleichungen fiir ruliende Leiter ab-

zuindern, und die Gleichung

r"\ - )

gilt dann nicht mehr.

& 9. Bpezielle Fille und Anwendungen.

Zum Schlusse sollen die gefundenen Formeln auf einige

‘~I1i';‘if"”" Fille angewandt werden.
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. Kin einzelner Magnetpol von der Intensitiit 1 bewege Magnetpol
liber einer
£n

J‘.l:ll‘.-

sich geradlinig parallel einer unendlich diinnen ebenen Platte.
In den Fulspunkt des von ihm auf die Platte gefillten Perpen-
dikels werde der Anfangspunkt der &#¢ gelegt, dic negative
g Axe falle mit der Richtung seiner Bewegung zusummen.?)
Die Koordinaten des Poles seien 0, 0, — ¢, dann ist sein

Potential:
1 A1

Y YEr P Cr e T

oy

Also wird das induzierte Potential erster Ordnung fiir

positive :

Daraus folgt das Potential zweiter Ordnung:

v

Swee 952 .
£, = — U

k|l #+8 |
[2mee |2 1 i.E - p2 . . : 7* |
%) graier et g

In derselben Weise kann weiter gerechnet werden.

Fiir die Stromungsfunktionen erster und zweiter Ordnung

erhalten wir:

€t 1 i e
D 3 Fr |
1 k ;{J 4 E- . 7 |
(13 1y ;
"1
¥ y
k rir4c) °

N Dann wird « positiy

) Dies Resualtat stimmd von Herrn Jocusmasy

vollstiindig  mit dem

erhaltenen iiberein.
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118 2. Induktion in roticrenden Kugeln
o J{‘f l:! ?‘&-" { !.}af‘
Yr, = — T | %
\ k] (r*— eV (r4-o)r

worin jetzt 7= E24 4 o? ist.
In der nAxe ist: (£ = 0)

also
o S 1 ( Ezrm-".l

ik U'|‘Pl I)"., ;{ t?‘—]-r':] | "] 50 k J

Als den Mittelpunkt der Erscheinung kénnen wir den
Punkt £ =0, 9 = 0 Dbezeichnen, derselbe erscheint also in-
folge der Selbstinduktion verschoben um die Strecke 2mecc [ R
und zwar bleibt er um die genannte Liinge hinter dem be-
wegten Pole zuriick. Das gleiche gilt von der gesamten Er-
scheinung in der Niihe des Pols.

Fiir unendliche Geschwindigkeiten wird

1
O gmad
T
1
Y= —
. e
fiir sehr grolfse Werte von 2aefk:
k (8
Bt it [ B0
3 2nee ) OC /
0
SR ko 5(l4c)
= 2w 1 (ri—n?)
g o k e
i b T
2mr | 2mwee £5-c

Auch hier ist die Abscisse des Punktes & = 0, = 0:

Seriin

e

da aber dieser Wert sehr grols ist, und unsere Formel nur

fiir endliche 5 gilt, so ist er nicht als exakt zu betrachten.
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Das Potential der freien Elektricitit in der Platte ist:

.-I. d (
¢ = u‘[ g R,
L]
also fiir kleine Geschwindigkeiten:
B :
p = (1‘/ ok d = — ¢ i
1]
Die Niveaulinien haben also in diesem Falle diesclbe Form
wie die Stromlinien. Fiir sehr grofse Geschwindigkeiten ist:
5
x oy & yE
y> z;\/ of i 2w 7 (r*—n?
(1)
welche Formel im Unendlichen ihre Giiltigkeit verliert.

Die hier entwickelten Formeln sind durch Fig. 11, Seite zu Fig 11
120 und 121 veranschaulicht. Die der Zeichnung zu Grunde
gelegten Annahmen sind die folgenden:

Die Platte ist von Kupfer (also » = 227 000), ihre
Dicke ist 2 mm (also & = 1183500). Der Abstand des Pols
von der Platte ist 30 mm. Die eingeschrichenen Werte
von 1 geben absolutes Mals, wenn dic Stirke des Pols
= 13 700 mm} mgr}/sec ist.

In Fig. 11a und b ist die Geschwindigkeit des Poles
b m/sec (¢ = 5000), dabei stellt a die Krscheinung oline
Beriicksichtigung der Selbstinduktion, b mit Beriicksichtigung
derselben dar,

Fig. 11¢ giebt die Krscheinung fiir die Geschwindigkeit
100 m/sec, berechnet aus der fiir grolse 2nefk geltenden For-
mel. Bei dem gewiihlten Werte ist allerdings die Anniitherung
noch keine sehr vollkommene., Fig. 114 entspricht unendlicher
Geschwindigkeit des Poles, in die Zeichuung sind auch die
Niveankurven des elektrischen Potentiales eingelragen.  Die
eingeschriebenen Werte des letzteren bedeuten Millionen der
von uns gebrauchten Einlieiten.

Der Zusammenhang der verschiedenen Zustinde geht aus
den Zeichnungen selbst klar hervor.
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Fig. 11 e und d. Cierndlinig bewegter Pol.
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1922 2. Induktion in rotierenden Kugeln
2. Kin ruhender Magnetpol befinde sich tiber einer ro.
tierenden unendlichen Scheibe. Die »z Bhene woerde dureh
den Pol gelegt. Neben den xyz fithren wir die £p& ein, deren
Nullpunkt der Fufspunkt des vom Pole auf die Platte gefiillten

Perpendikels sei. Ubrigens sei

& L — @
=Yy
i L
-~ P
- S
also
d i) a d
= A Eo— g
dw on 07 a&

a ist der Abstand des Poles von der Rotationsaxe, sei ¢

sein Abstand von der Platte. Dann ist

3 1 3
i VE*+ 424 (L4 )2 7
Also
ao
v (" a
D 2w / dy ar
: kJ dw 3
¢
also, da
d d3 :
& ’):’ -1 -,[ =0 18t ,
> an ok
0
Do 2
D = --"'"””f s 7
¥ k J 9y
dnwa n

FARY k ?‘{?‘ 4 r')

Die Form der Strémungskurven ist also unabhiingig von
der Entfernung des Pols von der Axe.') Fir die Induktion

zweiter Ordnung findet man

1) Wie schon von Herrn Jocumans gefunden.



2. Induktion in rotierenden Kugeln. 123
O [ 2mw | d [(C+4e—7)y|
L2, a - s
R dw | £ 9t ]
le:l'm *' g ' n

Yo = - a -

f'2 \ & diu (w} (

[ 2 5 TR |

e nm) |r TE "+ ¢ 4 é ] :
k| \(FP=c*(r+c)r ° a(r+e)
welche Formeln im Unendlichen keine Giiltigkeit haben.

Bei kleiner Drehungsgeschwindigkeit, und falls der indu-
zierende Pol nicht sehr nahe an der Axe liegt, kounen wir
den Punkt § =0, w = 0 als den Mittelpunkt der Erscheinung
bezeichnen. Die Ordinate desselben wird gefunden:

nwae
2 - .

In der Nihe des Pols ist also die Erscheinung infolge der prebung der
. . . . Induktions-
Selbstinduktion gedreht um den Winkel erscheinung

2w
k
im Sinne der Drehungsrichtung der Scheibe.

3. Ich will die Formeln jetzt auf ein neues Beispiel an- Gerkdlinigs
wenden. Uber die rotierende Scheibe mogen parallel der piecabsr
z Axe zwei Drihte gespannt sein, die in entgegengesetzten Scheibe.
Richtungen von gleichien Strimen yon der Intensitit 1 durch-
flossen sind. Fiir einen einzelnen Strom wiirden die induzierten
Strome in der unendlichen Scheibe unendlich werden,

Die Koordinaten der Punkte, in welchen die Driihte die
yzEbene durchsetzen, seien 0, @, —e¢, und 0, o, — ¢, es
ist dann fiir positive z:

t (:,f—-a t ([y—a')
— aretg |- — are "( ;
4 b,_z'}(' n,:f-l')

Daraus folgt durch die mehrfach angewandten Formeln,
wenn r und r, die senkrechten Abstinde von den Driihten be-
zeichnen :

2mm e
_I’j - .r'lllgff

k | =

"

(7] [ r .'|,

iy .I'I{!" |

.f k o | ’"1 :||

BADISCHE

i/ LANDESBIBLIOTHEK



n Flg

12n

124 2. Induktion in roticrenden Kageln

ilr das Potential der freien Elektricitiit in der Platie

findet man
{95)
(f oy l“;:| [
\ \r, )

lil-f' Ia;llil'll ,'f|f'il']|l‘ll |'u|r'||1i:||!'&! Lil-'|!|! ;||,-'n l;rl|',||!|“ \Lr'|+||{- |]|:1;
Driihten parallel lanfen, In Fig. 12a sind die Stromlinien

fiir den Fall gezeichnet, dals
¢ =g 10mm ., a a — 20 mm ist.

Da iibrigens im Unendlichen die Strémungen unendlich

werden, so wird man sich Z2aw [k aulserordentlich klein denken

Fig. 12a Rotierende Seheibe und geradlinige Striime,

2. nat. Gir

miissen, um noch in einem endlichen Gebiete eine gute An-
nitherung zu erhalten,

Da ferner alle Stréme im Unendlichen geschlossen sind,
liifst sich nicht ohne weiteres von der unendlichen auf di

begrenzte Scheibe schlielsen.
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2. Induktion in voticrenden Kugeln 1 2f

[ch will deshalb nach der § T entwickelten Methode die Geradii

Stromung unter iibrigens gleichen Umstiinden in einer endlichen
Scheibe berechnen. Der Radius der letzteren ser X'

Die exakte Liosung des Problems erfordert die Entwicke-
lung ziemlich komplizierter Funktionen in sinus- und cosinus-
Reihen: ich mache deshalb die vereinfachende Annaline, dafls
der senkrechte Abstand der stromiragenden Drithte vom
Mittelpunkte der Scheibe grofs gegen die Dimensionen der
letzteren sei.

Sei zuniichst wieder

KEntwickelt man

1] | il 'l
W = €T ||;_l_
& k || oy

nach Potenzen der Koordinaten und vernachlisssigt die hoheren
Potenzen des Ausdrucks

9
1y
5 e
c“+ a*
g0 erhilt man:
Jaxy 2ay® x (8¢*—a¥)
1N e P i }
? ¢+ a® e+ a®)y
e e & .
@ao® sin 2w Bet—ale of . . 811 40
) | s 2w =
a“y* | 2 J
T, I, Schlufs) ist:
2 o ) fip, .2 3 2 |
e S11N Edud Ll (1o ) -‘r”. X L i 1 J-Jl
o . 5 i &5 | L8 2 i
3 4 a® [H as) gl = /
Also wird:
o i =) s b
y : 07 sin 2o ( I )
H-:\r" ol ¢ Tl 4

Die Form der Strimung ist also unabhiingig von dem Ver
hiiltnis a:e, ihre Intensitiit ist aber wesentlich von demselben
bedingt.  Ist a 0 oder a ¥3.¢, so wird sie gleich Null,

Ist a c )3, so ist die Richtung der Strome dieselbe wie in
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Zu Fig. 12b

Zn Fig. 11

126 2. Induktion in rotierenden Kugeln

der unendlichen Scheibe; ist a) ¢ 1"'.'1, so wird sie die entgegen-
gesetzte. Bei genauer Betrachtung der Verteilung der wirken-
den Kriifte lifst sich dies zuniichst auffillige Resultat wohl
verstehen. Die Form der Erscheinung ist in Fig. 12b dar-
gestellt, .

Ebenso lifst sich die Aufgabe fiir eine beliebige Lage der
Drithte losen. Riickt der eine derselben ins Unendliche, so

Fig. 12b. Rotierende Scheibe und geradlinige Stréme. !/, nat. Gr.

bleiben in der endlichen Scheibe die Strome endlich, und wir
erhalten, unter Bewahrung der ersten beiden Potenzen der
Dimensionen der Scheibe:

a(3c®— a?

} e ) ya 2
Tﬂl{r'g l ”2'JZI {j s 2 (h _':} ) .

2 2

Der Znsammenhang mit dem vorigen Resultate ist leicht
ersichtlich,

In Fig. 13 sind zwei besondere Fiillo dargestellt. In a
geht der geradlinige Draht durch die Rotationsaxe in  hin-
reichender Entfernung von der Scheibe, es verschwindet in diesem
Falle das zweite der oben beibehaltenen Glicder. In b liegt
der Draht in der Ebene der Scheibe und zwar in derjenigen

Badenwﬁmberg
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L ST o R
~

Fig. 180 und b, Rotierende Scheibe il geradliviger Strom. Y, vat. Gr.
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128 2. Induktion in rotierenden Kugeln.

Entfernung von derselben, in welcher er in der Figur selbst

dargestellt ist.
4. Sollen

nmessen |I‘

iiber die Drehungserseheinungen der Induktion

\-F'T':\'III']]I- ilil_{_fr-»:h-”l \'.'!'!'1[l"||. S0 »-'i1|<1 Zu 1Ff'|'|.k'(‘”|r~]|
durchaus diinne Hoblkugeln zu verwenden, da fitr diese sich
die Rechnungen leicht und exakt ausfithven lassen.  Die ein-
eine
solche Tohlkugel unter dem Kinflusse einer konstanten Kraft
liifst.

durch den Einflufs derselben anf einen sehr kleinen Magnet

fachste Form des Versuches wiirde die sein, dals man

rotieren e Drehung der Stromebenen kann entweder

oder besser auf galvanometrischem Wege nachgewiesen werden.
Ieh will fiir ein Beispiel den Drehungswinkel und das
magnetische Moment der rotierenden Hohlkugel bestimmen.
Die Kugel sei von Kupfer, ihr Radins 50 mm, ilire Wand-
l
stirke 2 mm: da 1, so hat

n=1, - mai:

o 47 Rw
g0 . - g
g 7
und fiir das Moment der Kugel findet man leicht, wenn 7' die
induzierende Kraft ist:
~ I3sin g
MN=1

9

Ist ¢ dia Zahl der Umdrehungen in der Sekunde, so ist
" = 2:u_,r :

und da A 113500, so lindet man

L]

- “-[ll!”:‘(

Hicrnach ist die folgende Tabelle berechnet:

7 d ” q ‘ d ‘ ”
T |

5 3614 50 127 51’ 42500

10 | 7178 90 41;° 13* 45100

20 | 13° 3§ 14110 || 100 | 407 18’ 47310

30 19°10° | 20520 | 200 | 66%°40 | 57360

40 247 53 I6290 | ROD | 80" 15 G1570

a0 a0’ &n | 31340 | |

60 0 49 | 35680 | ag 62500

70 * 4" | 39380 | ‘ ;
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5. Die Figg. 14 und 15, Seite 180 und 181, sind dazu
bestimmt, den Stromungszustand in Vollkugeln zu veran-

?

schaulichen, welche unter dem Winflusse einer konstanten zur
Drehungsaxe senkrechten Kraft rotieren.

Dio geschlossenen Strombalnen sind hier siuntlich Kreise,
deren Ibenen der Drehungsaxe parallel sind.  Kennt an
daher die Stromdichtigkeit in der Kbene des ;Ii-iuntnr':\. s0 1sk
es sehr leicht, dieselbe in allen anderen Punkten zu bestimmen.
Fiir die zy Ebene ist aber in unserem Falle u = v 0, also
die Stromdichtigkeit = w. Die Zeichnungen stellen nun die
Dichtigkeit der Strémung in der genannten Kbene durch die
Kurven:

W = ¢onst.

dar. Die eingeschriebenen Werte von w geben absolutes Mals,
wenn die wirkende Kraft

mer |

mim $ sec

T = 289 ist.

Die Grolse der Kugeln ist die gezeichnete (R = 50 mn).

In Fig. 14 1st eine Kupferkugel bei 5 Umdrehungen in
‘jlfh[('l“ {Ell a ohne “t!!'ill:].r\i::]lli;;tm;.{ der Selbst-

der Sekunde dar
il:dlliiliull).

In Fig. 15a ist dieselbe Kugel dargestellt bei 50 Um-
drehungen in der Sekunde.

Fig, 16 b gicbt die Stromung in einer Eisenkugel bei
5 Umdrehungen in der Sekunde. Dabei ist der Widerstand
des LKisens gleich dem sechsfachen des Kupfers und 4726 = 200
angenommen. Man sieht, dals schon bei der genannten mifsigen
Geschwindigkeit eine Vernachlissigung der Selbstinduktion
durchaus keine Anniiherung mehr bieten wiirde.

6. kin hinfig ausgefiihrtes Kxperiment besteht darin, dals
leitende Kugeln, welche zwischen den Polen eines nicht erregten
Elektromagneten rotieren, durch plotzliche Erregung desselben
zur Ruhe gebracht werden. Die Theorie dieses Kxperimentes
ist sehr einfach, wenn man das magnetische Feld als homogen
betrachtet, von der Selbstinduktion absieht, und die Strivmung
in jedem Augenblicke wie eine stationiire behandelt. Ist 7' die

lertz, Schriften J
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2. Induktion in rotierenden I\":;;-' 1.

L

.,

Fig. 142 und b. Roticrende Iiupfr-['kn_,rv_('f. 5 Umdrehungen in der Sekunde.
/. nat, Gr.
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Fig. 15a. Rotierende Kupferkugel. 50 Umdrehungen in der Sekunde.
/s nat. Gr.

f"i;: 15b. Rotierende ]':]'Hl'lli\llg_{i'l. i l|[4|r]|'u||11]|r';|5|.: in der Sckunde
2 p L
/g Dat. Gr.

9
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Reobachtung
MATTRUCCT'S

132 2. Induktion in roticrenden Kugeln.
magnetische Kraft, welche in Richtung der » wirkt, so ist die
iufsere Potentialfunktion

1= — f'{i gin ) cos wm
also
) o * a2
Y= To°sin 0 sin
2x >

und demnach die erzeugte Wiirme: (& 6.)

W — gxlt® TPep?

15 »

Ist & das Triigheitsmoment der Kugel, @_ ihre Geschwin-

0
digkeit zur Zeit ¢ = 0, und rotiert sie ohne den Einflufs iulserer
Kriifte, so ist die Gleichung ihrer Bewegung:

Fa? o T2 RS q f‘}.J;‘;
.:3 3 15 *® lffi dt - 2 ’
(]
oder
gx VRS
15 Fx
) = (g € .
Ist ¢ die Masse eines Kubikmillimeters der Substanz, so ist
7 .
T 8 111
/ =4 i
also
'?"?
t
4
(i = i, € ‘

Ein analoges Gesetz gilt, wenn sich die Kugel unter dem
Einflusse rotierender Magnete in Bewegung setzt.

Kugeln verschiedener Radien und Hohlkugeln werden mit
gleicher Schnelligkeit in Bewegung gesetzt und zur Ruhe ge-
bracht. Dies entspricht in der That einer Beobachtung von
MaTTEUCCLY),

Der Winkel, welchen die Kugel nach Erregung des Ilektro-
magneten noch zuriicklegt, betriigt:

o
o

IM:H =

(i ]

4-’;)(
}r.'g g
" Wiepemann, Golvanismus, § R78. |[Lehlre von der Elektrieitit,

1885: Bd. 1V. § 386, S. 322
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Fiir stark magnetische Kugeln findet man:

o

i -1rfr;{
/ wdl = 972 ),

(7]

Hiernach ist die folgende Tabelle berechnet. In derselben ist
7'= 5000 angenommen, was einem miilsig starken Elektro-
magneten entspricht. Die Anfangsgeschwindigkeit ist gleich
einer Umdrehung (27) in der Sekunde genommen. Die zuriick-
gelegten Winkel sind in ganzen Umdrehungen angegeben. Die
relativen Werte gelten fiir jedes 7' und jedes .

Stoff: ‘ ]‘mdf
Alumbniom oo o e e no el 0,14
7 T i b i i e 0,16
L e i B P Sl 0,27
Rafifer “aine Ry e . 0,51
Neusilber . 3,90
Graphit ! 27,2

|

Konz. Lisung von Kupfervitriol | ea. 544000

7. Dampfung in einem Galvanometer. Dimplung

: - - : I Galvano-

In einer leitenden Hohlkugel sehwinge ein Magnet; der- '™ Uaivae
selbe sei entweder sehr klein, oder habe angeniihert die Gestalt
einer homogen magnetisierten Kugel; ist dann M sein Moment,

so ist in der Hohlkugel

M .
¥ = = 81n 0 cos w
£ o y
also
w M . g
Wy - sin ¢ s w
. X {J

und die erzeugte Wiirme per Sckunde:

wenn, wie immer, r den inneren, 2 den #ulseren Radius der

Hollkugel bezeichnet.
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134 2. Induktion in rotierenden Kugeln.

Fis sei jetzt o der Ausschlag der Nadel aus der Ruhelage,
F das Triigheitsmoment derselben, dann sind ihre Schwingungen
bestimmt durch die Gleichung:

d2ep MT o fdp
o . i
dt? : i / + 2 ot 0
Schreiben wir dieselbe
[ dp |2
f\“‘(‘.f: ) \ . _11'1;1.2'1 2P| TE AL
) e e Il oy Ty 7 R el

so sehen wir, dals
_|l I!l' I.‘:
2e 1" | 'p dt
die wihrend d¢ erzeugte Wiirme ist, und dafs wir also haben:
dg A2 5‘
=l [ i

Ist & klein, so erhiillt man daraus fiir das logarithmische
Dekrement der Nadel:

47? fr — U‘

dx l 1y
o g, Damit der aperiodische Zustand eintrete, muls sein:
scher Zu-
stand "
17
) ; y

oder
R—r s8x  [TF
r 7 4z [ M3 !
aus welcher Gleichung sich, bei gegebenen T, F, M, x, leicht

die zur Krreichung des aperiodischen Zustandes nitige Dicke
eines Diimpfers berechnen liifst.
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