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2. Uber die Induktion in rotierenden Kugeln .

Inaugural - Dissertation . Berlin , 15. März 1880 .

Die Wechselwirkungen zwischen Magneèten und rotierenden

Metallmassen , welche AnaAdo entdeckt hatte , wurden zuerst ,

von FanAbAx als Erscheinungen elektrodynamischer Anziehung
aufgefalst und auf Ströme zurückgeführt , welche in den Metall —

massen durch die Magnete induziert werden . Es gelang FanA -

DAx , das Vorhandensein derartiger Ströme nachzuweisen , und

die Natur des Phänomens als einer Induktionserscheinung
auſser Zweifel zu setzen .

Der erste Versuch , die inzwischen ausgebildete Theorie

auf einige hierher gehörige Erscheinungen anzuwenden , wurde

im Jahre 1853 von FRTο gemachit . Es gelang demselben

unter vereinfachten Bedingungen angenäherte Lösungen àu

erhalten , die den Beobachtungen für das Erste hinreichend

entsprachen .
Viel weiter ging im Jahre 1864 Herr JochuAxx . Der —

selbe leitete , vom WInnn ' schen Gesetze ausgehend , die voll —

ständigen Differentialgleichungen des Problems ab , und inte —

grierte dieselben für den Fall , daſs der rotierende Körper eine
unendlich ausgedelmte ebene Platte oder eine Kugel sei . Seine

Rechnungen fanden sich in schönster Ubereinstimmung mit den

Beobaclhitungen . Freilich muſste er die vereinfachende Annahme

machen , daſs die Rotationsgeschwindigkeit sehr Klein sei , den
Einflufs der Selbstinduktion vermoclite er nicht zu beéstimmen .

Endlich hat im Jahre 1872 Herr MAXWIILIL in sehi ele —

ganter Weise die Theorie der Induktion in einer unendlicli

ausgedelinten , schr dünnen Platte gegeben und gezeigt , wie
sich dieselbe auf die AuAdOsche Scheibe anwenden lälst .
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In der vorliegenden Arbeit ist das Problem vollständig
gelöst für den Fall , daſs der betrachtete Körper eine um einen

Durchmesser rotierende Kugel oder Hohlkugel sei . Die indu —

zierenden Magnete können dabei im äuſseren , oder , bei Hohl -

kugeln , im inneren Raum liegen . Auch auf den Fall ist die

Lösung ausgedehnt , daſs die Masse der Kugel magnetische
Polarität anzunehmen vermag . Offeubar umschlieſst dies Pro —

blem die früher gelösten als spezielle Fälle .

Die erhaltenen Resultate habe ich durch einige Zeichnungen
zu veranschaulichen gesucht .

§ 1. Festsetzung der Bezeichnungen .

In diesem Paragraphen sollen die Bezeichnungen fest -

gesetzt , und einige bekannte Formeln , die ich beständig ge -
brauchen werde , zusammengestellt werden .

Koordinaten. 1. Das angewandte Koordinatensystem ist das in Fig . 6 dar -

8 gestellte . Die als positiv geltenden

Drehungsrichtungen sind in die Figur
eingezeichnet . Die 2 Axe falle mit

der Rotationsaxe zusammen . Als

—60 ——
Polarkoordinaten mögen verwendet

werden , o , J . ꝙ entspreche der
S geographischen Länge , sei C in der

2 Hbene bei positiven æ und wachse

Fig . 6. im Sinne der positiven Drehung , 6

entspreche dem Komplement der

geographischen Breite und sei 0 in der positiven 2Axe . Ge —

legentlich möge die Bezeichnung benutzt werden :

0 0 0 0
. 6 —— ). — — — —

650%
* d 90 ο

0 60 0
— — 2 2

02 ο,

0 0 0
39 62 650 6ο .
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ferner werde der Differentialquotient 5/5 nach LadGRANGE ' s

Weise bezeichnet , also 2. B. :

6 * 1
οWm 4

2. Die Rechnungen seien in elektromagnetischem Maſse nescichnuntz

gefülirt . Im übrigen seien die Bezeichnungen für die elek — 4 „
trischen Grölsen diejenigan , welche von Herrn Geheimrat IIEIAI -

n

10½TZ im 72 . Bande des BonCaUmT ' schen Journales einge —
führt sind . ! ] ) Es seien also :

15

mimè sec

die Dichtigkeiten der Strömung nach den 2, / 2;

mmöhmgr !
L. PV, V.

8cc

die entsprechenden Komponenten des Vektorpotentiales ;

mmemgr 3

die Potentialfunktion der freien Elektricität ;
2

mm “

S8ec

der spezitische Widerstand des Matériales . Der speziſisclie Wi —

derstand einer Elüche von verschwindender Dicke ò, nämlich

x/ , werde , wenn er als endlicli betrachteét wird , bezeichnét mit

mm
65

Sec
Ils sèien ferner :

ungr !
.

mmẽ sec

die Komponenten einer magnetischen Polarisation ;

L. M. N
mgrümm '

S6EC

) Wiss . Abh . B4d. 1. S. 545 .
) Dies ist nicht élektromagneétisches Mals . Inaletazterem gemessen

ist die L' otentialfunktion der freien Elektricität ꝙπ =ε να , Wweun 1/1 die

Lächtgeschwindigkeit bezeichnet . Obige Einheit vermeidet den lästigen
Faktor 1/42 .
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die Potentiale der 1½ , letztere als Massen gedacht ;

0 ( 0)

die magnetische Polarisationskonstante ;

mmbmgr !
Sec

das magnetische Potential ; jedoch soll nur derjenige Teil des -

selben so bezeichnet werden , welcher thatsächlich von Magneten

herrührt , das magnetische Potential der induzierten Strömungen

Sei f

2 mnumgr ?
Sec

Qverliert seine Bedeutung in der Masse der Hohlkugel , kann

also durch dieselbe niclit fortgesetzt werden , ist also eindeutig

im innern und äussern Raum .

Mit
mmämgrͤ

R

werde die Strömungsfunktion in einer unendlich dünnen Hobl -

kugel bezeichnet . Um jede Zweideutigkeit im Bezug auf die

Vorzeichen zu vermeiden , ist hier die Bestimmung für 9. :

Wächst bei Durchlaufung einer Strecke de , um du , so ist

d %% die den zurückgelegten Weg von der linken zur rechten

Seite in der Zeiteinheit durchströmende positive Elektricitäts —

menge . Bei Durchlaufung des Weges sind die Füsse gegen

den Mittelpunkt der Kugel , das Angesicht gegen das Ziel ge —

wandt zu denken .

Da wir es im folgenden nur mit Strömungen zu thun

haben , die in konzentrischen Kugelschalen um den Nullpunkt

erfolgen , so können und wollen wir

mgri
mmhsec

ctwas allgemeiner definieren als eine Funktion von 0, 0, &,

derart , daſs

Id . οσαα̃ )

die Strömungsfunktion der Schicht zwischen πεα und oεαſα ? αα

darstellt .
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Den angefülirten Grölsen sind zur Bequemlichkeit ihre
Einheiten beigefügt .

3. Der äulsere Radius der betracliteten Hohlkugel sei 72e, Rate der
der innere r . Die Drehungsgeschwindigkeit der Kugel sei ꝙ.

4. Wird eine Funktion , die in einen . beliebigen Raum Eatsicke —
der Gleichung ν = genügt , nacli Kugelfunktionen entwickelt , Rü
so soll y , dusjenige Glied bezeichnen , welches den Faktor „
enthält , und diese Bezeichnung soll , wenn nicht näheres be —
stimmt wird , auclhi negative à umfassen .

Bei weiterer Zerlegung von , gelte die Bezeiclinung :
für positive n :

In V. . 7
für negative u:

An J —u1 —1

75 = ( Aunt cos ĩο π lIfnsin 1hο)0 1αα
0

Für alle u gelten die Gleichungen :

AJn O ,

6 6 6ν
en

0 . A
7

6˙7% 602
Ln

Die mten Differentialquotienten von Xu nach den 22
sind Kugelfunktionen ( 1nijter Ordnung , sofern nicht ein vor —

angegangener der nullten Ordnung wird . Die Ausdrücke

9 6n 22
2 7 2 7
6 0ον 50

sind Kugelfunktionen àter Ordnung .
Ferner ist :

4( 00 % J½) α 1) ναννν α οοee u ,

660Ʒꝗh N 6 ( 0˙ V. K* 0. 0
＋ 7 (e. 9

＋ 2 E. Mmοm F ,0π J
67 62 8

§5 (On J. 772 560 10
( 0˙⁰4 0 ö

650 0N



die 5
Strömnug in yvom Radius 77, es sei
Kupelscha -

len.
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Satze über 5. Es sei / die Strömungsfunktion einer Kugelschale

— 9 0 0ꝗs
7

das Potential einer Masse , welche auf der Kugelschale mit der

Dichtigkeit verbreitet ist , so ist das Potential der Strömung :

K
S

50
( 70

und die Grössen VV sind :

23 4 9⁴ — — 54 0
777

005

* 2 2
0

dö0 607

17
* 39 “ 5 7 8

55˙ 500,

Ist 7 eine homogene Funktion uten Grades in 4, , 2,

8o ist :

5 — 6 Ni 56
17

5r 67%

5 ¹ 5 / / N. - E1 8
1

87
PPR

0 /1 67— N＋E1 6
15

650 1 ̃ο

Immer ist :

577 5 62

57 S52

οοοαε

92 d 6570

5 9

670 62 o

Man findet diese Formeln entwickelt in MMXWRIUI' s Treatise
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on electricity , Vol . II , p. 276 ) . Die Vorzeichen sind dort
teilweise andere , es liegt dies daran , dals dort nicht unser

Koordinatensystem , sondern duas symmetrische angewandt ist .
Das hier benutzte Koordinatensystem ist dasjenige , auf welches
sich die HnIhnL . 0Lrz ' schen Formeln bezielien .

6. Für die elcktromotorischeen Kräfte , welche die als P
unveränderlich vorausgesctzten Komponenten des Vektorpoten - motoriech
tiales /in dem mit den Geschwindigkeitskomponenten
4, 5, 7 bewegten Elemente hervorrufen , sind die Formen an —

genommen :

67 5¹ 0
X 6 — 7 — — —0π 670 02 E

5 5 56 87J 61
NE

670 52 oι 670

9 6 5 — 0J /
3 — 045 —40%5 85

Es sind dies die von Herrn JocihrANx aufgestellten Formen .
Die Abänderung , welche die Formeln des Potentialgeséetzes an
den Resultaten hervorrufen würden , sind in § 8 besprochen .

Wirken auſser den Strömungen u1v10 Magneète , Iuνσν , 80
ist ſür diesen Teil der Induktion in obigen Formeln zu er —
setzen :

60 . 0 . N
durch

3
00

5N 6¹
durch 2 3 — 5

51 94¹
durch — —

070 0³

Die so erhaltenen Formeln gelten auch dann , wenn sich
die Magnete im Innern der rotierenden Masse beéfinden . Be —
tinden sich die Magnete nur aufserhalb der Masse , 80 wird ,
da in der Masse

AL = O , AHI = O , JIN = O ,

) (2. edit : p. 280 .
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69 69
X —* 6 95 57

0＋ 5 *

93 • ι . Eα

3 0 *
3

5
6 04.

Für die Elemente unserer Kugel ist

οο .＋ ον ’ 6 =◻ε οr ‚π 722

§ 2. Lösung bei Vernachlässigung der Selbstinduktion .

In diesem Paragraphen soll das Problem für den Fall

gelöst werden , daſs von der Wirkung der Selbstinduktion ab —

geschen werden kann . Für die Strömungen à2σbt⁵ bestehen
g·
die Gleichungen :

50
˙ = νάε1¹

—
X

6ꝙ/
X — 2

670%
3

＋39 ;
2

ferner , da die Strömung stationär ist , im Innern :

5¹¹ 5 57⁰

6. 6⸗70% 8⁊

und für 0 R und =

＋ 9½/‚ ＋ 50 0

Hieraus ergeben sich für ꝙ die Bedingungen :
im Innern :

dͤͤk 562 5⸗
Aꝙ0 ν 2

4
3

5E 6570 52

und an der Oberfläche :

E7 1 7

( α , ανιενοανε3s

welche bis auf eine additive Konstante bestimmen .

) Uuter Annahme der hier für ꝙ gebrauchten Einheiten .



22. Induktion in rotierenden Kugeln . 45

Das Potential der im äuſseren und inneren Raum befind —
lichen Magneten sei nach Kugelfunktionen eutwickelt :

＋

73 .
—0

Wir betrachten jedes Glied für sich und setzen daher das
äulsere Potential = ν

Daunn ist

* 34 n0
0⁰E

6R2 8 In9 * 9 . —9

3 6
23

( ν
22

02
5

n1 — 02 — — 68 9
67% 0π 02 Lu

Daraus folgen für die Bedingungen : nuſ ung
4e8In der Masse der Hohlkugel : elcktrischen

Potentiales .
* An 44ꝙ = 20
3 a)

für r und = I :

5 ο ½αον29fn
ö b

0 0 0 52 In U

Eine Lösung dieser Gleichungen ist :

0 199
0 — 2²7

N＋e562
In

Denn es ist

7 55
EN00

so daſs die Gleichung für das Innere befriedigt ist . Ferner
ist ꝙ ein Produkt aus 0˙ο und einer Funktion der Winkel 0
und o , daraus ergiebt sich leicht , daſs 5 der Grenzgleichung
genügt .



Bestimmung
von u, v, 10.

Kulsuchung
der Funktion
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Der Wert der Konstanten , welche man zu obigem Aus —

druck zu addieren hat , um die allgemeine Lösung zu erhalten ,

hängt in jedem Falle von den elektrostatischeen Hinflüssen ab,
denen die Kugel ausgesetzt ist . Es kann der Kugel in jedem
Falle so viel freie Elektricität zugeführt werden , dals die

Konstante gleich Null wird , und es sei dies in der Folge

vorausgesetzt .
Aus ꝙ folgt unmittelbar :

2
1 o 267n 6IVu!

uuναi ö2 0 NRayn] ＋v
5˙

0 1 00 , 7 ,
RN 0 100 U 52 .

3
6 1 0 2607. ¹ 1

*
4 1＋I 652 2 5

—
R 4 2

4
* .

Multiplizieren wir diese Gleichungen mit à ͤ und addieren , 80

folgt
d¹ ＋ 9½ / ＋ ν

Die Strömung ist also überall senkrecht zum Radius , sie

findet in konzentrischen Kugelschalen um den Nullpunkt statt .

Es ist dies eine Folge des Umstandes , daſs Gleichung b) nicht

nur an der Oberfläche , sondern in der ganzen Masse erfüllt ist .

Weiter findet man :

0 f 6² N
N — 2 2 2= 0

* dαο 5nε

ο 0

Amο = 0 , da auch Ayn 0

Uebrigens sind οο homogene Funktionen n ten Grades

es sind

Grades dargestellt .
Formen finden .

Da die Strömungen in den konzentrischen Kugelschichten

einander ühnlich sind , so sind sie auch ähnlich denjenigen ,

welclee in einer unendlich dünnen Hohlkugel entstehen ; wir

wenden uns daher zunächst zu einer solchen und bestimmen

den Wert der Integrale VVY , und zwar für den inneren

also 1 νο durch Kugelfunktionen uten

Wir werden für 1uοοαο agalsbald einfachere
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Raum , wenn eu positiv ist ; für den äulseren Raum , wenn eu

negatiyv ist . Nur der erstere Fall soll durchgerechnet werden .

„ ersetzen wir durch æ. Für J/ / gelten die Bedingungen :

AUI O , AIYÆ = O, AI = 0

im ganzen Raum , an der Kugelschale :

0 Ua 0 U.
— — = VA4ναιι
60 50

entsprechend für /und / ; aulserdem die gewöhnlichen Stetig —
keitsbedingungen . Allen diesen Bedingungen ist genügt , wenn

man setzt :

41◻ ο 1 60

21οο ] —4RK
65 . * 10 ＋ 2

65

27¹⁰ꝗ• ¹ - 1＋1 60
0 52 1 , *

5²

411 1 6

V. 47¹ͤ Ie 0 1
4 60 2 0 %n 6n

2¹1 4 1¼¹ 02

2n11
5 .

0

2n ＋1

0 0

wa - le

D —

——

—e
Iĩ⁊˖

Aus diesen V vwollen wir die magnetisierenden Krätte

im Innern , nämlich

57⁰ 61

57 0%
5 etc .

beréchnen , und dieselben

uE6 *

r
etc .

setzen , wir erlalten so die Funktion ( § 1,5) . Wir finden
nümlich :



11 ο

21＋ I

41 0

21¹l A

47 It 0

21＋/ “r 7

Also ergiebt sichD

.
7 ◻

Induktion in rotierenden Kugelu .

*
6νn

5
5n

82 67%
7 0

6 6 * n 5 n

0 650 60

60 dy
7 6n

67
5

/ 953

4u7² οοο oövr.

( 2½C1 ) (œꝰ¹
4 00

670

( 27,/½I )
67¼c¹ )

* ＋E1 56

1 50

UD＋ 5

U

R ＋·I 0

e 57%

on

o

71 8

und es folgen jetzt die übrigen Attribute der Strömung ohne

weiteres aus VJ.

hinzugefügt werden kann , ist ohne Belang .
Sonnch erhalten wir die Lösung unserer Aufgabe für eine

Kugelschale in folgender Form ( 81,5 ) :
Es sSei

0
In

Nn 7
V. * 0

die induzierende Potentialfunktion , dann ist :

0

4

257

2

47 0⁷

7 P1) 6⁰u0 .

47¹ Ir² 07

( 2741 ) ( ¼D- ¹

1
R1

i

3 * 570
n

V .
2u＋1 X&R ( 1t

4 en 0

( 2C - 1 ) ( ο - ) J

Aus den Relationen

83
1

Je dhοα 650

0 6 Ua
J , 32

8
n

4.

7
7²

77 n41 25
V.

0

7*

/e Yu1

3

6 U.

60
47¹⁰ .

Eine willkürliche Konstante , welche noch zu
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und den entsprechenden für “ und / erhült man ferner :

1 6 / — 1 0¹ 0 51
˙ „li dο νν ] α ” ον

ſi o , n＋I /νν duαν

1609 E3＋ 83 —
Jie d N＋I Æιο ονν

Endlich läſst sich der Ausdruck für das eléktrische Po -
tential in der Masse der Hohlkugel umformen . Setzt man für
den Augenblick 6“ sin 0, 80 jist :

. νu
αEÆ ο = — 2Æ◻＋ε

REI6562 60
oder

67 8 65
0=◻ν⏑ſ — 0 sin 5 E ö7 F1 6

und in der Kugelschale :

0 It 4 0
◻τ⏑dL—

• 1 69

Ganz ähnliche Rechnungen lassen sich durchführen , wenn
u negativ ist , sich also die induzierenden Magnete im Innern
befinden . Wir erhalten aus denselben das Reésultat :

Ist die induzierende Potentialfunktion

F 11
A

0
80 ist

e
7

7²( EAAE K

— e lnt
14

27＋αe1) 7 J( 0

0 ,
121 32 15⏑̊

1.
( 2/ %/ - 1 )„ 1 li, 1

It InT1
A45226

h 4

Hertz , Schriften 1
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ο
V.1＋ ²e

90 57„* I. dνε

1 ο
*

„ ſt öme

A
0 ◻ — 5

.

0 60J5 4 7
0 2 Jè sin 0

75 65

Von den hier angeführten Gröfsen gehen ½ u, v, ih , un —
mittelbar aus den früheren durch Vertauschung von u mit
— 1 hervor .

Ju der erhaltenen Lösung mache ich die folgenden Be —

merkungen :

1. Rotiert eine Hohlkugel von endlicher Dicke unter dem
Einflufs des Potentiales 3 , ( 1 pos . oder neg . ) , so sind die in —
duzierten Strömungen :

1 89 ,
* ¹ . . .

UuU-EIσ 6ον

1 3
* Æε N 618

—ᷣ1

1 W 6½
7 ν

57 ＋1 cae

und ihre Strömungsfunktion ist :

0 6
1 b . 10

NT＋I 2
4

Konstruk - 2. LLs sei yn noch weiter zerlegt , wir betracliten das Gliedtion der
Strömungs —

Iinien . 0 n
U

5 45
7-

cos

Dazu gehört die Strömungsſunktion :

6 0 70 In 8= An : 75
sin 201 777

14 /
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Daraus ergiebt sich ! folgende einfache Konstruktion für die
Strömungslinien , welche ein derartiges einfaches Potential
hervorruft :

Man zeichne auf eine beliehige Kugelschiclit die Linien
gleichen Potentinles Auf, und drehe hierauf dic Schicht um den
Winkol 3/27 , die geεοmeten Linien stellon Jetgt ddie Strom —
linien dar , welche unter dem lintlusse jones P' otontinles ent -
stolien .

Rotiort beispielsweise die Kugel unter dem Einflusse einer
konstanten Kraft , deren Richtung zur Rotationsàxe senkrecht
ist , so erfüllt das àuſsere Potential die hier gestellten Bedin —
gungen , es ist „ = 1, 1⸗ = I . Die Niveaulinien des Potentiales
auf der Kugel sind Kreise , also sind auch die Strömungslinien
Kreise . Die Abenen ersterer sind parallel zur Rotationsaxe
und senkreclit zur Riclitung der Kraft , sonachi sind die Ebenen
lotzterer parallel zur Riclitung der Kraft und zur Rotationsaxe .

3. Wir können den Wert von /in eine Form bringen , atemung
welche die Summation über sümtliche Kugelfunktionen erlauht ,
also die Zerlegung des äulseren Potentiales nach solchen über —
llüssig inaclit .

Ias scien positiv , dann ist ,

8
0

I , I0 5 VJn

0

Sei zwaitens negzutiv , dann ist

6

10＋¹ αν = -＋Iνοαν
1 CI

J5.

Also ist für bositive 3

* 0¹
0

und für negativen7

7 0νεν² e— 8
7. Geo

0
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Summation Diese Ausdrücke lassen ohne weiteres die Summation zu .
und wir erhalten folgende zweite Form der Lösung :

Bezeichnet y . den Teil des Potentiales , welcher von in —

neren , % den Teil , welcher von äufseren Magneten herrührt

80 18K:
5

2 ο

3
7

Ja d¹ο* 6⁰ .
4

0 0

Ebenso ergiebt sich :

νρ⏑e= ο 6in0% Ia do fiude
0

Für eine unendlich dünne Kugelschale vom Radius I wird :

1˙ 5

8N
I ̃ 5 6½ͥ

17
7. 7 5 40 50⁰ 4

0 15

N 85
6

6a ö½
=◻σν⁊ unsin 0 7 50 d0 24 50 40f

0 I

Daraus folgt zwischen und /ädie Bezieliung :

0⁰ 0 / 5
＋Asin 0 0

60 65

§S 3. Vollständige Lösung für unendlich dünne Hohlkugeln .

Is soll jetzt die Wirkung der Selbstinduktion in Betraclit

gezogen werden , es werde jedoch in diesem Paragraplien die

Betrachtung auf eine unendlich dünne Kugelschale beschränkt .

Der Einſachheit halber werde in der ausgeführten Rechmung n

als positiv vorausgesetzt .

Einer üblichen Anschauungsweise folgend , betrachten wir

zunächst den gesamten Induktionsalct als eine unendliche Reihe

einzelner Induktionen ; die von den äuſseren Magneten indu —

zierte Strömung induziert eine zweite , diese eine dritte , und

so fort ins unendliche . Wir bereclinen alle diese Ströme und
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addieren sie ; so lange die Summe gegen einen endlichen Grenz —

wert Konvergiert , stellt dieser sicherlich die thatsächlich statt —

findende Strömung dar .

Sei

iyn
79 — 0 4

ein Teil der äuſseren Potentialfunktion . Das von dieser indu —

zierte Potential ist :

4 %7 ‚ι
. V.
5 21＋1 ÆÆ 0

471¹len . „
Æ

( Iu＋I ) ( A＋1) 4 0 ,

Lassen wir erstens innerhalb der Hohlkugel eine zweite

rotieren , welche der ersten unendlicht nalie sei und sich mit

gleich ' er Geschwindigkoit bewege , so wird in dieser von den

Strömen erster Ordnung ( 2 ) eine Strömung induziert , deren

magnetisches Potential im Innern ist :

*—
Lassen wir zweitens auſserhalb der ursprünglichen Hohl —

kugel eine zweite rotieren , die der ersten unendlich nalie sei ,
s0 wird in dieser durch den Einfluſs der Ströme erster Ord —

nung ( Q) %) eine Strömung induziert werden , deren Potential im

Innern ist :

624
42

2ubα - - „

0 0

75
.
7²

0⁰. An Jen o A4νννενο ο οο ＋ V
⏑σů( e2nT) ( A＋) 1 ( à2u＋ )n Xx 1

42

41 ο J2 /
0 J

F
I2＋f¹ 1 2

Beide Ausdrücke für fallen zusammen . Mit beiden

fällt daher auch das Potential derjenigen Strömung zusammen ,
welche die Strömung erster Ordnung in der Kugelschale selber

induziert . Indem wir in ganz derselben Weise die folgenden
luduktionen bereéchnen und alles addieren , erhalten wir für

die Gesamtwirkung :

Barechnung
dder sucdged-

siven In-
duktionen .
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4 ο * NEE
12 — —

̃
ö — —

＋ — ( 21œftον⏑/ν οονν

IAn＋1Æ 47
J⁰ m 5²οιν

3 8
Ir

38 8 8
1＋ 0 ( 2u＋ε¹ ) ν dον

² —
23 . 1 Au Nh

58 * N — ——
4 tν˙Æπν ( 27οι dον

Die erhaltenen Ausdrücke lassen sich weiter entwickeln ,
wenn man J , noch weiter zerlegt . Man hat :

*¹
U *

V = N. ( Ant cos ĩι ‚ ne sin ãον“
0

Wir beschränken die Untersuchung auf ein Glied dieser

Reihe , und sei also :

＋
„ ◻ Ani coSNο

Dann haben wir :

f * 5 4eci
* 175

7 1 ( 23＋
1 2 —

———0 — A4Neoi
Sin ? 00 —

( 2ανν

2
—*

coS 7

1
D

9— — sinz⁊0 co8 νν . . 4
( 27＋1 ) / ( 2147) . •

Setzen wir zur Abkürzung

Aνοι

( 21 37= ( Yist eine reine Zali )

80 wird jetzt :

0 0 5 4 62 . = An
1

In Gin hſ cos r00 ( 1 νυα . . e σ . . )I

Ist ein echter Bruch , so konvergiert die in Q enthaltene

Reihe und wir erhalten :

½ο ]ju½¹ N*=
EX lue ö

( sinio = cos ĩο ) Int
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5 ee
A11 sin 4 % — N cο⁸ue . οοννναν26

1½Y
11

0 14 7. 2 0 ) ⁷

25¹α¼œ J4
3 = ＋ — ( FSin 200 — J• C08 2 20

4105 Pt5)
7¹²

1＋◻—
nν ,

Ist N½ 1 ) , s0 divergiert die in ½ vorkommende Reihe ,
und die Auflassung des Phünomens tuls einer Reile Succéssiver
Induktionen ist nichit mehr zulüssig , da jede folgende grölser
als die vorhergehende werden würde .

Nichtsdestoweniger gelten die aufgestellten Formelu für

jedes u, wie man leicht à posteriori verifiziert und auch durch
dieselben Schilüsse ubleiten kann , welche wir bei Hohlkugeln
von endlicher Dicke anzuwenden haben werden . Da ich die

vorlicgenden Formeln nochimals zdus den allgemeinen echleiten

werde , will ich mich hier nichit bei denselben aufllälten .

Wir setzen nochn :

tg O Æν N ,

dann können wir schreiben :

6 8
24 An7 . sin sin ( iο ι οον

75 R 323
3 An SIIn sin (200 * 0 ) Die Lösung .7¹ —ſ1 9

„ 21˙⁰“1 83
Aut sin J sin ( 10 = 0) D.

AR - ] οö 5

las Resultat ist also das folgende :

1. Die Strömungstfunktion , welche eine einfache Kugel — ＋
funktion induziert , ist eine einfache Kugelflächenfunktion der — unge
selben Art , wie dicjenige , welclie in der induzierenden Funktion

“

enthalten ist . Die Konstruktion , welche wir frülier ( 8 2, 2) zur

Bestiumung der Strömungskurven anwandten , Können wir da —
her auch hier beibehalten , wir haben aber die behandelte Kugel -
schichtt im Sinne der Rotation um einen gewissen Winkel H/4

Eine kupferne Ilohlkugel von 50 mm Radius , 2 mun Wandstärke ,
muls beiläufig ca . 87 Umdrehungen in der Sckunde machien , duinit für

1, 0 1, 4 Woerde .



Die Ge—
schwindig —

keit ist un—
endlich .

Das elek -
trische Po-

tential .

56 2. Induktion in rotierenden Kugeln .

gegen die früher festgesetzte Lage zu drehen . Dieser Winkel
ist bei kleinen Drehungsgeschwindigkeiten diesen Proportional .
bei grölseren konvergiert er gegen die Gröfse 1/21 . Die Inten —

sität . welche anfangs den Rotationsgeschwindigkeiten propor —
tional wächst , wächst bei steigenden Werten derselben immer

langsamer und konvergiert gegen eine feste Grenze .

2. Wird schlielslich , = ο , so wird o = / 2, also

2 . D In

N

R ＋1
Vn

27*b· “
12 — 7 8

4406⁰ν½n)
In

Dieser Schluſs gilt nicht für diejenigen Glieder der Eut —

wickelung , welche symmetrisch zur Rotationsachse sind . Für

diese ist 1, also , also N2 gleich Null für jede Drehungsge —
schwindligkeit . Diese Glieder rufen keine Strömung , sondern

nur eine Verteilung freier Hlektricitüt in der Kugel hervor .

Eine unendlich schnell rotierende Hohlkugel läſst also nur

diejenigen Teile des äuſseren Potentiales in ihrem Inneren

wirken , welche symmetrisch zur Axe sind ; sind solche Glieder

nicht vorhanden , so ist das Innere der Kugel gegen den Ein —

lluſs von Aulsen geschützt . Ist das Potential eine Kugel —
funktion , so findet dio Strömung in den Linien gleichen Poten —

tiales statt .

3. Für das elektrische Potential , welchies Y, entspricht ,
hatten wir gefunden ohne Berücksichtigung der Selbstinduktion :

00
A

1¹b1 50

Mit Berücksichtigung der Selbstinduktion werden wir haben :

6νον K21E 8
— — —— 6

0 Ie sin 0
50

Daraus folgt : Die Gestalt der Niveaulinien des Potentiales

bleibt ( für jede induzierende Kugelſunktion ) ungcändert durch die

Selbstinduktion , die Niveaulinien erscheinen um denselben Win —

kel gedrelit , wie die Strömungslinien . Für die Teile des äuſseren
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Poteutiales , welche symmetrisch zur Achse sind , wäclist F ins
unendliche bei wachsender Geschwindigkeit , für die übrigen
konvergiert es gegen einen endlichen Grenzwert , welcher sich
leichit bestimmen lüälst .

Ausartungen der Kugelschale .

Wir lassen jetzt den Radius der Kugelschale unendlich

werden , die Variationen des induzierenden Potentiales Aber end —

lich bleiben , wir untersuchen sodann näher die elektrische Be —

wegung am Aquator und am Pol . Wir erhalten So die Théorie

geradlinig bewegter und rotierender ebener Platten . Erstéré
kann als ein spezieller Fall letzterer angeschen werden , es

empfichilt sich aber in mancher Hin —

sicht , diese Fälle gesondert zu be —

handeln .

A. Geradliniq beibegte Matten .

Wir führen das Koordinäaten —

system der 5 / ein , dessen Zu —

sammenhang mit den 4, / , 2 durch

Fig . 7 gegeben ist .

Die Richtung der / ist die posi —
tivᷣe Bewegungsrichtung . Die wir —

Fig . 7.
keuden Magnete denken wir uns in

der Kugel , also auf der Seite der negativen c. Wir haben 2u

untersuchen , welche Form in den 5 Cdie Kugelfunktion

C08 00 EI
2 n4˙1

Ar 7
08

annimmt .

Um endliche Variationen zu erlialten , haben wir 7 und ?

O werden zu lassen von der Ordnung von 17, wir séetzen

ſür 72 lt

ſür 2

Wir ersètzen ferner

C, M, 0

Ehené Ulat-
ten

Geradlinig
bewvegte
Hlatten
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durch

R ＋ L „ I E

Dadurch geht über :

Il Jqur1

.

cos i in cos

Pai ( 0) muſs in eine solche Funktion ven Fübergehen , daſs
das Produkt derselben mit ανν

αοονν² der Gleichung 4 =

genügt . Eine solche Funktion ist cos sS oder sin sS , wenn

9 9 0
*˙˙ ν⏑rεe

ist .

Sonach nehmen die früheren Kugelfunktionen jetzt die
Form an :

Ars C nð cos 7˙0 CoS &g,
und verwandte .

Als Summe solcher Formen ist die äuſsere Potentialfunk —

tion à darzustellen . Diese Darstellung hat durch Founuunn ' sche

Integrale zu erfolgen .
Für jedes Glied ( Hlement ) der Entwickelung geht nun die

Lösung unmittelbar aus dem früheren hervor . Für das ange -
füllrte setzen wir

277l 6
tg 0
80

7² J.

worin die Geschwindigkeit der Platte bezeichnet , und haben :

2＋ = A,nssin d sin ( =o ) cos S5

2＋ = Atrs ent sin Osin ( ˙ d) cos 88

1 5
1

2
Ars sin ꝙ sin ( o)) cos 852¹

Durch Summation über alle Glieder folgen die vollstän —

digen Integrale des Problems . Die Summation lülst sich aus —
führen für den Fall , dals /t unendlich wird . Dann ist

N
0 = Sind = 13
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also

N . —2＋

1
Æ - — 1

24 4

Auf der den Magneten abgewandten Seite ist daun das
Potential Null , die Strömung erfolgt überall in den Niveau —

linien des induzierenden Potentiales .

Abgesehen von diesem Grenzfall ist indessen die Anwen —

dung der obigen Lösung eine sehr weitläufige ; wir sehen uns
deshalb nach Näherungsmetlioden um . Zu solchen gelangen wir
zunächst wieder dureli Einführung der successiven Induktionen .

Damit die Betrachtung derselben erlaubt sei , muſs 2Mνσ ein
echter Bruch sein ; ist diese Bedingung erfüllt , so führt die

Rechnung , wie schon im allgemeinen Falle gezeigt ist , zu einem

konvergenten Resultate .

Wir gehen wieder von der unendlichen Holilkugel aus .
Zu der induzierenden Potentialſunktion I gehörte im äulse —

ren Raum die induzierte Potentialfunktion :

41 ο 9ν . e=I
2

2u＋œPœTf̃T̃*Xx 6000

Lassen wir nun Je unendlich werden , während wir ersétzen0

0
durch Ir 5600 070%

n durch 21f ,

e durch 4 ,

Vn 1 dlurch y Anee ees οeαο ,

50 wird :

97 ,
8

no̊ön

Aber es ist :
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Also ist , nach Summation über alle u :

22

5
i

4²
J 670U

8

Aus diesem 2 können wir nun in ganz derselben Weise

das induzierte Potential zweiter Ordnung erhalten , und indem

wir in derselben Weise fortrechnen , erhalten wir schlieſslich

das Resultat :

D E
27 % ꝗ 2 % ο 8

42 — — 1 ＋ 24 —
67 öen

E S

Zvweite Fo 38 — 3
3* 9 2 E

Diese Reihe führt , hinreichend fortgosetzt , zu dem exakten

Resultate ; in der That ist sie nur die Entwickelung desselben

nach steigenden Potenzen von 2αun , wie sich in folgender

Weise zeigt :
In der Kugelschale läſst sich das zu YCu = hi gehörige 22

in der Form darstellen : ( Seite 55. )

õ
E . .

14¹ (2 000
＋ N

Anο -

t. IöI

Machen wir nun wieder die auf die ebene Platte bezüg -

lichen Substitutionen , entwickeln

1 4 4 6

und setzeu für „ seinen Wert

2¹ C 5

. 7²

80o ſolgt :
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2 ν 2
3

2 i

** un eu 6

72

1² Irs 4
J.

J Be
aus welcher Eutwickelung die vorige folgt , wenn man die Re —
lationen

83
aee

2

* IVrs KE 1A¹d
577 Vẽns

71
0

anwendet , und die Summation über allenr undes ausfülrt .
Hieran knüpft sich naturgemäſs der Versuch , für sehr

grolse Werte von 2260b eine Entwickelung näch absteigenden
Potenzen dieser Gröſse zu erlialten .

Ist A 1, so haben wir

E ᷑I .
1＋⁴. α J¹² —

also :

2
AAE

2α . 697 2ce

ö
lKich ,

( 2440 7* 05

Die Glieder dieser Reille lassen nun allerdings , wie der
Versuch zeigt , eine Darstellung , welche unmittelbar die Sum —
mation über alle 15 , erlaubt , nicht zu ; setzen wir aber voraus ,
dals à symmetrisch zur „ Axe sei , 80 dals in seiner Entwicke —

lung nur Glieder mit cosry vorkommen , so haben wir

8 e— res
57

3
1 607

0

und können dann wenigstens für die Glicder erster Ordnung
in /½½unνα ddie Summation ausführen . Indem wir uns auf dieseé

beschränken , erhalten wir :
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7. 0
kAnnühernde 142 4 * ³ — ＋ — 8 A1 5Losung ſür 1 Au 6
grolse Werte 0

8
der Ge—

schwindig —
beit und kür das schr klein werdende Gesamtpotential auf der

bositiven Seite :

57
J¹ 4

69
2＋Æο

eee ,
0

Aufser der schon angeführten Bedingung müssen wir dieser

Formel jedoch eine weitere Beschräukung auferlegen .
Ist nämlich 2α¼¶ “ nůxh noch so groſs , so wird doch für

gewisse Elemente , für welchie v verschwindet , L 1, also die

benutzte Entwickelung ungültig werden . Dieser Umstand hat ,

zur Folge , daſs der aufgestellte Ausdruck nur in einem be —

grenzten Gebiete gilt , welclies übrigens um so weiter ist , je

gröſser 2αε‚ wird . Ich verweise deshalb auf die gleicli fol -

gende Betrachtung ( Seite 6 .

Totentialder Wir bestimmen noch das Potential ꝙ der freien Elektricität .
treien Elek⸗ 5

tricitüt . Dasselbe ergiebt sich aus dem für die Hohlkugel gewonnenen

Resultate durch ganz dieselben Substitutionen , welche wir be —

ständig angewandt haben und wird erhalten :

1. ohne Berücksichtigung dor Selbstinduktion :

Von Iuteresse ist der Fall , daſs die Geschwindigkeit à un —

endlich wird . Nehmen wir au , daſs symmetrisch zur „ Axe

ist , und beschränken uns auf ein endliches Gebiet , so haben

wir für = O0 :



2. Induktion in rotierenden Kugeln . 3D 23

also wird :

J τ
157

27¹ 8
0

5 nithert sichi also bei waclisender Geschwindigkeit einem festen
endlichen Grenzwerte .

B. Vrotlierenie Suihibεαin .

Is werde jetzt die Nachibarschaft des Poles betraclitét , wir
erlialten so die Theorie einer unendlichen rotierenden Scheibe .
Die induzierenden Magnete mötgen wiedler im Innern der Kugel

Hotiçrende
Scheihen

goclaclit sein . Die Schlüsse , welche wir anzuwendlen haben ,
sind den im vorigen Lalle geimacliten gan unalog .

Als Koordinaten beuutzen wir 9, 4 , a; 6 soll hier deu
senkrecliten Abstand von der Rotationsaxe bezeiclmen . Iu
den allgemeinen Formeln haben wir daun zu ersetzen :

0 durch 1e ＋2 „0

0
durch „

1

„ bleibt 5

nacli Kinführung dieser Substitutionen haben wir /e unendlich .
werden z2u luslçnu . s Is gellt dann eine einfache Kugaltunktiou
über in die Form :

Anie doS d Ji ( νοον ,

( und in analoge ) , in welcher / die ite Bussmesclie Funktion
bezeichnet . Durch Intetzrulo , wWelclie den Loontun ' schen gun⸗
analog siud , ist das gegebene „ in Glicder dicser Form Zu

zerspalten .
Wir behandleln jedes Glied einzeln .

Sotzen wir :

2˙ 7
10 — 880

J.
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5o ist für das angeführte Glied die Lösung des Problemes :

2＋＋˙ Aniesin Jsin ( 7ο =o) Ii⁰

( 2 = Anxi eux sin d sin ( ο ) οννν
1

＋ εε it sin ꝙ sin ( οοονν9

Durch Summation ergeben sich die vollständigen Integrale .
Wir suchen wieder eine Entwickelung nach Potenzen von

2α˙νσοÜ uͥu erhalten durch Berücksichitigung der successiven

Induktionen . Durch genau dieselben Schlüsse wie oben er —

hualten wir :

27
2 —

J ‚

„
„5

Die Gültigkeit dieser Formeln ist aber an eine Beschrän —

kung geknüpft , welche den früheren analogen aufzuerlegen wir

nicht nötig hatten . Ihre Ableitung setzt nämlich voraus , daſs

für jedes einzelne Glied der Eutwickelung von „ die Anschau —

ung der Gesamtinduktion als einer Reihe successiver Induk —

tionen erlaubt sei . Nach den Resultaten , die wir für Kugeln
erhalten haben , ist diese Bedingung nur für diejenigen Glieder

erfüllt , für welche 22 / ein echter Bruch ist . Nun kann

aber „ jeden Wert von Null bis OO annehmen , für eine Reihe

von Gliedern ist daher die notwendige Bedingung nicht erfüllt ,
das Resultat kann also nur ein angenähertes sein . In Bezug
hierauf bemerke ich folgendes :

1. Im Endlichen verschwinden die Glieder , für welche n

einen schr kleinen Wert hat , gegen diejenigen , für welche n

einen endlichen Wert hat . Der in obiger Formel begangene
Fehler muls daher zunächst für grolse einen merklichen

Wert erhalten .

2. Die Grölse 22 %t kann immer so klein gedacht werden ,
dafs innerhalh eines gegebenen Gebietes die Annäherung eine

gegebene sei . Denn eine Verkleinerung von 24ο vermindert
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die Anzahl der Glieder , welchie der erforderlichen Bedingung
nicht genügen , eine beliebige Verkleinerung vermindert die
Anzahl derselben in beliebigem Grade .

Die genaue Bestimmung des Gültigkeitsgebietes bei einem

gogebonon 22 ] ι und gegebener Annüherung dürfte Schwierig -
keiten haben ; für die Anwendungen ist diese Bestimmung ohne

Wichtigkeit , da es sich hier erstens immer um sehr kleine

Werte von 220/kł , z2weitens nicht um unendliche , sondern um

begrenzte Platten handelt .

Die Gleichung

4
＋

·˙
* 42

1. 6⁰0⁰
2

ist exakt , wenn man von der Selbstinduktion absieht . Es zeigt
sich also , daſs die Erlaubnis , von der Selbstinduktion absehen

zu dürfen , nicht nur an die Bedingung , daſs 220/l klein sei ,
sondern auch an die Beschränkung auf ein gewisses endliches
Gebiet geknüpft ist . Die Grölse dieses Gebietes hängt von

22½t ab , über dasselbe hinaus aber ist ohne Berücksichtigung
der Selbstinduktion auch keine angenäherte Bestimmung der

Strömung mehr möglich . Ein ganz analoges Resultat wird

uns am Ende des 8 4 begegnen .
Auch eine Entwickelung für groſse Werte von 2 lulſst

sich aufstellen . Wir bezeichnen mit J % den Teil von 4 , welcher

symmetrisch zur Rotationsaxe ist , mit vi Æπν‚ =E ο den Rest .

Dem 7 entspricht für jede Drehungsgeschwindigkeit der Wert

2 = 0. Wir erhalten daher , wenn wir Y als symmetrisch àur
2Axe annehmen , für groſse Werte von 22ο0l :

0
* 7

2 % 6
0

Die Ableitung ist dieselbe wie oben . Die Reihe lälst sich hier

auch vollständig und auch für solche à ausfüliren , welche nicht

symmetrisch zur æAxe sind ; ich gehie darauf nicht weiter ein .

Zum Schluls bestimmen wir das Potential der freien

HKlektricitüt . Durch die passenden Substitutionen ergiebt sich

aus den allgemeinen Formeln :

Hertz , Schriften . 5

Möglichkeit ,
die Selbst -

indułktion zu
vernach -
lässigen .

Annäherung
ſur graſse
Werte der
( ieschwin -

digkeit .
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1. ohne Berücksichtigung der Selbstinduktion :ſreien Elek -
tricität N

Co
PrÆν 00 0/ 500

0

Diesem ꝙ ist eventuell eine Konstante von der Grölse

hinzuzufügen , dalſs in der Unendlichkeit ꝙ = O wird . Die

Formel , zu welcher wir gelangt sind , ist schon von Herrn

JoohuAxNN angegeben für den Fall , daſs à symmetrisch zur

2Axe ist , es zeigt sich , daſs dieselbe ganz allgemein gilt .

2. mit Berücksichtigung der Selbstinduktion haben wir :

Für oο werdende erhalten wir , wenn symmetrisch
zur Axe ist :

0⁰
0 J 0

◻ε ο * ⁰ 42 ＋ 2 21 K8
60 27 560

0 0

Das erste Glied wächst mit ins unendliche .

Wir haben bei der Behandlung ebener Platten immer an —

genommen , dals nur auf einer Seite der bewegten Platte sich

induzierende Magnete befinden ; diese Voraussetzung ist un —

wesentlich . Ist sie nicht erfüllt , so zerlegen wir das gesamto

Potential nach seinem Ursprung in zwei Teile , und behandeln

jeden so , wie dies oben an einem von ihnen gezeigt ist .

§ 4. Vollständige Lösung für Kugeln und Hohlkugeln von

endlicher Dicke .

Wir wenden uns jetzt zur Bestimmung der Induktion in

einer Hohlkugel von endlicher Dicke . Um Weitläufigkeiten zu

vermeiden , mögen zunächst nur im äuſseren Raum induzierende

Magnete vorausgesetzt werden .

Es seien U J/, „ die Komponenten eines Vektorpoten —

tiales , welches von geschlossenen Strömen herrührt , die ganz
oder teilweise im Innern der Kugel liegen . Wir suchen die
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von U, V, V induzierten Ströme à“ v 1 .
stelien die Gleichungen :

5 5 % 67— 5＋
At - — — E

0 απ 6³⁰

8 60 57% 0
*n¹¹ ＋Qυe = ν ＋ 9ο —

070 o

6%% EU 0 —
R*¹⁴ n — — — 0 /2 (6577 6²

ferner im Innern :

52⁴ 5 0¹˙
ä
π 67% 602

und an der Oberfläche :

＋ α ε

Wir setzen zur Abkürzung :

67

Für dieselben be -

Die Differen -
tialgleichun -

gen.

1

0
% 070 44

5
69— 5◻— 7e — — ——= A7f2 —(5 2 62 6πν 05

Unter Beachtung des Umstandes , daſs

56
.

6 /J

oα 6575 93
—

erhalten wir nun für die Bedingungen :
In der Masse der Hohllugel :

gAU4A 200 E 70 ＋ 0 ( A4- 7Al

und an der Grenze :

0 0 . 5 5J/ 0* 4
0

5 5 8
50 0

8 0 677

Wir beweisen zunächst den folgenden Satz :
Haben 77 die Form :

6 ad0
6

bildet .
92 Nn3

f1
22 — 2
602 670

7¹*
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PE 8 dr 02

0 0
2 45 AX „ ẽ VAuJ2= O 17

welche Form der Gleichung

d 85˙ 62

genügt , so sind die Lösungen der vorstehenden Differential -

gleichungen :

6 *
◻＋ν ονν l 95 — ven ,

1 f 1 6 n
6ÿn½⁰ sin 0 90

65 5n 59½
**** 77⁷ —— — 2 —

20 0 62 550/

K 0— 6n 57
2ρ ˙ * E — ＋πά* 0 0 52

6 37
4% — o

70
0 2 5

Beweie des- Um den Beweis der zu führen ,
selben .

VJ m ( mn 2n ＋ 1) 0˙ 2

JV m ( m ＋ 2n ＋ 1 ) 0

4J m ( mn ＋ 2u ＋ 1 ) 6˙˙ (K.

241 — Nαν m( n 2n ＋ 1 ) 02

0

% ½1 άuYννά m α 2n ＋ 1) 0e2

4 . 4 24 m̃ ν⁰ ασ⁰2n ＋ 1) 0˙̊2

*

drücken wir

zunächst die Bedingungen für ꝙ in Y aus . Es ist : (8S 1,4 )

57
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ferner :

6J 51 20 69„ 8 —— In. ee - Lſerdr — ner.) — erh

5 6
ön

* ¹
u 0 v , — Oοεαν˙ ) —

5 5 / . 6 * 22 Sn n0 1hnn , — ν. α 1
5

Daraus folgt :

N (2 1) 0—l —n

Also werden die Bedingungen für ꝙ:

2 * 2

652
Ac = um ( m ＋ 2n ＋ 3) 6 Lnen,

n6*⁷
* 0 0 4 6 5

an der Grenze :

50 00 2600½

50 ( ‚uν＋ αν ＋ 97 0 32 11

Diesen Bedingungen aber genügt 9 , denn es ist

erstens :

2 0
A00 2=＋0 4 K ＋2

75 21 ( o R % — 12 A ( n 10

u 65K „ αν ＋ 2) ( n ＋ 2n ＋ 1) — 2n

/ον⁰e 2 m ( m 2 ＋ 1) ＋ 2510
2 0n= ο 6 n ＋0 N2n ＋ 3 ) 0˙ :2 6L. ney ,

＋2679 65 5
wonach dieé erste Bedingung erfüllt ist ;
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zweitens ist das Produkt aus einer Funktion der

Winkel und oαανnνεt , also

ο n＋uαε
8

650
4

0
3

wonach auch die zweite Bedingung erfüllt ist . Aus dem 80

als richtig nachgewiesenen ꝙ folgen aber die 0ννν durch die

ursprünglichen Diflerentialgleichungen , zunächst allerdings in

einer etwas komplizierteren Form . Ganz dieselbe Form ist

aber schon Seite 46 aufgetreten , und es hat sich schon dort

gezeigt , daſs sie mit der hier gegebenen identisch ist .

Folgorungeu . An diesen Satz knüpfen sich die folgenden Bemerkungen .
1. Wir können in demselben oν durch eine Reihe von

Potenzen , deren jede mit einer willkürlichen Konstanten multi —

pliziert ist , also durch eine willkürliche Funktion von o ersetzen .

Wir können zweitens / „5 durch eine Reihe von Kugelfunktionen
verschiedenen Grades mit beliebigen Koefficienten ersetzen , da

die Ordnungszahlen im Endresultat keine Rolle spielt . Hier -

aus ergiebt sich folgende Verallgemeinerung des Satzes :

Ist à eine ganz beliebige Funktion und

0

50⁰

so sind die von U, , / induzierten 2ονο :

‚ 0 37
*vQvſ —

2 E

gν
2 —2—— 5

* 50

o bοα
Q f

60 .

Es ist nicht schwer , diesen Satz mit den in frülieren

Paragraphen erhaltenen Resultaten in Verbindung zu setzen .



2 . Induktion in rotierenden Kugeln . 71

2. Die durch obige Formen gegebenen 7 rühren
von Strömungen lier , die in konzentrischen Kugelschialen er —

folgen . Denn es ist ,

A να ε ο

Unigokelirt Iassen gicli die C, / , / / solchier Strömungen
immer in obiger Form darstellen . Deun ist VV ' ο dus Glied
in der Eutwickelung der Strömungsfunktion , welchies die ute

Kugelfunktion entliält , so haben die zu diesem Gliede geliörigen
U, J , oline weiteres die obige Form .

Andererseits geschehen auch die induzierten Strömungen
in konzeutrischen Kugelschalen . Denn es ist

2⁰ L % Y
Wir folgern daraus :

laino Strömung , welche in konzeutrischen Kugelschaleu bie Strö —
erfolgt , induziert eine Strömung , welche dieselbe Eigenschaft chiclt 1c -
hat . Und weiter : Die Strömungen , welche in einer rotierenden Beatüschen
Hohlkugel durch ruhende Magnete induziert werden , erfolgen tlen .
immer in konzentrischen Kugelschalen um den Nullpunkt .

3. Ls ist

ο] . ν te 7

sobald ν/ , V die obige Lorm , also die induzierenden Ströme
die besprochene Ligentümlichkeit haben . Wir werden dies in

§ 8 benutzen müssen .

Us ist nun nichit melir schwer , die successiven Induktionen rechnung
5 80 9 SuCCES-zu beréchnen , welche ein gegebenes äulseres Potential hervor - sven Induk -

tionen .ruſt . Sei u , das „ te Glied in der Eutwickelung desselben . Wir
fanden die Ströme erster Induktion :

1 63
44145 ——

a9
5 —

uEI &* α õο .

0¹
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Die zugehörigen L J J½1 sind :

83
2 O õαν IR² 0² 272n＋ . 9

1 * ι¹ 2141
23u

P3 ( 2n 1) ( 0²³ f1

P.
27¹ 0 Je² 0² 2721ν

4

5

9 ufII 2ur ( 2n＋1 ) ( 25 ) G

IV. X. I 23 272n 4＋

u＋i W 25 5 215 ( 2n T.i) (2ůL5 ) 0K

Man findet diese Werte durch eine einſache Integration , in —
dem man beachtet , daſs 21 v1 1 Produkte von oν und Kugel -
flächenfunktionen sind . Das Podential jeder unendlich dünnen

Kugelschlicht im Inneren und Aulseren derselben ist bekannt
und eine Integration nach ebgiebt die angeführten Werte . Es

folgen aus denselben die Strömungen zweiter Induktion :

22 /oν uoᷣx“ / 17 0² 25
I··C˖·XEE . . ········ ( (

u＋1 6ο 21⁰¹ 2u-＋˙3 ( 2n＋1 ) ( 21＋3 ) 02 /

277 οανο νννο)/ DY. f 0² 272f
22 — ÆICNr5

u＋1 (σ / dονe 2u - 3 ( 2n1 ) ( àn＋3) C21

8
2 * 0οαονο ‚ 0² 272＋

„ ·· . . . . . .8
nEI / ö . 21＋¹ 2u◻T3 ( 21＋I ) ( ns⁰ον⁰

In derselben Weise kann die Rechnung beliebig fortgesetzt
werden , die Resultate derselben werden jedoch immer kom -

plizierter und wir wenden uns daher zur exakten Lösung des
Problemes .

Wir sahen , daſs die Strömungen immer senkrecht zum
Radius sind , wir können also wieder von der Strömungsfunk -
tion Gebrauch machen .

Sei HAe ) =F eine beliebige Funktion von 0, 8ei

. In

die Strömungsfunktion eines in der Kugel bestehenden Strom —

Systemes .

Die Stromdichten sind :
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61
* Æ◻f27

νn
7 * 2Ld,
2

2⁰ 2
Sei nun = eine zweite Funktion von 0 , welche

mit F durch die Gleichung verbunden ist :

0 R

F ( 0 = 42 F( a ) da ＋νν ο οννεεοεάν ] ) 74
0²²⁰⁰ 8

5 0

aus welcher durcli Differentiation folgt :

7 U

l . E %( en — arefled0 4⁰

Es sind dann die zu u, o, gehörigen J ,

6 nLUEF
5⁰

1 Iu . n
oο

IY LA.
00 .

Daraus folgen die von dem System induzierten Ströme :

0
1

6n
7

* 60

24
0

155 2
20 oοο

0 675%

70 5 .

Die zu diesem System gehörige Strömungsfunktion ist :

0⁰ 17
CHyn
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Es induziert also die Funktion

„
die andere :

‚ 0ι
7

E
5 0 W

Es bedeute nun //die in der Kugel unter dem Einflusse

der äulseren Potentialfunktion ½% thatsächlich bestehende Strö —

mung , ½ sei die von den äuſseren Magnetismen direkt indu —

zierte Strömung , dann ist oflenbar die Bedingung des statio —

nären Zustandes :

Æν ο 5

Um diese Gleichung weiter zu entwickeln , zerlegen wir

Nu und betrachten jedes Glied für sieh ' ; sei das vorgelegte :

EOOR 9
KRN 1 0 008 200 175

Wir haben dann ( Seite 50 ) :

0 0
⁰ 10

40 7¹

Setzt man nun

sin ⁊ινι ttt

0

07 5— Si U 11Ale
15 1＋1

U5 ( 00 sin 0 ＋ /e ( 0) ooõ⁶ Puο

S0 wird

50 32 0 In 72
75

*
75. f

78 7e 7—f1
(10 cos ĩο 20 Sin ⁊0) ni·

Die Gleichung /π ρNι⁰οαν ) νν ist nun erfüllt , wenn J und

5 den Gleichungen genügen :

5 %) - = 1ινν οu

6 ) - = ν⏑ Qν ν
durch welche 7 und ſ½ vollstäudig bestimmt sind .

Denken wir uns /5 und /½; gefunden , 8o läfst sich das Re —

sultat der Untersuchung in folgender Form aussprechen :
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Die Selbstinduktion lälst die Form der Strömungslinien
( kür jedes einzelne Glied der Entwickelung ) ungcändert , ihre

Wirkung bestellt darin :

erstens , die Erscheinung um den iten Teil eines gewissen
Winleels d im Sinne der Rotation zu drehen , eines Winkels ,
der für die verschiedenen Schichten von verschiedener Grölse

ist , und für welchen die Gleichung tgo 7 , silt ,
zweitens , die Inteusität der Strömung in den verschiedenen

Schichten in verschiedeuer Weise abzuündern . Das Verhältnis

der wirklich stattfindenden Intensität zu der ohne Berücksich —

tigung der Selbstinduktion erhaltenen ist

7 59 25 V. 4 F. 1

Mit der Bestimmung der Funktionen / und 7½5 werden wir

uns einige Zeit zu beschülftigen haben .

Wir führen die folgenden Abkürzungen ein : Es sei Wchandlungder Glel -
chungen für

47¹²5 2 i
1

5

11¹ 3 . 11 It —

60 - 9u ( e 110

72( 0) ον² (νν) ) σαεeο

Wir denken uns in die Gleichungen , welche / und / be —

stimmen , für und / % ihre Werte geseètzt , wir transformièren

sodann die Gleichungen auf und ç , und erhalten :

0 8

74²8 92＋1
0¹⁰ ν ＋

GcTBee
14 Gον,h ＋ 02˙ 4

0

0 8

1
9ρ (20-T1)ᷣ6f1 85

a² . ιννCQd 7— 0Cr600ö
8 0

Durch Differentiation geben dieselben :

0 2 4 ( 02C 1 F6 EoSρ

1

5 0 2n
5 (02F＋1 6 ) 0 % .



76 2. Induktion in rotierenden Kugeln .

Die Form der Funktionen ꝙr und ꝙ½ hängt also nur ab

von u, in den Integrationskonstanten kommen dann allerdings
noch ½u, s und S vor .

Obige Gleichungen können geschrieben werden :

- Elg⸗

— 2

„ 2uE - 2 ,
G ＋ 60¹

Als Differentialgleichungen können dieselben vollständig

ersetzt werden durch die folgenden :

6 ◻ 4＋ 9¹H 1

21 - f2
αε 6¹Hr Spt 10

Denn alle Lösungen der letzteren befriedigen erstere , und die

allgemeine Lösung der letzteren enthält 2 X 2 willkürliche Kon -

stanten , ist also auch die allgemeine Lösung der ersteren .

Setzen wir 1n2ε = 1 , und verstehen insbesondere unter 2

diejenigen Wurzeln dieser Gleichung , deren reeller Teil positiv

ist , also :

1¹ ² 7550 175 2 1)
2 Vαν νε uον

Ss0 werden unsere Gleichungen :

9˙ ̃¹
2uE2 , 2

0

Die beiden partikulären Integrale derselben sind :

11 85

Uνe ονν edον , ι ννν σονο̇ dο

21 1

gültig für reelle positive o.

Daſs diese Integrale die Gleichungen befriedigen , wird

etwas weiter unten gezeigt werden . Da in unserem Falle n

eine ganze Zahl ist , so lassen sich die Integrale ausführen und

also das Resultat der Auflösung in endlicher geschlossener
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Form aufstellen , der Einfachheit halber möge die Integralform
beibehalten werden . Setzt man

＋1

Vn 70 — v) n Cοοναν

9 — 0 — v² ενυον ανο ,
1

s0 sind offenbar die Lösungen der Differentialgleichungen :

i Ayn ( Lio ) ＋ Bh , CAο) ＋ ααn⁰j . ＋ Dan ( ο )

—
gſa = νννάαννν ] νm¶aο ) νοννν˙ ) ανναννυο˙ννο)ο

Diese Lösungen sind in die Integralgleichungen einzu —

setzen und daraus die Konstanten zu bestimmen . Zur Aus —

mittelung der dabei auftretenden Integrale dienen die folgenden
Rechnungen :

Man hat :
41

P ( A0) . οe = ννẽỹYlov du

4¹
3

55
2

45 ( ane ) ( v ) n ( oο ＋ 27⁷ 1) el 4ο

—

A2npορνe IöIUοοο ,

do

1
1 1 2 24 0 2n

85 Gee — ⁰ ο σααNανσ αννατσναννοννν
̃

νονο?ονν] ν) σ.

Die letzte Gleichung zeigt , daſs „ , eine Lösung der vor —

gelegten Differentialgleichung ist .

Durch rückwürtsschreitende Integration findet man nun

aus den vorigen Formeln :

) Die letzten Glieder der Gleichungen werden durch Umformung
der voranstehenden Integrale , vorzüglich durch partielle Integration er —
halteu .

Deſinition
der ꝓ und 3.
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Integral - und .
21Rekurs ' ons - f

Oοn ( vo) do
12 UD 1 ( J0 )

vund 9. 9 1

und

E 1
( 0⁰) 40

3
0² ν ( J0 ) „

aus welchen durch Differentiation die Rekursionsformeln folgen :

L 27¹ 3 (Lo⸗
I˙¹ Qο ) ο .K

2- —f1
D i G0⁰ 3 ( v⁰) ＋

2n In ( QU⁰ο,

aus welchen folgt :

24181 2²α

27 In A
an( 1¼⁰¹)

N
Pn 1175 21 ( të 1) 7 2 ν . ε= 1 ) 0¹eE

Ganz ähnliche Reclmungen lassen sich nun auch für die 9 ,

durchführen , die Resultate gehen aus den eben gewonnenen
einfach durch Vertauschung von 5 mit hervor , man hat

also auch :

ſon, (Ao⁰) doο ⸗ 1 9¹ = i04 )
*

ſon, 9u = iονφ ανοẽ 155 62¹ Jn Qo ) ete .

Mit Zuhilfenahme dieser Formeln hat die Ausführung der

notwendigen Integrationen keine Schwierigkeit , beispielsweise
hat man , unter Zuhilfenahme einer partiellen Integration :

0 8

7 42¹ 2 hααοο Qαν οπυοhα,²t ayn ( a ) 4

4 0

2un ¹ 109 K (21＋½1 ) S21 7 ( 9ne
E 7²

27＋1
02 1 ( 0)

21 K2nε 21＋4

— 1 02ν 1(ö) —
26Li) PD¹α¹ο 7

02ν h ( 0 ) .
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Setzt man diese und die ähnlich zu bildenden Ausdrücke
üir G 81 1785 1 2für 9 in die Gleichungen ein , beachtet , daſs ◻ ＋ᷣ1 13,

und 2= —1 , 8o0 heben sich die ꝓ und 7 , wie es sein muſs ,
heraus und es bleiben Gleichungen zurück von der Form

const ,0 =const ] . ＋＋
52T0

welches die Lösungen der Gleichung

l
0

4ασ

2 4 242n ν t ( 2nαπερr
45 7 ——

sind .

Die hier auftretenden Konstanten müssen einzeln ver —

schwinden , und es werden 80 die folgenden 4 Gleichungen für

A5B C erhalten , unter Beachtung des Umstandes , daſs

Pire

ist :

2111 9 V„.
13 Ayn - 10¹ hB . iG2C Nn 10⁰ HDan 102 )

0 Ayn 10¹ pο. — 1² οοn * 10¹ LDaꝗn 10⁴⁰ù½)

0 = Apnν - νν ) ο α‚ H - ⁸ ) ＋ CIαννσus ) Don 1108⁵)

0 = Ahn¹is ) - Bpnν,NL̈ ) ＋ C ιο νννH .

Dieselben lassen sich leicht auflösen und ergeben :

4
21Y 7 In ＋1 ( ¹

A
αν ꝗBpIU,idue ) — PniUS9 10180

K1 pA1010
4¹ IDn 10¹1 ) Ju＋ 1¹8⁸) Paf 101⁰⁰ν⁴s8N

7 K
2¹ο 8 2σ ( 25 )

4½% Pnu— 10² 441028 * Dur104285 ) J 1

5)
2 * In41 ( 12

an P . = 10290 τάνjE,jjtàw
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80 2. Induktion in rotierenden Kugeln .

Indem man diese Ausdrücke in ꝙ1 und J½ einsetzt , erhält

man die vollständige Lösung . Dieselbe lässt sich einfacher

darstellen in folgender Weise : Da 1 und J½ konjugiert sind ,

so sind auch ( A¹e ) und Cσο konjugiert , ebenso sind , wie

man leicht sieht , 4 und B konjugiert , und es ist daher

Ayn Cio) ＋ Byn (CAal)
gleich dem doppelten Werte des reellen Teiles jedes dieser

Ausdrücke . Hbenso ist

Ayn Cio ) Pyn C2 ) ,

welcher Ausdruck in /½ vorkommt , gleich dem Doppelten des

imaginären Teiles des ersten Gliedes . Indem man dies be —

achtet , und die Werte von 4 und C, erkennt man leicht die

Richtigkeit der Gleichung :

2111 . . 100 ) 911 ( U) — Jb1ο
aàn PuIUI § Jn1 (1¹⁹⁴⁰ 9 . 1U1YD (119

91 ＋ 9 l 1 εε

Besonders einfach wird die Gleichung , wenn 8s = 0 ist , es

sich also um eine Vollkugel handelt . Dann ist 95416 ) un -

endlich , unsere Gleichung wird also :

2n 1 pn Ci
＋ε 2n

Die Grölsen , auf deren Kenntnis es uns besonders an —

kommt , nämlicht der Winkel d = are tg / und die Ver —

stürkung der Stromstärke V„57 ＋ 7 . haben eine sehr einfache

analytische Bedeutung , sie sind Amplitude und Modul der links

stehenden komplexen Gröſsen .

Die Rechnungen lassen sich weiter führen mit Zuhilfe —

nahme der folgenden Bemerkungen :
Die Integrale , durch welche ↄ und 9 definiert sind , lassen

sich für ganzzahlige n unbestimmt ausführen , und die p und 9
also in geschlossener Form erhalten . Wir können und wollen

unter den und diese so ausgerechneten Funktionen ver —

stehen . Dann sind auch mit negativem Argument zulässig ,
und es gilt die Gleichung

Pu ( O) = 4 ( 0 ＋ ½ε ο
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aus welcher folgt , daſs

In ( C) = PDuE )

Denn sei , unbestimmt ausgeführt ,

0 — v²ſ οανν Æε ,˖ o, 5) ,
dann ist

4 . 00 Vαονν

pYn( 6) 0 = 0 — ve)n ＋ —vο ) οον dο

0 0

1 ( 6 - „ , 1) — ( - , 0)

＋ ( 0 , 1) — J ( o, 0)

Aber es ist für ganze n

I ( 0 , O) ο , ( - = ,0 ) = ( 5 , 0)

und s0 folgt die Behauptung .
Die einfachsten Integrale der ursprünglichen Differential -

gleichung sind also :

Jn ( o) und n =
Folgendes sind die Werte der ersten 7, von welchen der

erste direkt , die übrigen durch Rekursion bestimmt sind :

7

6832
7* —

9⁰ 0

* 1
03 2 — — 3 1 ＋4. 02

Die ersten 4

3 3
17 „4² * 6 1

N
1

6
4

16 15
˖93 ⅝u—ᷓ * — — ts .4³ 6 0 3 6³

woraus also folgt :

R* .F

2
·74 ◻ εει ſe ＋ e— — f etc .I 5 0

Hertz , Schriften . 6
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Fiür grosse Werte von nähern siclt die p und den

Ausdrücken :

— —
3

4n Dοα˙ u .
riDie ꝓ und 1

ſur groſso
und kleiue
wWerte des

In ( 6 ) — 9¹ αe= 0
Arguwentes

Für sehr kleine Werte von wird :

Rale 1V
Jn ( 62nα

Die Gleichung — νεννννννννιεε ο)]) verliert hier ihre

Bedeutung , da für 2=2 O, = α·˙·οο vwird . Um auch für sehr

kleine νο nzu kennen , entwickeln wir es in eine Reihe nach

aufsteigenden Potenzen von ç . Es geschielit das leiclit , indem

man in dem Integral , welches 5 darstellt , für e“ seine Reihe

setzt und gliedweise integriert ; man erhält :

2＋¹α 62 61

2 . 23 J 8 3 ＋ 3 . 2nIn ( 0)

Von Wichtigkeit für später ist uns noch die folgende
* 4

Formel : Es ist :

Jn (65) 7¹ - =1 8 0) — NJun( — 0) 7¹e= f ( 5

a) = 22
5 la. 10 %9r 2 ( — 0) — 9 - 1α 99ꝗ 2400＋

1Süe
4

6 —47
welche Formel sich durchedie für gelundene Rekursionsformel

loiclit beweisen lülst .

In allen besprochenen Eigenschaften der . und % zeigt

sich eine nahe Verwandtschaft derselben zu den BRSSBL ' schen

Funktionen ; in der That lassen sich die J * durch die Puνανι

und νν ausdrücken .

Aus der Formel , welche unser Resultat bildete , können

wir nun die Funktion 5 fortschaffen , und erhalten :
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2 ¹ Ju＋I (459 9⁴( ) — 7u ＋1 ( - ) JulAο
) Definitive

7¹ J7u＋ ( 7 ( — 1 — Fu＋1 ( - Aσν Ju - =1 ( 1 ) — 2

＋ 02 — 1

Wir wenden diese Formel , welchie die exakte Lösuntz giebt , Auveudung
8 lerselben .auf spezielle Fälle an , welche Vereinfachungen nꝛzulassen .

1. Es sei zunächst die Hohlkugel sehr dünn , sei d ihre Puune
8 8 8 Kugel -Dicke . Is ist dann & schr wenig verschieden von s, Sei

S = ÆS ” , vo nun d0 = id ist

Für o können wir einen beliebigen Wert zwischen s und

§ setzen , sei G ◻ 8.

Setzt man diesen Wert in obige Formel ein , wendet im

Nemier die Substitution

27¹0 12
9 — 1 2n 9n ＋ an(1i ) 21

an , und dividiert durch den Zähler , so erhält man :

667 α ⁰ ο —1

1
*

* ¹ẽ JuUꝗννσ ειιννάνε . ανννονοννννά νεννάα⁷εν

202＋½1) ( 2＋ο1 ) Jανια ) ννε νο ναεον = οαν )

Setzt man nun entwickelnd :

9 1608 ) Jn＋α-ꝰ ( 6＋ o )

˙ονοναε Iu ( ; )

0¹6

＋Ju¹ ( 8 ) ＋
20 2˙＋2

51＋2 1 54＋ 0U
0⁰t7

4⁴4ε = 8 ) 4＋ει uÆ⸗
202＋2 42 - ν f

1) ILis werde fortan für 4, einfach Jgeschrichen , und ist 4180

6*
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so kann man unter Zuhilfenahme von Formel a) ( Seite 82 )

die q durch Division wegheben und erbält :

1
G1 ＋ 9 — 12 = —ç 7561 ＋ 9 80N2

14
22＋ 1

Nun ist aber

80 47uον

21¹ ( 2140n 4
—

nach unserer früheren Bezeichnungsweise , also wird :

1
61 115 02 2 1 —

PA◻UYl

25 1 J
U f

e .

welches Resultat mit dem früher erhaltenen zusammenfällt .

Wir haben sonacht einerseits unsero Formel an einem

schon bekannten Resultate geprüft , andererseits den Beweis

geführt , dals die früher gegebenen Formeln für alle I gelten ,
welcher Beweis noch ausstand .

kleine 2. Wir wenden zweitens unsere Formel auf den Fall an ,

— dals wir in den 71 und E nur die erste Potenz der Drehungs —
Lelten .

geschwindigkeit beizubehalten brauchen . Der Einfachheit halber

beschränken wir uns auf eine Vollkugel . Für eine solche

hatten wir :

21
22＋/1 5¹αο )

6 /
2n Pu180 )

Eutwickeln wir die p und behalten nur die ersten Po —

tenzen bei , so folgt :

2＋
2

2n
fiT • - 1 a

2 42 — 17
20I1

Eine nähere Betrachtung dieser Formel zeigt , daſs die

aus derselben für / ? und /½, ſolgenden Werte , in /eingesetat ,

nichits anderes ergeben , als die Induktionen erster und zweiter
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Ordnung , welche wir schon auf Seite 72 berechnet haben .

Wir betrachten hier nur den Drehungswinkel . Mit ausschliels —

licher Berücksiclitigung der ersten Potenzen hat man :

5 22 ͤ Ie2 92
are tg 72 — 5

6
l

1 70 2141 2ur ? 3

also den Drehungswinlkcel

0 21 J112 0
1 (ärft — —

Es erscheinen also alle Schichten gedreht , die Drehung
ist am kleinsten an der Oberfläche der Kugel und nimmt von

dort gegen das Innere stetig zu . Denkt man sich durch den

Aquator der Kugel einen ebenen Schnitt gelegt , und verbindet

korrespondierende Punkte der verschiedenen Schichten , 50 er —

hült man ein System kongruenter Kurven , welches sehr geeignet

ist , den Zustand der Kugel zu veranschaulichen . Die Glei —

chung einer dieser Kurven ist offenbar :

ö —
7 Sutsſ⸗ 8 π7 77²
5 1is7 , 0 W )

oder sehr nahezu :

2⁷ 77² 3
*

21e⁰¹ 2＋εε70

In Fig . 8 sind diese Kurven dargestellt für den Fall , daſs

Fig . 8.

die Kugel von Kupfer , 7e = 50 mm , n -= 1 ist , und dals die

Kugel 1, 2, 3, 4 Umdrehungen in der Sekunde macht .

3. IEs werde drittens angenommen , daſs / 80 grols sei ,
dals für die ( 5 ) und 64 ) ihre angenäherten Werte gesetzt

werden können . Ls werde ferner angenommen , dals das Ver —
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hältnis /ν weder sehr nahe = 1, noch sehr nahe = 0 soi .

Ersterer Fall ist schon erledigt , letzterer muls besonders be —

trachtet werden . Durch Einsetzung der Näherungswerte in

die exakte Formel wird erhalten :

2141 Fn 6 1 6 (o=s̃ )
4

6¹ 55 92
—4

＋ u 2 6 168 )

Da § nicht sehr nahe gleich s, beide aber sehr grols sein

sollen , so verschwindet im Nenner das zwoite Glied gegen das

erste , und es wird

— 2n＋1
/INJu

00¹ ＋ — 1 = σιοεεεν ) οενιενεεενοαειεεσε ν οονεrν)6 U Cπ E 8
N

Das zweite Glied der Parenthese verschwindet gegen das

erste , aulser wenn r ist ; verzichten wir daher auf eine

genaue Kenntuis der Strömung an der inneren Grenze , 80

können wir setzen :

21α¾¹ NrY

Da s odere vaus dieser Gleichung verschwunden ist , 80

ist anzunchmen , daſs sie auch für Vollkugeln Gültigkeit hat ,
in der That ergiebt sie sich leicht aus den für Vollkugeln gel —
tenden exakten Formeln , wenn man ähnliche Vernachlässigungen
macht , wie die oben ausgeführten , und auf eine genaue Kennt -

nis der Strömung im Centrum verzichtet ( wo übrigens die In —

tensität sehr klein ist ).
In den erhaltenen Ausdrücken ist

1HU = h ) ;

ohne die Sonderung des Imaginären und Reellen auszuführen ,
finden wir leicht :

2 1* 1¹
Rreisssz : . .

1 2ια
1¹

e (. =·ον5 72
1¹

HAYfi -
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Setzt man diese Ausdrücke in /Tein , so erhält man :

.
(Je—-21¹1 Vun, * 1

3 205L1) 4
*

* Sin 70 4 IJ
welches also diéjenige Strömuntsslunktion ist , die bei sehr

grolsen Drehungsgeschwindigkeiten von der äulseren Poteutial —

lunktion

O8 68 1
11 * J

2*
C08 ¹8 7²

hervorgerufen wird .

Die Bedeutung obiger Formel läütst sich leicht durchschauen ;

stellen wir ilir Ergebnis mit den früheren zusammen , 8o kön —

nen wir die Erscheinung , welche eine mit beständig wachsen —

der Geschwindigkeit unter dem Hinflusse einer induziçrendlen

Kugelfunktion rotierende Hohlkugel darbieten würde , in fol —

gender Weise beschreiben :

Beginnt die Selbstindulction merklich zu werden , 80 ver —

ändert sie die Form der Strömungskurven in den einzeluen

Kugelschichten niclit , die letzteren aber beginnen sich schein —

bar zu drehen im Sinne der Rotation ; dabei gelien die inneren

Schicliten den äulscren voraus . Die Drehung der inneren

Schichten ist an keine Grenze gebunden , sondern kaun ins Un —

endliche wachsen , der Drehiungswinkel der äulsersten Schichit

konvergiert gegen den Wert 3/47 , nachdem er übhrigens vor —

her bei Hohlkugeln diesen Wert überschritten haben kann . Ist

die Dreliungsgeschwindigkeit schr grols , so liegen korrespon —
diorende P' unkete vorschiedener Schichten auf Archiimelischen

Spiralen , die Zulil der Windungen derselben in der Kugel
wächst mit der Rotationsgeschwindigkeit ins Unendliche .

Die Untensitüt wächst anfangs mit der Rotationsgeschwin —

digkeit , aber nirgends dieser proportional , schneller in den

ünulseren , als in den innéeren Schichten . In der fulsersten

Schicht wächist sie beständig , schilielslich wie , in allen an

deren erreicht sie bei einer gawissen rehungsgeschwindligkeit
ein Maäximum , un dann wieder abzunehmen . Bei grotsen 6,

nimmt sie vom Rande gegen das Innere ab wie eine Expo —

neutialtunktion , deren Exponent 4 % entlült .

Von Iuteèresse ist noch die Abhängigkeit den Erscçheinung

Jusummeéu —
ſussung des
Resultates
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von der Ordnungszahl i ( deren Quadratwurzel auch in Uuent -
halten ist ) ; ich verweise deshalb auf die Formeln .

Ein scheinbarer Widerspruch zwischen der Theorie einer

unendlich dünnem Hohlkugel und der einer Hohlkugel von
endlicher Dicke mag auffallen ; derselbe löst sich ! leicht , wenn

man beachtet , daſs jede noch so dünne Hohlkugel nur bis 25
einer gewissen Gröſse der Rotationsgeschwindigkeit als unend —

lich dünn betrachtet werden darf .

Fan. dafg die Ich will noch kurz den Fall erledigen , daſs die induzieren —

Inneren der den Magnete im Iunern der Hohlkugel liegen , daſs also die

auftretenden Kugelfunktionen negativer Ordnung sind .

Es sei

E 3

In 4
＋

cos 2001 * ¹

dann wird :
11 7

sin ⁊20P1
7²

Setzen wir nun

ο 7 1ν i Fg4s 8
2 — 40 —＋ Sin 20 ＋ 2 cos ih I f

A , N

s0 wird die von / induzierte Funktion Wiubs

*7 1＋ 1 72
e— 2 J 40 8 „ A cos hο YV siu ĩhο) Iνο .

Dabei ist aber der zwischen F und V ein

etwas anderer , als früher ; es ist nämlich gesetat :

2
47 52 ＋σ-

F( o) = 77117 ö ſlale * 7 75 ſade
12

Die Bedingung

7 — 570 * 7

liefert wieder die Gleichungen :

fi 2
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Unter Benutzung derselben Abkürzungen , wie früher , wer -

den dieselben :

5

0¹ ανε ＋＋ — . aꝙ ( a) dα ſon, U1 ανσνn / ddia

2 0

8
*

52 5— — 7 αφνοο/iαι Aα 75 2n EIUα n
66¹i02

⸗=

0

Differentiiert geben diese :

4 1— (an 2
700 02⁰ 4⁰

1
21＋C27 —2n —1 —8 6 GV. — 660

47 45
( 100

oder :

8
RR

„ 21½⁰⁰,
2 — — 2 09¹

Setzt man ꝙοÆε ον,ẽ ) U, so folgen für die die Glei —

chungen :

„ 21n˙＋·˙2—g,
Gu ＋

21＋f - 2 —?
92 ＋

55
8

92
—

G1 5

also Gleichungen , welche wieder auf die , und % führen

Die Bestimmung der Konstanten läfst sich dann ganz

analog der früheren ausführen und es wird erhälten :

G¹ — 1 92

02n¹ 1

2( 62˙ ＋ 1) ( 2n ＋ 1 * 52＋5

81 Ju ( — ⁰ 9ᷓ 118 ) Ju ( Ao)

4 . 10 νννν mο e νάe = 4ι
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Besonders einfach wird die Formel für den Fall , dals 80

ist , es sich also um einen kugelförmigen Holilraum in einer

unbegrenzten Masse handelt .

Dann wird 9½ % ) = , und also wird

2˙νι
J . ( ν0 —1 ＋ ο = ε= 2 ( ＋ 27J 4 7² 1)00

α
ie

Kann man ꝶ½ = wegen des sehir kleinen Wertes von 0

gegen diie Einheit vernachlässigen , so kann man für die 9 ,
ihre Werte für kleine Argumente ( Seite 82 ) setzen und erhält

dann :

IS1νννι

oder , da wir die Grölsen von der Orduung schon zum Teil

vernachlässigt haben :

1l 1＋ ν * 2 EU 1

¹ ⸗= 1 9
σ 0 5

wie es sein muls .

Verschwindet andererseits die Einheit gegen à„1, und er —

setzt man demgemäls die % durch ihre Näherungswerte für

groſse Argumente ( Seite 82) , so erhält man :

57¹ ＋ νι = νnl 56 „ α
2

Daraus ergehen sich älinliche Erscheinungen . wie an der

Vollkugel , die Dreluung beträgt 45 % an der innersten Schicht

und wächst mit wachsendem o ins Unendliche .

Für /½ findet man

,(e—9 7 0
4 7 75 4 * sin ĩc — 7 5 * ＋

welche Form der für die Vollkugel erhaltenen ganz analog ist .

Man erkennt übrigens , dals schon bei den Kleinsten Dre —

hungsgeschwindigkeiten im unbegrenzten Raume 0 so gross ge —
wälilt werden kann , dals die gemachiten Annäherungen zulässig

sind , es wird daher auch schon bei den kleinsten o die In—-
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duktion alle möglichen Winkel durclillaufen , allerdings in Ent —

fernungen , in welchen die Inteusität sehr Klein ist .

Ich erinnere hier an die Bemerkung , welche wir sclion

auf Seite 65 betreffs der Vernachlässigung der Selbstinduktion

gemacit hben .

lus würde ein Leichtes sein , die für Hohlkugeln gewonnenen
Resultate auf ebene Platten von endlicher Dicke àauszudelinen ;
um Weitläufigkeiten zu vermeiden , verzichte ich hierauf . Das

Wesentliche der Urscheinung läſst sich übrigens ohne Rechnung
aus dem Besprochenen abnehimnen .

§ 5. Kräfte , welche die induzierten Strömungen ausüben .

Es sollen jetzt die von den induzierten Strömungen aus —

geübten Kräfte und die von denselben erzeugte Würmée be —

reèchmet werden . Der letzteren ist die Arbeit gleichh , welche

gelcistet werden muls , um die Rotation zu erlialten .

A. Das Potential der induzierten Strömungen .

1. Wir berechnen dasselbe zunächst für den äufseren

Raum . Der Teil , welcher von der zwischen 6 - = α4 und

C = α ＋ da liegenden Kugelschichit herrühirt , ist

4 aſuν

‚ jni ( ιν νιν21¹u1 0

wenn wir das Glied % der gesumten Strömungsfunktion ½,

betracliten .

Nun ist ,

40

Je

Setzt man diesen Wert in 402 ein , und versucht die

ν ανẽ,ed — 44 ( HGASiiuνẽ) —ᷓ //ννναο̈uᷣαάονννι ] α＋
E

Integration nach den à auszufüliren , so triftt man auf die

Integrale :
Ie

ſνιναν α ) dα

Man hat aber :

12

2u＋1 )Jr 2U1
4²e FiAάαε Is ( It )

0

4¹0
7

Das Potential
der indluzier -
ten Ströme .

Wert dessel -
hen imäufse -
rei Htaume
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nach der Definition für “ ( Seite 73 ) ;

5Ce
4r＋7ο

nach den Gleichungen , welchen 71 / Li J½. genügen ( Seite 74) ;
und ebenso :

Ie

( 21 . ＋1 )I 2ννẽñ ,21 —̇ - 2 RA＋* ẽELů 5
77 (It )

( 21＋ꝰ )ꝯ— 0 700

Mit Benutzung dieser Ausdrücke findet man :

1 5
24 A 5 ( EIr sin h ＋ I ) cos ihον PI

155 N

Für sehr kleine Drehungsgeschwindigkeiten ist / / 0 ,

AI , also 2 ε ;

für sehr groſse ist /1 ινεπε , also an der Oberfläche der

Hohilkugel :
8 *

3
n＋1

2. In ganz dorselben Weise lassen sich die Rechinungen
ſür den inneren Raum der Hohlkugel ausführen , man findet :

Ae .
2 Æ 4½½½rsin h 1 = νν] αs lο ;

also für das Gesamtpotential :

0 N
2 . ＋ νu = 4 8 V cos π εrY sin ãο

Für verschwindende Drehungsgeschwindigkeiten wird dieser

Ausdruck = Æ , für grölse = 0, genauer findet sich für grofse ½

aus einer Formel , welche wir schon früher angewandt haben

( Seite 86 ) :

2 ( 2u⁰4 nm /Ie J 1
Hrlar lι ‘ .

Je ynr1 1 2
2 ( 21 ＋ 1 e - ½⁰e - 7 )E A 9◻e7
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Daraus folgt dann :

2 . ＋ yn

4

A
KE

7
G. n

Ar 71 4 2

Es nimmt also das Potential im Innern bei wachsender Eisentlin -

Geschwindigkeit auſserordentlich schnell ab , gleichzeitig aber 882
haben seine Niveauflächen die Eigentümlichkeit , um einen der ehen Krune

Rotationsgeschwindigkeit proportionalen Winkel gedreht zu er - Holiraume .

scheinen ; die durch das Potential bedingten Kräfte nehmen

also bei allmählich ' wachisender Geschwindigkeit nach und nach

alle Richtungen der Windrose an , und zwar bei beliebig
wachsender Geschwindigkeit beliebig oft .

B. Erzeugte Wärme . trenke⸗TIne.
lus sei 1e der Radius einer schr dünnen Kugelschiale , es

herrsche in derselben die Strömungsfunktion :

„ NDTun

Der Widerstand der Schale sei &, es wird die in ihr er —

zeugte Wärme / gesucht .
Wir bestimmen die 1, v, b , welche zu / geliören , speciell „ Wte ,

erzeugung In
diejenigen , welche zu dem Gliede einer Kutzel-

schale .

uni = A sin ib Int

gehören . Sind οονο gefunden , 80 folgt die erzeugte Wärme :

4 2 2 9
b ſ ( uꝰ ꝙ uνανν ονοαε ,

das Integral über die ganze Kugelfläche ausgedehnt .

Führen wir die Bezeichnungen Q2 und 0 ein für die Strö —

mungen längs der Breiten - und Meridiankreise in Richtung der

wachsenden und 0, so haben wir :

88
1 5 *

Ie 55

＋1 U1 /

fIt sin 0 60
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ᷣ O cos h cos ＋ σ sin 05

O cos sin —Ꝙ cos 07

O sin 6

Setzt man hierin den angeführten Wert von ¹n ein , 80
erhält man :

14 —* . 7 4 51＋
7

cos iiu oos 6n ( Ini cotg 0) sin 20 sin n·

—cos ⁊ sin en APu cotg ) = sin ⁊α coοg Ini

70 L coS CUα
J

Nun ist àaber :

Iui cotg =τντνM⁵e , ον ＋α α) νe = 7＋ 1) P¹ei

ni ν Duνi,νιοινννοανeνευ ] νον

Durch Einsetzung dieser Werte in 1un˖ folgt :

4
uονο eos ( ＋ ) FPri1

＋ ον αν)ο) ανe = ½νν’ ) cos (i 1 ) αtf
4 5 8

sin ( i ＋τ ιονοννν˙
f 3— ν αα˙ ανe = ) sin (= 1 ) iͥ

10 cos ι
Je ˙＋t

Hierdurch sind die 2fο nach Kugelflächenfunktionen ent —

wickelt . In gleicher Form denken wir uns die 1unb für alle

Glieder bestimmt , und den Ausdruck

(u² ＋ ＋ 2%0 ds

gebildet . Bei der Integration geben diejenigen Glieder , welche

Produkte aus Kugelfunktionen verschiedener Ordnung sind , das
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Resultat 0 ; wir können also für jedes / % das entsprechende /½
besonders bestimmen und die Resultate addieren . Eine nählere

Betrachtung zeigt dann , daſs wir auch für jedes , die Würme

besonders berechnen und die Resultate addieren können . Es

werden allerdings nicht alle Integrale , welche Kombinationen

uus verschiedenen / entsprechen , gleich Null werden ; aber die

Iutegrale in /u ds , für welche dies eintritt , werden sich gegen
ihnen gleiche in /v ? ds auflieben .

Für das oben angegebene wu erhalten wir nun :

¹ ＋ αανσ⁹ανd

1

A214 J ( e Cοοναs

＋ ( ν,◻0 ſ˙ ˙νe = ＋ 1) / ( eos ( = 1) nααινei )ꝰ d8

* 2⁷. / (oos Lun L½ ) ⁶

was nach bekannten Formeln und einfachen Reduktionen

ergiebt :

2 22 u2
Mu - =LAAe. anch .

27＋4• 1

A , ) ,

ö
(—t½ã0141＋ ) ο • ½＋2 ) f . .. 5＋i)

wo jetzt (u, i ) eine leicht verständliche Abkürzung ist . Da

wir weiter haben :

FᷓNun 2— —
* ι

so ist unsere Aufgabe gelöst . Man erkennt leicht , dals dem

KResultate die Formen gegeben werden Kkönnen :

1
1¹

— 74L 82 * 0 1)
2 //n

9

oder :
*J.

2. 787 2
1² 2nανιπνν ) ⁰ο⁹νẽ ] s

* E

Ler vorliegende Satz hätte , vielleicht einfacher , mittels

einer aus dem Gurnx ' schen Satze abgeleiteten Beträchtung
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bewiesen werden können ; in dem hier gegebenen Beweise sind

implicite die Formeln enthalten :

˙4 6 WM 5 W 9576 E8 — ＋ 66 1738 * 0 0 W 56hο öon/ ( õ0,

5005 ( sin 78YI1½

8 88 8 ＋ ö0 4 8 27 ) coSl — 1)1αε¹ẽ - 15

6
Gin 10 Lni

ο

—Isin ( IÆνοοενuεuνν9g⁰e I ) sin ( = ) οεe1 ,
0 8 8

c( in iu . Pνο) i cos iou Iu 90 —

an welche sich leicht ähnliche anschlieſsen lassen . Beziehen
sich , und auf Polarkoordinatensysteme mit verschie -
denen Axen , so erlauben die zuletzt angeführten Gleichungen ,
Integrale von der Form

cos do ni ( ) cosjo Pνã V dονν

( in welechen die , O' als die Integrationsvariabelen betrachtet

sind ) aus dem bekannten

nol ) coSαοαν 00 dS = coõj nñ ( 0)

abzuleiten , allerdings im allgemeinen nur mittels weitläufiger
Rechnungen .

Ich bestimme jetzt die in der rotierenden Kugel durch

das Glied xαιν νiᷣer induzierenden Potentialfunktion erzeugte
Würme . Zu vut gehört :

uni — 4( L0
1

( Hisin ο ＋α /½i cos ih ) P ,

also die Wärme
R

2 F5 05 6 2 1 ,1 ,
10

4
( 1＋T1 ) 2. ( οοαEν
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Das Integral kann ausgefühirt werden für kleine und für
Bei kleinen
( ieschwin -
digkeiten

groſse Drehungsgeschwindigkeiten. Für ersters ist /1I ,

7½) O , und es wird daher die erzeugte Würme in diesem

Falle :

l 3 (1, i ) 7 Jen＋3
K 2Ma ,

„ ( ½½̃ ) 2 ( 2◻αg½) 2
Für selir grolse Drehungsgeschwindigkeiten hingegen war 1e grotsen

( ieschiwin -

8 digkeéiten .

F C ueν

Es wird dalier das in / vorkommende Integral , welches von

= O an genommen werden kann , gleich

12

( 2241 ) 2 25
3 6 ιανινονẽ

10
0

2
Eeunα“h

da Fi als selir groſs betrachtet wird . Wir erhalten sonach

für sehr groſse o :

„ ( 2½＋1) ? ( u, 1) „/οhο
Vini — 42ʃ 72

86 27²⁴³

ist von ½ noch insofern abhängig , als dasselbe in 4 ent —

halten ist .

Die entwickelte Wärme wächst also ins Unendliche mit

wachsendem ο , und z2war wie / %½. Das gleiche gilt von der

zur Urhaltung der Rotation erforderten Arbèeit . Bilden die

induzierenden Magnete ein fest verhundenes System , 80 wird

demselben ein Drehungsmoment um die Rotatiousaxe erteilt ,

welches sich aus der erzeugten Wärme berechinen lälst . Denkt

mäan sich nämlich die Kugel ruhend , die äulseren Magnete

rotierend mit der Winkelgeschwindigkeit ο , 80 leistét das

Drehungsmoment , welches die Bewegung erhält , in der

) Wegen des scheinbaren Widerspruches mit dem für ο dünne

Kugelschalen erhaltenen Resultate gilt die Bemerkung auf Seite 88.

Hortz , Schriften . 1
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Zeiteinheit die Arbeit 2 , diese Arheit ist gleich der er -

zeugten Würme , also

5
V.

220

UUs ist aber dies Drehungsmoment , gleich demjenigen ,
welches umgekehrt die roticrende Kugel den rulienden Magneten
erteilt . Man erkennt leicht , daſs für kleine ο proportional
mit /lανο wüchst , für grolse Annimmt es ab mit wachsendem 00,
und zwar ist es proportional mit Vaſο , schlieſslich wird es
unendlich klein . Das hindert nicht , dafs es eine Arbeit von
der Ordnung /0 leistet . ) Andererseits sahen wir schon , dals
bei unendlichen die auf die induzierenden Magnete nusge —
übten Kräfte endlich sind , da dieselben nun ein Drehungs —
moment um die Rotationsaxe nichit hervorrufen , so müssen ihre
Resultanten in einer durch die Axe gelegten IAbene wirken .

In der That verhält sich bei unendlichen „ die Kugel zu
den äuſseren Magneten ähnlich ' , wie eine leitende Kugel zu
elektrischen Massen ; eine leitende Kugel kann aber induzieren —
den Massen keine Rotation um eine durch ihren Mittelpunkt
gehende Axe erteilen .

§8 6. Rotation magnetischer Kugeln .

Ich maclie jetzt die Annahme , daſs die Masse der Kugel
füähig sei , magnetische Polarität anzunehmen . Von dem Vor —

handensein einer Koercitivkraft sehe ich ab .

Zunüchst sind die für diesen Fall geltenden Formen der

elektromotorischen Krüfte zu bilden . Nach Anleitung des 8 1,6
haben wir , um die Wirkung der Magnetismen zu erhalten , in
den allgemeinen Formeln für die elektromotorischen Kräfte zu
ersetzen :

844¹ N
Kn

04 0˙70

7 8N 5 /,.
Roil

dr 92

51 0
Rdunsh !

650 0
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Danach ist weiter zu ersetzen :

5 7

7
durch ANÆ

9 57
— CH AI A 1

＋
durch 1VA

55
)̃

0 /1 67 6 *
— — — durel
37 5½

Aurch 4L4

da

0J. 9¹ GV
3 E = T ist . 2)
0αε 6˙/ 602

Nun ist aber

JL = Æ ̈ A4M

INM2 = 4¹ 3)

AJN = = 4Mο ,

60 02 65˙ 5¹

5„ — 51¹— E1. 5% —2 % 7
0 0π 6² 650

1 6 07 0*ν

9.. s 7

Indem man hiernach I , M, Maus den Ausdrücken 1) eli —

miniert , und die von den Strömen direkt ausgeübten Kräfte

5/6önr νονν ete . uddiert , erhält man für die Ausdrücke , Die
Diflereutial -

welche jetzt an Stelle der /ͤͤο ονεννο mete. zu treten haben , sleichungen .

die folgenden :

0 .

8 37
( ＋ 440 ) 2

6

6*7 02

6 0 J¹ 5 *
( 1＋ 500 (5

( 1＋ 440 )
9 ο . ο ſο ]

6² 25

3
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In denselben bedeutet à das Gesamtpotential . Dasselbe

besteht aber :

J. aus dem gegebenen äuſseren Potential der induzieren —

den Magnete ,

2. aus dem Eigenpotential à der magnetisierten Kugel .
Für das letztere gelten die Bedingungen :

Im Innern

6) ,

wie aus Gleichung 2) und 4) folgt ; an der Grenze :

2 ο7
44ᷣV = ( 1 ＋ 440 )7) 110NNY = (1 ＋ 40 )

50 50

wenn ½ die von den äulseren Magnetismen und den indu —

zierten Strömungen in Richtung des Radius ausgeübte Kraft ist .

In Worten kann man die Wirkung der Polarisierbarkeit

des Mediums s0 aussprechen :
Die Polarisierbarkeit verändert einmal die magnetisieren —

den Kräfte im Innern in der Weise , wie dies die allgemeine
Theorie des Magnetismus angiebt ; sie vergrölsert zweitens die

von den magnetisierenden Kräften verursachten Wirkungen im

Verhältnis 1 7 440 . Beide Teile der Wirkung haben entgegen -

gesetzte Tendenz ; der Erfolg ist , daſs die Wirkung auch für

sehr grolse nur in endlichem Verhältnis vergrölsert erscheint .

Es werde wieder zunächst von der Selbstinduktion abge —
sehen . Ius muſs aber bemerkt werden , daſs dies nur dann

erlaubt ist , wenn

1 IE *

sehr klein ist ; bei groſsen 0 und Je muſs œ, auch absolut be —

trachtet , sehr klein sein , um diese Bedingung zu erfüllen .

Ist das äufsere Potential

4˙ Aon

so kann das Eigenpotential der Hohlkugel in der Form dar —

gestellt werden :

3 Brꝛn1

4 „ 5Ti Vn
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und also das Gesamtpotential in der Form :

„J2 ＋1

T 0

Nach dem Vorigen verhält sich ' nun die magnetische Hohl -

kugel genau so , wie eine nicht polarisierbare von gleichem

Widerstande , welche unter dem Einflusse des Potentiales

( 4 4500) 4 5 20500 15

steht .
Da dies Potential aus zwei Kugelfunktionen besteht , 80

lassen sich die Strömungen nach dem Vorigen als bekannt

ansehen .

Für die Strömungsfunktion erhalten wir :

3 J2un ＋ 35

2 — . 47000
4

%0
65

4 —
— — 9*

N- ＋1 ·* 60

Wären alle Umstände dieselben , nur 6 = 0 , so würden

wir für die Strömungsfunktion / erhalten haben

7ε — 3
70 N I 0οαν

Durch Division folgt :

1-1＋1 7 2u＋

„ = , A40 ) * — 4 3 0

Die Form der Strömungen in den einzelnen Schicliten ist

also nicht geändert , nur ist die Intensität anders vertèeilt . Es

wird bequem sein , die Erscheinungen durch Vergleichung von

„ mit / % zu beschreiben . Die Grölsen 4 und sind durcl .

die Gleichungen 6) 7) gegeben , setzt man v/le , so werden

sie gefunden :

( 2＋) αε¹nοανο ιανεαενν a;ͤdan¹ννν
u ( 2¼1 ) 16327p (1A◻8˙ννσαν εjjjin1εννν

4nn⁰,DPh )
3

1 ( ö½ 161α eννναÆν 2ẽ 102 ( 1A4⁰)



Besondere
Fälle :

9 sehr klein .

0 sehr groſs .

102 2. Induktion in rotierenden Kugeln .

Da diese Ausdrücke eine leichte Ubersicht nicht gestatten ,

s0 sollen dieselben auf vereinfachte Fälle angewandt werden .

1. Es sei 0 sehr klein . Dann wird durch Eutwickelung :

7¹
4

2n4¹
1

K 4n⁰ο
21¹½ᷣ1

also

14¹
f

7 2n1＋1

I 6f1 - ) x .
Die Intensität der Strömung erscheint also an der Innen —

fläche der Hohlkugel gar nicht verüändert , in den übrigen Teilen

der Kugel erscheint sie überall verstürkt , wenn 0 positiv ist .

Die Verstärkung ist mit 0 proportional . In diamaguetischen

Kugeln ist die Intensität überall schwächer als in unmagne -

tischen . Die Drehung magnetischer Kugeln erfordert mehr ,

die dinmagnetischer weniger Arbeit , als die unmagnetischer .

2. Es sei 0 sehr groſs , und nicht gleichzeitig s sehr nahe

an 1. Dann vwird

21¼œ-ꝯ ¹
42 2 3

41hn ( 1 —821 )

21¹1
82

410 6̈1 ) (1—2828＋1
und also

Is ist also hier die Strömung in der innersten Schicht

gleich Null , wächst dann aber rasch nach auſsen und wird in

der Grenzfläche ( 2n ＋ 1 ) / nmal so stark , als in der nichtmag -

netischen Kugel . Ist 6 überhaupt groſs , so ist die Verstär —

kung der Strömung von seinem absoluten Werte nahezu un -

abhängig .
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3. Is seigé unendlich nahe gleich 1. Dünne Holu -
cugel.Dann wird

( 2½1 ) ( ＋4ν ] ο Aαννn

( 21＋10 ( 1A＋νυ )

41

( 2J1 ) ( Æun¹ο

4

also wird

277 “
— α ꝘεσAuMu

22¹¼¼“¹ 50⁰
0

In unendlich dünnen Hohlkugeln ist die Magnetisierbar —
keit ohne Kinfluls auf die induzierten Strömungen ( obgleich die
Polarisationen nicht verschwinden , und die magnetisierenden
Kräfte in der Schale Anderungen erleiden ) . Ich bemerke gleich ,
dals dies Resultat Gültigkeit belnalten wird , auch dann , wenn
auf die Selbstinduktion Rücksiclit genommen wird .

4. lAs sci E = O, das ist der Fall in der Vollkugel . Volfugel
Das Glied mit negativem Exponenten von 0 fällt fort ; es

wird erhalten :

1
4 *

41¹

21D-
1＋44¹αν

7⸗=＋◻ν⏑ge— —
14 4¹

21 —1

Für grofse 0 folgt daraus :

2u＋41
⁰7¹

Die Grölse ( 22＋½50 / liegt zwischen 2 und 3. In Eisen —

kugeln sind die Strömungen also 2 bis 3 mal stärker als in
einem gloich gut leitenden , nicht magnetischen Metalle ; die

entwickelte Würme , die gebrauchte Arbeit und bewirkte

Dämpfung sind 4 bis 9 mal grölser als in jenem .
5. lobene Platten . Ehene Plat -
Eine sehr dünne ebene Platte kann als Teil einer sehr

“ “

dünnen Holllkugel angeschen werden , für eine solche ist dalier

= b
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104 2. Induktion in rotierenden Kugeln .

Eine sehr dicke Platte kann als Teil einer unendlichen

Vollkugel angesehen werden , für eine solche ist , da u sehr

grols zu setzen ist :

144˙

VII250 e0

In beiden Grenzfällen bleibt auch die gesamte Strömungs —
form ungeündert ; in dem zuletzt genannten ist bei grolsen 0

die Intensität durch die Magnetisierbarkeit verdoppelt .
Bei mittleren Dicken der Platten gelten mittlere Werte ;

die Rechnungen lassen sich leicht durchführen , geben aber

keine sehr einfachen Resultate , weshalb sie hier wegbleiben

mögen .

lus werde jetzt die Selbstinduktion in Betracht gezogen ,

jedoch sollen die Rechnungen nur für Vollkugeln durchgefülirt
werden . Analytische Schwierigkeiten besonderer Natur bieten

auch Ulohlkugeln nicht , die Rechnungen werden aber äulserst

kompliziert .
Wir finden die Strömung durch folgende Uberlegungen :
Sei das induzierende Potential

0 7 4
a 4 6 bo dffft

Sei / die von Int direkt induzierte Strömungsfunktion ,
dann ist :

14＋44αν 60 5
ο8 = D2e 5 — 0„ — sin 0 ri

1 iſe
1＋ — 419

211

Sei

00 8 8
M A40 sin h ＋ ν cο⁸e οο -

„ ν ο αe¹⁰
6 „ ＋ In,

die thatsächlich stattfindende Strömungsfunktion . IEs handelt

sich darum , die von dieser induzierte Strömung zu finden .

Hierzu ist zunächst die Keuntnis des von / in der magnetischen
Masse induzierten Potentiales 3 ) erforderlich .

Die von der Strömungsfunktion
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( Seite 67 )

0

N
— —

65
7 0 V. „ Gͤeite 69 )

werm 7 und /7 den auf Seite 73 angegebenen Zusammenhang
haben .

Hieraus und aus den Bedingungsgleichungen für 5 ( Glei —
chung 6) 7) Seite 100 ) ergiebt sich à im allgemeinen und in

unserem speziellen Falle , und wir erhalten für letztèeren :

41οονννe¹⁴
4⁰ο

¹D - AA0n

7 n

＋4 20 I Co) sin 4 % I C cos dιννν .

Verstehen wir nun unter / / diejenige Strömungsfunktion ,
welche / ) und à % zusammen in der unmagnetischen Kugel er —

zeugen würden , 80 veranlassen sie in der magnetisclien Masse

die Funktion

770 (•＋[ 7＋ 4⁰ 0Ä

und die Bedingung des stationären Zustandes wird werden :

ν b ＋ ο

„ ist gennu so zu bilden , wie früher , also ist auch ꝙ⁰

bekaunt . Setzt man die Werte von à//, / , / in die letzte

Gleichung ein und maclit die Koefficienten vou cos ih und
zin : „ in7e ie 3 7 „ Aüir 1 *sin einzelu der Null gleich , so folgen für die l . , / , Ii und

% die Gleichuugen :

( 21＋＋I ) CUCuνν Hονν) νtιifuuιννονιιά ) N οi ö
264 νο- ( 1＋74n0 ) .Ui⁰⁰

22*˙＋h¹εαπεεε¹αν * 21 cιν,εαε¹αννu
5²⁰ 0* E ¹ 200)
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oh du½hn ( 1＋4n¹)
„* 21ᷓ＋AAJn

1500⁰ — 3 ( ＋ 4ꝗ70) L. ( 0

Setzt man hier

4οο 144A ) 2— 4 . „ — 1 **

Fi ( o) ꝙi⁰,ẽ¾Z G ν

0 (0) ( ⁰

so werden für die 5 , und ꝙ½ hier genau dieselben Differential -

gleichungen erhalten , wie früher ( Seite 76) . Da wir eine Voll —

kugel behandeln , brauchen wir nur diejenigen Lösungen bei —

zubehalten , welche im Mittelpunkte endlich sind ; wir können
also setzen :

0˙¹,νν - inmn Uνο ) π g νν )

9 A Ahn ( UU1) F , ( Nνσ)

Huσi

* = HEi)

Die Bestimmung der Konstanten hat hier genau nach der - —
selben Methode zu geschehen , wie oben . Die Integrale , welche

zu bilden sind , sind nicht verschieden von den früheren , nur
durch die Weitläufigkeit der Konstanten wird die Reclinung
etwas verwickelter . Das Resultat aber ist ein relativ einfaches ,
es wird gefunden :

α 2 ( 2n TI ) ( TAADοι ]
J. 2 4

2nοπνιυ⅜ ůν ÆAu vν, Aul )
Die Lösung .

Vergleicn Wir verifizieren zunächst dies Resultat . Für verschwin —
mit früheren 8
Resultaton . dende 0 giebt es

J 7 j
27½˙ „ . ( ½0 )

Bn = i ( MIt )
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Für verschwindende ꝙ ergiebt es ferner , du

2n 1N

l

2u¹ . AAαν ) ⁰

was wir gleichfalls gefunden haben . ( Seite 103 ) .
Im allgemeinen ist ersichtlich , daſs die Form der Strö —

mung in der magnetischen Kugel dieselbe ist , wie diejenige ,
welche in einer unmagnetischen Kugel von gleichem Widerstande

entstelit , wenn letztere ( I＋T 4 ) ο ) mal schneller rotiert als die

magnetische Kugel . Beide Strömungen unterscheiden sich dann

aber noch dadurch von einander , daſs sie , àls Ganzes gedacht ,
um einen gewissen Winkel gegen einander gedrelit sind , sowie
durch ihre verschiedene Intensitüt .

Ich wende die Formel auf zwei spezielle Fälle an .
I . Es sei 4u / sehr groſs , aber hinreichend klein , daſs

U7e ? gegen die Einheit verschwindet . Es soll die Formel ent — Seschwindig -
wickelt werden und nur die erste Potenz dieser Gröſse beibe -
halten werden . Man hat :

7 21＋1 ¹αιον
i 8 E

1 vn ( u Ieq)

e80* 2ʃ2/C1 ) L7 Je˙ —1

Für den Drehungswinkel erhalten wir unter Vernach —

lässigung von Gliedern höherer Orduung :

2
3 . Ctg Vů 20 lretg 7 221 - . 4 U5 00

0 164
38

2 ( 21h48 ) K

Die Drehung ist also Null in der äufsersten Schichit 95

) Eine Folge davon , daſs in dieser Schicht für groſse 6, nach den
Gleichungen für ,

0
— 92 20 ist .4 or
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108 2. Induktion in rotierenden Kugelun .

im allgemeinen ist sie bedeutend vergröſsert gegen die un —

magnetische Kugel , nahezu im Verhältnis 4u0 .

In Fig . 9 sind für eine Eisenkugel die Kurven dar -

gestellt , welche den auf Seite 85 für eine Kupferkugel ge —

gebenen entsprechen . Dabei ist der Widerstand des Eisens

Fig . 9.

gleich dem 6fachen des Kupfers angenommenen , und 4102 200

gesetzt . Die dargestellten Geschwindigkeiten sind äufserst ge —

ringe , nämlich eine Umdrehiung in 10 Sckunden und eine Um —

drchung in 5 Sekunden ; schon hier maclit sich also die Selbst -

induktion recht bemerklich . Vgl . Fig . 15 b, Seite 131 .

2. Wird o sehr groſs , während 0 einen endlichen , übrigens

beliebigen Wert behält , so wird , wie man leicht aus den

Formeln ableitet , die Erscheinung derjenigen in unmagnetischen

Kugeln durchaus ähnlich werden . Auch hier ist schlieſslich der

Drehungswinkel in der äufsersten Schicht / 4i . Die Erscheinung

ist identisch mit derjenigen , welche in der unmagnetischen Kugel

bei einer (1 40 ) fachen Geschwindigkeit besteht . Die er —

zeugte Wärme ist dann K ＋ 4u/mal grölser als in der mit

gleicher Geschwindigkeit bewegten unmagnetischen Kugel .

§ 7. Verwandte Probleme .

Es sollen in diesem Paragraphen einige Probleme be —

sprochen werden , die mit den früher behandelten in engem

Zusammenhange stehen .

18

Schen wir von der Selbstinduktion ab , so können wir die

Kenntnis der Strömung in einer Kugel dazu benutzen , um die

Strömung in einem beliebig gestalteten Rotationskörper zu be —

stimmen , oder doch deren Bestinunung auf eine einfachere

Aufgube zurückzuführen .



2. Induktion in rotierenden Kugeln . 109

Ius sei § der Rotationskörper , à seine nach innen gekehrte

Normale . Wir beschreiben um ihn eine Kugel von beliebigem
Radius . Seien 21 5i %½ die Strömungen , welche in letzterer

stattfinden würden , und

N = u cos d ＋ Cο⁸; οο ανσuο cos⁶¹t6

die Strömung in Richtung der n an der Oberfläche von &.

Bestimmen wir ½ 5 2 80 , daſs

64 2A ð—
5 o

67

8
07

67
1/5 . — 7K 0²

6⁴¹ 69 ˙

6⁷ 67% 02

Co⁸ νυ eοseg⁰ α ονσ σνοεασ‚ονε Wε,

S0 sind offenbar

01 be e et 08

die gesuchten Strömungen in §. Die Aufgabe ist also auf die

einfachere zurückgeführt :
Eine Funktion / so zu bestimmen , dals im Inneren von

S Aꝙν= =αν de und an der Oberfläche 6%/ , gleéich einer

gegebenen Funktion , ist .

1. ILs sei beispielsweise eine geradlinig bewegte Platte Kerraliuit
einseitig begrenzt durch die Gerade 8 Y. Is sei die dufsere Flakten .

Potentialfunktion aulgelöst und ein Gliéed derselben

Ae *n gοον cos 8&

lDanm fanden wir für die Strömung in der unendlichen Platte

7˙ C. 4 1*
¹ = 8sin2 coο⁸ 85

Also ist die Strömung senkrecht zur Grenze :

59f (
8 — C608 „ ñ cos 8b
677 nü „
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Daraus folgen für ꝙ½ die Bedingungen :

52 9200 ＋
6 67/˙

und für F = 5

50 N
3 — coS Vν coSS .

65 n *

Also ist

*

% ◻υ er ( e - =) coS n cos 68
1

Zu ꝙ gehört die Strömungsfunktion

2 4 —
0 ◻⏑ ⏑ eεεο sin vIn/ cos 50

n 27˙
4

und es wird daher die gesamte Strömungsfunktion

. 0.
1 % ＋ ½, ε ονο sin v, ( eο cοõ⁶9³0 — erb coSsH )

n *

Durch Summation über alle Glieder folgt die vollständige

Lösung . Ahnlich ist die Lösung für beiderseitig begrenzte

Streiſen .

2. Um die Strömung in einer begrenzten rotierenden

Scheibe zu bestimmen , sei ein Glied der äuſseren Potential -

funktion

4e = nα , coS7 1ACeν cos ih νονν)
Dann war

7 .
2

—
Sin 200 JGο 5

also die Strömung in Richtung des Radius nach innen für

die Grenze , für 0 ◻νν

8 ¹ 60 ᷓ12 8 Jnu )
— ( 08 7

Iedo
1

It

Daraus folgt , wie oben :

6 , = ( u 1 iie ) 1 coS Tιẽi.
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Nach Bestimmung der diesem ½ entsprechenden Strö —

mung ¼ folgt die gesamte Strömung :

＋ ẽe „ Hi Lei Ji ( ννο = ꝗα “ αννẽ .

Durch Summation sind wiedler die vollständligen Integralae
zu erhalten . In gleicher Weise läfst sich die Strömung für

KRinge bestimmen , die von konzentrischen Kreisen begrenzt sind .
Im allgemeinen wird weder die Auflösung nach einzelnen

Gliedern , noch die Bestimmung des Potentiales J½ zur Lösung
der Auſgabe erforderlich sein , es wird genügen , %½ 80 zu be —

stimmen , dals es in der Platte der Gleichung

5² 62 5
R0

0πο 07/˙

genügt und an der Grenze derselben = — % wird . Hinige
einfache Beispiele werden in 8 9 gegeben .

145

In Leitern bringen die elektromotorischen Kräfte elektro —

dynamischen Ursprunges dieselben Wirkungen hervor , wie die
ihnen numerisch gléichen Kräüfte clektrostatischien Ursprunges .
Findet das Gleiche in dielektrischen Mitteln statt , S0 müssen

Kugeln aus dielektrischem Material , welclie im muguctischen
Felde rotieren , eine Polarisation annelunen . Seien

1 1
mm mgr2

E, 9⸗
sec ?

die Komponenten derselben ,

8 ( Zahl ) ! )

die Dielektricitätskonstante .

) Die Einheiten sind wieder derurt , dals die Lichtgeschwindigkeit
1/4 nicht auftritt , dic entsprechenden Gröſsen in magnetischem Maſse
sind gleiceh A4r, 42) , 42 ; , 428.

Di-
eléektrische

Kugeln .
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Dann gelten für xyz die Gleichungen :

600

50
＋- (8 3 2

U b
57

9

56

33 —1 ＋ e3

8àX 9 0
53 50 62 17

* „ 0 ſöꝙh. 64

Ee

Daraus folgt für ꝙ:

ans föxR 5N9 538
43 0 1J＋ 4us (ör 570 0²

ür

6ꝙ. Gαο
( 1J Anxcs)

50 50

Im äulseren Raume muſs sein Aꝙο = .

Ist wieder Y, das nte Glied des ä

ist , wie oben ( Seite 45 ) :

— 5 ( ᷓ ＋ 97 αν 23 )

ulseren Potentiales , 80

d 650 E 52

4æ T ⁰7 3 = ο 0

Um die Bedingungsgleichungen zu

·ο²QDε00⁰ — 00

0 4¹ 0 97
6 v 7
4 I4une uIi

382
naxrn

0²

erfüllen , setzen wir :

* 07, 5
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5 4e ο
f / ννν πν 0² 607

60 —

„I＋4Aα· u½e˙ο N＋12u¹ν·² ο 6%/ 2eH ο

J genügt der partiellen Differentialgleichung, welcher ge —
nügen soll . / ist so gebildet , dals es J. der Gleichung

Aατ

genügt , 2. an der Oberfläche der Kugel mit %, zusammenfällt .
Daſs erstere Bedingung erfüllt ist , erkennt man daraus , dals
die überstrichenen Ausdrücke Kugelflächenfunktionen ( ＋i ) ten
und ( —- I ) ten Grades sind , wie man leicht nachweist . Durch

Einsetzung von ꝙο＋ in die Bedingungen für erhüält man
für die Gleichungen :

A, , überull = O, , stetig ,

Hr

6 %. 5%%4 S
.

90 650
4

60

deren Urfüllung keine Schwierigkeit hat , da wir % schon als
Summe von Kugelfunktionen dargestellt haben .

Von besondèerem Interesse ist der Fall , dals ein kugel —
lörmiger Magnet in einem , ihn umgebenden ruhenden Dielek —
trikum rotiert , da die Erde ein rotierender Magnet und der
Weltraum nach der Annähme viéler Pliysiker ein Diclektrikum
ist . Um in diesem FKalle das elektrische Potential zu bestim —

men , haben wir zu beachten , dals die Erde ein Leiter ist . es
wird dahler auch in ihr eine Verteilung eintreten , die auf das
Dielektrikum zurückwirkt , und zur Folge hat , dals an der
Oberſläche der Erde das Potential konstant wird .

Ist Y =π AI¹ , dus Potential der Erde , so ist die Aulgabe
diese :

„ 80 zu bestimmen , dals im äulseren Ruunn

47 6
20

1＋A 62

und an der Oberllächie V coust ist .

Hertz , Schriften 8

Lrde im di—
glabtrischen

Rtaume.
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Man findet leicht :

48 DY - o ov
R bν =- — e = ==＋

1＋4ανe Æ 2f½ . ¹ 662

Für die Steigung des Potentiales an der Erdoberfläche

folgt daraus :

60ꝙ 4⁷ 1 6 ,E6 2 ICο
50 14＋4u 2u＋ 52

Bei weitem der gröſste Teil der erdmagnetischen Kraft

rührt von den Gliedern her , für welche n = 2 , oder doch

klein ist . Annähernd können wir daher setzen :

„ er . .
60 1＋4Aus 3 02

5V/o ist die gegen den Nordpol des Himmels gewandte Kom —

ponente der erdmagnetischen Kraft .

Nimmt man an , daſs für den Weltraum 445/ U＋ A4ue) sehr

nahe an 1 sei , so erhält man für die elektrischen Steigungen
Werte , die von der Ordnung von 1 Daniell auf 50 m, also

aulserordentlich klein sind . Zu dem obigen Werte von ꝙ
kann übrigens noch ein Glied von der Form const / o hinzu -

treten . Der Wert desselben hängt ab von der Menge der

freien Elektricität , welche die Erde mit sich führt , und ist

nicht Null , wenn diese Menge Null ist ; die Ordnung der be -

rechneten Kräfte wird aber durch dieses Glied nicht geändert .

II

Rotiert eine beliebig magnetisierte Kugel in einer Flüssig —

keit , die selber leitet und die Oberfläche der Kugel leitend

berührt , so wird die Kugel in der Flüssigkeit Ströme verur —

sachen , die im allgemeinen nicht mehr in konzentrischen Kugel -
schalen erfolgen , sondern den Magneten durchsetzen .

Die Bestimmung dieser Ströme hat , von der Selbstinduk —

tion abgeschen , keine Schwierigkoit mehr , ich will auf die

Rechnungen nicht eingehen . Fig . 10 soll den einfachsten Fall
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veranschaulichen : Eine homogen magnetisierte Kugel rotiert
um ihre magnetische Axe . Die gezeichnete Figur stellt die

Strömungslinien in einem Meridianschnitt dar . Die Form

Fig . 10.

derselben ist hier unabhängig von den Widerständen der

Flüssigkeit und des Magneten . Die Intensität aber wird Null ,
wenn einer derselben unendlich wird .

§ 8. Lösung für die Formeln des Potentialgesetzes .

Ich habe bisher für die induzierten elektromotorischen

Kräfte diejenigen Formen angenommen , welche Herr JochANN

für dieselben aus dem WBERn ' schen Grundgesetze abgeleitet
hat . Icli will jetzt untersuchen , welche Anderungen die Re -

sultate erleiden durch Anwendung der aus dem Potentialgesetze
ſolgenden Formeln , welche im 78 . Bande des BoncARDT ' schen

Journales gegeben sind ) .

Bezeichnen X, Y, Z die bisher angenommenen elektro —

motorischen Kräfte , X' , Y, Z' die aus dem Potentialgesetze
tolgenden , so ist

) Herumuοrννei , Wiss . Abh . Bd. I. S. 702 . ]
8˙
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=X οοναν U

R- 9) - ονμ εe νο

33 — f,οe
Wir haben aber auf Seite 71 gesehen , daſs für alle in

der Untersuchung vorkommenden , vird :

◻ν ( VVY — νν

Man übersieht sofort , daſs wir die bisherigen Lösungen
in Bezug auf d, v, 2h, / 2 unverändert beibehalten können .

Die einzige Anderung , welche wir vorzunchmen habeu , ist die ,
daſs wir für das Potential der freien Elektricität ꝙ“ jetat zu

setzen haben

= const . „

und , wenn ursprünglich freie Elektricität nicht vorhanden war :

2³ O

Auf einer unendlichen Kugel oder ebenen Platte muſs

immer sein :

00 0

Zu dem gleichen Resultate ist Herr MAXWIII gelangt ,
indem er von den Gleichungen des Potentialgesetzes für ruliende

Leiter ausging . Verwirft man die Glieder ½⁵ονννε νM
in den Formeln der elektromotorischen Kräfte für bewegte

Leiter , so sind auch die Gleichungen für ruhende Leiter ab —

zuändern , und die Gleichung

ε 0

gilt dann nicht melir .

§ 9. Spezielle Fälle und Anwendungen .

Jum Schlusse sollen die gefundenen Formeln auf einige

spezielle Fälle angewandt werden .
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I . Ein einzelner Magnetpol von der Intensität 1 bewege dlasnetpol
sich geradlinig parallel einer unendlich dünnen ebenen Platte . cbenen “
In den Fufspunkt des von ihm auf die Platte gefällten Perpen —
dikels werde der Anfangspunkt der 5 /ö gelegt , dic negative

Axe ſalle mit der Richtung seiner Bewegung zusammen . ! )
Die Koordinaten des Poles seien 0, 0, — c, dann ist sein

Potential :

1 1

E

Also wird das induzierte Potential erster Ordnung für

positive E:

*

8 2 οά
2 3 5 40

4

iie
1

CHe
*. 7＋ E2 7＋

Daraus folgt das Potential zweiter Ordnung :

G 4 *8 J

0

e
—76 2

72
⏑=Æ= ˙ iefete = ·97 —* / CEEuν ν

In derselben Weise kann weiter gerechnet werden .

Für die Strömungsfunktionen erster und zweiter Ordnung
erhalten wir :

eh 77

α 77 2
5 ( rAσ )

) Dann wirdeà positiv .
) Dies Resultat stimmt vollständig mit dem von Herrn Jo⁰ ] αͥN

erhaltenen übeérein .
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U — 272 27)
1 cu ?

) ( r5 — 02 ) ( ohr
worin jetzt r * = F2＋ 72＋ c2 ist .

In der Axe ist : ( SC2 0)

Frhe
½ ˙H2r 1 — ,*

alS0

*
2 1

1 ( gr P

Als den Mittelpunkt der Erscheinung können wir den

Punkt fE = 0 , / = 0 bezeichnen , derselbe erscheint also in —

folge der Selbstinduktion verschoben um die Strecke 2ανσ /
und zwar bleibt er um die genannte Länge hinter dem be -

wegten Pole zurück . Das gleiche gilt von der gesamten Er —

scheinung in der Nähe des Pols .

Für unendliche Geschwindigkeiten wird

1
2 — Æ ÆieÆ 8

1 „
2a —r

ſur sehr grolse Werte von 2/ᷣ :

1
＋ Voy

R 1* 1200
0

7 2α ( 72 —77

1 xà e2
2 5

27 27 gEC

Auch hier ist die Abscisse des Punktes f 0 , = O:

2f
* I

da aber dieser Wert sehr groſs ist , und unsere Formel nur

für endliche 1 gilt , so ist er nicht als exakt zu betrachten .
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Das Potential der freien Elektricität in der Platte ist :

E
6

0ρ
57

G＋νο ) dα
0

ulso fur kleine Geschwindigkeiten :
ο

2840 65 f½ανν
0

Die Niveaulinien haben also in diesem Falle dieselbe Form
wie die Stromlinien . Für sehr groſse Geschwindigkeiten ist :

7

3
* „ S

9 2 65 7ν
⁰u2

r ( 7 /
0

welche Formel im Unendlichen ihre Gültigkeit verliert .
Die hier entwickelten Formeln sind durch Fig . 11 , Seite 2u Fig. 11.

120 und 121 veranscliaulichtt . Die der Zeichnung zu Grunde

gelegten Annahmen sind die folgenden :
Die Platte ist von Kupfer ( alse = 227 000 ) , ihre

Dicke ist 2 mm ( also = 113 500 ) . Der Abstand des Pols
von der Platte ist 30 mm . Die eingeschricbenen Werte
von / geben absolutes Mals , wenn die Stärke des Pols

13 700 mm' mgr/sec ist .

In Fig . 11a und b ist die Geschwindigkeit des Poles
5 m/ sec ( = 5000 ) , dabei stellt àa die Erscheinung ohne

Berücksichtigung der Selbstinduktion , b mit Berücksichtigung
derselben dar .

Fig . 11c giebt die Erscheinung für die Geschwindigkeit
100 m / sec , berechnet aus der für groſse 22α , geltenden For —
mel . Bei dem gewählten Werte ist allerdings die Annäherung
noch keine schr vollkommene . PFig. 11d entspricht unendlicher

Geschwindigkeit des Poles , in die Zeiclmnung sind auch die
Nivenukurven des elektrischen Potentiales eingetragen . Die

eingeschriebenen Werte des letzteren bedeuten Millionen der
von uns gebrauchten Einheiten .

Der Zusammenhang der verschiedenen Zustände gelit aus
den Zeichnungen selbst klar hervor .
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CI .

Fig . 11e und d. Geradliuig bewegter Pol . % ah
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2. Ein ruhender Magnetpol befinde sich über einer ro —
WSebelbe“ tierenden unendlichen Scheibe . Die à2 Ebene werde durch

den Pol gelegt . Neben den 7% führen wir die E/g ein , deren
Nullpunkt der Fufspunkt des vom Pole auf die Platte gefüllten
Perpendikels sei . Ubrigens sei

S2 = α

C = 2
also

0 0 0 0
84 — 7 —

00ο
5

67 570
7

65

4 ist der Abstand des Poles von der Rotationsaxe , sei
sein Abstand von der Platte . Dann ist

1 1

Also

2² : ſ 65
— fr

4

also , da

5 * 89*r
6 57 55

O ist . f

3
2οα ε αεQυ.

2 .
—ε „ at

0

2 17 Ce )
5 1²＋ 75 7

oO 77
7 — I r ( iο

Die Form der Strömungskurven ist also unabhängig von
der Entfernung des Pols von der Axe . ) Für die Induktion
zweiter Ordnung findet man

1) Wie schon von Herrn Jocu⁰nmiAxx gefunden .
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F
2 * 6 70

² ²Qꝗ — — —7² I ee

ffbten5
I 6 565297 46. 7

welche Formeln im Unendlichen keine Gültigkeit haben .

Bei kleiner Drehungsgeschwindigkeit , und falls der indu - —

zierende Pol nicht sehr nahe an der Axe liegt , können wir

den Punkt E = 0, / = 0 als den Mittelpunkt der Erscheinung
bezeichnen . Die Ordinate desselben wird gefunden :

2 6＋
0 EÆe = ν „

2οά

3

In der Nähe des Pols ist also die Erscheinung infolge der Drenuns der
Selbstinduktion gedreht um den Winkel —

2αο

im Sinne der Drehungsrichtung der Scheibe .

3. Ich will die Formeln jetzt auf ein neues Beispiel an - Geradunige
wenden . Uber die rotierende Scheibe mögen parallel der — 2
＋ Axe zwei Drähte gespannt sein , die in entgegengesetzten

Sehelbe .

Richtungen von gleichen Strömen von der Intensität 1 durch —

flossen sind . Für einen einzelnen Strom würden die induzierten

Ströme in der unendlichen Scheibe unendlich werden .

Die Koordinaten der Punkte , in welchen die Drähte die

HAbene durchsetzen , seien 0 , 4 , — e, und 0 , 4“, — c , es

ist dann für positive 2:

aretg Te —aretg S22 ＋ 2 C

Daraus folgt durch die mehrfach angewandten Formeln ,
wennerund ev. die senkrechten Abstände von den Drähten be —

zeichnen :

277

f
1108

0 2
I * log

I 11

7

7˙0
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Für das Potential der freien Hlektricität in der Platte

findet man

7
⸗◻νmαον l0

1 ·˖·ô[˖ö

die Linien gleichen Potentiales sind also Gerade , welche den

Drähten parallel laufen . In Fig . 12à sind die Stromlinien

für den Fall gezeichnet , daſs

( = lomm „ ε =⸗ 20 mm ist .

Da übrigens im Unendlichen die Strömuugen unendlich

werden , so wird mau sich 2 % ν αulserordentlich klein denken

Fig . 12a . Rotierende Scheibe und geradlinige Ströme . ½ nat . Gr .

müssen , um nocht in einem endlichen Gebiete eine gute An —

nällerung zu erhalten .

Da ferner alle Ströme im Unendlichen geschlossen sind ,
lälst sich nicht ohne weiteres von der unendlichen auf die

begrenzte Scheibe schlieſsen .
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Ich will deshalb nach der §S 7 entwickelten Methode die Sgeradlinige

Strömung unter übrigens gleichen Umständen in einer endlichen

Scheibe berechnen . Der Radius der letzteren sei T.

Die exakte Lösung des Problems erfordert die Entwicke —

lung ziemlich komplizierter Funktionen in sinus - und cosinus —

Reihen ; ich mache deshalb die vereinfachende Annalune , daſs

der senkrechte Abstand der stromtragenden Drähte vom

Mittelpunkte der Scheibe grols gegen die Dimensionen der

letzteren sei .

Sei zunäclist wieder

„

Entwickelt man

60 7*
n⸗ * log

I.

nach Potenzen der Koordinaten und vernachlässigt die hnöheren

Potenzen des Ausdrucks

2

02 /

S0 erhält man :

2⁴⁷ „ 205/4 ( 302 — 4²
5 — — ＋ — — —9—lt5 3 ( 60＋ 478

% Sin 2%% e sin 400
0 3—. 3 5 ＋ 3 23 0 Sin 20 — 5
c ? ＋ a ? 606 ＋ 45 2

Das entsprechende ½% ( § 7, I, Scliluls ) ist :

40² sin 20 0² Sin 4 %

4 2
* 4 233 0 Je ? sin 260 -o—

4 6αÆ a 6066 ＋ 4˙5%)9
2

AlS0O wird :

0 2 0* in 2 % (Lel 9˙0

Die Form der Strömung ist also unabhängig von dem Ver —

nältuis à : c , ihre Intensität ist aber wesentlich von demselben

bedingt . Ist à 0 oder à ◻] ˙σ, , so wird sie gleich Null .

lst à ( 0%%3, so ist die Richtung der Ströme dieselbe wie in
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Zu Fig. In.
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der unendlichen Scheibe ; ist à ) C678, so wird sie die entgegen —

gesetzte . Bei genauer Betrachtung der Verteilung der wirken —

den Kräfte läſst sich dies zunächst auffällige Resultat wohl

verstehen . Die Form der Erscheinung ist in Fig . 12b dar —

gestellt .
Ebenso lälst sich die Aufgabe für eine beliebige Lage der

Drähte lösen . Rückt der eine derselben ins Unendliche , 80

Fig . 12b . Rotierende Scheibe und geradlinige Ströme . ½ nat . Gr .

bleiben in der endlichen Scheibe die Ströme endlich , und wir

erhalten , unter Bewahrung der ersten beiden Potenzen der

Dimensionen der Scheibe :

62 4( 302 —47
cos n ( 1 — 0² 0²sin 200 ( . ·1

120CP a˙8( 024 4550

Der Zusammenhang mit dem vorigen Resultate ist leicht

ersichtlich .

In Fig . 13 sind zwei besondere Fälle dargestellt . In a

geht der geradlinige Draht durch die Rotationsaxe in hin —

reichender Entfernung von der Scheibe , es verschwindet in diesem

Falle das zweite der oben beibehaltenen Glieder . In b liegt
der Draht in der Ebene der Scheibe und zwar in derjenigen
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8 —

Fig . 134 und b. Rotierende Scheibe und geradliniger Strom . ½ nat . Gr .
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Entfernung von derselben , in welcher er in der Figur selbst

dargestellt ist .

4. Sollen über die Drehungserscheinungen der Induktion
messende Versuche angestellt werden , 8o sind zu denselben
durchaus dünne Hohlkugeln zu verwenden , da für diese sichi
die Rechnungen leicht und exakt ausführen lassen . Die ein —
fachste Form des Versuches würde die sein , daſs man eine
solche Hohlkugel unter dem Einflusse einer konstanten Kraft

rotieren läſst . Die Drehung der Stromebenen kann entweder

durch den Einfluſs derselben auf einen sehr kleinen Magnet ,
oder besser auf galvanometrischem Wege nachgewiesen werden .

Ich will für ein Beispiel den Drehungswinkel und das

magnetische Moment der rotierenden Hohlkugel bestimmen .

Die Kugel sei von Kupfer , ihr Radius 50 mm , ihre Wand -

stärke 2 mm ; da οι i , i = 1, so hat man :

4r Nt -
tg 6

3 7 7

und für das Moment der Kugel findet man leicht , wenn 7 die

induzierende Kraft ist :

1 3 0

Ist die Zahl der Umdrehungen in der Sekunde , so ist

6⁰ 27

und da = 113 500 , 80 tindet man

80 0 . 01160

Hiernach ist die folgende Tabelle berechmet :

1
ö 4

71
8 7

5 30 19˙ 3614 80 12ů b51 42500
1⁰ 60 27˙ 7178 90 460 130 45100

20 13» 3“ 14110 100 490 13. [ 47310
30 19ů 10“ 20520 200 660 40) 57360
40 240 53· 26290 500 80² 15˙ 61570
50 30⸗ 60, [ 31340
60 [ 34⸗ 4“% 35660 00⁰ 62500
70 39 4 39380
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5. Die Figg . 14 und 15 , Seite 130 und 131 , sind dazu

bestimmt , den Strömungszustand in Vollkugeln zu veran —

schaulichen , welclie unter dem Einflusse einer konstanten zur

Drehungsaxe senkrecliten Kraft rotieren .

Die gesclilossenen Strombahinen sind hier sümtlich Kreise ,
deren IAbenen der Drehungsaxe parallel sind . Kennt man
daher die Stromdiclitigkeit in der Ebene des Aquators , 80 ist

es sehr leicht , dieselbe in allen anderen Punkten zu béstimmen .
Für die à2 ) Ebene ist aber in unserem Falle à = οfε O, also
die Stromdichtigkeit wν . Die Zeichnungen stellen nun die

Dichtigkeit der Strömung in der genannten Ebene durch die

Kurven :

20 const .

dar . Die eingeschriebenen Werte von u geben absolutes Mals ,
wenn die wirkende Kraft

mgr
Tunbe

mm ] sec

Die Grölse der Kugeln ist die gezeichnete ( = 50 mny .

In Fig . 14 ist eine Kupferkugel bei 5 Umdrehungen in

der Sekunde dargestellt ( in a ohne Berücksichtigung der Selbst —

induktion ) .
In Fig . 15a ist dieselbe Kugel dargestellt bei 50 Um —

drehungen in der Sekunde .

Fig . 15 b giebt die Strömung in einer Eisenkugel bei
5 Umdrchungen in der Sekunde . Dabei ist der Widerstand

des Hisens gleich dem sechsfachen des Kupfers und 4 % 200

angenommen . Man sielit , daſs schon bei der genannten mäſsigen
Geschwindigkeit eine Vernachlässigung der Selbstinduktion

durchaus keine Annählerung mehr bieten würde .

6. Ein hüufig ausgeführtes Experiment besteht darin , daſs

leitende Kugeln , welche zwischen den Polen eines niclit erregten

Elektromagneten rotieren , durch plötzliche Erregung desselben

zur Ruhe gebracht werden . Die Theorie dieses Experimentes
ist sehr einfach , wenn man das magnetische Feld als homogen
betrachtet , von der Selbstinduktion absieht , und die Strömung
in jedem Augenblicke wie eine stationäre behandelt . Ist 1 di -

UHertz , Schriſten . 9

Rotierende
Vollkugeln
und kon-

stante Kraſt .

Zu Figg. 11
und 15.

Anhaltung
rotierender

Kugeln
durch einen

Elektro -
magneten
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- FL —2
45.

8
9 * .

9

95,

s

4, d2 ½ α g
772＋

Fig . 14a und b. Roticrende Kupferkugel . 5 Umdrehungen in der Sekunde .
% Hät, Ur5 1
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Fig . 15 a . Rotierende Kupferkugel . 50 Umdrehungen in der Sekunde .

½ nat . Gr .

Fig . 15b . Rotierende Eisenkugel . 5 Umdrehungen in der Sckunde

½ nat . Gr .

9 *
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magnetische Kraft , welche in Richtung der æà wirkt , so ist die
äuſsere Potentialfunktion

7
7 7⁰ sin Ocοiõreοο ,

als0

*E
1 A 5 J0² sin Usin G

A 9

und demnnach die erzeugte Wärme : (85 6. )

21e 7ο

15
1¶ . —

Ist Y das Trägheitsmoment der Kugel , o ihre Geschwin —

digkeit zur Zeit · = , und rotiert sie ohne den Einfluſs kuſserer

Kräfte , so ist die Gleichung ihrer Bewegung :
·

L2 2 * 7˙2 Jr Ib2
—5 —— 00tf 9—

2 15

0
oder

A Ras

15 He
ν οοοe

Ist 9 die Masse eines Kubikmillimeters der Substanz , 80 ist

I = n les

also
2

40%¹
ν E 8

Ein analoges Gesetz gilt , venn sich die Kugel unter dem

Einflusse rotierender Magnete in Bewegung setat .

Kugeln verschiedener Radien und Hohlkugeln werden mit

gleicher Schnelligkeit in Bewegung gesetzt und zur Ruhe ge -
bracht . Dies entspricht in der That einer Beobachtung von

MaTTHUCCI ) .
Der Winkel , welchen die Kugel nach Erregung des Elektro -

magneten noch zurücklegt , beträgt :
E

4 %%
ſod. — 7² 0

0

.) WĨDpruANN , Galvanismus , § 878 . [ Lehre von der Elekctricität ,
1885 : Bd. IV . 8 386 , S. 322 . ]
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Für stark magnetische Kugeln findet man :

2

4 %600 —
9 7⁴ 000

0

Hiernach ist die folgende Tabelle berechnet . In derselben ist

5000 angenommen , was einem mälsig starken Elektro —

magneten entspricht . Die Anfangsgeschwindigkeit ist gleich
einer Umdrehung ( 22 ) in der Sekunde genommen . Die zurück —

gelegten Winkel sind in ganzen Umdrehungen angegeben . Die

relativen Werte gelten für jedes 7 und jedes ꝙn,

E

Stoff : ſdt
0

LE 0,14
CCEEEECEEECC 0,16

SIFfEE 0,27
Faifer 0, „31

3,90

Graphit 27,2
Konz . Lösung von Kupfervitriol ca . 544000

7. Dämpfung in einem Galvanometer .

In einer leitenden Hohlkugel schwinge ein Magnet ; der —

selbe sei entweder sehr klein , oder habe angenähert die Gestalt

einer homogen magnetisierten Kugel ; ist dann Wsein Moment ,
80 ist in der Hohlkugel

Dämpfung
Im Galvano -

meter .

M 8
7 2

*
sin O coSανον ,

als0

‚＋

„ 72◻ e
—

8
sin Osin o

0

und die erzeugte Wärme per Sekunde :

* 4·
ο 1

4
1

7 8 IR

weun , wie immer , den inneren , e den äuſseren Radius der

Hoblkugel bezeichnet .
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Es sei jetat ꝙ der Ausschlag der Nadel aus der Ruhelage ,
N das Trägheitsmoment derselben , dann sind ihre Schwingungen
bestimmt durch die Gleichung :

Schreiben wir dieselbe

7Aοο

4 54 ＋ 82L ＋ 270U) d SI

so sehen wir , daſs

dꝙ
26 dt

de

die während dt erzeugte Wärme ist , und daſs wir also haben :

4 * 112 1 1

Ist e klein , so erhält man daraus für das logarithmische
Dekrement der Nadel :

108 4u*e N — v I5

I F LI

EA Damit der aperiodische Zustand eintrete , muſs sein :
Scher Zu-

stand .

8 0
75 f

oder

N —rT 3K οι, οοαI

lir 4 Is

aus welcher Gleichung sich , bei gegebonen 7, J M, 4, leicht

die zur Erreichung des aperiodischen Zustandes nötige Dicke

eines Dämpfers berechnen läſst .
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