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Es wird dann schlieBlich erhalten als Lisung der Aui-

gabe:

o Pi Pu '|

Hierin sind also die @, die in b7 eingefithrten Funk-

tionen der p,; die a,., sind als neu eingefithrte Funktionen

derselben Griofen anzusehen., Die Zahl dieser neu einge-

filhrten Funktionen betrigt 1)

Abschnitt 4. Mogliche und unmdgliche Verriickungen.
Materielle Systeme.

Erlduferungen.

109 1. Zwischen einer Anzahl von materiellen Punkten be-
steht ein Zusammenl]
der Komponenten der Verriickungen dieser Punkte eine Aus-

wang, wenn aus der Kenntnis eines Teils

sage in bezng auf die iil n Komponenten moglich ist.
110 2. Wenn zwischen den Punkten eines Systems Zu-

sammenhinge bestehen, so ist damit ein Teil der denkbaren

1

Verriickungen des Systems von der Betracl eschlossen,

itung ausg

diejenigen Verriickungen des Systems

nlich, deren Statt-

finden den vorausgesetzten Aussagen widersprechen wiirde.

Umgekehrt bildet jede Aussage

daB von den denkbaren Ver-

riickungen des Systems ein Teil von der Betrachtung aus-

den Punkten

1- 8el, einen Zusa thang 2y
tems. Die Zusax

sind vollst

des Systems bekannt gegeben ist, ob dieselbe zur Betrach-

zuschli

re der Punkte

des 1enhiin

iindig gegeben, wenn jede denkbare Verriickung

tung ',{]]t,fi’]:':'::«'f"ll oder von derselben :111-'j._'_'n-~'|_'|1]r)>l.'~".‘lu sel.
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3. Die zur Betrachtung zugelassenen Verriickungen

heifen mogliche Verriickungen, die iibrigen unmigliche. Die
moglichen Verriickungen werden auch virtuelle genannt. Mog-
liche Verriickungen heiben sie stets, wenn sie als engerer

Beeriff den denkbaren gegeniibergestellt werden; virtuelle

Verriickungen werden sie nur dann genannt, wenn sie als
- »

einem engeren, z. B. den wirklichen Ver-
stellt werden.

weiterer Beg

riickungen entgegen;

4, Mébgliche Bahnen heiflen alle Bahnen, welche sich
aus moglichen Verriickungen zusammensetzen, Mogliche Lagen

sind

den konnen.

e Lagen, welche durch mégliche Bahnen erreicht wer-

d

5. ls sind also alle Lagen moglicher Bahnen mogliche
Lagen. Aber es geht aus dem Ges
auch nicht gesagt sein, dafl jede denkbare Bahn durch
e Lagen auch eine mogliche ]di]]i sel. Vielmehr kann

gten nicht hervor, und

ine \< rriickung auch zwischen unendlich benachbarten mog-

als eine unmdeliche Verriickung bezeichnet sein.

6. Zwischen zwei moglichen Lagen gibt es immer eine

oliche Bahn. Denn fithrt von irgend einer wirklichen

mi

Lage zu beiden Lagen auch nur eine mogliche Bahn, so bil-

T

1
den diese beiden Bahnen zusammen schon eine mogliche Bahn
zwischen den beiden Lagen; fithrte zu einer von beiden keine

mbgliche Bahn, so wire diese Lage auch keine mogliche Lage.

Definition 1. Kin Zusammenhang eines Systems heilit
ein stetiger, wenn er den folgenden drei Voraussetzungen nicht
widerspricht:

1. DaB die Angabe aller moglichen endlichen Verriick-
ungen enthalten sei in der Angabe aller miglichen unendlich

kleinen Verriickungen, (Stetickeit im Endlichen);
< L] \ L= 1
2. daB jede mégliche unendlich kleine Verriickung in

ticer Bahn durchlaufen werden kinne, (Stetigkeit

gerader,
im Unendlichkleinen);

3. daB jede unendlich kleine Verriickung, welche aus
einer bestimmten L miglich ist, auch moglich ist aus jeder
unendlich benachbarten Lage, abgesehen von Abweichungen
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von der Ordnung der Entfernung der Lagen oder von hoherer
Ordnung, (stetige Verinderlichkeit der mpglichen Verriickungen).

Folgerung. Wenn in einem System nur stetige Zu-
sammenhiinge sich finden, so ist die Summe irgendwelcher
moglichen unendlich kleinen Verriickungen aus derselben Lage
wieder eine mogliche Verrickung aus der gleichen Lage.
(Superposition unendlich kleiner Verriickungen.)

Denn nach 115,38 miissen sich die einzelnen Verriickungen
hintereinander durchlaufen lassen, und nach 115,2 ist dann
die direkte Verriickung aus der Anfangs- in die Endlage selbst
auch eine mogliche Verriickung.

Definition 2. KEin Zusammenhang eines Systems heilt
ein innerer, wenn er nur die gegenseitige Lage der Punkte
des Systems betrifft.

Folgerung. Wenn in einem System nur innere Zu-
sammenhiinge sich finden, so ist jede Verriickung des Systems,
welche die Konfiguration nicht indert, eine mogliche Ver-
riickung, und umgekehrt.

Definition 3. Ein Zusammenhang eines Systems heilit
ein gesetzmiBiger, wenn er unabhiingig von der Zeit besteht.

Ein gesetzmifiger Zusammenhang besteht also in der
Aussage, daB von den denkbaren Verriickungen des Systems
Ver-

zu jeder Zeit, oder unabhiingig von der Zeit, gewiss
riickungen moglich, andere unmbglich sind.

Anmerkung. Solange wir von der Geometrie der Systeme
handeln, kommt der Unterschied zwischen gesetzmibigem und
I_Ii‘.;_'u-ic’l/.mfi].’:i_:ffrlll Zusammenhange nicht in Betracht, da unsere
Uberlegungen die Zeit nicht enthalten. Sind die Zusammen-
hiinge eines Systems zu zwei Zeiten verschieden, so haben wir

r unsere jetzige Betrachtung zu beiden Zeiten mit zwei
verschiedenen Systemen zu tun. Ks linft praktisch auf das-
selbe hinaus, wenn wir voraussetzen, daf in diesem ersten

Buche die Zusammenhiinge simtlich gesetzmiBige seien.
Definition 1. Ein System materieller Punkte, welches

keinen anderen als stetigen Zusammenhiingen unterworfen ist,

nennen wir ein materielles System.
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Definition 2. Ein materielles System, welches keinen 122
anderen als inneren und gesetzmiBigen Zusammenhingen
unterworfen ist, nennen wir ein freies System.

Definition 3. Kin materielles System, zwischen dessen 123
moglichen Lagen alle denkbaren stetigen Ubergiinge zugleich
auch mogliche Ubergiinge sind, heiBt ein holonomes System.

Der Name soll andeuten, daB ein solches System inte-
gralen (6Aoc) Gesetzen (vduog) gehorcht, wihrend die mate-
riellen Systeme im allgemeinen nur Differentialgesetzen unter-
worfen sind. (Vergleiche 132 ff)

Analytische Darstellung.

Bemerkung, Kin System materieller Punkte geniigt den 124
Bedingungen eines materiellen Systems, wenn die Differen-
tiale seiner rechtwinkligen Koordinaten keinen anderen Be-
dingungen unterworfen sind als einer Anzahl homogener linearer
Gleichungen, deren Koeffizienten stetige Funktionen moglicher
Werte der Koordinaten sind.

Denn die erste Art der Stetigkeit, welche die Definition (115)
verlangt, muB vorausgesetzt werden, wenn {iberhaupt von
Differentialen der Koordinaten des Systems gesprochen wird;
den beiden andern Arten wird durch die Einschrinkung der
zugelassenen Differentiale geniigt.

Umkehrung. Geniigt ein System materieller Punkte den 1=
Bedinguvgen eines materiellen Systems, so sind die Differen-
tiale seiner rechtwinkligen Koordinaten keinen anderen Hin-
schrinkungen unterworfen, als einer Anzahl homogener linearer
Gleichungen unter sich, deren Koeffizienten stetige Funktionen
miglicher Werte der Koordinaten sind.

Zum Beweise fassen wir eine mogliche Lage des Systems
ins Auge und die moglichen Verriickungen aus ihr. Fiir eine
heliebig herausgegriffene dieser Verriickungen mdogen sich die
3n Anderungen dz, verhalten wie:
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